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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ УПРАВЛЕНИЯ ТИПА А.И. МОСКАЛЕНКО 
 

Рассматривается задача оптимального управления для модели объекта, описываемого совокупностью двух диф-
ференциальных уравнений, связанных друг с другом по независимым переменным и начальным условиям. До-
казан соответствующий аналог принципа максимума Понтрягина, рассмотрен случай его вырождения. 
Ключевые слова: условие максимума Понтрягина; особый случай; необходимое условие оптимальности; зада-
ча оптимального управления с распределенными параметрами. 

 
В работах [1, 2] А.И. Москаленко исследованы задачи оптимального управления, занимающих 

некоторое промежуточное положение между задачами оптимального управления сосредоточенными и 
распределенными параметрами. 

В настоящей статье изучается задача типа А.И. Москаленко [1], причем в отличие от этой работы 
критерий качества является многоточечным. Получены необходимые условия оптимальности первого 
порядка в форме принципа максимума Понтрягина и изучен случай вырождения условий (особое 
управление). 

 
1. Постановка задачи 

 
Требуется минимизировать многоточечный функционал 
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при ограничениях 

  rRUtu  ,     10 , ttTt  , 

  qRVxv  ,     10 , xxXx  ,                                                     (2) 

      tuxtzxtf
t

xtz
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,





,     XTDxt , ,                                        (3) 

   ,,0 xyxtz       Xx ,                                                            (4) 

    xvxyxg
dx
dy

,, ,   Xx ,                                                       (5) 

  00 yxy  .                                                                         (6) 

Здесь  uzxtf ,,,    vyxg ,,  – заданная n -мерная вектор-функция, определенная и непрерывная в 
rn RRD    qn RRX   вместе с частными производными по z   y  до второго порядка включи-

тельно; 0t , 1t , 0x , 1x , 0y  заданы;  10 , ttTi  , ki ,1   1210 ... tTTTt k  ;  10 , xxX i  , 1, ,i k  

 1210 ... xXXXx k   – заданные точки;  1 2, ,..., ka a a    kbbbxF ...,,,, 21  – заданная и непре-

рывная в nkR    nkRX   вместе с частными производными по  kaaa ...,,, 21    kbbb ...,,, 21  до второго 

порядка включительно скалярная функция; U и V – заданные непустые и ограниченные множества;  tu  

  xv  – кусочно-непрерывная (с конечным числом точек разрыва первого рода) вектор-функция управ-

ляющих воздействий. 
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Пару функций     xvtu ,  с вышеприведенными свойствами назовем допустимым управлением. 

Предполагается, что каждому допустимому управлению     xvtu  ,  (в смысле [1, 2]) соответ-

ствует единственное решение     xyxtz  ,,  для (2)–(6). 

Допустимое управление     xvtu  , , доставляющее минимум функционалу (1) при ограничениях 

(2)–(6), назовем оптимальным управлением, а соответствующий процесс         xyxtzxvtu  ,,,,  – 

оптимальным процессом. 
 

2. Формула для приращения критерия качества 
 

Пусть     xvtu  ,  – фиксированное допустимое управление, а       ,ou t u t u t    

     ov t v x v x    – произвольное допустимое управление. Через     xyxtz  ,, , 

            xyxytytztztz   ,  обозначим соответствующие им решения уравнений (3)–(6). 

Функции    , ,z t x y x   являются решением следующих уравнений 
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Приращения функционала качества (1) с использованием формулы Тейлора можно записать в виде 
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Введем аналоги функций Гамильтона–Понтрягина: 

   uzxtfppuzxtH ,,,,,,,   ,            vygqqvyxM ,,,,   , 

где p , q  – пока неизвестные вектор-функции. Тогда, используя соотношения (7), (8), приращение (9) 

функционала качества при помощи формулы Тейлора представляется в виде 
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В дальнейшем будем использовать следующие формулы 
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Введем обозначения : 

                 xtptuxtzxtHxtptuxtzxtHxtHtu ,,,,,,,,,,,,,   , 

        xtptuxtzxtHxtH zz ,,,,,,,  ,            xtptuxtzxtHxtH zzzz ,,,,,,,  , 

                 xqxvxyxMxqxvxyxMxMxv
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        xqxvxyxMxM yy
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 ,,, . 

Учитывая эти обозначения и формулы (11), (12), из (10) получим 
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где по определению  αi x ,  βi t , 1, ,i k  – характеристические функции отрезков  iXx ,0 ,  iTt ,0 , 

ki ,1 , соответственно, 
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Далее из (13) имеем 
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Если предполагать, что     xqxtp  ,,  является решением системы интегральных уравнений (со-

пряженная система): 
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то формула приращения (15) примет вид 
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3. Оценка нормы приращения состояния системы 

 
Используя (3)–(6), перейдем к эквивалентным интегральным уравнениям, будем иметь 
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Отсюда получим неравенство 
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где const 0, 1,2,iL i    – постоянные Липшица. Из (20), (21) применяя аналог леммы Гронуолла–

Беллмана (см., например, [3, 4]), приходим к неравенствам  
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где , 3,4,iL i   – некоторые положительные постоянные числа.  

С учетом неравенства (23), неравенство (22) запишется в виде  
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Таким образом, получили оценку нормы приращения состояния, соответствующую приращению 
управления.  

 
4. Необходимые условия оптимальности 

 

Считая     xvtu  ,  оптимальным управлением, его специальное приращение определим по 

формуле  
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Здесь  0 1θ ,t t  – произвольная точка непрерывности управления ( );u t u U   – произвольный вектор, 

ε 0  – произвольное число, такое что 1θ ε t  . Через     ε ε, ,z t x y x   обозначим специальное при-

ращение состояния     xyxtz  ,, , отвечающее приращению (25) управления     xvtu  , . Из оценок 

(23), (24) следует, что  

   ε 5 ε 6, ε, εz t x L y x L    ,                                                (26) 

где 5 6, const 0L L    – некоторые положительные постоянные. 

С учетом (25), (26) из формулы приращения (17) получим, что вдоль оптимального управления 
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Теперь специальное приращение оптимального управления определим по формуле 
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где  0 1ξ ,x x  – произвольная точка непрерывности управляющей функции  xv ; Vv  – произволь-

ный вектор; μ 0  – произвольное достаточно малое число, такое что 1ξ μ x  . 

Через     μ μ, ,z t x y x   обозначим специальное приращение состояния     xyxtz  ,, , отвеча-

ющее приращению (28) управления     xvtu  , . 

Из оценок (23), (24) следует, что  

   μ 7 μ 8, μ, μz t x L y x L    ,                                              (29) 

где 7 8, const 0L L    – некоторые положительные постоянные. 

Принимая во внимание эти оценки и формулу (27), из (17) получим, что 

         μ , , , μ ξ μ 0o o o o o
v vS u v S u v S u v M o        .                          (30) 

Из неравенств (27), (30), в силу произвольности ε  и μ  приходим к соотношениям 
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Сформулируем полученный результат. 

Теорема 1. Для оптимальности допустимого управления     xvtu  ,  в задаче (1)-(6) необходимо, 

чтобы неравенства (31), (32) выполнялись соответственно для всех  0 1θ ,t t , Uu  и  0 1ξ ,x x , Vv . 

Неравенства (31), (32) являются необходимыми условиями первого порядка и пара неравенств 
(31), (32) представляет собой аналог принципа максимума Понтрягина для рассматриваемой задачи.  

Формула приращения (17) позволяет исследовать также случай особых управлений. 
Определение 1. Если выполняются соотношения 
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H x dx   для всех  0 1θ ,t t , Uu ,                                     (33) 

 ξ 0vM   для всех  0 1ξ ,x x , Vv ,                                         (34) 

то допустимое управление     xvtu  ,  назовем особым, в смысле принципа максимума Понтрягина, 

управлением. 
Из определения 1 видно, что для особых управлений условие максимума (31), (32), вырождаясь, 

становится неэффективным. Поэтому нужны новые необходимые условия оптимальности. Понятие осо-
бого управления было введено Л.И. Розоноэром [5]. В дальнейшем особые управления исследовались 
Г. Келли [6], Р. Коппом и Г. Мойером [7], Ю.И. Параевым [8], Р. Габасовой, Ф.М. Кирилловой [9] и др. 
Довольно полный обзор соответствующих результатов имеется в работах [9–16] и др. Заметим, что особые 
управления возникают во многих прикладных задачах управления (см., например, [6, 7, 9, 17, 18] и др.). 

Перейдем к выводу необходимых условий оптимальности для особых управлений. 

Из (7), (8) видно, что     xtzxy ,,  является решением линеаризованной задачи 
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Здесь по определению 
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Решения уравнений (35), (36) и (37), (38) на основе аналога формулы Коши о представлении ре-
шений линейных дифференциальных уравнений (см., например, [19, 20]) имеют вид 
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Из (39) с учетом представления (40) получаем 
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С учетом оценок (23), (24) из представлений (39), (41) получаем 
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В особом случае из формулы приращения (13) получаем справедливость разложений 
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             1 1 1
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1 1
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Из (42) следует 
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i i i u
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z T x F T x f x d o
           ,                             (47) 

где  αi t  – характеристическая функция отрезка  iTt ,0 . 

Используя (47), доказывается справедливость следующих тождеств: 
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Далее из представления (44) следует 
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При помощи представлений (44), (51) получаем 
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Введем обозначения: 
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Учитывая введенные обозначения (56), (57) и тождества (52)–(57), формулы приращения (45), (46) 
после некоторых преобразований запишем следующим образом: 
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                           (59) 

Учитывая произвольность и независимость ε 0  и μ 0 , из разложений (58), (59) получаем, что 

вдоль особого оптимального управления     xvtu  ,  выполняются соотношения 

         
1

0

θ, θ,θ, θ, θ, θ, 0
x

u u u z u
x

f x K x f x H x f x dx                                 (60) 

для всех  0 1θ ,t t , ,u U  

         ξ ξ,ξ ξ ξ ξ 0,v v v y vg L g M g                                            (61) 

для всех Vv ,  0 1ξ ,x x . 

Сформулируем результат. 
Теорема 2. Для оптимальности особого, в смысле принципа максимума Понтрягина, управления 

    xvtu  ,  необходимо, чтобы неравенства (60), (61) выполнялись для всех Uu ,  0 1θ ,t t  и Vv , 

 0 1ξ ,x x  соответственно. 

Заметим, что необходимые условия оптимальности (60), (61) являются аналогами условия опти-
мальности Габасова–Кирилловой (см., например, [9, 10]). 

 
Заключение 

 
В работе изучается задача оптимального управления типа А.И. Москаленко для многоточечного 

критерия качества. Применяя схему, предложенную в работах [11, 14, 15 и др.], установлено необходи-
мое условие оптимальности особых, в смысле принципа максимума Понтрягина, управлений. 
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Suppose you want to minimize the multi-point functional 
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   ,,0 xyxtz       Xx ,                                                                          (4) 

    xvxyxg
dx
dy

,, ,   Xx ,                                                                   (5) 

  00 yxy  .                                                                                        (6) 

Here  uzxtf ,,,   vyxg ,,  is a given n -dimensional vector-function defined and continuous in rn RRD   qn RRX   

together with partial derivatives with respect to  z y  up to  the second order inclusive,  10 , ttTi   ki ,1 , 

 1210 ... tTTTt k  ,  10 , xxX i    1210 ... xXXXx k   are given points,  1 2, ,..., ka a a

  1 2, , ,..., kF x b b b is a given and continuous in k nR    k nX R   together with the partial derivatives up to  the second order inclu-

sive a scalar function, U and V are  non-empty and bounded sets,  u t   v x is a piecewise continuous (with a finite number of 

points of discontinuity of the first kind) vector-function of control actions. 
Paper deals obtaining the necessary conditions for optimality in the problem (1)–(6). 
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