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ПРИКЛАДНАЯ ДИСКРЕТНАЯ МАТЕМАТИКА

Теоретические основы прикладной дискретной математики № 38

ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ
ПРИКЛАДНОЙ ДИСКРЕТНОЙ МАТЕМАТИКИ

УДК 519.714.5
ОДИН ПОДХОД К ПОСТРОЕНИЮ ТРАНЗИТИВНОГО МНОЖЕСТВА

БЛОЧНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ

И.В. Чередник

Московский технологический университет (МИРЭА), г. Москва, Россия

Пусть Ω —произвольное конечное множество и Q(Ω) — семейство всех бинарных
квазигрупп, определённых на множестве Ω. Преобразование Ωn → Ωn, n > 2,
реализуемое сетью Σ с одной бинарной операцией F , будем обозначать ΣF . В тер-
минах строения сети Σ доказан критерий биективности всех преобразований из
множества {ΣF : F ∈ Q(Ω)} и определено каноническое представление таких
сетей. Вводится и разрабатывается аппарат разметки сетей, который позволяет
сформулировать и обосновать необходимые и достаточные условия для транзи-
тивности множества преобразований {ΣF : F ∈ Q(Ω)}. Предложен эффективный
способ проверки транзитивности множества преобразований {ΣF : F ∈ Q(Ω)}.
Изложен и обоснован алгоритм построения сетей Σ, для которых множество пре-
образований {ΣF : F ∈ Q(Ω)} является транзитивным.

Ключевые слова: сети, квазигруппы, блочные преобразования, транзитивное
множество блочных преобразований.
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ONE APPROACH TO CONSTRUCTING A TRANSITIVE CLASS
OF BLOCK TRANSFORMATIONS

I. V. Cherednik

Moscow Technological University (MIREA), Moscow, Russia

E-mail: p.n.v.k.s@mail.ru

In the paper, a new type of block transformations is determined and investigated.
These transformations can be used to construct hash functions and block ciphers.
Let Ω be an arbitrary finite set, and Q(Ω) be the collection of all binary quasigroups
defined on the set Ω. We consider the mappings ΣF : Ωn → Ωn that are implemented
by a network Σ of a width n with one binary operation F ∈ Q(Ω). The network Σ
is called bijective for Ω if the mapping ΣF is bijective for each F ∈ Q(Ω). We show
that the network Σ is bijective for all finite sets iff the network Σ is bijective for some
finite set Ω such that |Ω| > 2. Therefore, we say that the network Σ is bijective if
it is bijective for a nontrivial finite set. The networks Σ1, Σ2 are called equivalent
for Ω if the map ΣF

1 coincides with the map ΣF
2 for each F ∈ Q(Ω). Moreover, we

say that the networks Σ1, Σ2 are equivalent if the networks Σ1, Σ2 are equivalent for
all finite sets. It is easy to define the elementary networks by analogy with the ele-
mentary matrices. We prove that every bijective network Σ is equivalent to a unique
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product of elementary networks. This product is called the canonical representation
of Σ and its length is denoted by ‖Σ‖. We prove that bijective networks Σ1, Σ2 of
equal width n are equivalent iff they are equivalent for some finite set Ω such that
|Ω| > ‖Σ1‖ + ‖Σ2‖ + n. A bijective network Σ is called transitive for Ω if the set
{ΣF : F ∈ Q(Ω)} is transitive. We prove that the bijective network Σ is transitive
for all sufficiently large finite sets iff Σ is transitive for some finite set Ω such that
|Ω| > ‖Σ‖+ n. In addition, we propose an effective method for verifying the network
transitivity for all sufficiently large finite sets, namely the bijective network Σ is tran-
sitive for Ω such that |Ω| > ‖Σ‖ + n whenever it is transitive for some two-element
subset of Ω. In the final section, we expound an algorithm for constructing transitive
networks. For a given bijective network Σ of a width n, the algorithm adds 3n − 3
elementary networks to the canonical representation of Σ without changing the exist-
ing contents. As a result of these modifications, we obtain a bijective network Σ̂ that
is transitive for every sufficiently large finite set Ω (|Ω| > ‖Σ̂‖+ n).

Keywords: network, quasigroup, block transformation, transitive class of block trans-
formations.

Введение
Произвольная бинарная операция F : Ω×Ω→ Ω называется квазигруппой на мно-

жестве Ω, если уравнения вида

F (x, b) = c, F (a, y) = c

однозначно разрешимы при любых a, b, c ∈ Ω [1]. Множество всех квазигрупп, задан-
ных на множестве Ω, будем обозначать Q(Ω).

Пусть {x1, . . . , xn}—множество переменных и ∗— символ бинарной операции. Мно-
жество всех формул в алфавите {x1, . . . , xn, ∗} будем обозначатьW . При сопоставлении
символу «∗» конкретной бинарной квазигруппы F ∈ Q(Ω) формула w(x1, . . . , xn) реа-
лизует отображение wF : Ωn → Ω, а набор формул (w1, . . . , wm) ∈ Wm — отображение
(wF1 , . . . , w

F
m) : Ωn → Ωm.

Определение 1. Пусть (v1, . . . , vk) ∈ Wk и в наборе (w1, . . . , wm) ∈ Wm каждая
из формул wj, j ∈ {1, . . . ,m}, либо имеет вид vi1 ∗vi2 , i1 6= i2, i1, i2 ∈ {1, . . . , k}, либо яв-
ляется некоторой формулой vi, i ∈ {1, . . . , k}. Тогда будем говорить, что набор формул
(w1, . . . , wm) является результатом преобразования набора формул (v1, . . . , vk).

Один из способов построения произвольного набора формул (w1, . . . , wm) заключа-
ется в последовательном преобразовании набора переменных (x1, . . . , xn). Для иссле-
дования свойств отображений одного класса, соответствующего определённому набору
формул, введём дополнительное представление процесса преобразований набора фор-
мул, которое отличается большей наглядностью.

Определение 2. Пусть t, n0, n1, . . . , nt ∈ N и

X0 = {x(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x(0)

n0
}, X1 = {x(1)

1 , x
(1)
2 , . . . , x(1)

n1
}, . . . , Xt = {x(t)

1 , x
(t)
2 , . . . , x(t)

nt }

— семейство попарно непересекающихся конечных непустых множеств. Тогда квази-
групповой сетью (далее — просто сетью) длины t будем называть простой ориентиро-
ванный граф Σ с множеством вершин X0 ∪ X1 ∪ . . . ∪ Xt, содержащий только рёбра
вида (x

(s−1)
i , x

(s)
j ), s ∈ {1, . . . , t}, с тем ограничением, что степень захода каждой вер-

шины x
(s)
j , s ∈ {1, . . . , t}, равна 1 или 2. При этом если степень захода вершины x

(s)
j
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равна 2, то рёбра (x
(s−1)
i1

, x
(s)
j ) и (x

(s−1)
i2

, x
(s)
j ) имеют различные метки из множества {l, r}.

Число max{n0, . . . , nt} будем называть шириной сети Σ. Множества X0 и Xt называют-
ся множествами начальных и конечных вершин соответственно. Подграф Σs сети Σ,
основанный на множестве вершин Xs−1∪Xs, будем называть s-м слоем сети Σ. Сеть Σ
называется однослойной, если она имеет длину 1.

Определение 3. Пусть Σ и Σ′ — сети с множествами вершин X = X0 ∪X1 ∪ . . .
. . .∪Xs иX ′ = X ′0∪X ′1∪. . .∪X ′t соответственно иX∩X ′ = Xs = X ′0. Тогда естественным
образом можно определить сеть длины s+ t с множеством вершин X0 ∪X1 ∪ . . .∪Xs ∪
∪ X ′1 ∪ . . . ∪ X ′t, которую будем называть произведением сетей Σ и Σ′ и обозначать
Σ · Σ′.

Непосредственно из определений 2 и 3 следует, что произвольная сеть Σ длины t
является произведением однослойных сетей: Σ = Σ1 · . . . · Σt.

Определение 4. Пусть (v1, . . . , vn) —произвольный набор формул и Σ — одно-
слойная сеть с множеством вершин {x0

1, . . . , x
(0)
n } ∪ {x(1)

1 , . . . , x
(1)
m }. Тогда определим

набор формул (w1, . . . , wm) по следующим правилам:

— если вершине x(1)
j инцидентно единственное ребро (x

(0)
i , x

(1)
j ), то полагаем wj = vi;

— если вершине x(1)
j инцидентны рёбра (x

(0)
i1
, x

(1)
j ) и (x

(0)
i2
, x

(1)
j ) с метками l и r соответ-

ственно, то полагаем wj = vi1 ∗ vi2 .
При этом будем говорить, что однослойная сеть Σ описывает преобразование набора
формул (v1, . . . , vn) в набор формул (w1, . . . , wm). Произвольная сеть Σ является произ-
ведением однослойных сетей, являющихся её слоями, и потому естественным образом
описывает последовательность преобразований набора формул.

Пусть F ∈ Q(Ω) —произвольная квазигруппа и сеть Σ описывает последователь-
ность преобразований набора переменных (x1, . . . , xn) в набор формул (w1, . . . , wm).
Тогда отображение (wF1 , . . . , w

F
m) : Ωn → Ωm будем обозначать ΣF .

Нетрудно понять, что если Σ = Σ1 ·Σ2, то при выборе любой квазигруппы F спра-
ведливо соответствующее равенство отображений ΣF = ΣF

1 · ΣF
2 .

Определение 5. Будем говорить, что сети Σ и Σ′ эквивалентны для множе-
ства Ω, если при выборе любой квазигруппы F ∈ Q(Ω) отображения ΣF и Σ′F сов-
падают. Будем говорить, что сети Σ и Σ′ эквивалентны, если они эквивалентны для
любого множества.

Замечание 1. Если сети Σ и Σ′ описывают преобразование набора переменных
(x1, . . . , xn) в наборы формул (w1, . . . , wm) и (w′1, . . . , w

′
m) соответственно, то совпаде-

ние указанных наборов формул является достаточным условием для эквивалентности
сетей Σ и Σ′.

Определение 6. Сеть Σ будем называть биективной для множества Ω, если
при выборе любой квазигруппы F ∈ Q(Ω) отображение ΣF является биективным.
Сеть Σ будем называть биективной, если она биективна для любого множества.

Очевидно, что для биективности сети Σ с множеством вершин X0 ∪ X1 ∪ . . . ∪ Xt

необходимо, чтобы множества начальных и конечных вершин были равномощны, то
есть выполнялось равенство |X0| = |Xt|.

Определение 7. Сеть Σ с множеством вершин X0∪X1∪ . . .∪Xt будем называть
сетью постоянной ширины, если |X0| = |X1| = . . . = |Xt|.

В данной работе рассматриваются только сети постоянной ширины, поэтому будем
использовать термин «сеть», подразумевая при этом сеть постоянной ширины.
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Поскольку любая сеть Σ биективна для произвольного одноэлементного множе-
ства Ω и, более того, в таком случае любые две сети Σ и Σ′ одинаковой ширины пред-
ставляют одно и то же единственное отображение Ωn → Ωn, то в дальнейшем всегда
будем полагать, что |Ω| > 2.

1. Строение биективных сетей
Пусть Σ — сеть с множеством вершин X0 ∪ X1 ∪ . . . ∪ Xt. Тогда Σ = Σ1 · . . . · Σt и

при выборе любой квазигруппы F ∈ Q(Ω) выполняется равенство ΣF = ΣF
1 · . . . · ΣF

t .
Поэтому Σ биективна для множества Ω в том и только в том случае, когда каждый
слой Σs, s ∈ {1, . . . , t}, биективен для множества Ω.

Для однослойной сети Σ с множеством вершин {x(0)
1 , . . . , x

(0)
n }∪{x(1)

1 , . . . , x
(1)
n } опре-

делим (0, 1)-матрицу связности AΣ = (aij)n×n по следующему правилу: aij = 1 в случае,
если сеть Σ содержит ребро (x

(0)
i , x

(1)
j ), и aij = 0 — в противном случае.

Напомним, что диагональю в матрице размера n × n называют всякую совокуп-
ность из n её попарно неколлинеарных элементов, при этом диагональ называется
положительной, если все её элементы положительны [2, 3].

Теорема 1. Однослойная сеть Σ является биективной для множества Ω тогда и
только тогда, когда матрица AΣ обладает единственной положительной диагональю.

Доказательство. Доказательство критерия проведём индукцией по ширине
сети. База для сети ширины 1 очевидна. В предположении, что критерий верен для
любой однослойной биективной сети ширины строго меньше чем n, докажем его для
произвольной однослойной биективной сети Σ ширины n.

Н е о б х о д и м о с т ь. По определению сети Σ каждый столбец матрицы AΣ

содержит хотя бы одну единицу. При этом если сеть Σ биективна для множества Ω, то
в матрице AΣ найдётся хотя бы один столбец, содержащий ровно одну единицу, так как
в противном случае при выборе произвольной квазигруппы F ∈ Q(Ω) отображение ΣF

будет действовать следующим образом:

(a1, a2, . . . , an) 7→ (F (ai1 , aj1), F (ai2 , aj2), . . . , F (ain , ajn)).

Нетрудно понять, что при выборе квазигруппы F ∈ Q(Ω) со свойством F (a, a) = b для
всех a ∈ Ω и некоторого фиксированного b ∈ Ω (указанным квазигруппам соответ-
ствуют латинские квадраты, у которых на главной диагонали стоит только элемент b),
система

(F (a, a), F (a, a), . . . , F (a, a)) = (b, b, . . . , b)

будет иметь |Ω| > 2 решений, и отображение ΣF не может быть биективным— противо-
речие. Значит, в матрице AΣ существует столбец, содержащий одну единицу. Не огра-
ничивая общности, можно считать, что это первый столбец, а единица в нём располо-
жена на пересечении с первой строкой.

Пусть в первой строке матрицы AΣ содержится r единиц; не ограничивая общности,
будем считать, что они стоят на первых r местах. Тогда при выборе произвольной
квазигруппы F ∈ Q(Ω) отображение ΣF будет действовать следующим образом:

(a1, a2, . . . , an) 7→ (a1, F
′{a1, ai2}, . . . , F ′{a1, air}, F ′{air+1 , ajr+1}, . . . , F ′{ain , ajn}),

где {i2, . . . , in, jr+1, . . . , jn} ⊆ {2, . . . , n}, а запись F ′{ai, aj} означает либо F (ai, aj), либо
F (aj, ai), либо просто ai. Поскольку сеть Σ является биективной для множества Ω,
очевидно, что действие отображения ΣF можно уточнить:

(a1, a2, . . . , an) 7→ (a1, F{a1, ai2}, . . . , F{a1, air}, F ′{air+1 , ajr+1}, . . . , F ′{ain , ajn}),
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где запись F{ai, aj} означает либо F (ai, aj), либо F (aj, ai). Биективность отображе-
ния ΣF равносильна однозначной разрешимости при любых b1, . . . , bn ∈ Ω системы
уравнений

(a1, F{a1, ai2}, . . . , F{a1, air}, F ′{air+1 , ajr+1}, . . . , F ′{ain , ajn}) = (b1, b2, . . . , bn)

относительно a1, . . . , an ∈ Ω. Это, в свою очередь, равносильно однозначной разреши-
мости при любых b1, . . . , bn ∈ Ω следующей системы:

(F{b1, ai2}, . . . , F{b1, air}, F ′{air+1 , ajr+1}, . . . , F ′{ain , ajn}) = (b2, . . . , br, br+1, . . . , bn),

которую можно переписать в эквивалентном виде

(ai2 , . . . , air , F
′{air+1 , ajr+1}, . . . , F ′{ain , ajn}) = (F−1{b1, b2}, . . . , F−1{b1, br}, br+1, . . . , bn),

где запись F−1{b1, bj} означает либо решение уравнения F (b1, x) = bj, либо решение
уравнения F (x, b1) = bj. Однозначная разрешимость последней системы при любых
b1, . . . , bn ∈ Ω равносильна однозначной разрешимости системы

(ai2 , . . . , air , F
′{air+1 , ajr+1}, . . . , F ′{ain , ajn}) = (b′2, . . . , b

′
r, br+1, . . . , bn)

при любых b′2, . . . , b′r, br+1, . . . , bn ∈ Ω.
Обозначим подграф сети Σ, основанный на множестве вершин {x(0)

2 , . . . , x
(0)
n } ∪

∪ {x(1)
2 , . . . , x

(1)
n }, через Σ′. Легко видеть, что Σ′ является однослойной сетью ширины

(n− 1) и однозначная разрешимость системы

(ai2 , . . . , air , F
′{air+1 , ajr+1}, . . . , F ′{ain , ajn}) = (b′2, . . . , b

′
r, br+1, . . . , bn)

при любых b′2, . . . , b
′
r, br+1, . . . , bn ∈ Ω на самом деле означает биективность отобра-

жения Σ′F . Таким образом, показано, что при выборе любой квазигруппы F ∈ Q(Ω)
биективность отображения ΣF равносильна биективности отображения Σ′F . Другими
словами, сеть Σ является биективной для множества Ω в том и только в том случае,
когда сеть Σ′ является биективной для множества Ω.

По предположению индукции матрица AΣ′ = AΣ ( 2 ... n
2 ... n ) содержит единственную

положительную диагональ, которая однозначно продолжается до единственной поло-
жительной диагонали матрицы AΣ.

Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть матрица AΣ имеет единственную положительную
диагональ. Тогда в матрице AΣ существует столбец, в котором содержится ровно одна
единица, так как в противном случае в результате последовательного вычёркивания
всех строк матрицы AΣ, содержащих ровно одну единицу, вместе с соответствующими

им столбцами останется подматрица AΣ

(
i1 . . . il
j1 . . . jl

)
, 2 6 l 6 n, которая содержит

в каждой строке не менее двух единиц и в каждом столбце ровно по две единицы.
Нетрудно понять, что такая матрица содержит в каждой строке и в каждом столбце
ровно две единицы и, следовательно, имеет не менее двух положительных диагоналей,
которые продолжаются до различных положительных диагоналей матрицы AΣ, — про-
тиворечие. Значит, в матрице AΣ существует столбец, содержащий одну единицу, и,
не ограничивая общности, можно считать, что это первый столбец, а единица в нём
расположена на пересечении с первой строкой.

Пусть в первой строке матрицы AΣ содержится r единиц, будем считать, что
они стоят на первых r местах. Тогда, аналогично предыдущей части доказательства,
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нетрудно показать, что сеть Σ является биективной для множества Ω в том и только
в том случае, когда сеть Σ′ является биективной для множества Ω. При этом матри-

ца AΣ′ = AΣ

(
2 . . . n
2 . . . n

)
имеет единственную положительную диагональ, поскольку

всякая положительная диагональ матрицы AΣ содержит единственную единицу из
первого столбца и является продолжением некоторой положительной диагонали мат-

рицы AΣ

(
2 . . . n
2 . . . n

)
, и по предположению индукции сеть Σ′ является биективной для

множества Ω.

Следствие 1. Следующие утверждения являются равносильными:
1) сеть Σ является биективной для некоторого множества Ω;
2) сеть Σ является биективной.
Доказательство. 1 ⇒ 2. Если сеть Σ с множеством вершин X0 ∪X1 ∪ . . . ∪Xt

является биективной для некоторого множества Ω, то каждый её слой Σs, s ∈ {1, . . . , t},
является биективным для данного множества. Из теоремы 1 следует, что биективность
однослойных сетей Σs, s ∈ {1, . . . , t}, для множества Ω не зависит от природы этого
множества и его мощности, а зависит только от строения указанных однослойных
сетей. Значит, каждый слой Σs, s ∈ {1, . . . , t}, является биективным для всех множеств
и, следовательно, сама сеть Σ является биективной для всех множеств.

2⇒ 1. Очевидно.

Ввиду следствия 1 в определении биективной сети достаточно требовать биектив-
ность только для одного множества, мощность которого больше чем 1.

Следствие 2. Пусть Σ — биективная однослойная сеть. Тогда:
1) сеть Σ содержит вершины со степенью захода 1;
2) сеть Σ содержит вершины со степенью исхода 1.
Доказательство.
1) Согласно теореме 1, матрица AΣ имеет единственную положительную диагональ,

и в доказательстве теоремы 1 показано, что существует столбец матрицы AΣ, в котором
содержится ровно одна единица.

2) Согласно критерию биективности однослойной сети, в матрице AΣ отсутствуют
нулевые строки. Кроме того, невозможно, чтобы каждая строка матрицы AΣ содер-
жала более одной единицы, так как в этом случае каждый столбец матрицы AΣ будет
содержать ровно две единицы, а сама матрица AΣ будет иметь не менее двух положи-
тельных диагоналей, что противоречит биективности сети Σ.

Пример 1. Легко проверить, что преобразование набора переменных (x1, . . . , x8)
в набор формул (x2 ∗ (x4 ∗ x5), x1, x4 ∗ x5, x2 ∗ x3, x5, (x2 ∗ x3) ∗ (x6 ∗ x7), x7 ∗ x8, x5 ∗ x6)
может быть описано (при подходящей разметке дуг) сетью, приведённой на рис. 1.
Также нетрудно убедиться, что это преобразование набора переменных может быть
описано сетью, приведённой на рис. 2. Значит, эти сети эквивалентны.
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Рис. 2

Определение 8. Пусть Σ — однослойная сеть с множеством вершинX0∪X1. Вер-
шину x(0)

i ∈ X0 сети Σ будем называть неподвижной, если Σ содержит ребро (x
(0)
i , x

(1)
i ).

Сеть Σ будем называть элементарной, если все вершины из множества X0 неподвиж-
ны и ровно одна вершина из множества X1 имеет степень захода 2.

Элементарную сеть с множеством вершин X0 ∪ X1, которая содержит рёбра
(x

(0)
i , x

(1)
i ) и (x

(0)
j , x

(1)
i ), будем обозначать Σ

{i,j}
i . В случае, когда ребро (x

(0)
i , x

(1)
i ) имеет

метку l, обозначение можно уточнить как Σ
(i,j)
i , а если оно имеет метку r—как Σ

(j,i)
i .

Произвольная элементарная сеть всегда является биективной. Ещё одним важным
примером биективных сетей являются сети с множеством вершин X0 ∪X1 ∪ . . . ∪Xt,
у которых степень захода каждой вершины x

(s)
j , s ∈ {1, . . . , t}, равна 1. Такие сети

будем называть перестановочными. Произвольная перестановочная сеть определяет
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отображение Ωn → Ωn, не зависящее от выбора квазигруппы F ∈ Q(Ω) и действую-
щее на множестве Ωn как перестановка координат вектора. Отсюда следует, что любая
перестановочная сеть эквивалентна однослойной перестановочной сети. Произвольная
перестановочная сеть эквивалентна произведению перестановочных сетей, у каждой из
которых ровно две вершины не являются неподвижными, — это следует из известного
результата о представлении произвольной перестановки в виде произведения транспо-
зиций.

Элементарные и перестановочные сети являются примерами простейших биектив-
ных сетей, однако, как показывает следующая теорема, этих примитивов достаточно
для реализации произвольной биективной сети.

Теорема 2. Сеть Σ является биективной в том и только в том случае, когда она
эквивалентна произведению

ΣR1 · . . . · ΣRt · ΠR (или ΠL · ΣL1 · . . . · ΣLt),

где ΣR1, . . . ,ΣRt (ΣL1, . . . ,ΣLt) — элементарные сети; ΠR (ΠL) — однослойная переста-
новочная сеть. При этом количество элементарных сетей в произведении равно коли-
честву вершин сети Σ со степенью захода 2.

Доказательство. Достаточность очевидна. Для доказательства необходимости
потребуются два вспомогательных утверждения.

Лемма 1. Пусть Σ —произвольная биективная однослойная сеть, а Π1,Π2 — та-
кие однослойные перестановочные сети, что корректно определить произведения Π1 ·Σ
и Σ · Π2. Тогда справедливы следующие утверждения:

1) сеть Π1 · Σ эквивалентна однослойной сети;
2) сеть Σ · Π2 эквивалентна однослойной сети;
3) сеть Σ эквивалентна произведению ΣR ·ΠR однослойной биективной сети ΣR, у

которой все вершины неподвижны, и однослойной перестановочной сети ΠR;
4) сеть Σ эквивалентна произведению ΠL · ΣL однослойной биективной сети ΣL, у

которой все вершины неподвижны, и однослойной перестановочной сети ΠL.
Доказательство. Доказательство утверждений 1 и 2, с использованием заме-

чания 1, очевидно.
Утверждение 3: согласно критерию биективности однослойной сети, матри-

ца AΣ обладает единственной ненулевой диагональю, расположенной на местах

(1, i1), . . . , (n, in). Перестановка
(

1 . . . n
i1 . . . in

)
определяет перестановочную сеть ΠR.

Сеть Σ ·Π−1
R описывает преобразование формул, соответствующее некоторой однослой-

ной сети ΣR, у которой все вершины неподвижны. Таким образом, сети Σ и ΣR · ΠR

описывают преобразование набора переменных в один набор формул и, согласно за-
мечанию 1, они эквивалентны.

Доказательство утверждения 4 аналогично.

Лемма 2. Пусть Σ — биективная однослойная сеть, у которой все вершины непо-
движны и хотя бы одна имеет степень захода 2. Тогда сеть Σ эквивалентна произ-
ведению элементарных сетей Σ1 · . . . · Σt, где t—число вершин сети Σ со степенью
захода 2.

Доказательство. Пусть Σ — однослойная биективная сеть ширины n, у которой
все вершины неподвижны. Тогда количество вершин сети Σ со степенью захода 2 равно
ω(AΣ)− n, где ω(AΣ) —количество ненулевых элементов матрицы AΣ.
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Доказательство утверждения проведём индукцией по параметру ω(AΣ) − n. База
при ω(AΣ)− n = 1 очевидна: Σ является элементарной сетью ширины n.

Предположим, что утверждение верно для любой однослойной биективной сети Σ
ширины n при условии ω(AΣ)− n < t. Докажем утверждение для произвольной одно-
слойной биективной сети Σ ширины n с условием ω(AΣ)− n = t.

Нетрудно понять, что ω(AΣ) < 2n, так как в противном случае каждый столбец
матрицы AΣ содержит ровно две единицы и в сети Σ отсутствуют вершины со степе-
нью захода 1, что противоречит следствию 2. Таким образом, t = ω(AΣ) − n < n и
в матрице AΣ в точности t столбцов содержат две единицы; не ограничивая общности,
будем считать, что это первые t столбцов.

Поскольку все вершины сети Σ неподвижны, то элементы матрицы AΣ, распо-
ложенные на местах (1, 1), . . . , (n, n), очевидно, образуют положительную диагональ.
При этом все 2t единиц, расположенных в первых t столбцах, не могут находиться на

пересечении с первыми t строками, так как в противном случае матрица AΣ

(
1 . . . t
1 . . . t

)
имеет две различные трансверсали, которые продолжаются до различных транcвер-
салей матрицы AΣ, что противоречит биективности сети Σ. Значит, хотя бы одна из
последних (n− t) строк матрицы AΣ содержит не менее двух единиц; не ограничивая
общности, будем считать, что это строка с номером (t+ 1).

Пусть в (t+ 1)-й строке матрицы AΣ присутствует единица на месте s ∈ {1, . . . , t}.
Тогда обозначим через Σ′ однослойную сеть, полученную из сети Σ удалением ребра
(x

(0)
t+1, x

(1)
s ). Очевидно, что AΣ′ = AΣ − E(t+1)s, где E(t+1)s — (0, 1)-матрица, у которой

единственная единица стоит на пересечении (t+1)-й строки и s-го столбца. Поскольку
матрица AΣ обладает единственной трансверсалью, а её главная диагональ не содер-
жит нулей, матрица AΣ′ также обладает единственной трансверсалью, расположенной
на главной диагонали. Последнее означает, что сеть Σ′ является биективной.

При выборе подходящей элементарной сети Σ
{s,t+1}
s произведение Σ′ · Σ{s,t+1}

s опи-
сывает такое же преобразование набора переменных (x1, . . . , xn), что и сеть Σ. Зна-
чит, согласно замечанию 1, сети Σ и Σ′ · Σ{s,t+1}

s являются эквивалентными. При этом
ω(AΣ′)−n = ω(AΣ)− 1−n = t− 1 и по предположению индукции однослойная сеть Σ′

эквивалентна произведению элементарных сетей Σ1 · . . . · Σt−1.
Таким образом, доказали, что однослойная биективная сеть Σ ширины n экви-

валентна произведению элементарных сетей Σ1 · . . . · Σt−1 · Σ
{s,t+1}
s , длина которого

удовлетворяет равенству t = ω(AΣ)− n.

Теперь, для завершения доказательства теоремы, остаётся воспользоваться пред-
ставлением сети Σ в виде произведения собственных слоёв и применить к ним дока-
занные леммы.

Количество вершин сети Σ со степенью захода 2 будем называть весом сети Σ или
её сложностью и обозначать ‖Σ‖.

2. Разметка биективных сетей
Введём понятие разметки сети — инструмента, который позволяет обнаруживать

особенности биективной сети, нарушающие её транзитивность, и докажем критерий
эквивалентности биективных сетей и единственность указанного в теореме 2 пред-
ставления.

Учитывая результаты, полученные в п. 1, не ограничивая общности, будем считать,
что произвольная биективная сеть Σ представляет собой произведение Σ1 · . . . · Σt · Π
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с множеством вершин X0∪X1∪ . . .∪Xt∪Xt+1, где Σ1, . . . ,Σt — элементарные сети; Π —
однослойная перестановочная сеть. Также, не ограничивая общности, будем считать,
что Ω ⊂ N.

Определение 9. Если для элементов y1, y2, y3 ∈ N и частично определённого
отображения F : N × N → N выполняется соотношение F (y1, y2) = y3, то будем го-
ворить, что элементы y1 и y2 содержатся в области определения отображения F , а
элемент y3 содержится в области значений отображения F .

Определение 10. Частично определённое отображение F : N × N → N, удовле-
творяющее условию

(F (y1, y2) = F (y′1, y
′
2)) =⇒ ((y1, y2) = (y′1, y

′
2)) или (y1 6= y′1, y2 6= y′2)

при всех допустимых y1, y2, y
′
1, y
′
2 ∈ N, будем называть частично определённым отоб-

ражением без противоречий (или частично определённым непротиворечивым отоб-
ражением).

Определение 11. Разметкой сети Σ = Σ1 · . . . ·Σt ·Π будем называть произволь-
ное отображение µ : X0 ∪ X1 ∪ . . . ∪ Xt ∪ Xt+1 → N. Пусть F : N × N → N—частично
определённое отображение. Тогда разметку µ сети Σ, которая удовлетворяет следую-
щим условиям:
— для всех s ∈ {1, . . . , t} и i ∈ {1, . . . , n}:

— если deg− x
(s)
i = 1, то µ(x

(s)
i ) = µ(x

(s−1)
i );

— если deg− x
(s)
i = 2 и рёбра (x

(s−1)
i , x

(s)
i ), (x

(s−1)
j , x

(s)
i ) имеют метки l и r соответ-

ственно, то µ(x
(s)
i ) = F (µ(x

(s−1)
i ), µ(x

(s−1)
j ));

— если deg− x
(s)
i = 2 и рёбра (x

(s−1)
i , x

(s)
i ), (x

(s−1)
j , x

(s)
i ) имеют метки r и l соответ-

ственно, то µ(x
(s)
i ) = F (µ(x

(s−1)
j ), µ(x

(s−1)
i ));

— если перестановочная сеть Π содержит рёбра (x
(t)
ik
, x

(t+1)
k ), k ∈ {1, . . . , n}, то выпол-

няются равенства µ(x
(t+1)
k ) = µ(x

(t)
ik

), k ∈ {1, . . . , n},
будем называть правильной относительно F . При этом само отображение F будем
называть правилом разметки µ.

Определение 12. Пусть µ—разметка сети Σ с правилом F и при этом никакое
сужение частичного отображения F не является правилом разметки µ. Тогда будем
говорить, что F является минимальным правилом разметки µ. Нетрудно понять, что
минимальное правило разметки µ определено однозначно. Правильную разметку µ
будем называть непротиворечивой, если её минимальное правило является непроти-
воречивым отображением.

Определение 13. Если для разметки µ сети Σ выполняется система равенств
{µ(x

(sj)
ij

) = vj : j ∈ J}, то будем говорить, что µ— разметка сети Σ с условиями

{µ(x
(sj)
ij

) = vj : j ∈ J}. Система равенств µ(x
(0)
1 ) = v1, . . . , µ(x

(0)
n ) = vn называется

начальным условием разметки µ, при этом говорят, что µ—разметка с начальным
условием (v1, . . . , vn).

Каждая правильная разметка сети Σ однозначно определяется своим началь-
ным условием и правилом. В тех случаях, когда при некоторой разметке вершин
x

(0)
1 , . . . , x

(0)
n сети Σ для полного задания правильной разметки не хватает области опре-

деления частично определённого отображения F , можно непротиворечивым образом
расширить область определения F и тем самым определить разметку с правилом F .
Поясним это подробнее.
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Пусть задана начальная разметка µ(x
(0)
1 ) = v1, . . . , µ(x

(0)
n ) = vn сети Σ и

N\{v1, . . . , vn} ⊃ {y1, y2, . . .}— счётное множество меток, которые не содержатся ни
в области определения, ни в области значений правила F (при этом возможно, что
метки v1, . . . , vn также не содержатся ни в области определения, ни в области значе-
ний правила F ). Тогда продолжим разметку µ сети Σ по следующему правилу:

— для всех s ∈ {1, . . . , t} при Σs = Σ
{i,j}
i положим µ(x

(s)
l ) = µ(x

(s−1)
l ), если l 6= i, а для

разметки вершины x
(s)
i возможны следующие варианты:

– если Σs = Σ
(i,j)
i и значение F

(
µ(x

(s−1)
i ), µ(x

(s−1)
j )

)
определено, то пометим вер-

шину x(s)
i меткой F

(
µ(x

(s−1)
i ), µ(x

(s−1)
j )

)
, в противном случае пометим верши-

ну x(s)
i ранее не использованной меткой ys и определим F

(
µ(x

(s−1)
i ), µ(x

(s−1)
j )

)
=ys;

– если Σs = Σ
(j,i)
i и значение F

(
µ(x

(s−1)
j ), µ(x

(s−1)
i )

)
определено, то пометим вер-

шину x(s)
i меткой F

(
µ(x

(s−1)
j ), µ(x

(s−1)
i )

)
, в противном случае пометим верши-

ну x(s)
i ранее не использованной меткой ys и определим F

(
µ(x

(s−1)
j ), µ(x

(s−1)
i )

)
=ys;

— если перестановочная сеть Π содержит рёбра (x
(t)
ik
, x

(t+1)
k ), k ∈ {1, . . . , n}, то поло-

жим µ(x
(t+1)
k ) = µ(x

(t)
ik

), k ∈ {1, . . . , n}.
При проведении разметки µ сети Σ описанным способом частично определённое
(непротиворечивое) отображение F корректным образом продолжается до частично
определённого (непротиворечивого) отображения, которое будем обозначать FΣ,µ, при
этом построенная разметка µ является правильной относительно FΣ,µ.

Определение 14. Описанную процедуру продолжения разметки µ и расширения
области определения F будем называть свободным продолжением начальной размет-
ки µ(x

(0)
1 ) = v1, . . . , µ(x

(0)
n ) = vn и её правила F относительно сети Σ.

Пусть η и µ—разметки сети Σ и для отображения σµ : N → N справедливо соот-
ношение σµ ◦ η = µ, то есть при всех s ∈ {0, . . . , t + 1} и i ∈ {1, . . . , n} выполняется
равенство σµ(η(x

(s)
i )) = µ(x

(s)
i ). Тогда будем обозначать это условие как σµ : η → µ.

Определение 15. Правильную разметку η сети Σ с начальным условием
(v1, . . . , vn) будем называть свободной, если для любой правильной разметки µ сети Σ
с начальным условием (v1, . . . , vn) существует отображение σµ, удовлетворяющее усло-
вию σµ : η → µ.

Непосредственно из определения свободной разметки следует, что при условии су-
ществования свободная разметка сети Σ с начальным условием (v1, . . . , vn) определена
однозначно с точностью до обратимого переобозначения меток.

Теорема 3. Пусть разметка η получена в результате свободного продолжения
начальной разметки η(x

(0)
1 ) = v1, . . . , η(x

(0)
n ) = vn и пустого правила G относительно

сети Σ. Тогда η— свободная разметка сети Σ с начальным условием (v1, . . . , vn), а
отображение GΣ,η — её минимальное правило.

Доказательство. Из определения процедуры свободного продолжения началь-
ной разметки η(x

(0)
1 ) = v1, . . . , η(x

(0)
n ) = vn и её пустого правила G относительно сети Σ

следует, что разметка η является непротиворечивой и её минимальное правило GΣ,η

удовлетворяет условию

(GΣ,η(z1, z2) = GΣ,η(z
′
1, z
′
2)) =⇒ ((z1, z2) = (z′1, z

′
2)) (1)
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при всех допустимых z1, z2, z
′
1, z
′
2 ∈ N0. Пусть µ—произвольная правильная разметка

сети Σ с теми же начальными условиями, что и разметка η. Тогда для доказатель-
ства существования отображения σµ : η → µ достаточно показать, что при совпадении
меток η(x

(s)
i ) = η(x

(r)
j ) также выполняется равенство µ(x

(s)
i ) = µ(x

(r)
j ).

Не ограничивая общности, будем считать, что Σ = Σ1·. . .·Σt. Докажем утверждение
индукцией по длине произведения Σ1 · . . . · Σt. База индукции при t = 1 очевидна.

Пусть теперь Σ = Σ1 · . . . ·Σt−1 ·Σt — сеть длины t > 1 и Σt = Σ
{k,l}
k . Рассмотрим все

возможные варианты для пары вершин x(s)
i и x(r)

j :
1) Если r, s < t, то истинность утверждения следует из предположения индукции.
2) Если r < t, s = t и k 6= i, то выполняется равенство η(x

(s−1)
i ) = η(x

(r)
j ), и остаётся

воспользоваться предположением индукции.
3) Если r = t, s < t и k 6= j, то выполняется равенство η(x

(s)
i ) = η(x

(r−1)
j ), и остаётся

воспользоваться предположением индукции.
4) Если r = s = t и k /∈ {i, j}, то выполняется равенство η(x

(s−1)
i ) = η(x

(r−1)
j ), и

остаётся воспользоваться предположением индукции.
5) В случае, когда s = t и Σt = Σ

{i,l}
i , не ограничивая общности, будем считать,

что Σt = Σ
(i,l)
i . Из определения процедуры свободного продолжения разметки

следует, что η(x
(s)
i ) /∈ {v1, . . . , vn}, а минимальное правило разметки η удовле-

творяет условию (1). Значит, равенство меток η(x
(s)
i ) = η(x

(r)
j ) влечёт за собой

совпадение упорядоченных наборов меток (η(x
(s−1)
i ), η(x

(s−1)
l )) и, не ограничивая

общности, (η(x
(r′)
j ), η(x

(r′)
l′ )), где r′ ∈ {0, . . . , r − 1}—наибольшее со свойством

η(x
(r′)
j ) 6= η(x

(r)
j ). По предположению индукции упорядоченные наборы меток

(µ(x
(s−1)
i ), µ(x

(s−1)
l )) и (µ(x

(r′)
j ), µ(x

(r′)
l′ )) также совпадают и, следовательно, вы-

полняются равенства µ(x
(s)
i ) = µ(x

(r′+1)
j ) = µ(x

(r)
j ).

6) Доказательство случая, когда r = t и Σt = Σ
{j,l}
j , аналогично доказательству 5.

Теорема доказана.

Замечание 2. Поскольку свободная разметка сети Σ с начальным условием
(v1, . . . , vn) определена однозначно с точностью до обратимого переобозначения меток,
то, не ограничивая общности, можно считать, что произвольная свободная разметка η
сети Σ может быть получена при помощи свободного продолжения соответствующей
начальной разметки η(x

(0)
1 ) = v1, . . . , η(x

(0)
n ) = vn и её пустого правила G относительно

сети Σ.
Следующая теорема фактически оправдывает название свободной разметки.
Теорема 4. Пусть η— свободная разметка сети Σ, µ—правильная разметка се-

ти Σ, и возможно определить отображение σµ по правилу σµ(η(x
(0)
i )) = µ(x

(0)
i ),

i ∈ {1, . . . , n}. Тогда отображение σµ допускает продолжение, удовлетворяющее усло-
вию σµ : η → µ.

Доказательство. Для доказательства теоремы 4 достаточно показать, что при
совпадении меток η(x

(s)
i ) = η(x

(r)
j ) также выполняется равенство µ(x

(s)
i ) = µ(x

(r)
j ). Это

устанавливается индукцией по длине сети Σ аналогично доказательству теоремы 3.

Следствие 3. В условиях теоремы 4, если G и F — минимальные правила раз-
меток η и µ соответственно, то при всех допустимых zi, zj ∈ N выполняется равенство
σµ(G(zi, zj)) = F (σµ(zi), σµ(zj)).
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Среди множества всех свободных разметок сети Σ особенным образом выделяются
два типа свободной разметки.

Определение 16. Свободную разметку сети Σ с начальным условием (v1, . . . , v1)
будем называть минимальной свободной разметкой сети Σ и обозначать ηmin. Свобод-
ную разметку сети Σ с начальным условием (v1, . . . , vn) будем называть максимальной
свободной разметкой сети Σ, если все метки v1, . . . , vn —различны, и обозначать ηmax.

Следствие 4. Для произвольной свободной разметки η сети Σ существует отоб-
ражение ση : η → ηmin.

Следствие 5. Для произвольной свободной разметки η сети Σ существует отоб-
ражение ση : ηmax → η.

Замечание 3. На множестве всех свободных разметок фиксированной сети Σ
можно естественным образом ввести отношение эквивалентности ∼: класс [η]∼ содер-
жит все свободные разметки сети Σ, которые могут быть получены из свободной раз-
метки η с помощью обратимого переобозначения меток. При этом фактор-множество
всех свободных разметок по данному отношению эквивалентности является частично
упорядоченным множеством с единственными минимальным и максимальным элемен-
тами [ηmin]∼ и [ηmax]∼ соответственно.

В п. 1 доказано, что произвольная биективная сеть эквивалентна произведению
элементарных и перестановочной сетей. Однако открытым остался вопрос об одно-
значности такого представления:
— во-первых, какие элементарные сети в указанном произведении допустимо менять

местами?
— во-вторых, однозначен ли состав представления биективной сети в виде произведе-

ния элементарных и перестановочной сетей?
Ответ на первый вопрос дает следующее очевидное утверждение.

Утверждение 1. Пусть Σ
{i1,j1}
i1

и Σ
{i2,j2}
i2

—различные элементарные сети одной
ширины. Тогда следующие утверждения эквивалентны:

1) сети Σ
{i1,j1}
i1

· Σ{i2,j2}i2
и Σ

{i2,j2}
i2

· Σ{i1,j1}i1
описывают одинаковые преобразования

набора переменных;
2) сети Σ

{i1,j1}
i1

· Σ{i2,j2}i2
и Σ

{i2,j2}
i2

· Σ{i1,j1}i1
эквивалентны;

3) i1 6= i2, i1 6= j2 и i2 6= j1.

Если для элементарных сетей Σ
{i1,j1}
i1

и Σ
{i2,j2}
i2

выполняются условия утверждения 1,
то будем говорить, что для них допустима перестановка.

Введённый аппарат разметки позволяет доказать однозначность состава произ-
ведения элементарных и перестановочной сетей, представляющего биективную сеть.
Для этого потребуется результат, известный как гипотеза Эванса [4] и в общем случае
независимо доказанный в работах [5, 6].

Теорема 5 (B. Smetaniuk, 1981). Если частично определённое непротиворечивое
отображение F : Ω × Ω → Ω определено не более чем на |Ω| − 1 наборах, то оно про-
должается до квазигруппы на множестве Ω.

Теорема 6. Если сети Σ = Σ1 · . . . · Σt · Π и Σ′ = Σ′1 · . . . · Σ′s · Π′ эквивалентны,
то Π = Π′, а произведения элементарных сетей Σ1 · . . . · Σt и Σ′1 · . . . · Σ′s имеют оди-
наковый состав и могут отличаться только допустимой перестановкой множителей.
В частности, эквивалентные сети имеют одинаковую сложность.
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Доказательство. Пусть Σ — сеть ширины n с множеством вершин X0∪X1∪ . . .
. . . ∪ Xt ∪ Xt+1 и максимальная свободная разметка η сети Σ с начальным услови-
ем (v1, . . . , vn) получена в результате свободного продолжения начальной разметки
η(x

(0)
1 ) = v1, . . . , η(x

(0)
n ) = vn и пустого правила относительно сети Σ. Тогда, согласно

определению свободного продолжения разметки, в свободной разметке η используется
множество меток Ω = {v1, . . . , vn, y1, . . . , yt}, а её минимальное правило G : Ω× Ω→ Ω
определено на t различных наборах. Далее будем считать, что разметка η сети Σ удо-
влетворяет условиям

η(x1
(0)) = v1, . . . , η(xn

(0)) = vn, η(x1
(t+1)) = yi1 , . . . , η(xn

(t+1)) = yin ,

где {yi1 , . . . , yin} ⊂ {y1, . . . , yt}.
Пусть Σ′ — сеть с множеством вершин X ′0∪X ′1∪ . . .∪X ′s∪X ′s+1 и разметка η′ сети Σ′

получена в результате свободного продолжения начальной разметки η′(x′1
(0)) = v1,

. . . , η′(x′n
(0)) = vn и её правила G относительно сети Σ′; для удобства непротиво-

речивое правило GΣ′,η′ будем обозначать G′. Тогда, согласно определению свобод-
ного продолжения разметки, в разметке η′ используются метки из множества Ω′ =
= {v1, . . . , vn, y1, . . . , yt, . . . , yd}, а её правило G′ : Ω′ × Ω′ → Ω′ определено на d различ-
ных наборах. Далее будем считать, что разметка η′ сети Σ′ удовлетворяет условиям

η′(x′1
(0)

) = v1, . . . , η
′(x′n

(0)
) = vn, η′(x′1

(s+1)
) = yj1 , . . . , η

′(x′n
(s+1)

) = yjn ,

где {yj1 , . . . , yjn} ⊂ {y1, . . . , yt, . . . , yd}.
Согласно гипотезе Эванса, непротиворечивое отображение G′ продолжается до ква-

зигруппы G ∈ Q(Ω′), и для эквивалентных сетей Σ и Σ′ справедливы соотношения

ΣG(v1, . . . , vn) = ΣG(v1, . . . , vn) = (η(x
(t+1)
1 ), . . . , η(x(t+1)

n )) = (yi1 , . . . , yin),

Σ′G(v1, . . . , vn) = Σ′G
′
(v1, . . . , vn) = (η′(x′1

(s+1)
), . . . , η′(x′n

(s+1)
)) = (yj1 , . . . , yjn).

Поскольку отображения ΣG и Σ′G совпадают, то (yi1 , . . . , yin) = (yj1 , . . . , yjn). Послед-
нее равенство означает, что на самом деле при свободном продолжении начальной
разметки η′(x′1

(0)) = v1, . . . , η
′(x′n

(0)) = vn и её правила G относительно сети Σ′ до-
полнительные метки yt+1, . . . , yd не возникают и правило G′ совпадает с G. Другими
словами, разметка η′ сети Σ′ является G-правильной.

Далее потребуется вспомогательное утверждение.
Лемма 3. Пусть η—максимальная свободная разметка сети Σ = Σ1 · . . . ·Σt с ми-

нимальным правилом G, а η′ —G-правильная разметка сети Σ′ = Σ′1·. . .·Σ′s с тем же на-
чальным условием. Тогда из равенства {η(x1

(t)), . . . , η(xn
(t))} = {η′(x′1

(s)), . . . , η′(x′n
(s))}

следует, что t = s, а произведения элементарных сетей Σ1·. . .·Σt и Σ′1·. . .·Σ′s отличаются
лишь допустимой перестановкой множителей.

Доказательство. Докажем утверждение индукцией по t. База при t = 1 оче-
видна.

Пусть теперь t > 1. Не ограничивая общности, будем считать, что максимальная
свободная разметка η сети Σ получена в результате свободного продолжения началь-
ной разметки η(x

(0)
1 ) = y−1, . . . , η(x

(0)
n ) = y−n и пустого правила относительно сети Σ.

Согласно определению свободного продолжения разметки, минимальное правило G
свободной разметки η удовлетворяет условию

(G(yi, yj) = G(yd, ym)) =⇒ ((yi, yj) = (yd, ym))
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при всех допустимых yi, yj, yd, ym ∈ {y−n, . . . , y−1, y1, . . . , yt}; при этом если выполняет-
ся равенство G(yi, yj) = ym, то m > max{i, j}.

Используя указанные свойства отображения G, индукцией по длине сети Σ′ можно
показать (аналогично доказательству теоремы 3), что для правильной G-разметки η′
сети Σ′ выполняется свойство(

η′(x′i
(d)

) = η′(x′j
(m)

)
)

=⇒ (i = j) . (2)

Не ограничивая общности, будем считать, что Σt = Σ
(1,2)
1 и соответственно выпол-

няются равенства

yt = η(x
(t)
1 ) = G(η(x

(t−1)
1 ), η(x

(t−1)
2 )) = G(yl, yr).

Из условия леммы следует, что yt = η(x
(t)
1 ) = η′(x′i1

(s)) и yr = η(x
(t)
2 ) = η′(x′i2

(s)).
Согласно (2), метку yr могут иметь только вершины из множества {x′i2

(0), . . . , x′i2
(s)},

а метку yt — только вершины из множества {x′i1
(1), . . . , x′i1

(s)}. Выберем наименьшее
l ∈ {1, . . . , s} со свойством η′(x′i1

(l)) = . . . = η′(x′i1
(s)) = yt. Тогда для метки η′(x′i1

(l)) = yt
в правильной G-разметке η′ справедливы равенства

η′(x′i1
(l)

) = yt = G(yl, yr) = G(η(x′i1
(l−1)

), η(x′i2
(l−1)

)).

Таким образом, η′(x′i1
(l)) = . . . = η′(x′i1

(s)) = yt, η′(x′i2
(l)) = . . . = η′(x′i2

(s)) = yr, при
этом все вершины x′i1

(l), . . . , x′i1
(s−1) имеют степень исхода 1, поскольку их метка не

содержится в области определения правила G. Значит, согласно утверждению 1, про-
изведение Σ′1 · . . . ·Σ′s эквивалентно произведению Σ′1 · . . . ·Σ′l−1 ·Σ′l+1 · . . . ·Σ′s ·Σ′l, и легко
видеть, что для сетей Σ1 · . . . · Σt−1 и Σ′1 · . . . · Σ′l−1 · Σ′l+1 · . . . · Σ′s выполняется пред-
положение индукции: разметка η является максимальной свободной разметкой сети
Σ1 · . . . ·Σt−1, её минимальное правило также является правилом для разметки η′ сети
Σ′1 · . . . · Σ′l−1 · Σ′l+1 · . . . · Σ′s и выполняется равенство

{η(x1
(t−1)), . . . , η(xn

(t−1))} = {η′(x′1
(s−1)

), . . . , η′(x′n
(s−1)

)}.

Значит, по предположению индукции t−1 = s−1, а произведения элементарных сетей
Σ1 · . . . ·Σt−1 и Σ′1 · . . . ·Σ′l−1 ·Σ′l+1 · . . . ·Σ′s отличаются лишь допустимой перестановкой
множителей. В таком случае Σt = Σ′l.

Из условия (η(x
(t+1)
1 ), . . . , η(x

(t+1)
n )) = (yi1 , . . . , yin) = (η′(x′1

(s+1)), . . . , η′(x′n
(s+1))) сле-

дует, что {η(x1
(t)), . . . , η(xn

(t))} = {yi1 , . . . , yin} = {η′(x′1
(s)), . . . , η′(x′n

(s))}, и при этом
минимальное правило G максимальной свободной разметки η сети Σ1 · . . . · Σt с на-
чальным условием (v1, . . . , vn) также является правилом разметки η′ сети Σ′1 · . . . · Σ′s
с начальным условием (v1, . . . , vn).

Согласно лемме 3, произведения элементарных сетей Σ1 · . . . · Σt и Σ′1 · . . . · Σ′s
имеют одинаковый состав и могут отличаться лишь допустимой перестановкой
множителей. Значит, для правильных G-разметок η и η′ выполняется равенство
(η(x1

(t)), . . . , η(xn
(t))) = (η′(x′1

(s)), . . . , η′(x′n
(s))). Поскольку выполняется также равен-

ство (η(x
(t+1)
1 ), . . . , η(x

(t+1)
n )) = (η′(x′1

(s+1)), . . . , η′(x′n
(s+1))), очевидно, что Π = Π′. Тео-

рема 6 доказана.

Следствие 6. Пусть Σ и Σ′ — биективные сети ширины n. Тогда следующие
утверждения равносильны:
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1) сети Σ и Σ′ эквивалентны для множества Ω, |Ω| > ‖Σ‖+ ‖Σ′‖+ n;
2) сети Σ и Σ′ эквивалентны.
Доказательство. 1⇒ 2. Пусть Σ = Σ1 · . . . ·Σt ·Π и Σ′ = Σ′1 · . . . ·Σ′s ·Π′. Тогда, как

видно из доказательства теоремы 6, эквивалентности сетей Σ и Σ′ для множества Ω,
|Ω| > ‖Σ‖ + ‖Σ′‖ + n, достаточно для того, чтобы произведения Σ1 · . . . · Σt · Π и
Σ′1 · . . . ·Σ′s ·Π′ имели одинаковый состав и отличались лишь допустимой перестановкой
множителей.

2⇒ 1. Очевидно.

Теперь можно уточнить результат теоремы 2 следующим образом.
Следствие 7. Сеть Σ является биективной в том и только в том случае, когда

она эквивалентна произведению

ΣR1 · . . . · ΣRt · ΠR (или ΠL · ΣL1 · . . . · ΣLt),

где ΣR1, . . . ,ΣRt (ΣL1, . . . ,ΣLt) — элементарные сети, а ΠR (ΠL) — однослойная переста-
новочная сеть. При этом произведение определено однозначно с точностью до возмож-
ной перестановки элементарных сетей, а количество элементарных сетей в произведе-
нии равно количеству вершин сети Σ со степенью захода 2.

Ранее мы отмечали и неоднократно пользовались тем, что две сети Σ и Σ′ оди-
наковой ширины, которые описывают преобразование набора переменных в один и
тот же набор формул, являются эквивалентными. Теперь можно доказать обратное
утверждение.

Теорема 7. Эквивалентные сети Σ и Σ′ описывают преобразование набора пере-
менных в один и тот же набор формул.

Доказательство. Из теоремы 6 следует, что представления

Σ1 · . . . · Σt · Π и Σ′1 · . . . · Σ′s · Π′

эквивалентных сетей Σ и Σ′ имеют одинаковый состав и произведение Σ′1 · . . . · Σ′s мо-
жет быть получено из произведения Σ1 · . . . · Σt путём конечного числа допустимых
перестановок элементарных сетей. Согласно утверждению 1, если в произведении эле-
ментарных сетей произведена допустимая перестановка множителей, то полученное
произведение описывает такое же преобразование набора переменных, что и исходное
произведение.

3. Транзитивность сетей
Продолжим развивать аппарат разметки и сформулируем на новом языке условия,

достаточные для транзитивности сети.
Определение 17. Биективную сеть Σ будем называть транзитивной для мно-

жества Ω, если множество отображений {ΣF : F ∈ Q(Ω)} является транзитивным.
Нетрудно понять, что сама природа множества Ω в данном определении не играет

никакой роли, и поэтому будет корректным говорить, что биективная сеть Σ является
транзитивной для множеств мощности q. По-прежнему будем считать, что Ω ⊂ N, а
для множества {1, . . . , q} будем использовать обозначение Ωq.

Поскольку действие перестановочной сети не зависит от выбора квазигруппы
F∈Q(Ω), представляется очевидным следующее
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Утверждение 2. Пусть Σ —произвольная транзитивная для множества Ω сеть,
Π1,Π2 —произвольные перестановочные сети, для которых корректно определить про-
изведения Π1 · Σ и Σ · Π2. Тогда сети Π1 · Σ и Σ · Π2 также являются транзитивными
для множества Ω.

Далее, не ограничивая общности, будем считать, что произвольная биективная
сеть Σ представляет собой произведение элементарных сетей Σ1 · . . . ·Σt с множеством
вершин X0 ∪X1 ∪ . . . ∪Xt.

Определение 18. Разметку µ сети Σ с условиями

µ(x
(0)
1 ) = v1, . . . , µ(x(0)

n ) = vn, µ(x
(t)
1 ) = w1, . . . , µ(x(t)

n ) = wn

будем называть разметкой сети Σ с ограничениями
(
v1 . . . vn
w1 . . . wn

)
. При этом будем

говорить, что сеть Σ допускает разметку µ с ограничениями
(
v1 . . . vn
w1 . . . wn

)
.

Если биективная сеть Σ транзитивна для некоторого множества Ω, то для лю-
бых (v1, . . . , vn), (w1, . . . , wn) ∈ Ωn существует такая квазигруппа F ∈ Q(Ω), что
ΣF (v1, . . . , vn) = (w1, . . . , wn). В таком случае квазигруппа F определяет правильную и

непротиворечивую разметку сети Σ с ограничениями
(
v1 . . . vn
w1 . . . wn

)
. Другими слова-

ми, существование правильной непротиворечивой разметки сети Σ при произвольных

ограничениях
(
v1 . . . vn
w1 . . . wn

)
из множества Ω является необходимым условием для то-

го, чтобы сеть Σ была транзитивной для множества Ω.
C другой стороны, известно, что не каждое частично определённое непротиворе-

чивое отображение F : Ω × Ω → Ω может быть продолжено до квазигруппы на мно-
жестве Ω. Поэтому в общем случае условие существования правильных непротиво-
речивых разметок сети Σ со всеми возможными ограничениями из множества Ωn не
является гарантией транзитивности сети Σ для множества Ω. Однако связь между су-
ществованием правильных непротиворечивых разметок сети Σ и её транзитивностью
существует.

Теорема 8. Пусть Σ — биективная сеть ширины n и Ω —множество мощности
строго больше чем ‖Σ‖. Тогда следующие утверждения эквивалентны:

1) сеть Σ является транзитивной для множества Ω;
2) сеть Σ допускает правильную непротиворечивую разметку элементами множе-

ства Ω при любых ограничениях
(
v1 . . . vn
w1 . . . wn

)
из множества Ω.

Доказательство. 1⇒ 2. Очевидно.
2 ⇒ 1. Каждой правильной непротиворечивой разметке сети Σ с ограничениями(

v1 . . . vn
w1 . . . wn

)
из множества Ω соответствует непротиворечивое правило, определённое

не более чем на ‖Σ‖ 6 |Ω| − 1 наборах. Согласно гипотезе Эванса, данное правило
продолжается до квазигруппы на множестве Ω.

Следствие 8. Пусть Σ — биективная сеть ширины n и Ω —множество мощности
не менее чем ‖Σ‖+ n. Тогда следующие утверждения эквивалентны:

1) сеть Σ является транзитивной для множества Ω;
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2) сеть Σ допускает правильную непротиворечивую разметку элементами множе-

ства Ω при любых ограничениях
(
v1 . . . vn
w1 . . . wn

)
из множества Ω;

3) сеть Σ допускает правильную непротиворечивую разметку при любых ограни-

чениях
(
v1 . . . vn
w1 . . . wn

)
из множества N;

4) сеть Σ является транзитивной для любого множества, мощность которого не
менее чем ‖Σ‖+ n.

Замечание 4. В общем случае утверждение теоремы 8 нельзя усилить, посколь-
ку гипотеза Эванса также не допускает усиления оценки в общем случае.

Пусть η—произвольная разметка сети Σ = Σ1 · . . . ·Σt. Тогда с разметкой η свяжем
отношение G ⊂ N3, определённое следующим образом: отношение G содержит тройку
(yl, yr, yq) в том и только в том случае, когда для некоторого s ∈ {1, . . . , t} выполняются
равенства Σs = Σ

(i,j)
m и (η(x

(s−1)
i ), η(x

(s−1)
j ), η(x

(s)
m )) = (yl, yr, yq).

Если в отношении G содержатся две тройки, отличающиеся только в одной коор-
динате, например (yl, yr, yq) и (yl, yr, yq′), то, заменив в разметке η все метки yq′ на yq,
получим разметку η1, в которой используется на одну метку меньше, чем в размет-
ке η. Если в отношении G1, соответствующем разметке η1, присутствуют две тройки,
отличающиеся только в одной координате, то повторим эти действия, и так далее.

Таким образом построим последовательность разметок η = η0, η1, . . . сети Σ, в кото-
рой каждая следующая разметка использует на одну метку меньше, чем предыдущая.
Поэтому указанная последовательность разметок оборвётся на некотором конечном
шаге, например с номером k, в том смысле, что в отношении Gk, соответствующем
разметке ηk, не найдётся двух троек, отличающихся только в одной координате. Такая
разметка ηk будет правильной и непротиворечивой разметкой сети Σ.

Описанную процедуру будем называть устранением противоречий в разметке η.
При этом будем говорить, что разметка ηd, d ∈ {0, 1, . . . , k}, получена из разметки η
устранением противоречий.

Лемма 4. Пусть η—произвольная разметка сети Σ, µ—правильная непротиво-
речивая разметка сети Σ, и при этом существует отображение σµ : η → µ. Тогда для
любой разметки η̃, полученной из разметки η устранением противоречий, выполняется
условие σµ : η̃ → µ.

Доказательство. Пусть η = η0, η1, . . . , ηk = η̃—последовательность разметок
сети Σ, полученная в результате последовательного устранения противоречий в раз-
метке η. Для доказательства утверждения методом математической индукции доста-
точно показать, что для разметки η1 также выполняется условие σµ : η1 → µ.

При построении разметки η1 в отношении G, соответствующем разметке η, выби-
раются две тройки, отличающиеся только в одной координате. Рассмотрим все воз-
можные случаи:

1) Если выбранная пара имеет вид (yl, yr, yq) и (yl, yr, yq′), то σµ(yq) = σµ(yq′), по-
скольку разметка µ является правильной. Значит, для разметки η1, получен-
ной из разметки η заменой всех меток yq′ на yq, также выполняется условие
σµ : η1 → µ.

2) Если выбранная пара имеет вид (yl, yr, yq) и (yl, yr′ , yq), то σµ(yr) = σµ(yr′), по-
скольку разметка µ является непротиворечивой. Тогда при замене в разметке η
всех меток yr′ на yr получается разметка η1, для которой, очевидно, выполня-
ется условие σµ : η1 → µ.
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3) Если выбранная пара имеет вид (yl, yr, yq) и (yl′ , yr, yq), то σµ(yl) = σµ(yl′), по-
скольку разметка µ является непротиворечивой. Тогда при замене в разметке η
всех меток yl′ на yl получается разметка η1, для которой, очевидно, выполняется
условие σµ : η1 → µ.

Лемма доказана.

Следствие 9. Пусть η—произвольная разметка сети Σ. Тогда правильная непро-
тиворечивая разметка η̃, полученная из разметки η устранением противоречий, опре-
делена однозначно с точностью до обратимого переобозначения меток.

Доказательство. Пусть η̃ и η̂—две правильные непротиворечивые разметки,
полученные из разметки η устранением противоречий. Тогда существуют отображе-
ния ση̃ и ση̂, удовлетворяющие условиям ση̃ : η → η̃ и ση̂ : η → η̂. Согласно лемме 4,
отображения ση̃ и ση̂ также удовлетворяют условиям ση̃ : η̂ → η̃ и ση̂ : η̃ → η̂, что и
доказывает утверждение следствия.

Определение 19. Правильную непротиворечивую разметку η сети Σ с ограниче-

ниями
(
v1 . . . vn
w1 . . . wn

)
будем называть свободной разметкой сети Σ с ограничениями,

если для любой правильной непротиворечивой разметки µ сети Σ с ограничениями(
v1 . . . vn
w1 . . . wn

)
существует отображение σµ : η → µ.

Из определения следует, что, при условии существования, свободная разметка се-

ти Σ с ограничениями
(
v1 . . . vn
w1 . . . wn

)
определена однозначно с точностью до обрати-

мого переобозначения меток.
Пример 2. Рассмотрим биективную сеть Σ ширины 2

Σ = Σ
(2,1)
1 · Σ(1,2)

1 · Σ(1,2)
2 .

Частично определённое правило F

F (1, 2) = 1, F (2, 1) = 3, F (3, 2) = 1

определяет правильную, но противоречивую разметку µ сети Σ с ограничения-

ми
(

1 2
1 1

)
. При этом свободная разметка η сети Σ с теми же ограничениями

(
1 2
1 1

)
определяется правилом G:

G(1, 2) = 1, G(2, 1) = 1.

Пример показывает, что в определении свободной разметки с ограничениями нель-
зя отказаться от условия непротиворечивости правильной разметки µ. Другими сло-
вами, свободная разметка с ограничениями не является «свободной» в классе всех
правильных разметок с теми же ограничениями.

Теорема 9. Если сеть Σ допускает правильную непротиворечивую разметку

с ограничениями
(
v1 . . . vn
w1 . . . wn

)
, то существует свободная разметка сети Σ с указан-

ными ограничениями.
Доказательство. Для удобства дальнейшего изложения будем считать, что

N\{v1, . . . , vn, w1, . . . , wn} = {y1, y2, . . .}. Пусть η0 — свободная разметка сети Σ с на-
чальным условием (v1, . . . , vn), полученная в результате свободного продолжения на-
чальной разметки η0(x

(0)
1 ) = v1, . . . , η0(x

(0)
n ) = vn с использованием меток y1, y2, . . .
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Тогда, согласно теореме 3, для любой правильной непротиворечивой разметки µ

с ограничениями
(
v1 . . . vn
w1 . . . wn

)
существует отображение σµ, удовлетворяющее усло-

вию σµ : η0 → µ. Продолжим указанное отображение σµ по правилу σµ(wi) = wi,
i ∈ {1, . . . , n}, и заменим в разметке η0 метки η0(x

(t)
1 ), . . . , η0(x

(t)
n ) на w1, . . . , wn со-

ответственно. Таким образом, мы построили разметку η1 сети Σ с ограничениями(
v1 . . . vn
w1 . . . wn

)
и при этом для любой правильной непротиворечивой разметки µ с эти-

ми ограничениями существует отображение σµ, удовлетворяющее условию σµ : η1 → µ.
Проведём процедуру устранения противоречий в разметке η1 с двумя уточнениями:

— если при устранении противоречия требуется отождествить метки vi и yj, то будем
заменять метку yj на vi;

— если при устранении противоречия требуется отождествить метки wi и yj, то будем
заменять метку yj на wi.

Пусть η̃—правильная непротиворечивая разметка сети Σ, полученная из разметки η1

устранением противоречий. Тогда, согласно уточнениям, все метки η̃(x
(0)
1 ), . . . , η̃(x

(0)
n ),

η̃(x
(t)
1 ), . . . , η̃(x

(t)
n ) содержатся в множестве {v1, . . . , vn, w1, . . . , wn}. При этом, соглас-

но лемме 4, для любой правильной непротиворечивой разметки µ с ограничениями(
v1 . . . vn
w1 . . . wn

)
соответствующее отображение σµ удовлетворяет условию σµ : η̃ → µ.

Значит, на самом деле разметка η̃ является свободной разметкой сети Σ с указанными
ограничениями.

Следствие 10. Если биективная сеть Σ ширины n является транзитивной для
множества Ωq при q > 2n, то при любых v1, . . . , vn, w1, . . . , wn ∈ N существует свободная

разметка сети Σ с ограничениями
(
v1 . . . vn
w1 . . . wn

)
.

Следующая теорема фактически оправдывает название свободной разметки с огра-
ничениями.

Теорема 10. Пусть η— свободная разметка сети Σ с ограничениями
(
v1 . . . vn
w1 . . . wn

)
,

µ—правильная непротиворечивая разметка сети Σ с ограничениями
(
v̄1 . . . v̄n
w̄1 . . . w̄n

)
,

при которых возможно определить отображение σµ по правилу σµ(vi) = v̄i, σµ(wi) = w̄i,
i ∈ {1, . . . , n}. Тогда отображение σµ допускает продолжение, удовлетворяющее усло-
вию σµ : η → µ.

Доказательство. Для удобства дальнейшего изложения будем считать, что
N\{v1, . . . , vn, w1, . . . , wn} = {y1, y2, . . .}. Пусть η0 — свободная разметка сети Σ с на-
чальным условием (v1, . . . , vn), полученная в результате свободного продолжения на-
чальной разметки η0(x

(0)
1 ) = v1, . . . , η0(x

(0)
n ) = vn с использованием меток y1, y2, . . . То-

гда, согласно теореме 4, для любой правильной непротиворечивой разметки µ с огра-

ничениями
(
v̄1 . . . v̄n
w̄1 . . . w̄n

)
, при которых возможно определить отображение σµ по пра-

вилу σµ(vi) = v̄i, σµ(wi) = w̄i, i ∈ {1, . . . , n}, указанное отображение σµ продолжается
таким образом, что удовлетворяет условию σµ : η0 → µ. Заменив в разметке η0 метки
η0(x

(t)
1 ), . . . , η0(x

(t)
n ) на w1, . . . , wn соответственно, получим разметку η1 сети Σ с огра-

ничениями
(
v1 . . . vn
w1 . . . wn

)
, при этом для любой правильной непротиворечивой размет-
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ки µ с ограничениями
(
v̄1 . . . v̄n
w̄1 . . . w̄n

)
, при которых возможно определить отображе-

ние σµ по правилу σµ(vi) = v̄i, σµ(wi) = w̄i, i ∈ {1, . . . , n}, отображение σµ продолжается
таким образом, что удовлетворяет условию σµ : η1 → µ.

Проведём процедуру устранения противоречий в разметке η1 с двумя уточнениями:
— если при устранении противоречия требуется отождествить метки vi и yj, то будем

заменять метку yj на vi;
— если при устранении противоречия требуется отождествить метки wi и yj, то будем

заменять метку yj на wi.
В доказательстве теоремы 9 показано, что правильная непротиворечивая разметка
сети Σ, полученная из разметки η1 устранением противоречий, является свободной

разметкой сети Σ с ограничениями
(
v1 . . . vn
w1 . . . wn

)
. Без потери общности можно счи-

тать, что при устранении противоречий в разметке η1 получается свободная размет-
ка η. Поскольку для любой правильной непротиворечивой разметки µ с ограничени-

ями
(
v̄1 . . . v̄n
w̄1 . . . w̄n

)
, при которых возможно определить отображение σµ по правилу

σµ(vi) = v̄i, σµ(wi) = w̄i, i ∈ {1, . . . , n}, отображение σµ допускает продолжение, удо-
влетворяющее условию σµ : η1 → µ, то, согласно лемме 4, данное продолжение также
удовлетворяет условию σµ : η → µ.

Следствие 11. В условиях теоремы 10, если G и F —минимальные правила раз-
меток η и µ соответственно, то при всех допустимых zi, zj ∈ N выполняется равенство
σµ(G(zi, zj)) = F (σµ(zi), σµ(zj)).

Достаточным условием для существования правильных непротиворечивых разме-
ток сети Σ при всех возможных ограничениях из N является существование правиль-
ных непротиворечивых разметок сети Σ при всех возможных ограничениях из Ω2n.
Справедливо и более сильное утверждение.

Теорема 11. Сеть Σ допускает правильные непротиворечивые разметки при всех

возможных ограничениях
(
v1 . . . vn
w1 . . . wn

)
из N в том и только в том случае, когда сеть Σ

допускает правильные непротиворечивые разметки при всех возможных ограничениях(
v̄1 . . . v̄n
w̄1 . . . w̄n

)
из Ω2.

Доказательство. Необходимость очевидна, докажем достаточность. Пусть
N\{v1, . . . , vn, w1, . . . , wn} = {y1, y2, . . .} и η0 — свободная разметка сети Σ с началь-
ным условием (v1, . . . , vn), полученная в результате свободного продолжения началь-
ной разметки η0(x

(0)
1 ) = v1, . . . , η0(x

(0)
n ) = vn с использованием меток y1, y2, . . . Тогда,

согласно теореме 4, для любой правильной непротиворечивой разметки µ с ограни-

чениями
(
v̄1 . . . v̄n
w̄1 . . . w̄n

)
из Ω2, при которых возможно определить отображение σµ по

правилу σµ(vi) = v̄i, σµ(wi) = w̄i, i ∈ {1, . . . , n}, отображение σµ продолжается та-
ким образом, что удовлетворяет условию σµ : η0 → µ. Заменив в разметке η0 метки
η0(x

(t)
1 ), . . . , η0(x

(t)
n ) на w1, . . . , wn соответственно, получим разметку η1 сети Σ с огра-

ничениями
(
v1 . . . vn
w1 . . . wn

)
, при этом для любой правильной непротиворечивой раз-

метки µ с ограничениями
(
v̄1 . . . v̄n
w̄1 . . . w̄n

)
из Ω2, при которых возможно определить
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отображение σµ по правилу σµ(vi) = v̄i, σµ(wi) = w̄i, i ∈ {1, . . . , n}, отображение σµ
продолжается таким образом, что удовлетворяет условию σµ : η1 → µ.

Проведём процедуру устранения противоречий в разметке η1 с двумя уточнениями:
— если при устранении противоречия требуется отождествить метки vi и yj, то будем

заменять метку yj на vi;
— если при устранении противоречия требуется отождествить метки wi и yj, то будем

заменять метку yj на wi.
Пусть η̃—правильная непротиворечивая разметка сети Σ, полученная из разметки η1

устранением противоречий. Тогда, согласно уточнениям, все метки η̃(x
(0)
1 ), . . . , η̃(x

(0)
n ),

η̃(x
(t)
1 ), . . . , η̃(x

(t)
n ) содержатся в множестве {v1, . . . , vn, w1, . . . , wn}. При этом, соглас-

но лемме 4, для любой правильной непротиворечивой разметки µ с ограничениями(
v̄1 . . . v̄n
w̄1 . . . w̄n

)
из Ω2, при которых возможно определить отображение σµ по правилу

σµ(vi) = v̄i, σµ(wi) = w̄i, i ∈ {1, . . . , n}, отображение σµ продолжается таким образом,
что удовлетворяет условию σµ : η̃ → µ.

Методом от противного покажем, что правильная непротиворечивая разметка η̃

будет разметкой с ограничениями
(
v1 . . . vn
w1 . . . wn

)
. Согласно сделанным уточнениям,

в ограничениях разметки η̃ могли появиться противоречия только следующих типов:
— η̃(x

(0)
i ) = vj 6= vi;

— η̃(x
(0)
i ) = wj 6= vi;

— η̃(x
(t)
i ) = vj 6= wi;

— η̃(x
(t)
i ) = wj 6= wi.

Разберём первый случай: η̃(x
(0)
i ) = vj 6= vi. Согласно условию теоремы, существует

правильная непротиворечивая разметка µ с ограничениями (δv1,vj + 1, . . . , δvn,vj + 1),
(δw1,vj + 1, . . . , δwn,vj + 1) ∈ Ωn

2 и при этом возможно определить отображение σµ по
правилу σµ(vi) = δvi,vj + 1, σµ(wi) = δwi,vj + 1, i ∈ {1, . . . , n}. Значит, отображение σµ
продолжается таким образом, что удовлетворяет условию σµ : η̃ → µ. Получили про-
тиворечие, поскольку

σµ(η̃(x
(0)
i )) = σµ(vj) = 2 6= 1 = δvi,vj + 1 = µ(x

(0)
i ).

Отсутствие противоречий остальных типов устанавливается аналогичным образом.

Ввиду следствия 8 становится очевидным следующее утверждение.
Следствие 12. Пусть Σ — биективная сеть ширины n и Ω —множество мощности

не менее чем ‖Σ‖+ n. Тогда следующие утверждения эквивалентны:
1) сеть Σ является транзитивной для множества Ω;
2) сеть Σ допускает правильную непротиворечивую разметку элементами множе-

ства Ω при любых ограничениях
(
v1 . . . vn
w1 . . . wn

)
из множества Ω;

3) сеть Σ допускает правильную непротиворечивую разметку элементами множе-

ства Ω при любых ограничениях
(
v̄1 . . . v̄n
w̄1 . . . w̄n

)
из множества Ω2 ⊂ Ω;

4) множество преобразований {ΣF : F ∈ Q(Ω)} действует транзитивным образом
на подмножестве Ωn

2 ⊂ Ωn.
Пример 3. На первый взгляд может показаться, что результат теоремы 11 мож-

но усилить следующим образом: если сеть Σ допускает правильную непротиворечивую
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разметку при всех возможных ограничениях
(

1 . . . 1
w1 . . . wn

)
из Ω2, то она допуска-

ет правильную непротиворечивую разметку с любыми ограничениями
(
v̄1 . . . v̄n
w̄1 . . . w̄n

)
из Ω2 и, как следствие, допускает правильную непротиворечивую разметку с любыми

ограничениями
(
v1 . . . vn
w1 . . . wn

)
из N. Однако такое предположение является неверным.

Рассмотрим биективную сеть Σ = Σ
(1,2)
2 ·Σ(2,1)

2 ·Σ(1,2)
1 ширины 2. Нетрудно проверить,

что сеть Σ допускает правильные непротиворечивые разметки при всех возможных

ограничениях
(

1 1
w1 w2

)
из Ω2, но при этом не допускает правильной непротиворечи-

вой разметки с ограничениями
(

1 2
1 1

)
(рис. 3).
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Рис. 3

На самом деле результат теоремы 11 можно усилить, воспользовавшись очевидным
соображением: если сеть Σ допускает правильную непротиворечивую разметку с огра-

ничениями
(
v1 . . . vn
w1 . . . wn

)
из Ω2 и π—подстановка на множестве Ω2, то сеть Σ допус-

кает правильную непротиворечивую разметку с ограничениями
(
π(v1) . . . π(vn)
π(w1) . . . π(wn)

)
.

Другими словами, для проверки того, что сеть Σ допускает правильную непротиво-
речивую разметку при любых ограничениях из Ω2, достаточно убедиться в существо-
вании 22n−1 правильных непротиворечивых разметок сети Σ с ограничениями из Ω2.
Данное усиление результата теоремы 11 примечательно тем, что оно не улучшаемо
в общем случае — сеть Σ допускает правильную непротиворечивую разметку при лю-

бых ограничениях
(
v1 v2

w1 w2

)
из Ω2, за исключением

(
1 2
1 1

)
и
(

2 1
2 2

)
.

В дальнейшем нам потребуются естественные обобщения понятия свободной раз-
метки с ограничениями и соответствующих результатов.

Определение 20. Правильную непротиворечивую разметку η сети Σ будем на-
зывать свободной разметкой сети Σ с условиями

η(x
(0)
1 ) = v1, . . . , η(x(0)

n ) = vn, η(x
(t)
i1

) = wi1 , . . . , η(x
(t)
ik

) = wik ,
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если для любой правильной непротиворечивой разметки µ сети Σ с аналогичными
условиями µ(x

(0)
1 ) = v1, . . . , µ(x

(0)
n ) = vn, µ(x

(t)
i1

) = wi1 , . . . , µ(x
(t)
ik

) = wik существует
такое отображение σµ, что σµ : η → µ.

Аналогично теоремам 9 и 10 доказываются следующие утверждения.
Теорема 12. Если существует правильная непротиворечивая разметка µ сети Σ

с условиями µ(x
(0)
1 ) = v1, . . . , µ(x

(0)
n ) = vn, µ(x

(t)
i1

) = wi1 , . . . , µ(x
(t)
ik

) = wik , то существует
единственная, с точностью до переобозначений, свободная разметка η сети Σ с теми
же условиями η(x

(0)
1 ) = v1, . . . ,η(x

(0)
n ) = vn, η(x

(t)
i1

) = wi1 , . . . ,η(x
(t)
ik

) = wik .
Теорема 13. Пусть для свободной разметки η с условиями

η(x
(0)
1 ) = v1, . . . , η(x(0)

n ) = vn, η(x
(t)
i1

) = wi1 , . . . , η(x
(t)
ik

) = wik

и правильной непротиворечивой разметки µ с условиями

µ(x
(0)
1 ) = v̄1, . . . , µ(x(0)

n ) = v̄n, µ(x
(t)
i1

) = w̄i1 , . . . , µ(x
(t)
ik

) = w̄ik

возможно определить отображение σµ по правилу σµ(vi) = v̄i, σµ(wi) = w̄i. Тогда
отображение σµ допускает продолжение, удовлетворяющее условию σµ : η → µ.

Следствие 13. В условиях теоремы 13, если G и F —минимальные правила раз-
меток η и µ соответственно, то при всех допустимых zi, zj ∈ N выполняется равенство
σµ(G(zi, zj)) = F (σµ(zi), σµ(zj)). В частности, если метка µ(x

(s)
i ) не содержится в обла-

сти определения F , то метка η(x
(s)
i ) не содержится в области определения G.

4. Построение транзитивных сетей
Здесь нам потребуется продолжение результата теоремы 2 о представлении биек-

тивной сети в виде произведения элементарных и перестановочной сетей.
Утверждение 3. Произвольная биективная сеть Σ эквивалентна произведению

ΠL (Σ11 · . . . · Σ1k1) · . . . · (Σn1 · . . . · Σnkn) ΠR,

в котором ΠL,ΠR —перестановочные сети, а Σ11, . . . ,Σ1k1 , . . . ,Σn1, . . . ,Σnkn — элемен-
тарные сети, удовлетворяющие следующему условию: при всех s ∈ {2, . . . , n}, r ∈
∈ {1, . . . , ks} вершины x

(k1+...+ks−1+r)
1 , . . . , x

(k1+...+ks−1+r)
s−1 сети Σsr имеют степень захо-

да 1.
Доказательство. Согласно теореме 2, биективная сеть Σ эквивалентна произ-

ведению
Σ1 · . . . · Σt · ΠR,

где Σ1, . . . ,Σt — элементарные сети, а ΠR —перестановочная сеть. Пусть i1, . . . , in — та-
кая последовательность номеров от 1 до n, что при всех s ∈ {2, . . . , n} и l ∈ {1, . . . , t}
для вершин сети Σ1 · . . . · Σt выполняется условие

(deg− x
(l)
is

= . . . = deg− x
(t)
is

= 1) =⇒ (deg− x
(l)
is−1

= . . . = deg− x
(t)
is−1

= 1).

Другими словами, i1, . . . , in —порядок «окончания преобразований» вершин произве-
дения Σ1 · . . . ·Σt. Нетрудно понять, что при выборе перестановочной сети ΠL, соответ-

ствующей подстановке
(
i1 . . . in
1 . . . n

)
, произведение Π−1

L · Σ1 · . . . · Σt ·ΠL эквивалентно

произведению элементарных сетей

(Σ11 · . . . · Σ1k1) · . . . · (Σn1 · . . . · Σnkn) ,
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где Σ11, . . . ,Σ1k1 , . . . ,Σn1, . . . ,Σnkn — элементарные сети, удовлетворяющие следующе-
му условию: при всех s ∈ {2, . . . , n}, r ∈ {1, . . . , ks} вершины x

(k1+...+ks−1+r)
1 , . . . ,

x
(k1+...+ks−1+r)
s−1 сети Σsr имеют степень захода 1.
Утверждение можно считать доказанным, поскольку исходная сеть Σ эквивалентна

произведению ΠL (Σ11 · . . . · Σ1k1) · . . . · (Σn1 · . . . · Σnkn) (Π−1
L ΠR).

Ввиду следствия 7 корректно дать следующее
Определение 21. Указанное в утверждении 3 произведение

ΠL (Σ11 · . . . · Σ1k1) · . . . · (Σn1 · . . . · Σnkn) ΠR

будем называть каноническим представлением биективной сети Σ. При этом сети
Σs1 · . . . · Σsks , s ∈ {1, . . . , n}, будем называть слоями канонического представления
биективной сети Σ. Слой Σs1 · . . . · Σsks называется вырожденным, если ks = 0.

Замечание 5. В каноническом представлении произвольной биективной сети вы-
рожденные слои присутствуют в том и только в том случае, когда для некоторого s
все вершины x

(i)
s , i > 0, имеют степень захода 1. При этом пустыми могут быть только

первые несколько подряд идущих слоев.
Не ограничивая общности, всюду далее будем считать, что произвольная биектив-

ная сеть Σ равна своему каноническому представлению

(Σ11 · . . . · Σ1k1) · . . . · (Σn1 · . . . · Σnkn)

с множеством вершин X0 ∪X11 ∪ . . . ∪X1k1 ∪ . . . ∪Xn1 ∪ . . . ∪Xnkn .
Далее предложен алгоритм модификации канонического представления произволь-

ной биективной сети, в результате работы которого получается сеть, действующая
транзитивным образом для всех достаточно больших множеств. Предварительно до-
кажем вспомогательное утверждение о свойстве процедуры свободного продолжения
разметки.

Лемма 5. Пусть Σ = (Σ11 · . . . · Σ1k1) · . . . · (Σn1 · . . . · Σnkn) и µ—разметка сети

Σs−1 = (Σ11 · . . . · Σ1k1) · . . . · (Σ(s−1)1 · . . . · Σ(s−1)ks−1)

с минимальным правилом FΣs−1 . Тогда если среди x(k1+...+ks−1)
s , . . . , x

(k1+...+ks−1)
n найдёт-

ся вершина x(k1+...+ks−1)
i , метка которой не содержится в области определения FΣs−1 , то

при свободном продолжении разметки µ до разметки сети

Σs = (Σ11 · . . . · Σ1k1) · . . . · (Σ(s−1)1 · . . . · Σ(s−1)ks−1) (Σs1 · . . . · Σsks)

среди x
(k1+...+ks)
s , . . . , x

(k1+...+ks)
n найдётся вершина x(k1+...+ks)

j , метка которой не содер-
жится в области определения FΣs —минимального правила разметки µ сети Σs.

Доказательство. Докажем утверждение индукцией по длине слоя (Σs1·. . .·Σsks).
База при ks = 0 очевидна.

Пусть теперь ks > 1 и Σsks = Σ
{l,r}
l , l ∈ {s, . . . , n}. Тогда по предположению индук-

ции среди вершин x
(k1+...+ks−1)
s , . . . , x

(k1+...+ks−1)
n найдётся вершина x(k1+...+ks−1)

j , метка
которой не содержится в области определения FΣ′s —минимального правила размет-
ки µ сети Σ′s = (Σ11 · . . . ·Σ1k1) · . . . ·(Σ(s−1)1 · . . . ·Σ(s−1)ks−1) ·(Σs1 · . . . ·Σs(ks−1)). Рассмотрим
два возможных случая:
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1) Если одна из вершин x(k1+...+ks−1)
l или x(k1+...+ks−1)

r имеет метку, не содержащую-
ся в области определения FΣ′s , то, согласно определению процедуры свободного
продолжения разметки, вершина x(k1+...+ks)

l будет иметь метку, не содержащу-
юся в области определения FΣs .

2) Если метки обеих вершин x(k1+...+ks−1)
l и x(k1+...+ks−1)

r содержатся в области опре-
деления FΣ′s , то очевидно, что метка вершины x

(k1+...+ks−1)
j отличается от меток

вершин x(k1+...+ks−1)
l и x(k1+...+ks−1)

r . Значит, вершина x(k1+...+ks−1)
j и соответствен-

но вершина x(k1+...+ks)
j будут иметь метку, не содержащуюся в области опреде-

ления FΣs .
Лемма доказана.

Алгоритм построения транзитивной сети
Вход: произвольная биективная сеть Σ = (Σ11 · . . . · Σ1k1) · . . . · (Σn1 · . . . · Σnkn).
Шаг s 6 n− 2. Пусть первые (s − 1) слоев канонического представления сети Σ

уже модифицированы таким образом, что сеть

Σ̂s−1 = (Σ11 · . . . · Σ1k̂1
) · . . . · (Σ(s−1)1 · . . . · Σ(s−1)k̂s−1

)

допускает свободную разметку η при любых условиях

η(x
(0)
1 ) = v1, . . . , η(x(0)

n ) = vn, η(x
(k̂1)
1 ) = w1, . . . , η(x

(k̂1+...+k̂s−1)
s−1 ) = ws−1 ∈ Ω2

и при этом среди x(k̂1+...+k̂s−1)
s , . . . , x

(k̂1+...+k̂s−1)
n существует вершина x(k̂1+...+k̂s−1)

i , метка
которой η(x

(k̂1+...+k̂s−1)
i ), независимо от условий v1, . . . , vn, w1, . . . , ws−1 ∈ Ω2, не содер-

жится в области определения GΣ̂s−1
—минимального правила разметки η сети Σ̂s−1.

Пусть µ— свободная разметка сети Σ̂s−1 с условиями

µ(x
(0)
1 ) = v1, . . . , µ(x(0)

n ) = v1, µ(x
(k̂1)
1 ) = v1, . . . , µ(x

(k̂1+...+k̂s−1)
s−1 ) = v1 ∈ Ω2.

Тогда, согласно сделанному предположению, метка µ(x
(k̂1+...+k̂s−1)
i ) не содержится в об-

ласти определения минимального правила FΣ̂s−1
. Продолжим разметку µ сети Σ̂s−1

свободным образом до разметки сети

Σ̂′s = (Σ11 · . . . · Σ1k̂1
) · . . . · (Σ(s−1)1 · . . . · Σ(s−1)k̂s−1

) · (Σs1 · . . . · Σsks).

Согласно лемме 5, среди вершин x
(k̂1+...+k̂s−1+ks)
s , . . . , x

(k̂1+...+k̂s−1+ks)
n существует такая

вершина x
(k̂1+...+k̂s−1+ks)
j , что метка µ(x

(k̂1+...+k̂s−1+ks)
j ) не содержится в области опре-

деления FΣ̂′s
—минимального правила разметки µ сети Σ̂′s. Поскольку разметка µ по

построению является свободной разметкой сети Σ̂′s с условиями

µ(x
(0)
1 ) = v1, . . . , µ(x(0)

n ) = v1, µ(x
(k̂1)
1 ) = v1, . . . , µ(x

(k̂1+...+k̂s−1)
s−1 ) = v1 ∈ Ω2,

то, согласно следствию 13, для любой свободной разметки η сети Σ̂′s с условиями

η(x
(0)
1 ) = v1, . . . , η(x(0)

n ) = vn, η(x
(k̂1)
1 ) = w1, . . . , η(x

(k̂1+...+k̂s−1)
s−1 ) = ws−1 ∈ Ω2,

независимо от условий v1, . . . , vn, w1, . . . , ws−1 ∈ Ω2, метка η(x
(k̂1+...+k̂s−1+ks)
j ) не содер-

жится в области определения GΣ̂′s
—минимального правила разметки η сети Σ̂′s.

Рассмотрим два возможных варианта модификации s-го слоя Σs1 · . . . · Σsks :
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1) Если j = s, то выберем произвольные l,m ∈ {s+ 1, . . . , n}, l 6= m, и модифици-
руем s-й слой Σs1 · . . . · Σsks следующим образом:

Σs1 · . . . · Σsk̂s
= Σs1 · . . . · Σsks · Σ

(s,l)
l · Σ(s,l)

s · Σ(l,m)
m .

2) Если j 6= s, то выберем произвольныйm ∈ {s+1, . . . , n},m 6= j, и модифицируем
s-й слой Σs1 · . . . · Σsks следующим образом:

Σs1 · . . . · Σsk̂s
= Σs1 · . . . · Σsks · Σ(s,j)

s · Σ(s,m)
m · Σ(j,s)

s .

В каждом из этих случаев свободная разметка η сети Σ̂′s с произвольными усло-
виями η(x

(0)
1 ) = v1, . . . , η(x

(0)
n ) = vn, η(x

(k̂1)
1 ) = w1, . . . , η(x

(k̂1+...+k̂s−1)
s−1 ) = ws−1 ∈ Ω2

продолжается до свободной разметки η сети

Σ̂s = (Σ11 · . . . · Σ1k̂1
) · . . . · (Σ(s−1)1 · . . . · Σ(s−1)k̂s−1

)(Σs1 · . . . · Σsk̂s
)

с любым условием η(x
(k̂1+...+k̂s)
s ) = ws ∈ Ω2, при этом метка η(x

(k̂1+...+k̂s)
m ), независимо

от выбора условий v1, . . . , vn, w1, . . . , ws−1, ws ∈ Ω2, не содержится в области определе-
ния GΣ̂s

—минимального правила разметки η сети Σ̂s.
Шаг n− 1. Пусть первые (n − 2) слоев канонического представления сети Σ уже

модифицированы таким образом, что сеть

Σ̂n−2 = (Σ11 · . . . · Σ1k̂1
) · . . . · (Σ(n−2)1 · . . . · Σ(n−2)k̂n−2

)

допускает свободную разметку η при любых условиях

η(x
(0)
1 ) = v1, . . . , η(x(0)

n ) = vn, η(x
(k̂1)
1 ) = w1, . . . , η(x

(k̂1+...+k̂n−2)
n−2 ) = wn−2 ∈ Ω2

и при этом среди x(k̂1+...+k̂n−2)
n−1 , x

(k̂1+...+k̂n−2)
n существует вершина x(k̂1+...+k̂n−2)

i , метка кото-
рой η(x

(k̂1+...+k̂n−2)
i ), независимо от условий v1, . . . , vn, w1, . . . , wn−2 ∈ Ω2, не содержится

в области определения GΣ̂n−2
—минимального правила разметки η сети Σ̂n−2.

Пусть µ— свободная разметка сети Σ̂n−2 с условиями

µ(x
(0)
1 ) = v1, . . . , µ(x(0)

n ) = v1, µ(x
(k̂1)
1 ) = v1, . . . , µ(x

(k̂1+...+k̂n−2)
n−2 ) = v1 ∈ Ω2.

Тогда, согласно сделанному предположению, метка µ(x
(k̂1+...+k̂n−2)
i ) не содержится в об-

ласти определения минимального правила FΣ̂n−2
. Продолжим разметку µ сети Σ̂n−2

свободным образом до разметки сети

Σ̂′n−1 = (Σ11 · . . . · Σ1k̂1
) · . . . · (Σ(n−2)1 · . . . · Σ(n−2)k̂n−2

) · (Σ(n−1)1 · . . . · Σ(n−1)kn−1).

Согласно лемме 5, среди вершин x
(k̂1+...+k̂n−2+kn−1)
n−1 , x

(k̂1+...+k̂n−2+kn−1)
n существует такая

вершина x(k̂1+...+k̂n−2+kn−1)
j , что метка µ(x

(k̂1+...+k̂n−2+kn−1)
j ) не содержится в области опре-

деления минимального правила FΣ̂′n−1
. Поскольку разметка µ по построению является

свободной разметкой сети Σ̂′n−1 с условиями

µ(x
(0)
1 ) = v1, . . . , µ(x(0)

n ) = v1, µ(x
(k̂1)
1 ) = v1, . . . , µ(x

(k̂1+...+k̂n−2)
n−2 ) = v1 ∈ Ω2,
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то, согласно следствию 13, для любой свободной разметки η сети Σ̂′n−1 с условиями

η(x
(0)
1 ) = v1, . . . , η(x(0)

n ) = vn, η(x
(k̂1)
1 ) = w1, . . . , η(x

(k̂1+...+k̂n−2)
n−2 ) = wn−2 ∈ Ω2,

независимо от условий v1, . . . , vn, w1, . . . , wn−2 ∈ Ω2, метка η(x
(k̂1+...+k̂n−2+kn−1)
j ) не со-

держится в области определения минимального правила GΣ̂′n−1
.

Рассмотрим два возможных варианта модификации слоя Σ(n−1)1 · . . . · Σ(n−1)kn−1 :
1) Если j = n−1, то модифицируем (n−1)-й слой Σ(n−1)1 ·. . .·Σ(n−1)kn−1 следующим

образом:

Σ(n−1)1 · . . . · Σ(n−1)k̂n−1
= Σ(n−1)1 · . . . · Σ(n−1)kn−1 · Σ(n−1,n)

n · Σ(n−1,n)
n−1 · Σ(n,n−1)

n .

2) Если j = n, то модифицируем (n− 1)-й слой Σ(n−1)1 · . . . ·Σ(n−1)kn−1 следующим
образом:

Σ(n−1)1 · . . . · Σ(n−1)k̂n−1
= Σ(n−1)1 · . . . · Σ(n−1)kn−1 · Σ

(n,n−1)
n−1 · Σ(n,n−1)

n · Σ(n−1,n)
n−1 .

В каждом из указанных случаев свободная разметка η сети Σ̂′n−1 с произвольными
условиями

η(x
(0)
1 ) = v1, . . . , η(x(0)

n ) = vn, η(x
(k̂1)
1 ) = w1, . . . , η(x

(k̂1+...+k̂n−2)
n−2 ) = wn−2 ∈ Ω2

продолжается до свободной разметки η сети

Σ̂ = (Σ11 · . . . · Σ1k̂1
) · . . . · (Σ(n−2)1 · . . . · Σ(n−2)k̂n−2

) · (Σ(n−1)1 · . . . · Σ(n−1)k̂n−1
)

с любыми условиями η(x
(k̂1+...+k̂n−1)
n−1 ) = wn−1, η(x

(k̂1+...+k̂n−1)
n ) = wn ∈ Ω2.

Выход: модифицируя каноническое представление исходной сети Σ, мы построили
«почти» каноническое представление

(Σ11 · . . . · Σ1k̂1
) · . . . · (Σ(n−1)1 · . . . · Σ(n−1)k̂n−1

)

новой биективной сети Σ̂, сложность которой равна ‖Σ‖ + 3n − 3. При этом сеть Σ̂

допускает свободную разметку с произвольными ограничениями
(
v1 . . . vn
w1 . . . wn

)
из Ω2.

Теорема 14. Пусть Σ —произвольная биективная сеть ширины n. Тогда её мо-
дификация Σ̂ транзитивна для любого множества Ω, мощность которого не менее чем
‖Σ‖+ 4n− 3.

Доказательство. Модификация Σ̂ произвольной биективной сети Σ допускает

свободную разметку с произвольными ограничениями
(
v1 . . . vn
w1 . . . wn

)
из Ω2. Значит,

согласно теореме 11, модификация Σ̂ допускает свободную разметку при любых огра-

ничениях
(
v1 . . . vn
w1 . . . wn

)
из N.

Поскольку выполняется соотношение ‖Σ̂‖ = ‖Σ‖ + 3n − 3, то для проведения сво-

бодной разметки сети Σ̂ с произвольными ограничениями
(
v1 . . . vn
w1 . . . wn

)
из N потре-

буется не более чем ‖Σ‖+ 4n−3 различных меток, и при выборе любого множества Ω,
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мощность которого не менее чем ‖Σ‖ + 4n − 3, можно считать, что сеть Σ̂ допус-
кает свободную разметку элементами множества Ω при произвольных ограничениях(
v1 . . . vn
w1 . . . wn

)
из Ω. Последнее утверждение, согласно следствию 8, равносильно тран-

зитивности сети Σ̂ для множества Ω.

Следствие 14. Для любого n > 2 существует сеть Σ̂ ширины n и веса 3n − 3,
транзитивная для всех множеств, мощность которых не менее чем 4n− 3.

Сеть на рис. 4 служит иллюстрацией к описанному алгоритму и следствию 14, её

разметка при любых ограничениях
(
v1 v2 v3 v4

w1 w2 w3 w4

)
из N является правильной и

непротиворечивой.

v1 v2 v3 v4

v1 y1 v3 v4

w1 y1 v3 v4

w1 y1 y2 v4

w1 y3 y2 v4

w1 y3 y2 y4

w1 w2 y2 y4

w1 w2 y5 y4

w1 w2 y5 w4

w1 w2 w3 w4
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Рис. 4
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Введение
На протяжении всей работы основное поле Φ имеет нулевую характеристику.

Линейной алгеброй, или алгеброй над полем, называют векторное пространство, на
котором задана бинарная билинейная операция. Многообразие алгебр — совокупность
линейных алгебр, удовлетворяющих фиксированному набору тождественных соотно-
шений. Дополнительные сведения о теории алгебр с тождествами, а также все неопре-
деляемые далее понятия и обозначения можно найти в [1, 2].

Обозначим через F (X) свободную алгебру со счётным множеством образующих
X = {x1, x2, . . .}. Далее свободные образующие будем обозначать также другими ла-
тинскими буквами. В работе исследуются алгебры, в которых выполняется тождество
антикоммутативности

x1x2 ≡ −x2x1 (1)

и (по аналогии с алгебрами Ли) тождество метабелевости

(x1x2)(x3x4) ≡ 0. (2)

Так как ассоциативность умножения не предполагается, в произведениях необходимо
следить за расстановкой скобок. Договоримся опускать скобки в случае их левонор-
мированной расстановки, например (xy)z = xyz. В алгебре A умножение справа на
образующую a обозначим с помощью оператора Ra : A → A, например abR2

c = abcc.
Умножение справа на свободную образующую обозначим соответствующей заглавной
буквой, например xyY = xyy. Условимся также помечать образующие с помощью спе-
циальных символов, например черты, для обозначения кососимметризации. Например,

x1x2 . . . xn =
∑
p∈Sn

(−1)pxp(1)xp(2) . . . xp(n),

где Sn — симметрическая группа и (−1)p равно ±1 в зависимости от чётности подста-
новки p.

В относительно свободной алгебре F (X,V) = F (X)/Id(V) многообразия V рас-
смотрим так называемую полилинейную часть Pn(V) —пространство полилинейных
элементов степени n, n > 1, от образующих x1, . . . , xn. Известно, что над основным
полем нулевой характеристики любое тождество эквивалентно некоторой системе по-
лилинейных тождеств, поэтому исследование строения полилинейных частей Pn(V)
позволяет получить информацию о многообразии V. Пространство Pn(V) как ΦSn-
модуль симметрической группы Sn имеет единственное с точностью до изоморфизма
разложение в прямую сумму неприводимых подмодулей, соответствующих диаграм-
мам Юнга разбиений λ = (λ1, . . . , λl), 1 6 l 6 n, числа n, λ ` n. При этом кохарактер
χn(V) = χ(Pn(V)) равен сумме неприводимых характеров χλ, λ ` n, взятых с кратно-
стями mλ(V):

χn(V) =
∑
λ`n

mλ(V)χλ.

Число слагаемых в этой сумме называют кодлиной многообразия V и обозначают
ln(V) =

∑
λ`n

mλ(V).

Асимптотическое поведение последовательности коразмерностей {cn(V)}n>1 опре-
деляет рост многообразия V. Рост называют подэкспоненциальным, если для любого
действительного α > 1 найдётся такое натуральное n0, что для всех n > n0 выпол-
нено неравенство cn(V) < αn. Говорят, что многообразие V имеет полиномиальный
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рост, если коразмерности cn(V), n > 1, удовлетворяют ограничению cn(V) 6 γnt для
некоторых действительных чисел γ, t > 0. Если рост многообразия V выше подэкс-
поненциального, но последовательность коразмерностей экспоненциально ограничена,
то оно экспоненциального роста. При этом предел lim

n→∞
n
√
cn(V) = β > 1, в случае

его существования, называют экспонентой многообразия V, exp(V) = β. Многообра-
зие V является нильпотентным, если найдётся такое натуральное n0, что для всех
n > n0 выполняется равенство cn(V) = 0. Говорят, что нильпотентное многообразие
имеет нулевой рост. Ненильпотентное многообразие, все собственные подмногообразия
которого нильпотентные, называют почти нильпотентным.

Известно, что единственным почти нильпотентным многообразием ассоциативных
алгебр является многообразие AC всех коммутативных ассоциативных алгебр. В слу-
чае алгебр Ли почти нильпотентным является многообразие A2 всех метабелевых
алгебр Ли. При изучении алгебр Лейбница были найдены два примера почти ниль-
потентных многообразий и доказано, что других нет [3]. Следует отметить, что все
перечисленные многообразия имеют незначительный полиномиальный рост. В общем
случае оказалось, что существуют достаточно экзотические примеры почти нильпо-
тентных многообразий. В работе [4] впервые удалось построить почти нильпотентное
многообразие экспоненты два. В случае нулевой характеристики основного поля дока-
зано существование почти нильпотентных коммутативных метабелевых многообразий
любой целой экспоненты, а именно: для любого натурального числа m > 2 существует
почти нильпотентное многообразие, экспонента которого равнаm [5]. В этом же классе
алгебр оказалось только два почти нильпотентных многообразия подэкспоненциаль-
ного роста [6]. В [7] дано описание всех почти нильпотентных многообразий подэкспо-
ненциального роста в классе левонильпотентных ступени два алгебр, то есть алгебр,
в которых выполнено тождество x(yz) ≡ 0. Обзор известных почти нильпотентных
многообразий в этих классах алгебр выполнен в работе [8]. Удалось также установить
существование континуального множества метабелевых почти нильпотентных много-
образий полиномиального роста [9].

Настоящая работа является логическим продолжением серии исследований, посвя-
щённых почти нильпотентным многообразиям в различных классах алгебр над полем
нулевой характеристики. В ней представлены числовые характеристики многообразия
всех антикоммутативных метабелевых алгебр. В данном классе алгебр для любого на-
турального m > 2 докажем существование почти нильпотентного многообразия экс-
поненты m, а также определим ровно два почти нильпотентных многообразия подэкс-
поненциального роста. Многообразие алгебр, удовлетворяющих тождествам (1) и (2),
обозначим через MA и перейдём к изложению полученных результатов.

1. Числовые характеристики многообразия антикоммутативных
метабелевых алгебр

При помощи определения множества антикоммутативных метабелевых алгебр An,
n = 2, 3, . . . , получим значения коразмерностей cn(MA). Пусть алгебра An задана
образующими zij, eij, 1 6 i, j 6 n, и следующими определяющими соотношениями.
Для любых i, j, k, l, 1 6 i, j, k, l 6 n,

1) eijekl = 0;
2) zijzkl = 0;
3) zijekl = −eklzij = δjkzil, где δjk — символ Кронекера.
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Теорема 1. Базис пространства Pn(MA), n > 2, образуют элементы вида

xi1xi2 . . . xin , i1 > i2, (3)

и выполняется равенство

cn(MA) =
n!

2
. (4)

Доказательство. С помощью тождеств (1) и (2) любой полилинейный моном
степени n, n > 2, может быть записан в виде (3). Следовательно, каждый элемент про-
странства Pn(MA) является линейной комбинацией n!/2 мономов вида (3). Докажем
от противного их линейную независимость. Пусть имеет место тождество

n!/2∑
i=1

αixi1xi2 . . . xin ≡ 0, i1 > i2,

в котором не все коэффициенты αi ∈ Φ равны нулю. Проверим его справедливость
в алгебре An. Пусть для некоторого s, 1 6 s 6 n!/2, αs 6= 0, тогда выполним подста-
новку xs1 = z11, xs2 = e12, . . . , xsn = e(n−1)n и получим равенство αsz1n = 0, откуда
αs = 0. Таким образом, все мономы вида (3) в пространстве Pn(MA) линейно незави-
симы и образуют базис размерности n!/2.

Заметим очевидное равенство c1(MA) = 1 и для n > 2 рассмотрим разложе-
ние ΦSn-модуля Pn(MA) в прямую сумму неприводимых подмодулей с кратностями
mλ(MA), λ ` n. В силу тождества антикоммутативности m(n)(MA) = 0. Следова-
тельно, модуль P2(MA) является одномерным и неприводимым, m(1,1)(MA) = 1 и
χ2(MA) = χ(1,1). В следующей теореме сформулируем алгоритм вычисления кратно-
стей mλ(MA) для n > 2 и диаграмм Юнга λ ` n из двух и более строк.

Теорема 2. Зафиксируем n > 2. Выберем диаграмму Юнга, соответствующую
разбиению λ ` n, которая содержит две или более строк. Из двух разных строк диа-
граммы λ удалим по одной клетке так, чтобы в результате удаления получилась диа-
грамма µ разбиения числа n − 2, µ ` n − 2. Для всех таких диаграмм µ по формуле
крюков найдем соответствующие значения размерностей dµ. Тогда кратностьmλ(MA)
определяется как сумма всех значений dµ.

Доказательство. Пусть H —подгруппа симметрической группы Sn, состоящая
из тождественной подстановки и цикла (n − 1 n). Обозначим через G подгруппу Sn,
n > 2, G = HSn−2

∼= H × Sn−2. Определим пространство полилинейных многочленов
Qn = span{xnxn−1xσ(1) . . . xσ(n−2) : σ ∈ Sn−2} и рассмотрим ΦG-модуль

Qn(MA) =
Qn

Qn ∩ Id(MA)
.

Заметим, что в относительно свободной алгебре F (X,MA) ΦH-модуль, порождён-
ный мономом xnxn−1, является неприводимым, одномерным и соответствует диаграм-
ме Юнга разбиения (1, 1) ` 2. При этом известно, что регулярный модуль ΦSn раз-
лагается в прямую сумму неприводимых подмодулей с кратностями, совпадающими
с размерностями соответствующих неприводимых подмодулей. Из конструкции ΦG-
модуля Qn(MA) получим индуцированный ΦSn-модуль Pn(MA), который разлагает-
ся в прямую сумму неприводимых подмодулей с диаграммами Юнга, заданными по
правилу Литтлвуда —Ричардсона. В разложении модуля Pn(MA) каждая диаграмма



О почти нильпотентных многообразиях антикоммутативных метабелевых алгебр 39

λ ` n каждого неприводимого подмодуля получена присоединением клеток диаграм-
мы (1, 1) ` 2 к двум различным строкам некоторых диаграмм µ ` n − 2, причём за
счёт присоединения двух новых клеток диаграммы µ расширяются вправо или вниз.
Следовательно, в разложении Pn(MA) кратность mλ(MA) определяется как сумма
значений размерностей dµ модулей с диаграммами µ ` n−2, которые получены удале-
нием двух клеток из разных строк диаграммы λ. В частности,m(1n)(MA) = d(1n−2) = 1.
Теорема доказана.

Пример 1. Для n = 4 вычислим mλ(MA) и dλ, λ ` n,

m(4) = 0, d(4) = 1,
m(3,1) = d(2) = 1, d(3,1) = 3,
m(2,2) = d(1,1) = 1, d(2,2) = 2,
m(2,1,1) = d(2) + d(1,1) = 2, d(2,1,1) = 3,
m(1,1,1,1) = d(1,1) = 1, d(1,1,1,1) = 1.

Сложим выписанные значения и получим равенство (4):

c4(MA) = 0 · 1 + 1 · 3 + 1 · 2 + 2 · 3 + 1 · 1 = 12 = 4!/2.

2. Почти нильпотентные многообразия экспоненциального роста
При помощи построения серии антикоммутативных метабелевых алгебр Cm,m > 2,

докажем, что в данном классе алгебр для любого целогоm > 2 существует почти ниль-
потентное многообразие экспоненты m. Для каждого m > 2 определим алгебру Cm
образующими z1, z2, c1, . . . , cm и следующими определяющими соотношениями:

1) uv + vu = 0, u, v ∈ Cm;
2) cicj = 0, 1 6 i, j 6 m;
3) zicj = 0, i = 1, 2, 1 6 j 6 m;
4) z1z2w(Rc1 , . . . , Rcm)zi = 0, i = 1, 2, degw > 0;
5) (z1z2w(Rc1 , . . . , Rcm))(z1z2w

′(Rc1 , . . . , Rcm)) = 0, degw > 0, degw′ > 0;
6) z1z2(Rc1 . . . Rcm)kci1 . . . ciscis+1 . . . cit + z1z2(Rc1 . . . Rcm)kci1 . . . cis+1cis . . . cit = 0,

k > 0, 1 6 s < t 6 m, 1 6 i1, . . . , it 6 m,
где слова w, w′ — ассоциативные мономы от операторов Rcj , 1 6 j 6 m. Заметим, что
последнее определяющее соотношение влечёт равенство

z1z2(Rc1 . . . Rcm)kw(Rc1 , . . . , Rcm) = 0,

в котором k > 0 и ассоциативный моном w(Rc1 , . . . , Rcm), 2 6 degw 6 m, содержит
по меньшей мере два одинаковых Rci , 1 6 i 6 m. Таким образом, базис алгебры Cm
представлен левонормированными элементами

z1, z2, c1, . . . , cm, z1z2(Rc1 . . . Rcm)k, z1z2(Rc1 . . . Rcm)kci1ci2 . . . cit

для всех k > 0, 1 6 t < m, 1 6 i1 < i2 < · · · < it 6 m.
Нетрудно проверить, что в алгебре Cm, как и в коммутативной метабелевой алгеб-

ре Bm из работы [5], выполняются тождественные соотношения

x0y0X
3 ≡ 0; (5)

x0y0X
2Z1 . . . ZsY

2 ≡ 0, (6)
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где остаток от деления s наm отличен отm−2. Так как основное поле Φ имеет нулевую
характеристику, алгебра Cm удовлетворяет следующим линеаризациям тождеств (5)
и (6):

x0y0X1XX1 ≡ −x0y0X1X1X − x0y0XX1X1; (7)
x0y0XX1wY

2 ≡ −x0y0X1XwY
2; (8)

x0y0X
2wY Y1 ≡ −x0y0X

2wY1Y ; (9)
x0y0XX1wY Y1 ≡ −x0y0X1XwY Y1 − x0y0XX1wY1Y − x0y0X1XwY1Y, (10)

где w = Z1 . . . Zs и s отлично от m− 2 по модулю m.
Утверждение 1. Пусть w = w(X1, . . . , Xm) — ассоциативный моном с условием

degw − min
16i6m

{degXi w}·m > 2m− 1. (11)

Тогда в алгебре Cm выполняется тождество x0y0w(X1, . . . , Xm) ≡ 0.
Доказательство. Пусть w зависит не от всех Xi, 1 6 i 6 m. Без потери общ-

ности примем degXm w = 0 и из (11) получим неравенство degw > 2m − 1. Тогда
среди первых m букв слова w найдутся две одинаковые, например пара Xm−1, между
которыми расположено не более m − 2 других букв. C помощью тождеств (10) и (7)
представим x0y0w в виде линейной комбинации мономов, в каждом из которых выбран-
ные буквы Xm−1 размещены на соседних позициях. Так как degw > 2m− 1, в каждом
из полученных мономов справа от X2

m−1 находится по меньшей мере m− 1 букв. Если
в некотором мономе среди них найдётся Xm−1, то, применив, возможно несколько раз,
тождество (9), получим три подряд одинаковые буквы и соответственно (5) равный
нулю элемент. Иначе среди данных m− 1 букв общее число различных не превышает
m− 2 и найдутся две одинаковые. В силу кососимметричности перестановки букв (9)
все такие мономы также равны нулю.

Для удобства обозначим θ = min
16i6m

{degXi w}. Пусть теперь θ > 1, degw > 3m − 1.
В слове w в любой последовательности букв Xi, 1 6 i 6 m, длины m+ 1 найдутся две
одинаковые буквы, между которыми расположено не более m− 1 других букв. Анало-
гично предыдущему случаю выберем пару таких букв и с помощью тождеств (10) и (7)
запишем x0y0w в виде линейной комбинации мономов, содержащих выбранные буквы
на соседних позициях. С помощью приведённых выше рассуждений отбросим из полу-
ченной линейной комбинации все нулевые мономы. В оставшихся мономах с помощью
тождеств (8), (9) упорядочим буквы Xi, 1 6 i 6 m, следующим образом.

При θ > 1 получим мономы вида

x0y0w
′(X1 . . . Xm)r1(X1 . . . X̂s . . . XmX

2
sX1 . . . X̂s . . . Xm)(X1 . . . Xm)r2w′′, (12)

где r1, r2 > 0, r1 + r2 + 2 6 θ, обозначение X̂s значит пропуск Xs и w′, w′′ — ассоциа-
тивные мономы, зависящие не от всех Xi, 1 6 i 6 m. По условию (11) хотя бы одно
из слов w′, w′′ имеет длину не менее m и поэтому среди любых m букв содержит две
одинаковые. То есть в силу тождеств (8), (9) все полученные мономы также равны
нулю.

Если θ = 1, аналогичные рассуждения приводят к линейной комбинации одночле-
нов вида

x0y0w1X1 . . . X̂s . . . XmX
2
sw2; (13)

x0y0w3X
2
sX1 . . . X̂s . . . Xmw4, (14)
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в которых слова w1, . . . , w4 зависят не от всех Xi, 1 6 i 6 m. Покажем равенство нулю
мономов вида (13). Если слово w1 (или w2) длины не менееm, то с помощью тождества
(8) (или (9)) в слове w1 (или w2) разместим подряд две одинаковые буквы и в силу (6)
получим, что моном (13) равен нулю. Пусть теперь n = 3m − 1 и каждое из слов w1,
w2 длины m − 1. Возможны следующие два случая: если degXs w2 > 1 (в частности,
при m = 2), то в силу (9), (5) моном (13) равен нулю. Так как θ = 1, при degXs w2 = 0
среди m−1 букв слова w2 найдутся две одинаковые, и в силу тождества (9) моном (13)
равен нулю. Равенство нулю мономов вида (14) получим в результате аналогичных
рассуждений.

Пусть Ln = span{x0y0xσ(1) . . . xσ(n) : σ ∈ Sn}—пространство полилинейных лево-
нормированных мономов с фиксированным произведением x0y0 во внутренних скоб-
ках, Wm = var(Cm) —многообразие, порождённое алгеброй Cm, m > 2. Тогда рассмот-
рим ΦSn-модуль

Ln(Wm) =
Ln

Ln ∩ Id(Wm)

с кохарактером χLn(Wm), который разлагается в сумму неприводимых характеров
с кратностями mL

λ , λ ` n.
Так как характеристика поля Φ равна нулю, то, используя условие эквивалентно-

сти полилинейных и соответствующих полиоднородных тождеств, докажем следующее
утверждение.

Утверждение 2. Если mL
λ 6= 0, n > 3m − 1, то λ ` n удовлетворяет следующим

условиям:
1) λ′1 = m;
2) n− λm ·m < 2m− 1;
3) λ1 − λm 6 2.
Доказательство. Зафиксируем стандартную таблицу Юнга Tλ, λ ` n > 3m−1,

и обозначим соответственно RTλ , CTλ стабилизаторы строк и столбцов таблицы Tλ.
Обозначим через

f = eTλ(x0y0x1 . . . xn) =
∑

p∈RTλ

p
∑

q∈CTλ

(−1)qq(x0y0x1 . . . xn)

полилинейный элемент, порождающий неприводимый подмодуль модуля Ln(Wm).
Пусть полиоднородный элемент h получен из f в результате отождествления свобод-
ных образующих, индексы которых находятся в одних и тех же строках таблицы Tλ.

Докажем первое условие. Пусть сначала λ′1 < m, тогда каждый моном в h удов-
летворяет условиям утверждения 1, где min

16i6m
{degXi w} = 0, degw > 3m − 1. Следо-

вательно, в алгебре Cm выполняется тождество h ≡ 0 и mL
λ = 0 при λ′1 < m. Пусть

теперь λ′1 > m. Тогда f равен сумме полилинейных элементов, кососимметрических
по более чем m образующим xi, 1 6 i 6 m, и, следовательно, тождественно равных
нулю в алгебре Cm. Таким образом, mL

λ = 0 при λ′1 > m, и первое условие доказано.
Второе условие является прямым следствием утверждения 1.
Докажем третье условие. По доказательству утверждения 1 ненулевой полиодно-

родный элемент h полистепени (λ1, . . . , λm) по образующим x1, . . . , xm по модулю тож-
деств многообразия Wm равен линейной комбинации ненулевых мономов x0y0w ви-
да (12), в которых по условию 2 мономы w′, w′′, зависящие не от всех Xi, 1 6 i 6 m,
удовлетворяют неравенствам degw′ 6 m − 1, degw′′ 6 m − 1. В силу тождеств (8)
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и (9) каждое из слов w′, w′′ не может содержать повторяющиеся буквы. Так как буквы
в словах w′, w′′ могут совпадать, то выполняется неравенство λ1 − λm 6 2.

Утверждение 3 [10]. Пусть T— таблица Юнга, соответствующая разбиению
λ ` n, и M = M1 ⊕ · · · ⊕Mk — ΦSn-модуль, где Mi —изоморфные неприводимые под-
модули с характером χλ. Тогда k равно максимальному числу линейно независимых
элементов g ∈M , таких, что σ · g = g для любого элемента σ ∈ RT .

Утверждение 4. Существует такая константа C = C(m), что для всех λ ` n,
n > 3m− 1, выполняется неравенство mL

λ 6 C.
Доказательство. Зафиксируем диаграмму λ = (λ1, . . . , λm), λ ` n. В разло-

жении модуля Ln(Wm) не равная нулю кратность mL
λ определяется как размерность

пространства полилинейных элементов, удовлетворяющих условиям утверждения 3.
В силу эквивалентности полилинейных и соответствующих полиоднородных тождеств
и по условию 1 утверждения 2 для оценки данной размерности достаточно по модулю
тождеств многообразия Wm оценить размерность пространства Lλ1,...,λm полиоднород-
ных элементов x0y0w(X1, . . . , Xm) полистепени (λ1, . . . , λm) от образующих x1, . . . , xm.
С помощью тождеств (5)–(10) любой ненулевой элемент пространства Lλ1,...,λm может
быть представлен линейной комбинацией ненулевых мономов вида (12), в которых
каждое из слов w′, w′′ состоит из различных букв и имеет длину не более m − 1.
Нетрудно убедиться, что с помощью тождеств (5)–(10) все такие мономы могут быть
приведены к виду

x0y0w
′(X1 . . . Xm)(XmX1 . . . Xm−1)(X1 . . . Xm)r1+r2w′′, (15)

где буквы в словах w′, w′′ упорядочены.
Так как мономы (15), отличающиеся только порядком букв в соответствующих

словах w′, w′′, по модулю тождеств (8), (9) с точностью до знака равны, то для диа-
граммы λ = (λ1, . . . , λm) число различных мономов (15) равно количеству способов
выбора различных букв в любом из слов w′, w′′. В результате сравнения получим, что
наибольшее число различных мономов (15), всего 2m−1, соответствует прямоугольной
диаграмме λ. То есть при λ1 = . . . = λm имеем

mL
λ 6 dimLλ1,...,λm 6

m−1∑
i=0

(
m
i

)
= 2m − 1.

Утверждение доказано.

Обозначим cLn(Wm) = dimLn(Wm) и установим связь между коразмерностями
cLn(Wm) и cn(Wm), n > 1.

Утверждение 5. Для любого n > 1 выполняется равенство

cn+2(Wm) =
(n+ 1)(n+ 2)

2
cLn(Wm).

Доказательство аналогично проведённому в работе [5] для коммутативного случая.
Теорема 3. Для любого целого m > 2 существует почти нильпотентное антиком-

мутативное метабелево многообразие экспоненты m.
Доказательство. Рассмотрим ΦSn-модуль L′n(Wm) ∼= Ln(Wm), n > 3m − 1,

элементы которого вместо произведения x0y0 содержат xn+2xn+1. Аналогично доказа-
тельству теоремы 2 из ΦSn-модуля L′n(Wm) получим индуцированный ΦSn+2-модуль
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Pn+2(Wm). В силу утверждений 2 и 4 в разложении кохарактера χn+2(Wm) в сум-
му неприводимых характеров все ненулевые кратности mλ(Wm) ограничены сверху
константой и отвечают диаграммам λ ` n+ 2, у которых вне прямоугольника m× λm
находится не более 2m клеток. Известно, что при достаточно больших n размерность dλ
с диаграммой λ ` n такого вида удовлетворяет неравенствам nβmn 6 dλ 6 nαmn для
фиксированных α, β [11]. Следовательно, exp(Wm) = m. При этом полилинейные ча-
сти всех ненильпотентных подмногообразий многообразия Wm также удовлетворяют
указанным ограничениям. Остаётся заметить, что в любом ненильпотентном многооб-
разии существует почти нильпотентное подмногообразие [4, теорема 1].

3. Почти нильпотентные многообразия подэкспоненциального роста
Далее в исследуемом классе алгебр определим ровно два почти нильпотентных мно-

гообразия подэкспоненциального роста. Первое такое многообразие — это хорошо из-
вестное многообразие всех метабелевых алгебр Ли A2. Приведём необходимые в даль-
нейшем свойства многообразия A2. Полилинейная часть Pn(A2), n > 2, имеет следу-
ющие числовые характеристики:

cn(A2) = n− 1, χn(A2) = χ(n−1,1), ln(A2) = 1.

Утверждение 6. МногообразиеA2 не является подмногообразием многообразия
V ⊂MA тогда и только тогда, когда в многообразии V для некоторого k > 1 выпол-
нено тождество x0X

k ≡ 0.
Доказательство. Так как x0X

k /∈ Id(A2), k > 1, то остаётся доказать необходи-
мость. Пусть A2 6⊂ V, тогда из разложения полилинейной части Pn(A2), n > 2, следу-
ет, что в многообразии V должно выполняться некоторое тождество, соответствующее
диаграмме Юнга (n− 1, 1). Полиоднородные элементы, построенные по стандартным
таблицам данной диаграммы, имеют вид x1X

i
1x2X

n−2−i
1 , i = 0, . . . , n− 2. Поэтому тож-

дество в многообразии V может быть записано как

n−2∑
i=0

αix1X
i
1x2X

n−2−i
1 ≡ 0, αi ∈ Φ.

С помощью тождества антикоммутативности перепишем его в виде(
2α0 +

n−2∑
i=1

αi

)
x2X

n−1
1 ≡ 0.

При этом необходимо принять 2α0 +
n−2∑
i=1

αi 6= 0, иначе получим, что исходное тождество

выполнено в многообразииA2 ⊂MA. Таким образом, для некоторого n > 2 тождество
x2X

n−1
1 ≡ 0 выполнено в многообразии V. Заметим, что для n = 1 доказательство

очевидно.

Второе почти нильпотентное многообразие подэкспоненциального роста Vanti по-
рождается следующей антикоммутативной метабелевой алгеброй G, Vanti = var(G).
Определим неассоциативную алгебру G бесконечным числом образующих e1, e2, . . . и
следующими определяющими соотношениями:

1) wei = −eiw, degw > 1;
2) w1w2 = 0, degw1 > 2, degw2 > 2;
3) eip(1)eip(2) . . . eip(n) = (−1)pei1ei2 . . . ein , p ∈ Sn, n > 2.
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Легко видеть, что в алгебре G в силу определяющего соотношения 3 любой базис-
ный элемент степени два или более по образующей ei, i > 1, равен нулю. Обозначим G2

идеал алгебры G, который образован всеми произведениями её элементов. Заметим,
что в силу тождества метабелевости G2 является алгеброй с нулевым умножением.

Утверждение 7. В многообразии Vanti выполнены следующие тождества:

xyzt+ xytz ≡ 0; (16)
xyzt+ zyxt+ xtzy + ztxy ≡ 0. (17)

Доказательство. Так как данные тождества являются полилинейными, доста-
точно доказать их справедливость для базисных элементов алгебры G. Если в первое
тождество вместо z или t подставить базисный элемент G2, то при любых x, y оба сла-
гаемых равны нулю. В результате подстановки элементов ei получим верное равенство
по определяющему соотношению 3.

В тождество (17) вместо одной из свободных образующих подставим базисный
элемент g ∈ G2, а вместо остальных— различные ei, i > 1. В силу тождеств анти-
коммутативности и метабелевости останется пара ненулевых слагаемых, в каждом из
которых g находится на первом месте, а перестановки образующих ei отличаются на
одну транспозицию, то есть имеют разную чётность. Из определяющего соотношения
3 полученная сумма равна нулю. Тождество (17) также обращается в верное равен-
ство при подстановке различных ei, i > 1. Достаточно заметить, что из монома xyzt
слагаемые zyxt, xtzy получены одной транспозицией образующих, а одночлен ztxy—
двумя транспозициями.

С помощью утверждения 7 докажем следующие равенства для числовых характе-
ристик полилинейной части Pn(Vanti).

Утверждение 8. При n > 3 выполняются равенства

cn(Vanti) = n, ln(Vanti) = 2, χn(Vanti) = χ(2,n−2) + χ(1n).

Доказательство. Оценим значение коразмерности cn(Vanti), n > 3, сверху.
Для этого покажем, что любой элемент пространства Pn(Vanti) может быть записан
в виде линейной комбинации n элементов двух видов:

xn−1xn−2xnxn−3 . . . x1; (18)
xnxixi1xi2 . . . xin−2 , 1 6 i 6 n− 1, i1 > i2 > · · · > in−2. (19)

В любом мономе пространства Pn(Vanti) в силу тождества (16) образующие, начиная
с третьей позиции, могут быть упорядочены по убыванию индексов, поэтому возможны
три случая записи остальных мономов:

1) xn−1xixnxn−2 . . . , 1 6 i < n− 2;
2) xn−2xixnxn−1 . . . , 1 6 i < n− 2;
3) xixjxnxn−1 . . . , 1 6 j < i < n− 2.

Воспользуемся в каждом из случаев тождеством (17):

xn−1xixnxn−2 . . . ≡ −xnxixn−1xn−2 . . .− xn−1xn−2xnxi . . .− xnxn−2xn−1xi . . . ,

xn−2xixnxn−1 . . . ≡ −xnxixn−2xn−1 . . .− xn−2xn−1xnxi . . .− xnxn−1xn−2xi . . . ,

xixjxnxn−1 . . . ≡ −xnxjxixn−1 . . .− xixn−1xnxj . . .− xnxn−1xixj . . .
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Получили линейные комбинации элементов вида (18) и (19), и в третьем разложении
слагаемое xixn−1xnxj . . . соответствует первому случаю. Таким образом, имеем нера-
венство cn(Vanti) 6 n. Оценим cn(Vanti) снизу. Для этого рассмотрим полиоднородные
элементы h(2,1n−2) и h(1n), линеаризации которых порождают неприводимые подмоду-
ли с диаграммами (2, 1n−2) и (1n). Пусть h(2,1n−2) = x1x2 . . . xn−1x1, тогда вместо x1

подставим сумму g + e1, g ∈ G2, а вместо xi подставим ei, i > 2. Из определяющих
соотношений алгебры G получим ненулевой элемент

(g + e1)e2 . . . en−1(g + e1) = g e2 . . . en−1e1 = 2ge2 . . . en−1e1.

Следовательно, соответствующий неприводимый подмодуль не является нулевым и
m(2,1n−2)(Vanti) > 1.

В многочлен h(1n) = x1x2 . . . xn вместо xi, 1 6 i 6 n, подставим ei. Результат под-
становки равен n!e1e2 . . . en, и неприводимый подмодуль с диаграммой (1n) также не
является нулевым, m(1n)(Vanti) = 1. Таким образом, для cn(Vanti) имеем следующую
оценку снизу:

cn(Vanti) > m(2,1n−2)(Vanti)d(2,1n−2) +m(1n)(Vanti)d(1n) = (n− 1)m(2,1n−2)(Vanti) + 1 > n.

Так как cn(Vanti) 6 n, то cn(Vanti) = n, m(2,1n−2)(Vanti) = 1, и получили искомые
равенства.

Отметим очевидные равенства для n = 1, 2:

c1(Vanti) = 1, l1(Vanti) = 1, χ1(Vanti) = χ(1),

c2(Vanti) = 1, l2(Vanti) = 1, χ2(Vanti) = χ(1,1).

Утверждение 9. Многообразие Vanti не является подмногообразием многообра-
зия V ⊂ MA тогда и только тогда, когда в многообразии V выполнено тождество
x0x1x2 . . . xm ≡ 0 для некоторого m > 2.

Доказательство. Так как x0x1x2 . . . xm /∈ Id(G) = Id(Vanti), m > 1, то остаёт-
ся доказать необходимость. Из доказанного в утверждении 8 разложения характера
χn(Vanti) в сумму неприводимых характеров следует, что в многообразии Vanti выпол-
няется некоторое тождество, соответствующее одной из диаграмм (1n), (2, 1n−2) при
n > 3. Пусть в многообразии V выполнено тождество x1x2 . . . xn ≡ 0. Тогда, заменив
образующую x1 на произведение x0x1, получим следствие x0x1x2 . . . xn ≡ 0. Запишем
кососимметризацию данного следствия по образующим x1, x2, . . . , xn:∑

σ∈Hn
(−1)σx0xσ(1)xσ(2) . . . xσ(n) ≡ 0.

Здесь Hn — группа всех подстановок, которые оставляют на месте единицу. Из соот-
ношения

x1x2 . . . xn = (−1)θxθ(1)xθ(2) . . . xθ(n), θ ∈ Sn,

получим в многообразии V тождество (n− 1)!x0x1x2 . . . xn ≡ 0.
Для диаграммы (2, 1n−2) тождество может быть записано от n − 1 образующих

x1, . . . , xn−1 следующим образом:

n−1∑
i=1

αix1 . . . xix1xi+1 . . . xn−1 ≡ 0,
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где последнее слагаемое имеет вид αn−1x1 . . . xn−1x1. С помощью тождества антиком-
мутативности перепишем полилинейный элемент при i = 1:

x1x1x2 . . . xn−1 ≡
n−1∑
j=2

(−1)jx1x2 . . . xjx1xj+1 . . . xn−1.

В исходное тождество вместо x1 подставим сумму x0x1 + xn и по модулю тождеств
многообразия MA получим

n−1∑
i=2

((−1)iα1 + 2αi)x0x1x2 . . . xixnxi+1 . . . xn−1 ≡ 0.

К данному тождеству применим кососимметризацию по x1, . . . , xn. Для удобства обо-
значим через H̃n группу всех подстановок, которые оставляют на месте 1 и n, и рас-
смотрим результат кососимметризации слагаемого с коэффициентом (−1)kα1 + 2αk,
2 6 k 6 n− 1: ∑

σ∈H̃n

(−1)σx0xσ(1)xσ(2) . . . xσ(k)xσ(n)xσ(k+1) . . . xσ(n−1) =

=
∑
σ∈H̃n

x0x1x2 . . . xkxnxk+1 . . . xn−1 = (−1)n−1−k(n− 2)!x0x1x2 . . . xn.

Таким образом, тождество в многообразии V для диаграммы (2, 1n−2) может быть
записано как (

(−1)n−1(n− 2)α1 +
n−1∑
i=2

(−1)n−1−i2αi

)
x0x1x2 . . . xn ≡ 0,

где сумма коэффициентов в скобках отлична от нуля, так как иначе оно выполнено
в многообразии Vanti ⊂ MA. То есть для некоторого n > 3 в многообразии V вы-
полняется тождество x0x1x2 . . . xn ≡ 0. Доказательства в случаях n = 1, 2 очевидны.
Утверждение доказано.

Следствие 1. Многообразие Vanti является почти нильпотентным.
Доказательство. По утверждению 9 в любом собственном подмногообразии

многообразияVanti выполнено тождество x0x1x2 . . . xm ≡ 0. Подставим в него вместо x0

произведение x0y0 и воспользуемся тождеством (16). Получим m!x0y0x1 . . . xm ≡ 0.

Главную роль в доказательстве основного результата играет следующая теорема.
Теорема 4 [12]. Пусть действительное число α > 1 и {λ(n)}n>1 —последователь-

ность разбиений, λ(n) ` n, таких, что λ(n)
1 , λ

′(n)
1 6 n/α. Тогда для любого действитель-

ного β, 1 < β < α, найдётся такое натуральное число n0, что dλ(n) > βn для всех
n > n0.

Сформулируем и докажем основной результат.
Теорема 5. Если рост многообразия V ⊂ MA не выше подэкспоненциального,

то или A2 ⊆ V, или Vanti ⊆ V, или многообразие V является нильпотентным.
Доказательство. Пусть многообразие V ⊂ MA не является нильпотентным,

A2 6⊆ V и Vanti 6⊆ V. Тогда в силу утверждений 6 и 9 в многообразии V выполняются
тождества x0X

k ≡ 0 и x0x1x2 . . . xm ≡ 0 для некоторых k > 1 и m > 2. Так как
многообразие V не является нильпотентным, то ΦSn-модуль Pn(V), n > 1, содержит
ненулевой неприводимый подмодуль Mλ(n) , соответствующий разбиению λ(n) ` n.
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Докажем, что последовательность разбиений {λ(n)}n>1 удовлетворяет условиям тео-
ремы 4. Для этого рассмотрим общий вид мономов в записи полиоднородного элемен-
та gλ(n) , линеаризация которого порождает Mλ(n) . Так как degx1 gλ(n) = λ

(n)
1 , то ненуле-

вые мономы могут быть следующих двух видов:

y1X
γ1
1 y2X

γ2
1 . . . yiX

γi
1 . . . ysX

γs
1 , x1X

γ0
1 y1X

γ1
1 . . . yiX

γi
1 . . . ysX

γs
1 ,

где через yi обозначены необязательно различные образующие xj, j > 1; s = n− λ(n)
1 ,

γi > 0,
∑
i

γi = λ
(n)
1 . В многообразии V выполнено тождество x0X

k ≡ 0, поэтому γi < k

для всех 0 6 i 6 s. Следовательно, для одночленов первого вида имеем неравенство
λ

(n)
1 < ks = k(n − λ(n)

1 ), откуда λ(n)
1 < n/α1 для α1 = (k + 1)/k. Во втором случае для

оценки λ(n)
1 достаточно принять s > 1, тогда λ(n)

1 < k(s+ 1) 6 2ks. Значит, λ(n)
1 < n/α2

для α2 = (2k + 1)/(2k).
В многочлене gλ(n) рассмотрим кососимметрический набор из λ′(n)

1 различных об-
разующих, где λ′(n)

1 —длина первого столбца диаграммы λ(n). Для удобства обозначим
все остальные образующие через yj, 1 6 j 6 s, тогда gλ(n) равен линейной комби-
нации многочленов вида x1 . . . xθ0y1xθ0+1 . . . xθ0+θ1y2 . . . ysx(θ0+...+θs−1+1) . . . x(θ0+...+θs), где

s = n−λ′(n)
1 , θi > 0,

s∑
i=0

θi = λ′
(n)
1 . В силу тождества x0x1x2 . . . xm ≡ 0 имеем неравенства

θi < m + 1, 0 6 i 6 s. Аналогично рассмотренному случаю достаточно принять s > 1,
тогда λ′(n)

1 < (s+ 1)(m+ 1) < 4sm, поэтому λ′(n)
1 < n/α3 для α3 = (4m+ 1)/(4m).

Таким образом, последовательность разбиений {λ(n)}n>1 удовлетворяет неравен-
ствам λ

(n)
1 , λ′

(n)
1 6 n/α для α = min{α1, α2, α3}, α > 1, и по теореме 4 найдутся такое

действительное β, 1 < β < α, и натуральное число n0, что cn(V) > dλ(n) > βn для всех
n > n0. Получили противоречие, так как по условию рост многообразия V не выше
подэкспоненциального.

Описание всех почти нильпотентных многообразий подэкспоненциального роста
в классе антикоммутативных метабелевых алгебр получим в качестве следствия из
теоремы 5.

Следствие 2. Пусть многообразиеV ⊂MA является почти нильпотентным под-
экспоненциального роста, тогда или V = A2, или V = Vanti.

Авторы выражают благодарность профессору С.П. Мищенко за постоянное вни-
мание к работе, поддержку и ценные замечания.
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Equations over finite linearly ordered semilattices are studied. It is assumed that
the order of a semilattice is not less than the number of variables in an equation.
For any equation t(X) = s(X), we find irreducible components of its solution set.
We also compute the average number Irr(n) of irreducible components for all equations

in n variables. It turns out that Irr(n) and the function
4

9
n! are asymptotically

equivalent.
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Introduction
This paper is the sequel of [1], and we recall below the general problems studied in both

papers.
Following [2], one can define a notion of an equation over a linearly ordered semilattice

Ll = {a1, a2, . . . , al} (the formal definition of an equation is given below in the paper).
A set Y is algebraic if it is the solution set for a system of equations over Ll. Let us
consider an equation t(X) = s(X) in n variables over Ll, and let Y be the solution set

for t(X) = s(X). One can find algebraic sets Y1, Y2, . . . , Ym such that Y =
m⋃
i=1

Yi. One can

decompose each Yi into a union of other algebraic sets, etc. This process terminates after a
finite number of steps and gives a decomposition of Y into a union of irreducible algebraic
sets Yi (the sets Yi are called the irreducible components of Y ). Roughly speaking, irreducible
algebraic sets are “atoms” which form any algebraic set. The size and the number of such
“atoms” are important characteristics of the semilattice Ll, since there are connections
between irreducible algebraic sets and universal theory of linearly ordered semilattices [2].
Moreover, the number of irreducible components was involved in the estimation of lower
bounds of algorithm complexity (see [3] for more details).

In the previous paper [1], we studied equations t(X) = s(X) with n > l, i.e. the number
of variables occurring in t(X) = s(X) is more than the order of the semilattice Ll. In [1], we
also studied algebraic sets and irreducible components and computed the average number
of irreducible components of the solution sets for equations in n variables.

In this paper, we assume n 6 l (i.e. the order of the semilattice Ll is not less than
the number of variables in t(X) = s(X)) and study the similar problems. Precisely, for any
equation t(X) = s(X) in n variables, we study the number and properties of its solution set
irreducible components, and for all equations in n variables, we count the average number
Irr(n) of irreducible components of the solution sets.

Note that the cases n > l and n 6 l need a completely different techniques, and we can
not directly use the results of [1] in the current paper. Moreover, almost all the results of [1]
do not hold for the current case.

1The author was supported by the RSF-grant 17-11-01117.
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1. Main definitions
Let Ll = {a1, a2, . . . , al} be the linearly ordered semilattice of l elements and a1 < a2 <

< . . . < al. The multiplication in Ll is defined by ai · aj = amin(i,j). Obviously, the linear
order on Ll can be expressed by the multiplication as follows

ai 6 aj ⇔ aiaj = ai.

A term t(X) in variables from X = {x1, x2, . . . , xn} is a commutative word in letters xi.
Let Var(t) be the set of all variables occurring in a term t(X). Following [2], an equation

is an equality of some terms t(X) = s(X). Below we consider inequalities t(X) 6 s(X)
as equations, since t(X) 6 s(X) is the short form of t(X)s(X) = t(X). Notice that we
consider equations as ordered pairs of terms, i.e. the expressions t(X) = s(X) and s(X) =
= t(X) are different equations. Let Eq(n) denote the set of all equations in variables from
X = {x1, x2, . . . , xn}. We assume that each equation t(X) = s(X) in Eq(n) contains the
occurrences of all variables x1, x2, . . . , xn. An equation t(X) = s(X) in Eq(n) is said to
be a (k1, k2)-equation if |Var(t) \ Var(s)| = k1 and |Var(s) \ Var(t)| = k2. For example,
x1x2 = x1x3x4 is a (1, 2)-equation. Let Eq(k1, k2, n) be the set of all (k1, k2)-equations in
Eq(n). Obviously,

Eq(n) =
⋃

(k1,k2)∈Kn
Eq(k1, k2, n), (1)

where Kn = {(k1, k2) : k1 + k2 6 n} \ {(0, n), (n, 0)}.
Each equation t(X) = s(X) in Eq(k1, k2, n) is uniquely defined by k1 variables in the

left part and by k2 other variables in the right part (the other n− k1 − k2 variables should
occur in both parts of the equation). Thus,

#Eq(k1, k2, n) =

(
n

k1

)(
n− k1

k2

)
.

By (1), one can compute that #Eq(n) = 3n − 2.
Remark 1. Recall that we consider only equations t(X) = s(X) with n 6 l, i.e.

the number of variables occurring in t(X) = s(X) is not more than the order of the
semilattice Ll.

A point P ∈ Lnl is a solution of an equation t(X) = s(X) if t(P ) and s(P ) define the
same element in the semilattice Ll. By the properties of linearly ordered semilattices, a
point P = (p1, p2, . . . , pn) is a solution of t(X) = s(X) iff there exist variables xi in Var(t)
and xj in Var(s) such that pi = pj and pi 6 pk for all k, 1 6 k 6 n. The set of all solutions
of an equation t(X) = s(X) is denoted by V(t(X) = s(X)).

An arbitrary set of equations is called a system. The set V(S) of all solutions of a system
S = {ti(X) = si(X) : i ∈ I} is defined as

⋂
i∈I

V(ti(X) = si(X)). A subset Y of the set Lnl is

called algebraic over Ll if there exists a system S in n variables with V(S) = Y . An algebraic
set Y is irreducible if Y is not a proper finite union of other algebraic sets.

Proposition 1 [1, Proposition 2.2]. Any algebraic set Y over Ll is a finite union of
irreducible sets, that is,

Y = Y1 ∪ Y2 ∪ . . . ∪ Ym, (2)

where Yi * Yj for all i and j such that i 6= j, and this decomposition is unique up to a
permutation of components.
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The subsets Yi from the union (2) are called the irreducible components of Y .
Let Y be an algebraic set over Ll defined by a system S(X). One can define an

equivalence relation ∼Y over the set of all terms in variables X as follows

t(X) ∼Y s(X)⇔ t(P ) = s(P ) for any point P ∈ Y .

The set of all ∼Y -equivalence classes is called the coordinate semilattice of Y and denoted
by Γ(Y ) (see [2] for more details). The following statement describes the coordinate
semilattices of irreducible algebraic sets.

Proposition 2 [1, Proposition 2.3]. A set Y is irreducible over Ll iff Γ(Y ) is embedded
into Ll.

There are different algebraic sets over Ll with isomorphic coordinate semilattices. Such
sets are called isomorphic. For example, the following sets

Y1 = V({x1 6 x2 6 x3}), Y2 = V({x3 6 x2 6 x1})

have the isomorphic coordinate semilattices

Γ(Y1) = 〈x1, x2, x3 | x1 6 x2 6 x3〉 ∼= L3,

Γ(Y2) = 〈x1, x2, x3 | x3 6 x2 6 x1〉 ∼= L3.

Thus, Y1 and Y2 are isomorphic.

2. Example
Let n = 3, l = 3. We have exactly Eq(3) = 33 − 2 = 25 equations in three variables

over L3. The Table on the page 52 contains the information about such equations over L3.
The second column contains systems which define irreducible components of the solution
set for an equation in the first column. A cell of the table contains ↑ if an information in
this cell is similar to the cell above.

Notice that V(x1 = x2 6 x3) does not define an irreducible component for Y = V(x1x2 =
= x1x3), since V(x1 = x2 6 x3) is included into the solution set of another irreducible
component V(x1 6 x2 6 x3). Similarly, V(x3 = x1 6 x2) is not an irreducible component
for Y , since it is contained in the irreducible component V(x1 6 x3 6 x2).

It turns out that the number of irreducible components does not depend on the
semilattice order l. One can directly compute the average number of irreducible components
of algebraic sets defined by equations in three variables:

Irr(3) =
6 + 2(2 + 2 + 2 + 2 + 2 + 2 + 3 + 3 + 3 + 4 + 4 + 4)

25
=

72

25
= 2.88. (3)
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Equations Irreducible components (IC) Number of IC
x1x2x3 = x1x2x3 x1 6 x2 6 x3 ∪ x1 6 x3 6 x2∪ 6

∪x2 6 x1 6 x3 ∪ x2 6 x3 6 x2∪
∪x3 6 x1 6 x2 ∪ x3 6 x2 6 x1

x1 = x1x2x3, x1 6 x2 6 x3 ∪ x1 6 x3 6 x1 2
x1x2x3 = x1
x2 = x1x2x3, ↑ 2
x1x2x3 = x2
x3 = x1x2x3, ↑ 2
x1x2x3 = x3
x1 = x2x3, x1 = x2 6 x3 ∪ x1 = x3 6 x2 2
x2x3 = x1
x2 = x1x3, ↑ 2
x1x3 = x2
x3 = x1x2, ↑ 2
x1x2 = x3
x1x2 = x1x3, x1 6 x2 6 x3 ∪ x1 6 x3 6 x2∪ 3
x1x3 = x1x2 ∪x2 = x3 6 x1
x1x2 = x2x3, ↑ 3
x2x3 = x1x2
x1x3 = x2x3, ↑ 3
x2x3 = x1x3
x1x2 = x1x2x3, x1 6 x2 6 x3 ∪ x1 6 x3 6 x2∪ 4
x1x2x3 = x1x2 ∪x2 6 x1 6 x3 ∪ x2 6 x3 6 x1
x1x3 = x1x2x3, ↑ 4
x1x2x3 = x1x3
x2x3 = x1x2x3, ↑ 4
x1x2x3 = x2x3

3. Decompositions of algebraic sets
Let Y denote the solution set for an equation t(X) = s(X) over the semilattice Ll =

= {a1, a2, . . . , al}. The table on the page 52 shows that any irreducible component sorts the
variables X into some order. The following definition formalizes this property of irreducible
components.

Let σ be a permutation of the set {1, 2, . . . , n}; σ sorts the set X as follows: {xσ(1), xσ(2),
. . . , xσ(n)}, i.e. σ(i) is the i-th variable in the sorted set X. A permutation σ is called
a permutation of the first (second) kind if xσ(1) ∈ Var(t) ∩ Var(s) (respectively, xσ(2) ∈
∈ Var(t) \ Var(s), xσ(1) ∈ Var(s) \ Var(t)). Let χ(σ) ∈ {1, 2} denote the kind of a
permutation σ.

Example 1. Let us consider an algebraic set Y0 = V(x1x2 = x1x3). By the table, Y0

is the union of the following irreducible components:

Y1 = V(x1 6 x2 6 x3), Y2 = V(x1 6 x3 6 x2), Y3 = V(x2 = x3 6 x1).

The irreducible components Y1, Y2, Y3 define the following permutations:

σ1 =

(
1 2 3
1 2 3

)
, σ2 =

(
1 2 3
1 3 2

)
, σ3 =

(
1 2 3
2 3 1

)
.

Moreover, σ1 and σ2 are permutations of the first kind, whereas σ3 is of the second kind.
A permutation σ defines an algebraic set Yσ as follows:

Yσ = V

(
n−1⋃
i=1

{xσ(i) 6 xσ(i+1)}
)

(4)
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if χ(σ) = 1, and

Yσ = V

(
{xσ(1) = xσ(2)}

n−1⋃
i=2

{xσ(i) 6 xσ(i+1)}
)

(5)

if χ(σ) = 2.
Example 2. Let σ1, σ2, σ3 be permutations from Example 1. Obviously, the sets

Yσ1 , Yσ2 , Yσ3 defined by (4) and (5) coincide with the sets Y1, Y2, Y3 respectively.
Lemma 1. Let χ(σ) ∈ {1, 2}, then the set Yσ is irreducible and, moreover,

Γ(Yσ) ∼=

{
Ln, if χ(σ) = 1,

Ln−1, if χ(σ) = 2.
(6)

Proof. By the definition of a coordinate semilattice, Γ(Yσ) is generated by the elements
of {x1, x2, . . . , xn} and has the following defined relations:

xσ(1) 6 xσ(2) 6 . . . xσ(n) if χ(Yσ) = 1

and
xσ(1) = xσ(2) 6 . . . xσ(n) if χ(Yσ) = 2.

Thus, Γ(Yσ) is a linearly ordered semilattice, and (6) holds. By Proposition 2, the set Yσ is
irreducible.

The following lemma gives the irreducible decomposition of an algebraic set Y =
= V(t(X) = s(X)).

Lemma 2. An algebraic set Y = V(t(X) = s(X)) is a union

Y =
⋃

χ(σ)∈{1,2}
Yσ. (7)

Proof. Suppose P = (p1, p2, . . . , pn) ∈ Y . Let us sort pi in the ascending order

pσ(1) 6 pσ(2) 6 . . . 6 pσ(n),

where σ is a permutation of the set {1, 2, . . . , n}. We have that σ induces the sorting of the
variable set X. Obviously, we may assume that xσ(1) ∈ Var(t), otherwise the properties
of Ll provide the existence of a variable xσ(i) ∈ Var(t) such that pσ(i) = pσ(1), and we can
swap the values σ(1) and σ(i).

For example, the point P = (a2, a1, a1) ∈ V(x1x2 = x1x3) defines σ(1) = 2, σ(2) = 3,
σ(3) = 1 (the permutation obtained equals σ3 from Example 1, so the point (a2, a1, a1)
belongs to the set Y3).

Since σ is defined by the inequalities between the coordinates pi, it follows P ∈ Yσ.
Now we prove that Yσ ⊆ Y for each σ. Suppose P = (p1, p2, . . . , pn) ∈ Yσ. If χ(Yσ) = 1,

then
xσ(1) ∈ Var(t) ∩ Var(s)⇒ t(P ) = s(P ) = pσ(1) ⇒ P ∈ V(t(X) = s(X)).

Otherwise (χ(Yσ) = 2), t(P ) = pσ(1), s(P ) = pσ(2), and (5) gives pσ(1) = pσ(2). Therefore
P ∈ V(t(X) = s(X)).

Lemma 3. For distinct permutations σ and σ′, we have Yσ * Yσ′ in (7).
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Proof. Let σ be a permutation of the first or second kind, and Pσ denote the following
point:

pσ(i) = ai if χ(σ) = 1,

and

pσ(i) =

{
ai, 2 6 i 6 n,

a2, i = 1,
if χ(σ) = 2.

For example, the permutations σ1, σ2, σ3 from Example 1 define the points P1 = (a1, a2, a3),
P2 = (a1, a3, a2), P3 = (a3, a2, a2), respectively.

Since Pσ preserves the order of variables, we have Pσ ∈ Yσ.
Now we can show that Pσ /∈ Yσ′ for every σ′ 6= σ (for example, each of the points

P1, P2, P3 above belongs to a unique irreducible component from Example 1:

P1 ∈ Y1 \ (Y2 ∪ Y3), P2 ∈ Y2 \ (Y1 ∪ Y3), P3 ∈ Y3 \ (Y1 ∪ Y2)).

There exist numbers i and j such that i < j, i = σ(α), j = σ(β) with α < β and i = σ′(α′),
j = σ′(β′) with α′ > β′. Hence, the inequality xi 6 xj holds in Yσ, and the inequality
xj 6 xi holds in Yσ′ . Let us consider the two possible cases:

1) If χ(σ) = 1, then pi < pj in Pσ, and we immediately obtain Pσ /∈ Yσ′ .
2) Suppose χ(σ) = 2. Assume that pi = pj = a2 (if pi < pj, we immediately obtain

Pσ /∈ Yσ′). Then α = 1, β = 2 and i = σ(1), j = σ(2) (one can similarly consider the
case i = σ(2), j = σ(1)). Hence, xi ∈ Var(t) \ Var(s), xj ∈ Var(s) \ Var(t). By the
definition of a permutation of the second kind, σ′(1) = k 6= j, and the inequality
xk 6 xj holds in Yσ′ . Let σ(γ) = k. Since α = 1, β = 2, we have γ > 2. Then pk = aγ
and pj < pk for Pσ. Thus, P /∈ Yσ′ .

The Lemma3 is proved.

According to Lemmas 1–3, we obtain the following statement.
Theorem 1. The union (7) is the irreducible decomposition of the set Y = V(t(X) =

= s(X)). The number of irreducible components is equal to the number of permutations of
the first and second kind.

4. Average number of irreducible components
One can directly compute that any (k1, k2)-equation admits

(n− k1 − k2)(n− 1)!

permutations of the first kind and
k1k2(n− 2)!

permutations of the second kind.
By Theorem 1, for a (k1, k2)-equation t(X) = s(X) the number of its irreducible

components equals

Irr(k1, k2, n) = (n− k1 − k2)(n− 1)! + k1k2(n− 2)!
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The average number of irreducible components of algebraic sets defined by equations from
Eq(n) is

Irr(n) =

∑
(k1,k2)∈Kn

#Eq(k1, k2, n)Irr(k1, k2, n)

#Eq(n)
=

=

n−1∑
k1=0

n−k1∑
k2=0

#Eq(k1, k2, n)Irr(k1, k2, n)−#Eq(0, n, n)Irr(0, n, n)

#Eq(n)
.

Since Irr(0, n, n) = (n− 0− n)(n− 1)! + 0n(n− 2)! = 0, we obtain

Irr(n) =

n−1∑
k1=0

n−k1∑
k2=0

#Eq(k1, k2, n)Irr(k1, k2, n)

#Eq(n)
.

Below we compute Irr using the following notation:

1) A
(1)
= B: an expression B is obtained from A by the binomial identity

a

(
n

a

)
= n

(
n− 1

a− 1

)
;

2) A
(2)
= B: an expression B is obtained from A by the following identity of binomial

coefficients
n∑
t=0

(
n

t

)
t2t = 2n3n−1. (8)

Here is a proof of (8):

n∑
t=0

(
n

t

)
t2t

(1)
= n

n∑
t=0

(
n− 1

t− 1

)
2t = 2n

n∑
t=0

(
n− 1

t− 1

)
2t−1 = 2n

n−1∑
u=0

(
n− 1

u

)
2u = 2n3n−1.

Let us compute Irr(n). We have that

n−1∑
k1=0

n−k1∑
k2=0

#Eq(k1, k2, n)Irr(k1, k2, n) =

=
n−1∑
k1=0

n−k1∑
k2=0

(
n

k1

)(
n− k1

k2

)
(n− k1 − k2)(n− 1)! + k1k2(n− 2)!) =

= n!
n−1∑
k1=0

n−k1∑
k2=0

(
n

k1

)(
n− k1

k2

)
− (n− 1)!

n−1∑
k1=0

n−k1∑
k2=0

(
n

k1

)(
n− k1

k2

)
k1−

−(n− 1)!
n−1∑
k1=0

n−k1∑
k2=0

(
n

k1

)(
n− k1

k2

)
k2+(n− 2)!

n−1∑
k1=0

n−k1∑
k2=0

(
n

k1

)(
n− k1

k2

)
k1k2 = S1−S2−S3+S4,

where

S1 = n!
n−1∑
k1=0

n−k1∑
k2=0

(
n

k1

)(
n− k1

k2

)
= n!

n−1∑
k1=0

(
n

k1

)
2n−k1 = n!(3n − 1),

S2 = (n− 1)!
n−1∑
k1=0

n−k1∑
k2=0

(
n

k1

)(
n−k1

k2

)
k1 = (n− 1)!

n−1∑
k1=0

(
n

k1

)
k12n−k1

(1)
=
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(1)
= n!

n−1∑
k1=0

(
n−1

k1−1

)
2n−k1 = n!

n−2∑
t=0

(
n−1

t

)
2n−1−t = n!

(
n−1∑
t=0

(
n−1

t

)
2n−1−t − 1

)
= n!(3n−1 − 1),

S3 = (n− 1)!
n−1∑
k1=0

n−k1∑
k2=0

(
n

k1

)(
n− k1

k2

)
k2

(1)
= (n− 1)!

n−1∑
k1=0

(
n

k1

)
(n− k1)

n−k1∑
k2=0

(
n− k1 − 1

k2 − 1

)
=

= (n− 1)!
n−1∑
k1=0

(
n

k1

)
(n− k1)2n−k1−1 = (n− 1)!

n∑
t=0

(
n

t

)
t2t−1 =

(n− 1)!

2

n∑
t=0

(
n

t

)
t2t

(2)
= n!3n−1,

S4 = (n− 2)!
n−1∑
k1=0

n−k1∑
k2=0

(
n

k1

)(
n− k1

k2

)
k1k2

(1)
= (n− 2)!

n−1∑
k1=0

(
n

k1

)
k1(n− k1)

n−k1∑
k2=0

(
n− k1 − 1

k2 − 1

)
=

= (n− 2)!
n−1∑
k1=0

(
n

k1

)
k1(n− k1)2n−k1−1 =

=
(n− 2)!

2

n∑
k1=0

(
n

k1

)
k1(n− k1)2n−k1 =

(n− 2)!

2

n∑
t=0

(
n

t

)
t(n− t)2t =

=
(n− 2)!

2

(
n

n∑
t=0

(
n

k1

)
t2t −

n∑
t=0

(
n

t

)
t22t
)

(2)
=

(n− 2)!

2

(
2n23n−1 − S5

)
,

S5 =
n∑
t=0

(
n

k1

)
t22t

(1)
= n

n∑
t=0

(
n− 1

t− 1

)
t2t = n

(
n∑
t=0

(
n− 1

t− 1

)
(t− 1)2t +

n∑
t=0

(
n− 1

t− 1

)
2t
)

=

= n

(
2
n∑
t=0

(
n− 1

t− 1

)
(t− 1)2t−1 +

n∑
t=0

(
n− 1

t− 1

)
2t
)

(2)
= n

(
4(n− 1)3n−2 + 2 · 3n−1

)
.

Finally, we obtain that

S1 − S2 − S3 + S4 = n!(3n − 1)− n!(3n−1 − 1)− n!3n−1+

+
(n− 2)!

2

(
2n23n−1 − n(4(n− 1)3n−2 + 2 · 3n−1)

)
=

= n!3n−1 + (n− 2)!3n−2n (3n− 2(n− 1)− 3) = n!3n−1 + n!3n−2 = 4n!3n−2,

and
Irr(n) =

4n!3n−2

3n − 2
∼ 4

9
n! (9)

Notice that the final answer does not depend on l if l 6 n. In particular, (9) gives

Irr(3) =
72

25
= 2.88 (10)

for n = 3, and (10) coincides with (3).
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We define a substitution block cipher C with the plaintext and ciphertext blocks
in Fn2 and with the keyspace Ks0,n(g) that is the set {f(x) : f(x) = π2(gσ2(π1(xσ1)));
σ1, σ2 ∈ Fn2 ;π1, π2 ∈ Sn}, where s0 is an integer, 1 6 s0 6 n; g : Fn2 → Fn2 is a bijec-
tive vector function g(x) = g1(x)g2(x) . . . gn(x) such that every its coordinate func-
tion gi(x) essentially depends on some si 6 s0 variables in the string x = x1x2 . . . xn;
Sn is the set of all permutations of the row (1 2 . . .n); πi and σi are the permutation
and negation operations, that is, (π = (i1i2 . . . in))⇒ (π(a1a2 . . . an) = ai1ai2 . . . ain),
(σ = b1b2 . . . bn) ⇒ ((a1a2 . . . an)σ = ab11 a

b2
2 . . . abnn ) and, for a and b in F2, ab = a

if b = 1 and ab = ¬a if b = 0. Like g, any key f in Ks0,n(g) is a bijection on Fn2 ,
f(x) = f1(x)f2(x) . . . fn(x), and every its coordinate function fi(x) essentially de-
pends on not more than s0 variables in x. The encryption of a plaintext block x
and the decryption of a ciphertext block y on the key f are defined in C as follows:
y = f(x) and x = f−1(y). Here, we suggest a known plaintext attack on C with the
threat of discovering the key f that was used. Let P1, P2, . . . , Pm be some blocks of a
plaintext, C1, C2, . . . , Cm be the corresponding blocks of a ciphertext, i.e., Cl = f(Pl)
for l = 1, 2, . . . ,m, and Pl = Pl1Pl2 . . . Pln, Cl = Cl1Cl2 . . . Cln. The object is to
determine the coordinate function fi(x) of f for each i ∈ {1, 2, . . . , n}. The sug-
gested attack consists of two steps, namely we first determine the essential variables
xi1 , . . . , xis of fi(x) and then compute a Boolean function h(xi1 , . . . , xis) such that
h(ai1 , . . . , ais) = fi(a1, . . . , an) for all n-tuples (a1a2 . . . an) ∈ Fn2 . For determining the
essential variables of fi, we construct a Boolean matrix || inf D(fi)|| with the set of
rows inf D(fi), where D(fi) = {Pl ⊕ Pj : Cli 6= Cji; l, j = 1, 2, . . . ,m}, Cli = fi(Pl),
l = 1, . . . ,m, i = 1, . . . , n, and inf D(fi) is the subset of all the minimal vectors
in D(fi). Then the numbers of essential variables for fi are the numbers of columns
in the intersection of all covers of || inf D(fi)|| with the cardinalities not more than s0,
where a cover of a Boolean matrix M is defined as a subset C of its columns such that
each row in M has ’1’ in a column in C. For computing h(xi1 , . . . , xis), we first set
h(Pli1 , . . . , Plis) = Cli for l = 1, . . . ,m and then, if hi is not yet completely determined
on Fs2, we increase the number m of known blocks (Pi, Ci) of plain- and ciphertexts
or extend hi on Fs2 in such a way that the vector function h = h1h2 . . . hn with the
completely defined coordinate functions is a bijection on Fn2 . We also describe some
special known plaintext attacks on substitution block ciphers with keyspaces being
subsets of Ks0,n(g).

Keywords: substitution ciphers, block ciphers, functional keys, cryptanalysis, known
plaintext attack, Boolean functions, essential variables, bijective functions.
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1. Introduction
In cryptography, the cryptosystems with the functional keys are widely used

as cryptographic primitives including key-stream generators, s-boxes, cryptofilters,
cryptocombiners, key hash functions as well as the symmetric and public-key ciphers, digital
signature schemes. For the author, the research, including the definition, characterisation
and cryptanalysis of such cryptosystems had beginnings at the 1960-th years. First object
of this research was the key-stream generator based on a finite autonomous automaton
(state machine) with the output function depending on a bounded number of coordinates
of the automaton state and being the key of the generator and of the corresponding stream
cipher [1, 2]. Later, two sets of symmetric iterative block ciphers with the functional keys
were proposed [3]. They were constructed according to the known cryptographic schemes
originally suggested by H. Feistel and implemented in the ciphers LUCIFER and DES
and, therefore, were named after Lucifer and Feistel respectively. At the last years, our
research in this area was related to definitions and cryptanalysis and synthesis methods
for some other kinds of cryptalgorithms with functional keys including watermarking
ciphers [4], finite automata cryptographic generators with two-valued controlled steps [5],
and cryptautomata [6] where a cryptautomaton is described by a set C of automata
networks and a set K of keys such that the choosing a key in K determines a network
in C as a specific cryptographic algorithm. In the case, when the key contains transition
and (or) output functions of some components in networks in C, we have a cryptosystem
with the functional keys. In this paper, we describe another class of cryptosystems with
functional keys, namely that named in the title.

2. Definition
Here is a general formal mathematical definition of the ciphers under consideration.

Let C be a symmetric cipher and C = (X, Y,K,E,D), where X, Y , and K are the sets of
plaintexts, ciphertexts and keys respectively and E and D are, respectively, the encryption
and decryption algorithms, E : X×K → Y ,D : Y×K → X and E(x, k) = y ⇒ D(y, k) = x
for any x ∈ X, y ∈ Y , and k ∈ K. Suppose X = Y = Fn2 , K ⊆ Bn, B is a class of
Boolean functions having some bounded both computational and capacity complexities
and depending on not more than n variables such that the mapping f : Fn2 → Fn2 , defined
for x ∈ X and f1f2 . . . fn ∈ K as f(x) = f1(x)f2(x) . . . fn(x), is a bijection. In this case,
the cipher C is said to be a substitution block cipher with functional keys, or, shortly, a
funkeysubcipher. For each block x = x1x2 . . . xn ∈ X, for each key k = f1f2 . . . fn ∈ K, and
for each ciphertext y ∈ Y in it, we have E(x, k) = f(x) and D(y, k) = f−1(y). Further,
these equalities are called the invertibility condition of C.

Note that in this definition, the bounded complexity of a function means the existence
of its practical specification and computation.

As usually, there are two general problems in the funkeysubcipher theory — synthesis
and analysis. The second problem is very typical of block ciphers and its solving ways
significantly depend on the way the first problem is solved. According to the definition
above, the first problem consists in generating a proper key space K, namely which is over
a set B of Boolean functions of a bounded complexity, satisfies the invertibility conditions,
and is great enough to withstand exhaustive search attacks. A method for solving this
problem is described in the following section.
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3. Synthesis method
Let ISn denote the set of all invertible systems each consisting of n functions in B.

Further, we also consider the systems in ISn as Boolean bijective vector functions, that
is, as substitutions on Fn2 . To synthesize a funkeysubcipher C = (Fn2 , K,Fn2 , E,D), where
K ⊆ ISn, we need generating the vector functions in ISn as keys in K. Without knowing
how to generate all of them, we propose here to generate keys in K as some members
of ISn which can be obtained by inverse and permutation operations over bits on inputs
and outputs of a chosen or given function in ISn. For this purpose, we, first, introduce some
auxiliary notations related to the permutation and inverse operations and, then, define some
subsets of functions in Bn.

Let Sn be the set of all the permutations of numbers 1, 2, . . . , n, namely Sn =
= {i1i2 . . . in : ij ∈ {1, 2, . . . , n}; j 6= k ⇒ ij 6= ik; j, k ∈ {1, 2, . . . , n}}. For any permutation
π = i1i2 . . . in ∈ Sn and any vector v = v1v2 . . . vn, let π(vj) = vij , j = 1, 2, . . . , n,
and π(v) = π(v1)π(v2) . . . π(vn) = vi1vi2 . . . vin . Also, if v1, v2, . . . , vn are Boolean values
(variables or constants) and σ = b1b2 . . . bn ∈ Fn2 , then let vσ = vb11 v

b2
2 . . . vbnn , where, for any

Boolean values a and b, ab = ¬a if b = 0 and ab = a if b = 1. We say that π(v) and vσ

are obtained by, respectively, permutation and inverse operations π and σ over v. In cases
when π = 12 . . . n or σ = 11 . . . 1, that is, the operations π or σ are identity ones, we write
π = 1 or σ = 1 respectively.

Taking any g(x1, x2, . . . , xn) in ISn, σ1, σ2 in Fn2 , and π1, π2 in Sn, we then can define a
vector function f : Fn2 → Fn2 as f(x) = π2(gσ2(π1(xσ1))), x = x1x2 . . . xn. Particularly, g(x)
can be the identical function, that is, for each i in {1, 2, . . . , n} its coordinate function gi(x)
can be equal to xi. In any case, the table of the function f(x) is obtained from the table of
the function g(x) by
— substituting columns corresponding to some variables for inverses (in σ1),
— transposing (according to π1) columns corresponding to some variables,
— substituting columns corresponding to some coordinate functions of g(x) for inverses

(in σ2), and
— transposing (according to π2) columns corresponding to some coordinate functions of

the function g(x).
In other words, f(x) is computed from the function g(x) by the inversion and transposition
of some its inputs and outputs and, like g, is of a bounded complexity and satisfies the
invertibility condition. Therefore, f(x) ∈ ISn.

Define Kn(g) = {π2(gσ2(π1(xσ1))) : σ1, σ2 ∈ Fn2 , π1, π2 ∈ Sn}. Thus, we get that Kn(g) ⊆
⊆ ISn and |Kn(g)| 6 (2nn!)2. Any subset K ⊆ Kn(g) of an exponential cardinality can be
taken as a synthesis result — the key space of a funkeysubcipher C. The following subsets
of Kn(g) are possible candidates for playing this role:
Kn(g, 1) = {g(xσ1) : σ1 ∈ Fn2}, |Kn(g, 1)| 6 2n;
Kn(g, 2) = {g(π1(x)) : π1 ∈ Sn}, |Kn(g, 2)| 6 n!;
Kn(g, 3) = {g(π1(xσ1)) : σ1 ∈ Fn2 , π1 ∈ Sn}, |Kn(g, 3)| 6 2nn!;
Kn(g, 4) = {gσ2(x) : σ2 ∈ Fn2}, |Kn(g, 4)| 6 2n;
Kn(g, 5) = {gσ2(xσ1) : σ1, σ2 ∈ Fn2}, |Kn(g, 5)| 6 22n;
Kn(g, 6) = {gσ2(π1(x)) : σ2 ∈ Fn2 , π1 ∈ Sn}, |Kn(g, 6)| 6 2nn!;
Kn(g, 7) = {gσ2(π1(xσ1)) : σ1, σ2 ∈ Fn2 , π1 ∈ Sn}, |Kn(g, 7)| 6 22nn!;
Kn(g, 8) = {π2(g(x)) : π2 ∈ Sn}, |Kn(g, 8)| 6 n!;
Kn(g, 9) = {π2(g(xσ1)) : σ1 ∈ Fn2 , π2 ∈ Sn}, |Kn(g, 9)| 6 2nn!;
Kn(g, 10) = {π2(g(π1(x))) : π2, π1 ∈ Sn}, |Kn(g, 10)| 6 (n!)2;
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Kn(g, 11) = {π2(g(π1(xσ1))) : σ1 ∈ Fn2 , π1, π2 ∈ Sn}, |Kn(g, 11)| 6 2n(n!)2;
Kn(g, 12) = {π2(gσ2(x)) : σ2 ∈ Fn2 , π2 ∈ Sn}, |Kn(g, 12)| 6 2nn!;
Kn(g, 13) = {π2(gσ2(xσ1)) : σ1, σ2 ∈ Fn2 , π2 ∈ Sn}, |Kn(g, 13)| 6 22nn!;
Kn(g, 14) = {π2(gσ2(π1(x))) : σ2 ∈ Fn2 , π1, π2 ∈ Sn}, |Kn(g, 14)| 6 2n(n!)2;
Kn(g, 15) = Kn(g).

4. Funkeysubciphers
with key functions in a bounded number of essential variables

Let s0 and n be some integers, 1 6 s0 6 n, and Bs0,n be the set of all Boolean functions
f(x1, . . . , xn) essentially depending on not more than s0 variables x1, . . . , xn, that is, for
any f : Fn2 → F2,

f(x1, . . . , xn) ∈ Bs0,n ⇔
⇔ ∃s 6 s0 ∃i1, . . . , is ∈ {1, . . . , n}∃g : Fs2 → F2(f(x1, . . . , xn) = g(xi1 , . . . , xis)).

The set of variables xi1 , . . . , xis satisfying this equation is said to be a sufficient subset of
arguments for the function f . If U is a sufficient subset for f and, for any V ⊂ U , V
isn’t a sufficient for f , then the variables in U are said to be essential arguments for f .
For natural s 6 s0, let B∗s,n be the set of all functions in Bs0,n essentially depending on

exactly s variables. It is clear that Bs0,n =
s0⋃
s=1

B∗s,n. We suppose that the number s0 is small

enough for accepting functions in Bs0,n to be of a bounded complexity.
Let ISs0,n denote the set of all bijective Boolean vector functions each consisting

of n coordinate functions in Bs0,n. Balancedness of each coordinate function of a Boolean
vector function f is the necessary condition for bijectivity of f . So the cardinality of ISs0,n

doesn’t exceed the number Ns0,n =

((
n

s0

)(
2s0

2s0−1

))n
, that is the number of all n-dimen-

sional vectors with coordinates being balanced Boolean functions in s0 variables taken in
all possible ways from the set {x1, . . . , xn}.

A funkeysubcipher with key functions in a bounded number of essential variables is a
funkeysubcipher C = (Fn2 , K,Fn2 , E,D), where K ⊆ ISs0,n. To synthesize these ciphers, we
need generating the key spaces K for them from vector functions in ISs0,n. Here, we propose
to do this just in the same way as we have done above in the set ISn using the inverse and
permutation operations.

Namely, take a vector function g(x1, x2, . . . , xn) in ISs0,n. Let g = (g1, . . . , gn). By the
definition of ISs0,n, for every i ∈ {1, . . . , n}, there exists a natural si 6 s0 such that gi ∈
∈ B∗si,n, that is, gi essentially depends on si variables. Define Ks0,n(g) = {π2(gσ2(π1(xσ1))) :
σ1, σ2 ∈ Fn2 , π1, π2 ∈ Sn}, where x = x1x2 . . . xn. Thus, we get that Ks0,n(g) ⊆ ISs0,n
and |Ks0,n(g)| 6 (2nn!)2. Moreover, for any function f = (f1, . . . , fn) ∈ Ks0,n(g) and any
i ∈ {1, . . . , n}, the number of essential variables of fi equals sj, the number of essential
variables of gj where j = π−1

2 (i).
Any subset K ⊆ Ks0,n(g) of an exponential cardinality can be taken as the key space

of the funkeysubcipher C with key functions in a bounded number of essential variables.
In particular, this role can be successfully played by the subsets Ks0,n(g, j) that are formally
defined, just as Kn(g, j), j = 1, 2, . . . , 15, have been done. For example, Ks0,n(g, 7) =
= {gσ2(π1(xσ1)) : σ1, σ2 ∈ Fn2 , π1 ∈ Sn}, |Ks0,n(g, 7)| 6 22nn!, and Ks0,n(g, 15) = Ks0,n(g).
The only difference is in the class of the function g that, for Kn(g, j), belongs to ISn and,
for Ks0,n(g, j), belongs to ISs0,n.
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To produce subsets K ⊆ Ks0,n(g) as key spaces for funkeysubciphers with key functions
in a bounded number of essential variables, we need to have a capability to generate vector
Boolean functions g = (g1 . . . gn) in Is0,n with various values of their parameters n, s0, s1,
. . . , sn. Unfortunately, we have no any exhaustive solution of this problem and can only
present now a pair of some restricted relevant methods.

Let IS∗s,n denote the set of all bijective Boolean vector functions each consisting of n
coordinate functions in B∗s,n. The methods just mentioned construct functions from IS∗s,n.

The first method is used in the case when s > 3 and s|n, i.e. n = st for some
t ∈ N. It is proved in [7] that IS∗s,s 6= ∅ for all s > 3. So, we can construct t

functions g(i) = g
(i)
1 . . . g

(i)
s ∈ IS∗s,s, i = 1, . . . , t. Then the function g(x1, . . . , xn) =

= g
(1)
1 (x1, . . . , xs) . . . g

(1)
s (x1, . . . , xs)g

(2)
1 (xs+1, . . . , x2s) . . . g

(2)
s (xs+1, . . . , x2s) . . . g

(t)
1 (x(t−1)s+1,

. . . , xn) . . . g
(t)
s (x(t−1)s+1, . . . , xn) belongs to IS∗s,n.

The second method starts from g(1)(x1, . . . , xs) = g1 . . . gs ∈ IS∗s,s too. Then we construct
the function g(2)(x1, . . . , xs, xs+1) = g1 . . . gsh where h = xs+1⊕q(x1, . . . , xs) and q ∈ B∗s−1,s.
It is proved in [8] that g(2) ∈ IS∗s,s+1. Repeating this step, we successively obtain the
functions g(3) ∈ IS∗s,s+2 (using the functions h = xs+2⊕q(x1, . . . , xs, xs+1) and q ∈ B∗s−1,s+1),
. . . , g(n+s−1) ∈ IS∗s,n.

5. Cryptanalysis
5.1. C r y p t a n a l y s i s p r o b l e m

In this section, we consider the cryptanalysis problem for funkeysubciphers giving our
attention to ciphers with key functions in bounded numbers of essential variables. Moreover,
we confine the consideration to ciphers with key spaces K = Ks0,n(g, j), where g is an
arbitrary function in (Bs0,n)n and j can be assigned any value from {1, . . . , 15}. However,
for some parameter j values, the cryptanalysis methods proposed here actually hold for
ciphers with the wider key spaces, particularly with K = Kn(g, j).

We assume that the cryptanalyst exploits a known plaintext attack with the threat of
total break (secret key recovery). This means that he possesses some blocks P1, . . . , Pm of
a plaintext and corresponding blocks C1, . . . , Cm of a ciphertext and tries to determine the
key that was used, that is, a function f(x) ∈ K = Ks0,n(g, j) such that Cl = f(Pl) for
all l ∈ {1, . . . ,m}. According to Kerckhoff’s principle, it is supposed that the cryptanalyst
knows the cipher C = (Fn2 , K,Fn2 , E,D) being used. Particularly, he knows the key space
K = Ks0,n(g, j) and its parameters g ∈ (Bs0,n)n, n ∈ N, s0 6 n, and j ∈ {1, . . . , 15}.
The knowledge of the function g(x1, . . . , xn) yields the knowledge of its inverse g−1,
coordinate functions g1, . . . , gn in Bs0,n and the sets X1, . . . , Xn of their essential variables
respectively, Xi ⊆ X = {x1, . . . , xn}, i = 1, . . . , n. On the base of this information,
the cryptanalyst has to determine the coordinate functions f1, . . . , fn of a key function
f(x1, . . . , xn) in Ks0,n(g, j) which satisfies the equalities f(Pl) = Cl for all l ∈ {1, . . . ,m}.
Here, for each i ∈ {1, . . . , n}, the function fi belongs to Bs0,n, its essential variables form a
subset Ui ⊆ X, and |Ui| = |Xi| = si if the permutation π2 in the expression for Ks0,n(g, j)
is the identity one. For the cryptanalyst, to determine the function fi means to determine
the set Ui of its essential variables and the value of fi for each combination of values of
variables in Ui.

Below we first give a general solution of the problem comprising the all fifteen partial
cases of it and then present specific solutions for some of these cases.
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5.2. G e n e r a l c r y p t a n a l y s i s m e t h o d
The method concerns the funkeysubcipher C with the general key space K = Ks0,n(g) =

= {π2(gσ2(π1(xσ1))) : σ1, σ2 ∈ Fn2 , π1, π2 ∈ Sn} which includes the partial key spaces
Ks0,n(g, j) for all j ∈ {1, . . . , 15}.

Recall that we have a string of Boolean variables x = x1x2 . . . xn, a vector Boolean
function g(x) = g1(x)g2(x) . . . gn(x) with coordinate functions g1, . . . , gn, where gi ∈ B∗si,n
for 1 6 si 6 s0 and i = 1, . . . , n, the blocks of a plain text P1, . . . , Pm and the corresponding
blocks of a ciphertext C1, . . . , Cm.

Let k ∈ K and Cl = Cl1Cl2 . . . Cln, l = 1, . . . ,m. Denote f(x) = f1(x)f2(x) . . . fn(x) =
= π2(gσ2(π1(xσ1))). Then fi ∈ Bs0,n, k = f(x), Cl = f(Pl), and Cli = fi(Pl), l = 1, . . . ,m
and i = 1, . . . , n.

Thus, the cryptanalysis problem is as follows: for every i ∈ {1, . . . , n} and given
equalities Cli = fi(Pl), l = 1, . . . ,m, determine the function fi(x). The problem is divided
into two subproblems: find out essential variables of the function fi and compute its values
for all possible values of these variables. In connection with the first subproblem, we need
to note that the number of essential variables of fi depends on whether the permutation π2

in f(x) = π2(gσ2(π1(xσ1))) is the identity one or not. If the answer is “yes”, then fi has the
same number si of essential variables as gi. Otherwise we can only say that this number is
less or equal to max{s1, . . . , sn} and doesn’t exceed s0.

To solve the first subproblem, we now present some auxiliary results. Let f ′(x1, . . . , xn)
be a, possibly, partial Boolean function given by two subsets M0

f ′ ⊆ Fn2 and M1
f ′ ⊆ Fn2 so

that α ∈M b
f ′ ⇔ f ′(α) = b, b ∈ F2.

We first define the following sets:

D(f ′) = {α⊕ β : α ∈M0
f ′ , β ∈M1

f ′},
inf D(f ′) = {δ : δ ∈ D(f ′), ¬∃δ′ ∈ D(f ′)(δ′ < δ)},

where for δ = d1 . . . dn and δ′ = d′1 . . . d
′
n in Fn2 , δ′ < δ ⇔ δ′ 6= δ & ∀t ∈ {1, . . . , n} (d′t 6 dt).

Particularly, in our case,

D(fi) = {Pl ⊕ Pj : Cli 6= Cji, l, j = 1, 2, . . . ,m}.

We next construct the Boolean matrix M ′ = || inf D(f ′)|| with the set of rows that
is equal to inf D(f ′). The columns in M ′ with the numbers 1, 2, . . . , n are assigned to
variables x1, x2, . . . , xn respectively. A subset J of them is said to be a cover of M ′ if for
each row in M ′, there is a column in J with the value 1 in this row. The cover J is minimal
if it doesn’t contain as a subset another cover of M ′.

At last, we note that in [9] we have proved that a subset of variables U = {xj1 , . . . , xjs}
is sufficient for f ′ iff the subset J of columns in M ′ with the numbers j1, . . . , js is a cover
of M ′, and U is essential for f ′ iff J is a minimal cover of M ′. Moreover, U is a unique
subset of essential variables for f ′ iff J is a unique cover of M ′; in this case, each row in M ′

is a unit vector ej (with a 1 in the j-th coordinate and 0’s elsewhere) and U = {xj1 , . . . , xjs}
if all the rows in M ′ are ej1 , . . . , ejs .

Also, in [10], we have proved that a subset of variables {xj1 , . . . , xjs} is a unique subset
of essential variables for a function f ′ in Bs0,n iff all the covers of the matrix ||inf D(f ′)||, the
cardinalities of which don’t exceed s0, have a non-empty intersection consisting of columns
with the numbers j1, . . . , js.

So, finding a unique subset of essential variables (if it exists) for the function fi in Bs0,n

and thus solving the first cryptanalysis subproblem is reduced to computing, for the
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matrix ||inf D(fi)||, the intersection of all covers whose cardinalities are not more than s0.
The computational complexity of this work is O(2s0).

Under the known essential variables xi1 , . . . , xisi of fi, any solution of the second
cryptanalysis subproblem for i ∈ {1, . . . , n} can be obtained as fi(x) = hi(xi1 , . . . , xisi ),
where hi : Fsi2 → F2, the vector function h1(x11 , . . . , x1s1

)h2(x21 , . . . , x2s2
) . . . hn(xn1 , . . . , xnsn )

is a bijection on Fn2 , and, for all α = a1a2 . . . an ∈ Fn2 , if α = Pl and l ∈ {1, . . . ,m}, then
hi(ai1 , . . . , aisi ) = Cli.

In particular, if for each i ∈ {1, . . . , n}, the set {xi1 , . . . , xisi} is a unique subset of
essential variables for fi and P = {Pli1Pli2 . . . Plisi : l = 1, . . . ,m} = Fsi2 , then the
solution f(x) of the cryptanalysis problem for the cipher C is unique and, for i ∈ {1, . . . , n},
it has fi(x) = hi(xi1 , . . . , xisi ), where hi(Pli1Pli2 . . . Plisi ) = Cli, l ∈ {1, . . . ,m}.

In the case of P 6= Fsi2 , the following problem arises: given a partially defined Boolean
function f ′(x1, . . . , xn) and a subset {i1, . . . , is} ⊂ {1, . . . , n}, find (if exists) a completely
defined Boolean function h(xi1 , . . . , xis) such that h(ai1ai2 . . . ais) = f ′(a1a2 . . . an) for each
n-tuple (a1a2 . . . an) from the domain of f ′. This problem is a special case of the known
problem of completing a partial function in a functional class and isn’t a subject of this
research.

For making references to the general cryptanalysis method described here, we name
it GCM. The core of GCM is the algorithm for finding, for a given partially defined
Boolean function f ′(x1, . . . , xn) from Bs0,n, such a function h(xi1 , . . . , xis) ∈ B∗s,n that
h(xi1 , . . . , xis) = f ′(x1, . . . , xn) on the domain of f ′. We denote this algorithm by B.

As for the parameters of the cryptanalysis problem, namely g, σ1, σ2, π1, π2, GCM
doesn’t depend directly on them both in the contents and in a result. This is not an
accidental fact, but it is because these parameters are not really the key k of the cipher C,
they only form the expression π2(gσ2(π1(xσ1))) to specify a bijective function f : Fn → Fn
which is in fact the key k of C and the result of GCM execution over the given pairs (Pi, Ci),
i = 1, . . . , n.

5.3. S o m e p a r t i c u l a r c r y p t a n a l y s i s m e t h o d s
Some particular cryptanalysis methods for a cipher C under consideration can be

obtained by applying GCM to ciphers Cj with key spaces Ks0,n(g, j) for j ∈ {1, . . . , 14}.
We think of these methods as key space limitations of the general method and denote
by GCMj. For example, GCM9 and GCM14 are GCM for ciphers with key spaces
K = Ks0,n(g, 9) = {π2(g(xσ1)) : σ1 ∈ Fn2 , π2 ∈ Sn} and K = Ks0,n(g, 14) = {π2(gσ2(π1(x))) :
σ2 ∈ Fn2 , π1, π2 ∈ Sn} respectively.

Now, we consider some other particular cryptanalysis methods that are not exactly key
space limitations of GCM, but give special solutions to some ciphers Cj with limited key
spaces.

Cases j = 1, 4, 5

Describing cryptanalysis methods in these cases, we limit our exposition to
determination of the inverse operations for obtaining f from g.

Let g−1 = (g−′1 , g
−′
2 , . . . , g

−′
n ), f−1 = (f−′1 , f−′2 , . . . , f−′n ), σ1 = σ11σ12 . . . σ1n, σ2 =

= σ21σ22 . . . σ2n, Pl = Pl1Pl2 . . . Pln, and Cl = Cl1Cl2 . . . Cln, l = 1, 2, . . . ,m.
In the case j = 1, whereK = Ks0,n(g, 1) = {g(xσ1) : σ1 ∈ Fn2}, the cryptanalysis problem

is trivial because, for every l ∈ {1, . . . ,m}, Cl = g(P σ1
l ), P σ1

l = g−1(Cl), P σ1i
li = g−′i (Cl),

i ∈ {1, . . . , n}, and σ1i is computed by using the Boolean implication

(ab = c)⇒ (b = 1⇔ c = a),
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namely σ1i = 1 ⇔ g−′i (Cl) = Pli for all i ∈ {1, 2, . . . , n} and some (any) l ∈ {1, . . . ,m},
particularly for l = 1.

By the same reason, the problem is trivial in the case j = 4, where K = Ks0,n(g, 4) =
= {gσ2(x) : σ2 ∈ Fn2}, because Cl = gσ2(Pl), Cσ2

l = g(Pl) and σ2 is computed by using the
same implication: σ2i = 1⇔ gi(Pl) = Cli, i = 1, 2, . . . , n.

In the case j = 5, where K = Ks0,n(g, 5) = {gσ2(xσ1) : σ1, σ2 ∈ Fn2}, we have Cl =
= gσ2(P σ1

l ), Cσ2
l = g(P σ1

l ), and P σ1
l = g−1(Cσ2

l ). For every pair (σ2, l), where σ2 ∈ Fn2 and
l = 1, 2, . . . ,m, compute the value σ(σ2,l)

1 = σ
(σ2,l)
11 σ

(σ2,l)
12 . . . σ

(σ2,l)
1n of the vector σ1 in F2n by

using the algorithm of the case j = 1, namely

σ
(σ2,l)
1i = 1⇔ g−′i (Cσ2

l ) = Pli, i = 1, . . . ,m.

The result of the cryptanalysis is a pair (σ1, σ2) satisfying the equality σ1 = σ
(σ2,l)
1 for

all l ∈ {1, . . . ,m}. Note that this answer is not sure to be unique. The computational
complexity of the algorithm is O(2n).

Note that the attacks described in these cases successfully work on ciphers with K =
= Kn(g, j) for j = 1, 4, 5 respectively and g ∈ ISn.

Case j = 7

In this case, K = Ks0,n(g, 7) = {gσ2(π1(xσ1)) : σ1, σ2 ∈ Fn2 , π1 ∈ Sn} and the cipher
under consideration is C7 that is the partial case of C, where π2 = 1. Besides, the ciphers Cj
for all j ∈ {1, . . . , 6} are partial cases of C7, and the cryptanalysis problem for them can
be solved by any method solving this problem for C7. The method presented here is an
amplification of GCM, namely, instead of method B, a method A is used, which takes into
attention the condition π2 = 1, yielding the fact that a function fi(x) to be found has the
same number si of essential variables as the known function gi. So, finding essential variables
for fi is reduced in A to finding, for the matrix ||inf D(fi)||, a minimal cover of the given

cardinality — si. The computational complexity of the last problem doesn’t exceed
(
n

si

)
.

In other details, the cryptanalysis method for C7 coincides with GCM.
Some program implementations of algorithms A and B and the results of their thorough

testing on computers have been presented in [2].
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тов, реализующих булевы функции от n переменных и допускающих короткие
единичные проверяющие тесты относительно однотипных константных неисправ-
ностей на выходах элементов, в базисе {&,¬} и схожих базисах. Для каждой
булевой функции, допускающей реализацию неизбыточной схемой, найдено ми-
нимально возможное значение длины такого теста. В частности, доказано, что
оно не превосходит трёх.

Ключевые слова: схема из функциональных элементов, константная неис-
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K.A. Popkov
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Let D1(f) (D0(f)) be the least length of a fault detection test for irredundant logic
networks consisting of logic gates in the basis {&,¬}, implementing a given Boolean
function f(x1, . . . , xn), and having at most one stuck-at-1 (stuck-at-0 respectively)
fault on outputs of the logic gates. Let f1 = xi; f2 = 0, xi, or xσ1i1 &xi2 . . .&xik ; f3 =
= xi1&xi2&xi3& . . .&xik or (. . . ((︸ ︷︷ ︸

k−1

xσ1i1 &xi2)σ2&xi3)σ3& . . .&xik)
σk ; f4 = xσ1i1 & . . .&xσkik ;

f5 = (. . . ((︸ ︷︷ ︸
k−1

xσ1i1 &xσ2i2 )δ1&xσ3i3 )δ2& . . .&xσkik )δk−1 , where 2 6 k 6 n for f2, f3, and f5;

1 6 k 6 n for f4; σ1, . . . , σk, δ1, . . . , δk−1 ∈ {0, 1}; i, i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n}; indices
i1, . . . , ik are pairwise different; for f3, at least one of numbers σ2, . . . , σk equals 0 and
if k = 2, then assume xi3& . . .&xik ≡ 1; for f5, at least one of numbers δ1, . . . , δk−1

1Работа выполнена при поддержке гранта РНФ, проект № 14-21-00025 П.
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equals 0. It is proved that, for each Boolean function f(x1, . . . , xn) 6≡ 1,

D1(f) =


0, iff the function f is representable in the form of f1,

1, iff the function f is representable in the form of f2,

2, iff the function f is representable in the form of f3,

3 otherwise.

If f ≡ 1 then the value D1(f) is undefined. Also, it is proved that, for each Boolean
function f(x1, . . . , xn) which is different from constants,

D0(f) =


0, iff the function f is representable in the form of f1,

1, iff the function f is representable in the form of f4 but not of f1,

2, iff the function f is representable in the form of f5,

3 otherwise.

If f ≡ 1 or f ≡ 0 then the value D0(f) is undefined.

Keywords: logic network, stuck-at fault, single fault detection test.

Введение
В работе рассматривается задача синтеза легкотестируемых схем, реализующих

заданные булевы функции. Логический подход к тестированию электрических схем
предложен С.В. Яблонским и И.А. Чегис в [1]; этот подход также применим к тести-
рованию схем из функциональных элементов [2 – 4]. Пусть имеется схема из функци-
ональных элементов S с одним выходом (без обратных связей), реализующая булеву
функцию f(x̃n), где x̃n = (x1, . . . , xn). Под воздействием некоторого источника неис-
правностей один или несколько элементов схемы S могут перейти в неисправное со-
стояние. В результате схема S вместо исходной функции f(x̃n) будет реализовывать
некоторую булеву функцию g(x̃n), вообще говоря, отличную от f . Все такие функ-
ции g(x̃n), получающиеся при всевозможных допустимых для рассматриваемой зада-
чи неисправностях элементов схемы S, называются функциями неисправности данной
схемы.

Введём следующие определения [2 – 4]. Проверяющим тестом для схемы S назы-
вается такое множество T наборов значений переменных x1, . . . , xn, что для любой
отличной от f(x̃n) функции неисправности схемы S в T найдётся набор σ̃, на котором
f(σ̃) 6= g(σ̃). Диагностическим тестом для схемы S называется такое множество T
наборов значений переменных x1, . . . , xn, что T является проверяющим тестом и, кро-
ме того, для любых двух различных функций неисправности g1(x̃n) и g2(x̃n) схемы S
в T найдётся набор σ̃, на котором g1(σ̃) 6= g2(σ̃). Число наборов в T называется длиной
теста. В качестве тривиального диагностического (и проверяющего) теста длины 2n

для схемы S всегда можно взять множество, состоящее из всех двоичных наборов
длины n. Тест называется полным, если в схеме могут быть неисправны сколько угод-
но элементов, и единичным, если в схеме может быть неисправен только один элемент.
Единичные тесты обычно рассматривают для неизбыточных схем [4], т. е. для таких
схем, в которых любая допустимая неисправность любого одного элемента приводит
к функции неисправности, отличной от исходной функции, реализуемой схемой.

Любое множество булевых функций будем называть базисом.
Пусть зафиксирован вид неисправностей элементов, B —произвольный функци-

онально полный базис и T — единичный проверяющий тест (ЕПТ) для некоторой
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схемы S в базисе B. Введём следующие обозначения: DB
s,detect(T ) —длина теста T ;

DB
s,detect(S) = minDB

s,detect(T ), где минимум берётся по всем ЕПТ T для схемы S;
DB

s,detect(f) = minDB
s,detect(S), где минимум берётся по всем неизбыточным схемам S

в базисе B, реализующим функцию f ; DB
s,detect(n) = maxDB

s,detect(f), где максимум
берётся по всем булевым функциям f от n переменных, для которых определено зна-
чение DB

s,detect(f). Функция DB
s,detect(n) называется функцией Шеннона длины ЕПТ.

По аналогии с функциямиDB
s,detect можно ввести функцииDB

s,diagn,DB
c,detect иDB

c,diagn для
соответственно единичного диагностического теста, полного проверяющего и полного
диагностического тестов, зависящие от T , от S, от f и от n (в определениях функций
DB

c,detect(f) и DB
c,diagn(f) не требуется предполагать неизбыточность схем). Так, напри-

мер, DB
c,diagn(n) —функция Шеннона длины полного диагностического теста.

Перечислим основные результаты, касающиеся тестирования схем из функциональ-
ных элементов. Класс допустимых неисправностей функциональных элементов огра-
ничим константными неисправностями на выходах элементов, при которых значение
на выходе любого неисправного элемента становится равно некоторой булевой кон-
станте. Неисправности на выходах элементов называются однотипными константны-
ми типа p, если эта константа одна и та же для каждого неисправного элемента и
равна p, и произвольными константными, если эта константа может быть равна как 0,
так и 1 для каждого неисправного элемента независимо от неисправностей других
элементов. Для удобства над буквой D после символов, обозначающих базис, через
точку с запятой будем ставить символы «0, 1», «0» или «1» в случаях, когда в схемах
допускаются соответственно произвольные константные неисправности, однотипные
константные неисправности типа 0 или типа 1 на выходах элементов. Вполне разум-
но предполагать, что если в базисе содержится булева константа α, то у элемента, её
реализующего, не может быть неисправности типа α.

В работе С.М. Редди [5] для базиса Жегалкина B1 = {&,⊕, 1, 0} получена оцен-
ка DB1; 0,1

s,detect(n) 6 n + 3. В дальнейшем этот результат был обобщён С.С. Колядой
в [6] на случай произвольного функционально полного конечного базиса. Последний
результат, в свою очередь, был усилен Д.С. Романовым, который в [7] для любого
функционально полного базиса B получил оценку DB; 0,1

s,detect(n) 6 4 (правда, в [7] ис-
пользуется несколько другое определение неизбыточных схем). Для полных прове-
ряющих тестов Н.П. Редькин в [8, 9] для любого полного конечного базиса B2 по-
лучил оценку DB2; 0,1

c,detect(n) 6 2
(
2bn/2c + 2dn/2e + n

)
. Д.С. Романов в [10] доказал, что

существует базис B3, содержащий функциональные элементы с числом входов от од-
ного до семи, в котором 2 6 DB3; 0,1

c,detect(n) 6 4. В [4, с. 113, теорема 9] с использова-
нием идей С.В. Яблонского установлено, что для любого полного базиса B функ-
ция DB; 0,1

s,diagn(n) асимптотически не превосходит 2n+1/n; аналогично можно показать,
что DB; p

s,diagn(n) . 2n/n, p = 0, 1. Для базиса B4 = {&,∨,¬} Н.П. Редькин в [11, 12]
получил оценки DB4; p

c,detect(n) 6 n и DB4; p
s,diagn(n) 6 2n + 1 для p = 0, 1. Первая из

этих оценок впоследствии была улучшена Ю.В. Бородиной, которая в [13] устано-
вила, что DB4; p

c,detect(n) = 2; вторая оценка улучшена в [14], где, в частности, доказано,
что DB4; p

s,diagn(n) = 2. Ю.В. Бородина в базисе B5 = {|} (штрих Шеффера) получила
оценку DB5; 1

c,detect(n) 6 n + 1 [15]. Ей же в базисе Жегалкина B1 удалось найти точ-
ное значение функций Шеннона DB1; 1

s,detect(n) = 1 [16] и DB1; 0
c,detect(n) = 1 [17] (совместно

с П.А. Бородиным). В работе [18], в частности, установлено равенство DB1; 0
s,diagn(n) = 2.

Определим множество булевых функций B̂0 = {x1, x1& . . .&xm : m > 2}. В данной
работе рассматриваются только единичные проверяющие тесты, в качестве неисправ-
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ностей функциональных элементов — однотипные константные неисправности типа p
(p ∈ {0, 1}) на выходах элементов, а в качестве базиса — произвольное функционально
полное подмножество B0 множества B̂0, например множество {x1, x1&x2}. Для крат-
кости вместо DB0; p

s,detect(f) и DB0; p
s,detect(n) будем писать соответственно Dp(f) и Dp(n).

Любой элемент, реализующий функцию вида x1& . . .&xm, где m > 2 (функцию
x1), будем называть конъюнктором (соответственно инвертором). Введём обозначе-
ния 0̃r = 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

r

, 1̃r = 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
r

, где r ∈ Z+. Будем говорить, что функциональный

элемент E ′ расположен в схеме S выше (ниже) функционального элемента E, если
в ней существует ориентированный путь от E ′ к E (соответственно от E к E ′).

Ограничимся рассмотрением только таких схем из функциональных элементов,
в которых выход каждого элемента, не являющегося выходным, соединён хотя бы
с одним входом хотя бы одного элемента, т. е. нет «висячих» элементов. В против-
ном случае все «висячие» элементы схемы можно удалить, и это никак не скажется
на функции, реализуемой схемой, множестве функций неисправности данной схемы
и её неизбыточности, если исходная схема неизбыточна. Кроме того, будем считать,
что каждый функциональный элемент, реализующий некоторую булеву функцию из
базиса B0, имеет столько входов, сколько существенных переменных у этой функции.
Это предположение также не ограничивает общности.

1. Вспомогательные утверждения
Пусть S —произвольная схема из функциональных элементов. Произвольный эле-

мент E этой схемы будем называть разделяющим, если любая цепочка, соединяющая
любой элемент, расположенный в этой схеме выше элемента E, с выходом схемы S,
проходит через элемент E.

Лемма 1. Пусть S —произвольная схема из функциональных элементов, неиз-
быточная относительно однотипных константных неисправностей типа 0 или 1 на вы-
ходах элементов; T —произвольный ЕПТ для этой схемы; E —произвольный разделя-
ющий элемент схемы S; S ′ —подсхема схемы S, получающаяся из неё удалением всех
элементов, расположенных в схеме S не выше элемента E, кроме него самого, и пере-
носом выхода схемы на выход элемента E. Тогда схема S ′ неизбыточна относительно
неисправностей такого же типа и множество T является для неё ЕПТ.

Доказательство. Пусть E ′ —произвольный элемент, содержащийся в схеме S ′,
тогда он содержится и в схеме S. Так как T —ЕПТ для неизбыточной схемы S, то
в T найдётся набор σ̃, на котором значение на выходе схемы S при неисправности
элемента E ′ изменится. Тогда на этом наборе при указанной неисправности изменится
и значение на выходе элемента E. Действительно, в противном случае переход эле-
мента E ′ в неисправное состояние никак не отразился бы на значении, выдаваемом
схемой S на наборе σ̃, что невозможно. Таким образом, при указанной неисправности
изменится значение на выходе схемы S ′, откуда следует, что эта схема неизбыточна и
множество T является для неё ЕПТ.

Лемма 2. Пусть S —произвольная схема из функциональных элементов в бази-
се B0, неизбыточная относительно однотипных константных неисправностей типа 1
на выходах элементов; в S содержится хотя бы один элемент и вход любого ин-
вертора соединён с одним из входов схемы; T — произвольный ЕПТ для схемы S;
xi1 , . . . , xid — все попарно различные переменные, подаваемые в S на входы инверто-
ров (если таких переменных нет, полагаем d = 0); xid+1

, . . . , xik — все попарно различ-
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ные переменные, каждая из которых подаётся на вход хотя бы одного конъюнкто-
ра (если таких переменных нет, полагаем k = d; множества индексов {i1, . . . , id} и
{id+1, . . . , ik} могут пересекаться). Тогда k > 1, на выходе схемы S реализуется функ-
ция xi1& . . .&xid&xid+1

& . . .&xik (в случае d = 0 полагаем xi1& . . .&xid ≡ 1; в случае
k = d полагаем xid+1

& . . .&xik ≡ 1) и |T | > d.
Доказательство. Неравенство k > 1 очевидно, так как хотя бы одна переменная

обязана подаваться на входы произвольного «верхнего» элемента схемы S. Все инвер-
торы схемы S и все её входы, отвечающие переменным xid+1

, . . . , xik , соединяются со
входами некоторой подсхемы, состоящей из одних конъюнкторов (эта подсхема содер-
жит все конъюнкторы схемы S). Поэтому на выходе схемы S реализуется функция
f = xi1& . . .&xid&xid+1

& . . .&xik .
Докажем неравенство |T | > d. При d = 0 оно очевидно. Пусть d > 1. Если какая-

то из переменных xi1 , . . . , xid подаётся в схеме S на входы хотя бы двух инверто-
ров, то при неисправности любого из них функция неисправности этой схемы равна
1&xi1& . . .&xid&xid+1

& . . .&xik ≡ f , т. е. схема S избыточна, что невозможно. Поэтому
каждая из переменных xi1 , . . . , xid подаётся в схеме S на вход только одного инверто-
ра (и других инверторов в этой схеме нет). Тогда при неисправности инвертора, на
вход которого подаётся переменная xij , j ∈ {1, . . . , d}, функция неисправности схе-
мы S равна gj = xi1& . . .&xij−1

&xij+1
& . . .&xid&xid+1

& . . .&xik . Заметим, что gj 6≡ f ,
так как схема S неизбыточна, и функцию gj можно отличить от функции f только
на тех наборах, у которых компоненты с номерами i1, . . . , ij−1, ij+1, . . . , id равны нулю,
а с номерами ij, id+1, id+2, . . . , ik — единице. Очевидно, что при j = 1, . . . , d множества
этих наборов попарно не пересекаются. В тест T должно входить хотя бы по одному
набору из каждого из этих d множеств, т. е. хотя бы d наборов, откуда |T | > d.

2. Единичные проверяющие тесты при однотипных константных
неисправностях типа 1 на выходах элементов

Выделим три возможных представления функции f(x̃n):

f(x̃n) = xi; (1)
f(x̃n) = 0, xi или xσ1i1 &xi2& . . .&xik ; (2)

f(x̃n) = xi1&xi2&xi3& . . .&xik или (. . . ((︸ ︷︷ ︸
k−1

xσ1i1 &xi2)
σ2&xi3)

σ3& . . .&xik)
σk , (3)

где 2 6 k 6 n; i, i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n}, индексы i1, . . . , ik попарно различны и
σ1, . . . , σk ∈ {0, 1}, причём в представлении (3) хотя бы одно из чисел σ2, . . . , σk равно 0
и если k = 2, то полагаем xi3& . . .&xik ≡ 1.

Теорема 1. Для любой булевой функции f(x̃n), отличной от тождественной еди-
ницы, справедливо равенство

D1(f) =


0, если функция f представима в виде (1),
1, если функция f представима в виде (2),
2, если функция f представима в виде (3),
3, если функция f непредставима в видах (1)–(3).

Если f ≡ 1, то значение D1(f) не определено.
Следствие 1. Для любого n > 2 справедливо равенство D1(n) = 3.
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Для доказательства следствия 1 достаточно заметить, что функция x1 ⊕ . . . ⊕ xn
при n > 2 непредставима в видах (1)–(3).

Доказательство теоремы 1. Вместо D1(f) для краткости будем писать D(f).
Будем считать, что в базисе B0 содержится функция x1&x2; в противном случае можно
отождествить все входы, кроме одного, у произвольного конъюнктора из этого бази-
са и получить двухвходовой конъюнктор, допускающий те же самые неисправности
(а именно неисправность типа 1 на выходе), что и исходный конъюнктор. Пусть сна-
чала f ≡ 1; S —произвольная схема в базисе B0, реализующая функцию f . Выход
схемы S, очевидно, не может совпадать ни с одним из её входов, поэтому он является
выходом некоторого функционального элемента. Тогда при неисправности этого эле-
мента получающаяся схема по-прежнему будет реализовывать тождественную едини-
цу, т. е. схема S избыточна. Получаем, что неизбыточных схем, реализующих функцию
f , не существует и, следовательно, значение D(f) не определено. Далее будем считать,
что f 6≡ 1. Рассмотрим четыре случая:

1. Функция f представима в виде (1). Тогда её можно реализовать схемой, не содер-
жащей функциональных элементов. У такой схемы нет ни одной функции неисправ-
ности, поэтому пустое множество является для неё ЕПТ, откуда следует равенство
D(f) = 0.

2. Функция f представима в виде (2). Поскольку она непредставима в виде (1),
выход любой схемы, реализующей функцию f , не может совпадать ни с одним из её
входов, поэтому он является выходом некоторого функционального элемента. Тогда
при неисправности этого элемента схема реализует тождественную единицу, которую
надо отличить от функции f хотя бы на одном наборе, откуда следует, что D(f) > 1.
Докажем неравенство D(f) 6 1. Рассмотрим три подслучая:

2.1. Пусть f ≡ 0. Реализуем функцию f схемой S в базисе B0, содержащей один ин-
вертор и один двухвходовой конъюнктор. На вход инвертора подадим переменную x1,
его выход соединим с левым входом конъюнктора, а на правый вход подадим перемен-
ную x1. Очевидно, что схема S реализует тождественный нуль и имеет две функции
неисправности — тождественную единицу и x1. Каждую из них можно отличить от
функции f на наборе (1̃n), поэтому схема S неизбыточна и множество {(1̃n)} является
для неё ЕПТ длины 1, откуда D(f) 6 1.

2.2. Пусть f = xi, где i ∈ {1, . . . , n}. Реализуем функцию f схемой в базисе B0, со-
держащей один инвертор. Эта схема имеет только одну функцию неисправности—
тождественную единицу, которую можно отличить от функции f на наборе (1̃n).
Поэтому схема неизбыточна и D(f) 6 1.

2.3. Пусть f = xσ1i1 &xi2& . . .&xik , где 2 6 k 6 n; i1, . . . , ik —попарно различные ин-
дексы из множества {1, . . . , n} и σ1 ∈ {0, 1}. Без ограничения общности можно считать,
что i1 = 1, . . . , ik = k, т. е. f(x̃n) = xσ11 &x2& . . .&xk. Реализуем функцию f схемой S
в базисе B0, представляющей собой цепочку из одного инвертора (в случае σ1 = 0) и
k − 1 двухвходовых конъюнкторов, на правые входы которых подаются переменные
x2, . . . , xk. Если σ1 = 0, то верхний элемент этой цепочки— инвертор, на вход которого
подаётся переменная x1, а его выход соединяется с левым входом верхнего конъюнк-
тора; если σ1 = 1, то верхний элемент этой цепочки— конъюнктор, на левый вход
которого подаётся переменная x1.

Очевидно, что схема S реализует функцию f . Докажем, что она неизбыточна и
множество {π̃} является для неё ЕПТ, где π̃ = (σ1, 1̃n−1). Заметим, что f(π̃) = 0,
причём на правые входы всех конъюнкторов в схеме S на наборе π̃ подаются единицы.
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Если неисправен некоторый элемент в схеме, то на указанном наборе на выходе этого
и всех следующих за ним элементов в схеме S, а значит, и на выходе схемы появятся
единицы и неисправность будет обнаружена. Поэтому схема S неизбыточна иD(f) 6 1.

В итоге для любой функции f вида (2) получаем равенство D(f) = 1.
3. Функция f представима в виде (3). Докажем сначала неравенство D(f) 6 2.

Рассмотрим два подслучая:
3.1. Пусть f = xi1&xi2&xi3& . . .&xik , где 2 6 k 6 n и i1, . . . , ik —попарно различ-

ные индексы из множества {1, . . . , n}. Без ограничения общности можно считать, что
i1 = 1, . . . , ik = k, т. е. f(x̃n) = x1&x2&x3& . . .&xk. Реализуем функцию f схемой S
в базисе B0, содержащей два инвертора и k−1 двухвходовых конъюнкторов. На входы
инверторов подадим переменные x1 и x2; затем выходы этих инверторов и входы схе-
мы, отвечающие переменным x3, . . . , xk, последовательно соединим со входами цепочки
из k − 1 конъюнкторов: входы верхнего конъюнктора из цепочки соединим с выхода-
ми инверторов; на правые входы остальных k− 2 конъюнкторов подадим переменные
x3, . . . , xk.

Очевидно, что схема S реализует функцию f . Докажем, что она неизбыточна и
множество {π̃1, π̃2} является для неё ЕПТ, где π̃1 = (0, 1̃n−1), π̃2 = (1, 0, 1̃n−2). Заметим,
что f(π̃1) = f(π̃2) = 0, причём на один из входов верхнего конъюнктора и на правые
входы всех остальных конъюнкторов в схеме S на каждом из наборов π̃1, π̃2 подаются
единицы. Если неисправен некоторый элемент, то по крайней мере на одном из ука-
занных наборов на выходе этого и всех следующих за ним элементов, а значит, и на
выходе схемы появятся единицы и неисправность будет обнаружена. Поэтому схема S
неизбыточна и D(f) 6 2.

3.2. Пусть f = (. . . ((︸ ︷︷ ︸
k−1

xσ1i1 &xi2)
σ2&xi3)

σ3& . . .&xik)
σk , где 2 6 k 6 n; i1, . . . , ik —по-

парно различные индексы из множества {1, . . . , n} и σ1, . . . , σk ∈ {0, 1}, причём хотя
бы одно из чисел σ2, . . . , σk равно 0. Без ограничения общности можно считать, что
i1 = 1, . . . , ik = k, т. е. f(x̃n) = (. . . ((︸ ︷︷ ︸

k−1

xσ11 &x2)σ2&x3)σ3& . . .&xk)
σk . Реализуем функ-

цию f схемой S в базисе B0, представляющей собой цепочку из инверторов и конъ-
юнкторов, в соответствии с последним равенством. В этой схеме содержатся k − 1
двухвходовых конъюнкторов и столько инверторов, сколько чисел из σ1, . . . , σk рав-
ны 0. Если σ1 = 1, то верхний элемент схемы S —двухвходовой конъюнктор, на входы
которого подаются переменные x1 и x2. Если σ1 = 0, то верхний элемент схемы S —
инвертор, на вход которого подаётся переменная x1; выход инвертора соединяется с
левым входом конъюнктора, на правый вход которого подаётся переменная x2. Если
σ2 = 0, то выход указанного конъюнктора соединяется со входом инвертора. Далее,
если k > 3, то выход последнего построенного элемента соединяется с левым входом
конъюнктора, на правый вход которого подаётся переменная x3, и т. д.

Очевидно, что схема S реализует функцию f . Докажем, что она неизбыточна и
множество T = {π̃1, π̃2} является для неё ЕПТ, где π̃1 = (0, 1̃n−1), π̃2 = (1̃n). Заметим,
что f(x1, 1̃

n−1) = (. . . ((︸ ︷︷ ︸
k−1

xσ11 )σ2)σ3 . . . )σk , поэтому

f(π̃1) 6= f(π̃2). (4)

Единственная цепь, связывающая вход x1 схемы S с её выходом, проходит через каж-
дый элемент. Поэтому если в схеме какой-то элемент неисправен, то при подаче на её
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входы вместо переменных x2, . . . , xn константы 1 изменение значения переменной x1

с 0 на 1, т. е. переход от входного набора π̃1 к набору π̃2, никак не отразится на значе-
нии, выдаваемом схемой S. Следовательно, функция неисправности g схемы S удов-
летворяет условию g(π̃1) = g(π̃2). Отсюда и из (4) вытекает, что g 6≡ f , т. е. схема S
неизбыточна и множество T является для неё ЕПТ, поэтому D(f) 6 2.

Докажем теперь, что D(f) > 2. Пусть S —произвольная неизбыточная схема, реа-
лизующая функцию f вида (3); T —произвольный ЕПТ для этой схемы. Надо дока-
зать, что |T | > 2. Рассмотрим два подслучая:

3.1′. В схеме S найдётся хотя бы один инвертор I, вход которого соединён с выхо-
дом некоторого функционального элемента E. Пусть на выходе элемента E в схеме S
реализуется булева функция ϕ, тогда на выходе элемента I реализуется функция ϕ.
Чтобы обнаружить неисправность элемента E (I), в тесте T должен содержаться на-
бор σ̃1 (σ̃2), для которого ϕ(σ̃1) = 0 (соответственно ϕ(σ̃2) = 0). Из двух последних
равенств следует, что σ̃1 6= σ̃2, поэтому |T | > 2, что и требовалось доказать.

3.2′. Вход любого инвертора схемы S соединён с одним из входов схемы. Пусть
xi1 , . . . , xid — все попарно различные переменные, подаваемые на входы инверторов
(если таких переменных нет, полагаем d = 0), а xid+1

, . . . , xik — все попарно различ-
ные переменные, каждая из которых подаётся на вход хотя бы одного конъюнктора
(если таких переменных нет, полагаем k = d). Тогда в силу леммы 2 имеем k > 1,
f = xi1& . . .&xid&xid+1

& . . .&xik (в случае d = 0 полагаем xi1& . . .&xid ≡ 1; в случае
k = d полагаем xid+1

& . . .&xik ≡ 1) и |T | > d. Так как функция f непредставима
в видах (1), (2), то d > 2, следовательно, |T | > 2, что и требовалось доказать.

В итоге для любой функции f вида (3) получаем равенство D(f) = 2.
4. Функция f отлична от тождественной единицы и непредставима в видах (1)–(3).

Докажем сначала неравенство D(f) 6 3. Идеи доказательства сходны с идеями, ис-
пользованными в [6, 7] при получении верхних оценок длин ЕПТ в базисе {&,¬}.
Представим функцию f полиномом Жегалкина

f(x̃n) = K1 ⊕ . . .⊕Km ⊕ c, (5)

где c ∈ {0, 1} и K1 — самая короткая конъюнкция в полиноме. Без ограничения общ-
ности K1 = x1& . . .&xk. Отметим, что k < n, так как в противном случае функ-
ция f была бы равна x1& . . .&xn ⊕ c = (x1& . . .&xn)c, т. е. имела бы вид (2) или (3).
По аналогичной причине m > 2. Если в полиноме Жегалкина для функции f при-
сутствует слагаемое x1& . . .&xk&xk+1, то будем без ограничения общности считать,
что это слагаемое Km. Представим K1 в виде K ′1 ⊕Km+1, где K ′1 = x1& . . .&xk&xk+1,
Km+1 = x1& . . .&xk&xk+1. Тогда

f = K ′1 ⊕K2 ⊕ . . .⊕Km ⊕Km+1 ⊕ c = K ′1 ⊕K2 ⊕ . . .⊕Kq ⊕ c, (6)

где q = m − 1 при Km = Km+1 и q = m + 1 при Km 6= Km+1. Отметим, что случай
m = 2, Km = Km+1 невозможен, так как тогда функция f была бы равна K ′1 ⊕ c =
= (xk+1&x1 . . .&xk)

c, т. е. была бы представима в виде (2) или (3). Поэтому q > 2.
Так как K1 — самая короткая конъюнкция в полиноме Жегалкина для функции f ,

в каждую конъюнкцию Ki = xj1(i)& . . .&xjti (i), где i = 2, . . . , q, входит хотя бы од-
на переменная, отличная от переменных x1, . . . , xk. Без ограничения общности это
переменная xj1(i). В случае ti > 3 представим конъюнкцию Ki, i = 2, . . . , q, в виде
(K

(2)
i ⊕. . .⊕K

(ti−1)
i ⊕K(ti)

i )⊕(K
(2)
i ⊕. . .⊕K

(ti−1)
i ), гдеK(s)

i = xj1(i)& . . .&xjs(i), s = 2, . . . , ti
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(конъюнкция первых s переменных из Ki). Тогда представление (6) примет вид

f = K ′1 ⊕
q⊕
i=2

(
ti⊕
s=2

K
(s)
i ⊕

ti−1⊕
s=2

K
(s)
i

)
⊕ c (7)

(в случае ti ∈ {1, 2} полагаем
ti⊕
s=2

K
(s)
i ⊕

ti−1⊕
s=2

K
(s)
i = Ki).

Наконец, заменим в представлении (7) все операции ⊕ на ⊕′, где по определению
полагаем x ⊕′ y = x ⊕ y ⊕ 1. Эта замена приведёт к прибавлению к правой части
представления (7) некоторого числа единиц (по одному на каждую операцию ⊕). Сло-
жив все эти единицы, а также константу c по модулю 2, получим некоторую булеву
константу c′, такую, что

f = K ′1 ⊕′
q⊕
i=2

′
(

ti⊕
s=2

′K
(s)
i ⊕′

ti−1⊕
s=2

′K
(s)
i

)
⊕ c′. (8)

Пусть S⊕′ — схема в базисе B0 с двумя входами и одним выходом, изображённая на
рис. 1 (все конъюнкторы двухвходовые). Нетрудно проверить, что на выходе этой схе-
мы реализуется функция x⊕′y, её всевозможными функциями неисправности являют-
ся функции 1, 0, x∨ y, x∨ y, x, y, xy (и, следовательно, схема S⊕′ неизбыточна), а в ка-
честве ЕПТ для неё можно взять множество T⊕′ = {(0, 0), (0, 1), (1, 0)} (действительно,
единственной булевой функцией от двух переменных, которую нельзя отличить от
функции x⊕′ y на наборах из множества T⊕′ , кроме неё самой, является функция x y,
но она не входит в число функций неисправности схемы S⊕′).

&

&

&

x y

Рис. 1. Схема S⊕′

Реализуем функцию f(x̃n) схемой S в базисе B0 в соответствии с представлением (8)
(рис. 2). Конъюнкцию K ′1 реализуем цепочкой Z1 из одного инвертора и k двухвходо-
вых конъюнкторов, верхним элементом в которой является инвертор; на вход инвер-
тора подадим переменную xk+1, а на правые входы конъюнкторов — последовательно
переменные x1, . . . , xk. Каждую конъюнкциюKi, i = 2, . . . , q, реализуем цепочкой Zi из
ti − 1 двухвходовых конъюнкторов, на входы которой последовательно подадим пере-
менные xj1(i), xj2(i) . . . , xjti (i) (в случае ti = 1 в этой цепочке не содержится элементов, а
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её выход совпадает с входом xj1(i) схемы S). Далее, для каждого i ∈ {2, . . . , q}, такого,
что ti > 3, реализуем конъюнкциюK

(ti−1)
i цепочкой Ẑi из ti−2 двухвходовых конъюнк-

торов, на входы которой последовательно подадим переменные xj1(i), xj2(i) . . . , xjti−1(i).
Затем выход цепочки Z1, выходы всех цепочек Zi, в которых не содержится элементов,
и выходы всех конъюнкторов, содержащихся в цепочках Z2, . . . , Zq, Ẑ2, . . . , Ẑq (точнее,
в тех из них, которые были определены), соединим со входами цепочки Z⊕′ , состоящей
из блоков S⊕′ и (в случае c′ = 1) инвертора, вход которого соединён с выходом ниж-
него из этих блоков, причём левый верхний вход этой цепочки соединим с выходом
цепочки Z1. Выход нижнего элемента цепочки Z⊕′ объявим выходом схемы S.

&

&
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Рис. 2. Схема S

Нетрудно убедиться, что построенная схема S реализует функцию f(x̃n). Для это-
го достаточно заметить, что на выходах конъюнкторов, содержащихся в цепочке Zi,
i = 2, . . . , q, при движении по этой цепочке «сверху вниз» реализуются функции
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K
(2)
i , . . . , K

(ti)
i (при ti > 2), а на выходах конъюнкторов, содержащихся в цепочке Ẑi,

i = 2, . . . , q, — функции K(2)
i , . . . , K

(ti−1)
i (при ti > 3).

Докажем, что схема S неизбыточна и множество T = {σ̃1, σ̃2, σ̃3} является для неё
ЕПТ, где σ̃1 = (0̃n), σ̃2 = (1̃k, 0̃n−k), σ̃3 = (1̃n). В случае исправности всех элементов
схемы S на наборе σ̃1 на выходах всех конъюнкторов, содержащихся в цепочках Zi, Ẑi,
где i = 2, . . . , q, появятся нули. Если неисправен некоторый конъюнктор в одной из
цепочек, то на наборе σ̃1 на выходе этого конъюнктора будет единица, а на выходах
всех остальных конъюнкторов — по-прежнему нули. Учитывая, что выход неисправ-
ного конъюнктора соединяется ровно с одним входом цепочки Z⊕′ , реализующей ли-
нейную функцию от своих входов, значение на выходе данной цепочки, т. е. на выходе
всей схемы S, изменится, поэтому рассматриваемая неисправность будет обнаружена
на наборе σ̃1.

Далее, в случае исправности всех элементов схемы S на наборе σ̃3 на выходах
всех элементов, содержащихся в цепочке Z1, будут нули, причём на правые входы
всех конъюнкторов в цепочке подаются единицы. Если неисправен некоторый элемент
в цепочке, то на наборе σ̃3 на выходе этого и всех следующих за ним элементов в це-
почке Z1, т. е. на выходе этой цепочки, очевидно, возникнут единицы. Учитывая, что
выход цепочки Z1 соединяется ровно с одним входом цепочки Z⊕′ , реализующей ли-
нейную функцию от своих входов, значение на выходе данной цепочки, т. е. на выходе
всей схемы S, изменится, поэтому рассматриваемая неисправность будет обнаружена
на наборе σ̃3.

Осталось рассмотреть неисправность некоторого элемента в цепочке Z⊕′ . В случае
исправности всех элементов схемы S на наборах σ̃1, σ̃2, σ̃3 на выходе цепочки Z1 воз-
никают значения соответственно 0, 1, 0, а на выходах всех цепочек Zi, в которых не
содержится элементов, и выходах всех конъюнкторов, содержащихся в цепочках Zi, Ẑi,
где i = 2, . . . , q, — соответственно 0, 0, 1 (здесь используется то свойство, что каждая
переменная xj1(i) отлична от переменных x1, . . . , xk). В таком случае на входы верхнего
блока S⊕′ цепочки Z⊕′ подаются наборы (0, 0), (1, 0), (0, 1), а на его выходе реализуют-
ся значения 0 ⊕′ 0, 1 ⊕′ 0, 0 ⊕′ 1, т. е. 1, 0, 0. Тогда на входы второго сверху блока S⊕′
цепочки Z⊕′ (если он существует) подаются наборы (1, 0), (0, 0), (0, 1), а на его выходе
реализуются значения 1⊕′ 0, 0⊕′ 0, 0⊕′ 1, т. е. 0, 1, 0. Далее, на входы третьего сверху
блока S⊕′ цепочки Z⊕′ (если он существует) подаются наборы (0, 0), (1, 0), (0, 1), а на
его выходе реализуются значения 0 ⊕′ 0, 1 ⊕′ 0, 0 ⊕′ 1, т. е. 1, 0, 0, и т.д. Таким обра-
зом, на входах каждого блока S⊕′ цепочки Z⊕′ при подаче на входы схемы S наборов
σ̃1, σ̃2, σ̃3 возникают все наборы из множества T⊕′ . Так как это множество является
ЕПТ для неизбыточной схемы S⊕′ , то при неисправности любого элемента в любом
блоке S⊕′ цепочки Z⊕′ хотя бы на одном из наборов σ̃1, σ̃2, σ̃3 значение на выходе этого
блока изменится. Учитывая, что выход указанного блока либо совпадает с выходом
схемы S, либо соединяется ровно с одним входом некоторой нижней части цепочки Z⊕′ ,
реализующей линейную функцию от своих входов, значение на выходе схемы S изме-
нится, поэтому рассматриваемая неисправность будет обнаружена на одном из наборов
σ̃1, σ̃2, σ̃3.

Наконец, если неисправен выходной инвертор цепочки Z⊕′ (в случае c′ = 1), то
функция неисправности схемы S равна тождественной единице, которую можно отли-
чить от функции f на одном из наборов σ̃1, σ̃2 (поскольку f(σ̃1) = c, f(σ̃2) = c— это
следует из представления (5)).

В итоге получаем, что любую функцию неисправности схемы S можно отличить
от функции f(x̃n) хотя бы на одном наборе из множества T . Это означает, что схема S
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неизбыточна и множество T является для неё ЕПТ. Его длина равна 3, откуда следует
неравенство D(f) 6 3.

Докажем теперь, что D(f) > 3. Пусть S —произвольная неизбыточная схема, реа-
лизующая функцию f , отличную от тождественной единицы и непредставимую в ви-
дах (1)–(3); T —произвольный ЕПТ для этой схемы. Надо доказать, что |T | > 3. Рас-
смотрим два подслучая:

4.1. В схеме S найдётся элемент, входы которого соединены с выходами по край-
ней мере двух различных функциональных элементов. Среди всех элементов с таким
свойством выберем произвольный «нижний» элемент E, ниже которого в схеме S не
существует элемента с указанным свойством (это можно сделать, так как схема конеч-
на и не содержит ориентированных циклов). Очевидно, что элемент E —конъюнктор,
а входы каждого элемента, расположенного в схеме S ниже элемента E, соединены
с выходом ровно одного функционального элемента (напомним, что мы рассматриваем
только схемы без «висячих» элементов) и, как следствие, E —разделяющий элемент.

Среди всех элементов, выходы которых соединены в схеме S непосредственно со
входами элемента E (а таких элементов не меньше двух), выберем произвольный
«нижний» элемент E1, ниже которого в схеме S не существует элемента с указанным
свойством, и любой другой элемент E2. Пусть в случае исправности всех элементов
схемы S на выходе элемента E1 (E2) этой схемы реализуется булева функция ϕ1 (соот-
ветственно ϕ2). Тогда на выходе элемента E реализуется булева функция ϕ1&ϕ2&ϕ3,
где ϕ3 —конъюнкция функций, подаваемых на все те входы элемента E, которые не
соединены с выходом ни одного из элементов E1, E2, либо тождественная единица,
если таких входов не существует. Рассмотрим три подслучая:

4.1.1. В схеме S найдётся хотя бы один инвертор, расположенный ниже элемента E.
Пусть I —«верхний» из этих инверторов. Очевидно, что I —разделяющий элемент.
По лемме 1 схема S ′, получающаяся из схемы S удалением всех элементов, располо-
женных в ней не выше элемента I, кроме него самого, и переносом выхода схемы на
выход элемента I, неизбыточна и T —ЕПТ для схемы S ′. Все элементы, расположен-
ные в схеме S ниже элемента E, но выше элемента I (если такие есть) — конъюнкто-
ры. Поэтому на вход элемента I подаётся функция ϕ1&ϕ2&ϕ3&ϕ4, где ϕ4 —некоторая
булева функция. Тогда на выходе элемента I, т. е. на выходе схемы S ′, реализуется
функция f ′ = ϕ1&ϕ2&ϕ3&ϕ4.

При неисправности инвертора I на выходе схемы S ′ возникнет функция неисправ-
ности g1 ≡ 1. При неисправности элемента E1 на его выходе вместо функции ϕ1 воз-
никнет тождественная единица, а функции на выходах всех остальных элементов,
соединяющихся со входами элемента E, не изменятся, поскольку все эти элементы
расположены в схеме S ′ не ниже элемента E1 в силу его выбора. Поэтому на выходе
схемы S ′ появится функция неисправности g2 = 1&ϕ2&ϕ3&ϕ4 = ϕ2&ϕ3&ϕ4.

Так как схема S ′ неизбыточна, каждая из функций g1, g2 отлична от функции f ′.
Чтобы отличить функцию f ′ от функции g1, в множестве T должен содержаться хотя
бы один набор σ̃1, для которого f ′(σ̃1) = 0, т. е. ϕ1(σ̃1) = ϕ2(σ̃1) = ϕ3(σ̃1) = ϕ4(σ̃1) = 1.
Чтобы отличить функцию f ′ от функции g2, в множестве T должен содержаться хотя
бы один набор σ̃2, для которого ϕ1(σ̃2) = 0, ϕ2(σ̃2) = ϕ3(σ̃2) = ϕ4(σ̃2) = 1. Из равенств
ϕ1(σ̃1) = 1, ϕ1(σ̃2) = 0 следует, что σ̃1 6= σ̃2, а из равенств ϕ2(σ̃1) = ϕ2(σ̃2) = 1 —что
неисправность элемента E2, на выходе которого в случае исправности всех элементов
схемы S ′ реализуется функция ϕ2, нельзя обнаружить на наборах σ̃1, σ̃2. Поэтому
в тесте T должен содержаться ещё какой-то набор, отличный от этих двух наборов.
Таким образом, |T | > 3, что и требовалось доказать.
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4.1.2. Условие случая 4.1.1 не выполнено, но при этом в схеме S найдётся хотя бы
один инвертор, расположенный выше элемента E, вход которого соединён с выходом
некоторого функционального элемента. Среди всех инверторов с такими свойствами
выберем произвольный «нижний» инвертор I, ниже которого в схеме S не существует
инвертора с указанными свойствами. Пусть Z —произвольная цепочка, соединяющая
элемент I с элементом E. Будем считать, что сам элемент I в неё не входит. Очевидно
тогда, что все элементы в цепочке Z —конъюнкторы. По лемме 1 схема S ′, получающа-
яся из схемы S удалением всех элементов, расположенных в ней не выше элемента E,
кроме него самого, и переносом выхода схемы на выход элемента E, неизбыточна и
T —ЕПТ для схемы S ′. На выходе элемента E, т. е. на выходе схемы S ′, как было
показано ранее, реализуется функция f ′ = ϕ1&ϕ2&ϕ3.

При неисправности того элемента, выход которого соединён в схеме S (и, следова-
тельно, в схеме S ′) со входом инвертора I, на вход I подаётся тождественная единица,
а на его выходе появится тождественный нуль. Он будет подаваться на один из входов
цепочки Z из конъюнкторов, поэтому на её выходе, т. е. на выходе элемента E, а зна-
чит, и схемы S ′, возникнет функция неисправности g1 ≡ 0. Далее, при неисправности
элемента E1 на его выходе вместо функции ϕ1 будет тождественная единица, а функ-
ции на выходах всех остальных элементов, соединяющихся со входами элемента E, не
изменятся, поскольку все эти элементы расположены в схеме S ′ не ниже элемента E1

в силу его выбора. Поэтому на выходе схемы S ′ возникнет функция неисправности
g2 = 1&ϕ2&ϕ3 = ϕ2&ϕ3.

Так как схема S ′ неизбыточна, каждая из функций g1, g2 отлична от функции f ′.
Чтобы отличить функцию f ′ от функции g1, в множестве T должен содержаться хотя
бы один набор σ̃1, для которого f ′(σ̃1) = 1, т. е. ϕ1(σ̃1) = ϕ2(σ̃1) = ϕ3(σ̃1) = 1. Чтобы
отличить функцию f ′ от функции g2, в множестве T должен содержаться хотя бы
один набор σ̃2, для которого ϕ1(σ̃2) = 0, ϕ2(σ̃2) = ϕ3(σ̃2) = 1. Из равенств ϕ1(σ̃1) = 1,
ϕ1(σ̃2) = 0 следует, что σ̃1 6= σ̃2, а из равенств ϕ2(σ̃1) = ϕ2(σ̃2) = 1 —что неисправность
элемента E2, на выходе которого в случае исправности всех элементов схемы S ′ реали-
зуется функция ϕ2, нельзя обнаружить на наборах σ̃1, σ̃2. Поэтому в тесте T должен
содержаться ещё какой-то набор. Таким образом, |T | > 3, что и требовалось доказать.

4.1.3. Отрицание объединения случаев 4.1.1 и 4.1.2: в схеме S ниже элемента E
не расположено ни одного инвертора, а вход любого инвертора этой схемы, располо-
женного выше элемента E, соединён с одним из входов схемы. В таком случае вход
любого инвертора схемы S соединён с одним из входов этой схемы. Пусть xi1 , . . . , xid —
все попарно различные переменные, подаваемые в схеме на входы инверторов (ес-
ли таких переменных нет, полагаем d = 0), а xid+1

, . . . , xik — все попарно различные
переменные, каждая из которых подаётся на вход хотя бы одного конъюнктора (ес-
ли таких переменных нет, полагаем k = d). Тогда в силу леммы 2 имеем k > 1,
f = xi1& . . .&xid&xid+1

& . . .&xik (в случае d = 0 полагаем xi1& . . .&xid ≡ 1; в случае
k = d полагаем xid+1

& . . .&xik ≡ 1) и |T | > d. Так как функция f непредставима в ви-
дах (1)–(3), то d > 3, следовательно, |T | > 3, что и требовалось доказать. Случай 4.1
разобран.

4.2. Входы каждого элемента схемы S соединены с выходом не более чем одного
функционального элемента. Очевидно, что в таком случае схема S представляет со-
бой цепочку из элементов, причём в ней содержится хотя бы один элемент, так как
функция f непредставима в виде (1). Пусть в этой цепочке при движении сверху вниз
расположены элементы E1, . . . , Er, где r— общее число элементов в схеме S.
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Докажем по индукции, что на выходе каждого из этих элементов реализуется функ-
ция вида

0, 1 или (. . . ((︸ ︷︷ ︸
k−1

xσ1i1 &xi2)
σ2&xi3)

σ3& . . .&xik)
σk , (9)

где 1 6 k 6 n; i1, . . . , ik —попарно различные индексы и σ1, . . . , σk ∈ {0, 1} (при k = 1
этот вид превращается в xσ1i1 ). Легко видеть, что вне зависимости от того, является
элемент E1 инвертором или конъюнктором, на его выходе будет реализована функция
вида (9). В случае r = 1 утверждение доказано. Далее будем считать, что r > 2. Пусть
утверждение верно для элемента Ej, где j ∈ {1, . . . , r − 1}; докажем его для элемен-
та Ej+1. На выходе элемента Ej по предположению индукции реализуется функция fj
вида (9); этот выход соединяется в схеме S с одним или несколькими входами элемен-
та Ej+1, на все остальные входы которого подаются переменные. Если Ej+1 —инвер-
тор, то утверждение очевидно, так как отрицание любой функции вида (9) является
функцией того же вида. Пусть этот элемент — конъюнктор и все попарно различные
переменные, которые подаются на его входы, не соединённые с выходом элемента Ej, —
это переменные xik+1

, . . . , xil , где l > k и ik+1, . . . , il —попарно различные индексы (ес-
ли таких переменных нет, полагаем l = k). Тогда на выходе Ej+1 реализуется функция
fj&xik+1

& . . .&xil (в случае l = k полагаем xik+1
& . . .&xil ≡ 1). Справедливо тождество

fj&xik+1
& . . .&xil ≡ hj&xik+1

& . . .&xil , (10)

где hj — булева функция, получающаяся подстановкой в функцию fj вместо всех
переменных из множества {xik+1

, . . . , xil} константы 1 (в случае l = k полагаем
{xik+1

, . . . , xil} = ∅). Для доказательства тождества (10) достаточно рассмотреть слу-
чай, когда хотя бы одна из переменных xik+1

, . . . , xil равна 0, и противоположный
случай. Но функция hj&xik+1

& . . .&xil , как нетрудно видеть, представима в виде (9)
при указанных в начале этого абзаца условиях на индексы. Индуктивный переход
доказан.

Получаем, что на выходе элемента Er, т. е. на выходе всей схемы S, реализуется
функция f вида (9). Но тогда эта функция имеет один из видов (1)–(3) или равна
тождественной единице, что невозможно по предположению случая 4. Противоречие.

В итоге для любой булевой функции f , отличной от тождественной единицы и
непредставимой в видах (1)–(3), получаем равенство D(f) = 3.

3. Единичные проверяющие тесты при однотипных константных
неисправностях типа 0 на выходах элементов

Выделим ещё два возможных представления функции f(x̃n):

f(x̃n) = xσ1i1 & . . .&xσkik , (11)

f(x̃n) = (. . . ((︸ ︷︷ ︸
k−1

xσ1i1 &xσ2i2 )δ1&xσ3i3 )δ2& . . .&xσkik )δk−1 , (12)

где 1 6 k 6 n в представлении (11) и 2 6 k 6 n в представлении (12); i1, . . . , ik —
попарно различные индексы из множества {1, . . . , n} и σ1, . . . , σk, δ1, . . . , δk−1 ∈ {0, 1},
причём хотя бы одно из чисел δ1, . . . , δk−1 (в представлении (12)) равно 0.
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Теорема 2. Для любой булевой функции f(x̃n), отличной от констант, справед-
ливо равенство

D0(f) =


0, если функция f представима в виде (1),
1, если функция f представима в виде (11), но не в виде (1),
2, если функция f представима в виде (12),
3, если функция f непредставима в видах (1), (11), (12).

Если f ≡ 0 или f ≡ 1, то значение D0(f) не определено.
Следствие 2. Для любого n > 2 справедливо равенство D0(n) = 3.
Для доказательства следствия 2 достаточно заметить, что функция x1 ⊕ . . . ⊕ xn

при n > 2 непредставима в видах (1), (11), (12).
Доказательство теоремы 2. Вместо D0(f) для краткости будем писать D(f).

Можно считать, что в базисе B0 содержится функция x1&x2 (см. начало доказатель-
ства теоремы 1). Пусть f ≡ 0 или f ≡ 1. Рассуждая аналогично доказательству тео-
ремы 5 из [7], получаем, что неизбыточных схем, реализующих функцию f , не суще-
ствует и, следовательно, значение D(f) не определено. Далее будем считать, что f 6≡ 0
и f 6≡ 1. Рассмотрим четыре случая:

1. Функция f представима в виде (1). Тогда её можно реализовать схемой, не содер-
жащей функциональных элементов. У такой схемы нет ни одной функции неисправ-
ности, поэтому пустое множество для неё является ЕПТ, откуда следует равенство
D(f) = 0.

2. Функция f представима в виде (11), но не в виде (1). Выход любой схемы, реали-
зующей функцию f , не может совпадать ни с одним из её входов, поэтому он является
выходом некоторого функционального элемента. Тогда при неисправности этого эле-
мента схема реализует тождественный нуль, которую надо отличить от функции f
хотя бы на одном наборе, откуда следует, что D(f) > 1.

Докажем неравенство D(f) 6 1. Имеем f = xσ1i1 & . . .&xσkik , где 1 6 k 6 n; i1, . . . , ik —
попарно различные индексы и σ1, . . . , σk ∈ {0, 1}. Реализуем функцию f схемой S в ба-
зисе B0 в соответствии с последним равенством. В этой схеме содержатся k − 1 двух-
входовых конъюнкторов и столько инверторов, сколько чисел из σ1, . . . , σk равны 0.
Каждый множитель вида xij реализуем с использованием одного инвертора. Затем все
построенные инверторы и все входы xij соединим цепочкой из конъюнкторов. Очевид-
но, что полученная схема реализует функцию f , а единственной её функцией неис-
правности является тождественный нуль. Отсюда следует, что схема S неизбыточна
и множество, состоящее из любого одного набора, на котором функция f принимает
значение 1, является для этой схемы ЕПТ длины 1. Поэтому D(f) 6 1.

В итоге получаем равенство D(f) = 1. Случай 2 разобран.
3. Функция f представима в виде (12). Докажем сначала неравенство D(f) 6 2.

Без ограничения общности можно считать, что i1 = 1, . . . , ik = k, т. е. f(x̃n) =
= (. . . ((︸ ︷︷ ︸

k−1

xσ11 &xσ22 )δ1&xσ33 )δ2& . . .&xσkk )δk−1 . Реализуем функцию f схемой S в базисе B0

в соответствии с последним равенством. В этой схеме содержатся k − 1 двухвходовых
конъюнкторов и столько инверторов, сколько чисел из σ1, . . . , σk, δ1, . . . , δk−1 равны 0.
Для каждого i ∈ {1, . . . , k}, такого, что σi = 0, подадим входную переменную xi на
вход инвертора. Затем подадим функции xσ11 и xσ22 (каждая из которых берётся либо со
входа схемы, либо с выхода одного из инверторов) соответственно на левый и правый
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входы конъюнктора. Если δ1 = 0, то выход конъюнктора соединим со входом инверто-
ра. Далее, если k > 3, то выход последнего построенного элемента соединим с левым
входом конъюнктора, на правый вход которого подадим функцию xσ33 (взятую либо со
входа схемы, либо с выхода одного из инверторов). Если δ2 = 0, то выход конъюнктора
соединим со входом инвертора, и т. д.

Очевидно, что схема S реализует функцию f . Докажем, что она неизбыточ-
на и множество T = {π̃1, π̃2} является для неё ЕПТ, где π̃1 = (0, σ2, . . . , σk, 1̃

n−k),
π̃2 = (1, σ2, . . . , σk, 1̃

n−k). Заметим, что f(x1, σ2, . . . , σk, 1̃
n−k) = (. . . ((︸ ︷︷ ︸

k−1

xσ11 )δ1)δ2 . . . )δk−1 ,

поэтому верно соотношение (4): f(π̃1) 6= f(π̃2). Неисправность каждого инвертора в
схеме S, кроме выходного (если выходной элемент — инвертор), приводит к той же
функции неисправности схемы S, что и неисправность следующего за ним конъюнк-
тора. Поэтому достаточно рассмотреть неисправности конъюнкторов и, быть может,
выходного инвертора. Единственная цепь, связывающая вход x1 схемы S с её выходом,
проходит через каждый из этих элементов. Поэтому если какой-то из них неисправен,
то при подаче на входы схемы S вместо переменных x2, . . . , xn констант соответственно
σ2, . . . , σk, 1̃

n−k изменение значения переменной x1 с 0 на 1, т. е. переход от входного
набора π̃1 к входному набору π̃2, никак не отразится на значении, выдаваемом схе-
мой. Следовательно, получающаяся функция неисправности g схемы S удовлетворяет
условию g(π̃1) = g(π̃2). Отсюда и из (4) вытекает, что g 6≡ f , т. е. схема S неизбыточна,
и множество T является для неё ЕПТ, поэтому D(f) 6 2.

Докажем теперь, что D(f) > 2. Пусть S —произвольная неизбыточная схема, реа-
лизующая функцию f вида (12); T —произвольный ЕПТ для этой схемы. Надо дока-
зать, что |T | > 2. Рассмотрим два подслучая:

3.1. В схеме S найдётся хотя бы один инвертор I, вход которого соединён с выхо-
дом некоторого функционального элемента E. Пусть на выходе элемента E в схеме S
реализуется булева функция ϕ, тогда на выходе элемента I реализуется функция ϕ.
Чтобы обнаружить неисправность элемента E (I), в тесте T должен содержаться на-
бор σ̃1 (σ̃2), для которого ϕ(σ̃1) = 1 (соответственно ϕ(σ̃2) = 1). Из двух последних
равенств следует, что σ̃1 6= σ̃2, поэтому |T | > 2, что и требовалось доказать.

3.2. Вход любого инвертора схемы S соединён с одним из входов схемы. Рассуж-
дая аналогично первому абзацу из доказательства леммы 2 и учитывая соотношение
f 6≡ 0, получаем, что функция f представима в одном из видов (1), (11). Однако это
невозможно, так как она представима в виде (12). Противоречие.

В итоге для любой функции f вида (12) получаем равенство D(f) = 2. Случай 3
разобран.

4. Функция f отлична от булевых констант и непредставима в видах (1), (11) и (12).
Докажем сначала неравенство D(f) 6 3. Идеи доказательства сходны с идеями, ис-
пользованными при получении аналогичного неравенства в случае 4 из доказательства
теоремы 1. Представим функцию f полиномомЖегалкина (5), где c ∈ {0, 1}, аK1 — са-
мая короткая конъюнкция в этом полиноме. Пусть Ki = xj1(i)& . . .&xjti (i), i = 1, . . . ,m.
Без ограничения общности K1 = x1& . . .&xk. Отметим, что k < n, так как в противном
случае функция f равна x1& . . .&xn ⊕ c = (x1& . . .&xn)c, т. е. имеет вид (11) или (12).
По аналогичной причине m > 2.

Так как K1 — самая короткая конъюнкция в полиноме Жегалкина для функции f ,
в каждую конъюнкцию Ki, i = 2, . . . ,m, входит хотя бы одна переменная, отличная от
переменных x1, . . . , xk. Без ограничения общности это переменная xj1(i).
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Заменим в представлении (5) все операции ⊕ на операции ⊕′. Эта замена приведёт
к прибавлению к правой части представления (5) некоторого числа единиц (по одному
на каждую операцию ⊕). Сложив все эти единицы, а также константу c по модулю 2,
получим некоторую булеву константу c′, такую, что

f = K1 ⊕′ . . .⊕′ Km ⊕ c′. (13)

Пусть S⊕′ — схема в базисе B0 с двумя входами и одним выходом (рис. 3). Нетрудно
проверить, что на выходе схемы реализуется функция x⊕′ y, её всевозможными функ-
циями неисправности являются функции 0, 1, xy, x y (и, следовательно, схема S⊕′ неиз-
быточна), а в качестве ЕПТ для неё можно взять множество T⊕′ = {(0, 0), (1, 0), (1, 1)}
(действительно, единственной булевой функцией от двух переменных, которую нельзя
отличить от функции x⊕′ y на наборах из множества T⊕′ , кроме неё самой, является
функция x ∨ y, но она не входит в число функций неисправности схемы S⊕′).

&

&

&

x y

Рис. 3. Схема S⊕′

Реализуем функцию f(x̃n) схемой S в базисе B0 в соответствии с представлени-
ем (13) (рис. 4). Каждую конъюнкцию Ki, i = 1, . . . ,m, реализуем цепочкой Zi из
конъюнкторов, причём если i > 2 и ранг конъюнкции Ki не менее 2, то на левый вход
верхнего элемента цепочки подадим переменную xj1(i), а если ранг конъюнкции Ki ра-
вен 1, то в цепочке Zi не содержится элементов, а её выход совпадает со входом xj1(i)

схемы S. Затем выходы всех построенных цепочек Z1, . . . , Zm соединим со входами
цепочки Z⊕′ , состоящей из блоков S⊕′ и (в случае c′ = 1) инвертора, вход которого
соединён с выходом нижнего из этих блоков, причём левый верхний вход этой цепоч-
ки соединим с выходом цепочки Z1. Выход нижнего элемента цепочки Z⊕′ объявим
выходом схемы S.

Легко видеть, что схема S реализует функцию f(x̃n). Докажем, что она неизбыточ-
на и множество T = {σ̃1, σ̃2, σ̃3} является для неё ЕПТ, где σ̃1 = (0̃n), σ̃2 = (1̃k, 0̃n−k),
σ̃3 = (1̃n). В случае исправности всех элементов схемы S на наборе σ̃3 на выходах всех
конъюнкторов, содержащихся в цепочках Z1, . . . , Zm, будут единицы. Если неисправен
некоторый конъюнктор в цепочке Zi, i ∈ {1, . . . ,m}, то на наборе σ̃3 на выходе этого
конъюнктора и всех следующих за ним конъюнкторов в указанной цепочке, а значит, и
на выходе цепочки Zi, будут нули, а на выходах всех остальных конъюнкторов из этих
цепочек по-прежнему будут единицы. Поскольку выход цепочки Zi соединяется ровно
с одним входом цепочки Z⊕′ , реализующей линейную функцию, значение на выходе
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Рис. 4. Схема S

данной цепочки, т. е. на выходе всей схемы S, изменится, поэтому рассматриваемая
неисправность будет обнаружена на наборе σ̃3.

Далее, в случае исправности всех элементов схемы S на наборах σ̃1, σ̃2, σ̃3 на выходе
цепочки Z1 возникают значения соответственно 0, 1, 1, а на выходе каждой из цепочек
Z2, . . . , Zm — соответственно 0, 0, 1 (здесь используется то свойство, что каждая из пе-
ременных xj1(2), . . . , xj1(m) отлична от переменных x1, . . . , xk). В таком случае на входы
верхнего блока S⊕′ цепочки Z⊕′ подаются наборы (0, 0), (1, 0), (1, 1), а на его выходе
реализуются значения 0 ⊕′ 0, 1 ⊕′ 0, 1 ⊕′ 1, т. е. 1, 0, 1. Тогда на входы второго сверху
блока S⊕′ цепочки Z⊕′ (если он существует) подаются наборы (1, 0), (0, 0), (1, 1), а на
его выходе реализуются значения 1⊕′0, 0⊕′0, 1⊕′1, т. е. 0, 1, 1. Далее, на входы третьего
сверху блока S⊕′ цепочки Z⊕′ (если он существует) подаются наборы (0, 0), (1, 0), (1, 1),
а на его выходе реализуются значения 0⊕′ 0, 1⊕′ 0, 1⊕′ 1, т. е. 1, 0, 1, и т. д. Таким обра-
зом, на входах каждого блока S⊕′ цепочки Z⊕′ при подаче на входы схемы S наборов
σ̃1, σ̃2, σ̃3 возникают все наборы из множества T⊕′ . Так как это множество является
ЕПТ для неизбыточной схемы S⊕′ , то при неисправности любого элемента в любом
блоке S⊕′ цепочки Z⊕′ хотя бы на одном из наборов σ̃1, σ̃2, σ̃3 значение на выходе этого
блока изменится. Поскольку выход блока либо совпадает с выходом схемы S, либо со-
единяется ровно с одним входом некоторой нижней части цепочки Z⊕′ , реализующей
линейную функцию, значение на выходе схемы S изменится, поэтому рассматриваемая
неисправность будет обнаружена на одном из наборов σ̃1, σ̃2, σ̃3.

Наконец, если неисправен выходной инвертор цепочки Z⊕′ (в случае c′ = 1), то
функция неисправности схемы S равна тождественному нулю, которую можно отли-
чить от функции f на одном из наборов σ̃1, σ̃2 (поскольку f(σ̃1) = c, f(σ̃2) = c— это
следует из представления (5)).

В итоге получаем, что любую функцию неисправности схемы S можно отличить
от функции f(x̃n) хотя бы на одном наборе из множества T . Это означает, что схема S
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неизбыточна и множество T является для неё ЕПТ. Его длина равна 3, откуда следует
неравенство D(f) 6 3.

Докажем теперь, что D(f) > 3. Пусть S —произвольная неизбыточная схема, ре-
ализующая функцию f , отличную от констант и непредставимую в видах (1), (11)
и (12); T —произвольный ЕПТ для этой схемы. Надо доказать, что |T | > 3.

Пусть E —произвольный конъюнктор, содержащийся в схеме S. Через A1(E) будем
обозначать множество всех таких конъюнкторов схемы S, каждый из которых явля-
ется верхним элементом хотя бы одной цепочки из конъюнкторов, у которой нижний
элемент —E. Очевидно, что E ∈ A1(E). Через A2(E) обозначим множество всех таких
элементов схемы S, не принадлежащих множеству A1(E), выход каждого из кото-
рых соединён хотя бы с одним входом хотя бы одного элемента из множества A1(E).
Легко видеть, что все элементы в множестве A2(E) (если такие есть) — инверторы.
Через A3(E) обозначим множество всех таких элементов схемы S, выход каждого из
которых соединён со входом хотя бы одного инвертора из множества A2(E). Рассмот-
рим два подслучая:

4.1. В схеме S найдётся разделяющий конъюнктор E, для которого |A3(E)| > 2.
Среди всех элементов из множества A3(E) выберем произвольный «нижний» эле-
мент E1, ниже которого в схеме S не существует элемента из этого множества, и любой
другой элемент E2. Пусть I1 (I2) — произвольный инвертор из множества A2(E), вход
которого соединён с выходом элемента E1 (соответственно E2); E ′1 (E ′2) — произволь-
ный конъюнктор из множества A1(E), хотя бы один вход которого соединён с выходом
элемента I1 (соответственно I2; элементы E ′1 и E ′2 могут совпадать). Пусть в случае
исправности всех элементов схемы S на выходе элемента E1 (E2) реализуется булева
функция ϕ1 (соответственно ϕ2). Тогда на выходе элемента I1 (I2) реализуется функ-
ция ϕ1 (соответственно ϕ2), на выходе элемента E ′1 (E ′2) —функция, меньшая либо рав-
ная ϕ1 (соответственно ϕ2), а на выходе элемента E —функция, меньшая либо равная
как ϕ1, так и ϕ2, т. е. функция вида ϕ1&ϕ2&ϕ3, где ϕ3 —некоторая булева функция.

По лемме 1 схема S ′, получающаяся из схемы S удалением всех элементов, распо-
ложенных в ней не выше элемента E, кроме него самого, и переносом выхода схемы
на выход элемента E, неизбыточна и T —ЕПТ для схемы S ′. На выходе элемента E,
т. е. на выходе схемы S ′, как показано ранее, реализуется функция f ′ = ϕ1&ϕ2&ϕ3.
При неисправности элемента E на выходе схемы S ′ возникнет функция неисправности
g1 ≡ 0. При неисправности элемента E1 в силу его выбора на выходе элемента E2 в схе-
ме S (а значит, и в схеме S ′) по-прежнему будет реализована функция ϕ2, а на выходе
элемента I2 —функция ϕ2. Тогда на выходе элемента E ′2 и, как следствие, элемента E
будет реализована функция, меньшая либо равная ϕ2. Поэтому получающаяся функ-
ция неисправности g2 схемы S ′ представима в виде ϕ2&ϕ′3, где ϕ′3 —некоторая булева
функция.

Так как схема S ′ неизбыточна, то каждая из функций g1, g2 отлична от функции f ′.
Чтобы отличить функцию f ′ от функции g1, в множестве T должен содержаться хотя
бы один набор σ̃1, для которого f ′(σ̃1) = 1, т. е. ϕ1(σ̃1) = ϕ2(σ̃1) = 0, ϕ3(σ̃1) = 1. Чтобы
отличить функцию f ′ от функции g2, в множестве T должен содержаться хотя бы один
набор σ̃2, для которого ϕ2(σ̃2) = 0 (это следует из выражений для функций f ′, g2) и
ϕ1(σ̃2) = 1 (чтобы можно было обнаружить появление на выходе элемента E1 вместо
функции ϕ1 константы 0). Из равенств ϕ1(σ̃1) = 0, ϕ1(σ̃2) = 1 следует, что σ̃1 6= σ̃2, а
из равенств ϕ2(σ̃1) = ϕ2(σ̃2) = 0 —что неисправность элемента E2, на выходе которого
в случае исправности всех элементов схемы S ′ реализуется функция ϕ2, нельзя обна-
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ружить на наборах σ̃1, σ̃2. Поэтому в тесте T должен содержаться ещё какой-то набор,
отличный от указанных двух. Таким образом, |T | > 3, что и требовалось доказать.

4.2. Для любого разделяющего конъюнктора E в схеме S выполняется неравен-
ство |A3(E)| 6 1. Так как функция f непредставима в видах (1), (11), то в схеме S
содержится хотя бы один конъюнктор. «Нижний» конъюнктор схемы S, очевидно, яв-
ляется разделяющим (ниже него в схеме S может располагаться только цепочка из
инверторов). Обозначим этот конъюнктор через E1. Если |A3(E1)| = 0, то вход каж-
дого инвертора, расположенного в схеме S выше элемента E1, соединён с одним из
входов этой схемы. Тогда, рассуждая аналогично первому абзацу из доказательства
леммы 2, получаем, что на выходе элемента E1 и, как следствие, на выходе схемы S
реализуется функция одного из видов (1), (11), (12) или булева константа, что невоз-
можно. Поэтому |A3(E1)| = 1. Пусть E ′2 — единственный элемент из множества A3(E1);
I1 —произвольный инвертор из множества A2(E1), вход которого соединён с выходом
элемента E ′2. Входы всех остальных инверторов из множества A2(E1) соединены либо
с выходом элемента E ′2, либо со входами схемы. Входы всех «верхних» конъюнкторов
из множества A1(E1), очевидно, соединены либо с выходами инверторов из множе-
ства A2(E1), либо со входами схемы.

Пусть в случае исправности всех элементов схемы S на выходе элемента E ′2 реа-
лизуется булева функция ϕ1. Тогда на выходе элемента I1 реализуется функция ϕ1.
Заметим, что E ′2 /∈ A1(E1)∪A2(E1), так как в противном случае на выходе элемента E1

реализовывалась бы функция ϕ1&ϕ1& . . . ≡ 0, что невозможно. В таком случае легко
видеть, что функция f , реализуемая на выходе всей схемы, имеет вид (ϕ1&K1)δ1 , где
δ1 ∈ {0, 1}, а K1 —либо тождественная единица, либо выражение вида xσ1i1 & . . .&xσkik ,
в котором k > 1; i1, . . . , ik —попарно различные индексы из множества {1, . . . , n} и
σ1, . . . , σk ∈ {0, 1}).

Справедливо тождество ϕ1&K1 = h1&K1, где h1 — булева функция, получающая-
ся подстановкой в функцию ϕ1 вместо тех переменных, которые входят в конъюнк-
цию K1, булевых констант, обращающих эту конъюнкцию в единицу (доказательство
аналогично доказательству тождества (10); в случае K1 ≡ 1 полагаем, что таких пере-
менных нет). Тогда f = (h1&K1)δ1 . Функция ϕ1 не может иметь вид (1), (11), (12) или
равняться константе, так как в противном случае такой же вид имела бы функция
h1&K1, а значит, и функция f = (h1&K1)δ1 , что невозможно.

Легко видеть, что элемент E ′2 в схеме S является разделяющим. Действительно,
любая цепочка, соединяющая любой элемент, расположенный в схеме S выше элемен-
та E ′2, с выходным элементом, обязана проходить через E ′2, так как у всех остальных
элементов из множества A1(E1)∪A2(E1)∪A3(E1) все входы уже «заняты» либо выхо-
дами элементов из этого же множества, либо входами схемы (рис. 5).

Далее, если элемент E ′2 —конъюнктор, то положим E2 = E ′2; если E ′2 —инвертор,
то пусть E2 —«нижний» конъюнктор, расположенный в схеме S выше элемента E ′2
(если такого конъюнктора нет, то выше элемента E ′2 располагается цепочка из инвер-
торов, поэтому функция ϕ1, реализуемая на выходе элемента E ′2, имеет вид xσi , где
i ∈ {1, . . . , n}, σ ∈ {0, 1}, т. е. вид (1) или (11), что невозможно); во втором случае
очевидно, что от элемента E2 к элементу E ′2 ведёт цепочка из инверторов. В любом
случае получаем, что на выходе конъюнктора E2 реализуется булева функция ϕδ21 , где
δ2 ∈ {0, 1}.

Из того, что элемент E ′2 разделяющий, а между элементами E2 и E ′2 в схеме S
может располагаться только цепочка из инверторов, вход каждого из которых уже
«занят» выходом предыдущего элемента в этой цепочке или выходом элемента E2, лег-
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Рис. 5. Нижняя часть схемы S

ко следует, что E2 —разделяющий конъюнктор. По предположению случая 4.2 имеем
|A3(E2)| 6 1. Далее отдельно разбираем случаи |A3(E2)| = 0 и |A3(E2)| = 1 по анало-
гии с разбором случаев |A3(E1)| = 0 и |A3(E1)| = 1 (с использованием того факта, что
функция ϕδ21 отлична от констант и непредставима в видах (1), (11), (12)). Получаем,
что в схеме S выше элемента E2 должен существовать некоторый разделяющий конъ-
юнктор E3, на выходе которого реализуется функция, отличная от булевых констант
и непредставимая в видах (1), (11), (12), и т. д. Поскольку число элементов в схеме S
конечно, придём к противоречию. Поэтому случай 4.2 невозможен.

В итоге для любой булевой функции f , отличной от констант и непредставимой в
видах (1), (11), (12), получаем равенство D(f) = 3.

Используя теоремы 1, 2, следствия 1, 2 и принцип двойственности (см., напри-
мер, [19, с. 24]), а именно рассматривая схемы, получающиеся заменой всех элемен-
тов в схемах из доказательства теорем 1, 2 на двойственные, нетрудно получить
двойственные им результаты для базиса B∗0 , являющегося произвольным функцио-
нально полным подмножеством множества B̂∗0 = {x1, x1 ∨ . . . ∨ xm : m > 2} (на-
пример, для базиса {x1, x1 ∨ x2}). В частности, при n > 2 справедливы равенства
D
B∗0 ; 0
s,detect(n) = D

B∗0 ; 1
s,detect(n) = 3.
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In 1976, J. Hayes proposed a graph theoretic model for the study of system fault tole-
rance by considering faults of nodes. In 1993, the model was expanded to the case of
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Введение
Для изучения отказов элементов технической системы предложено понятие вер-

шинной отказоустойчивой реализации (вершинного расширения) [1, 2], а для изучения
отказов связей между элементами— понятие рёберной отказоустойчивой реализации
(рёберного расширения) [3]. В [4] доказано, что задача проверки вершинного или рё-
берного расширения графа является NP-полной. В общем виде задачу описания вер-
шинных расширений произвольного графа решить не удаётся. Основное направление
работ в этой области продолжает следовать подходу [1 – 3], при котором описывается
частное решение для графов определённого вида: цепей, циклов, деревьев. Основное
внимание уделяется неориентированным графам.

В некоторых работах получены результаты для частных случаев ориентированных
графов: функциональных графов [5] и контуров [6]. В данной работе исследуются ори-
ентации цепей. Под цепью понимается дерево, степени вершин которого не больше 2.
Две вершины степени 1 называются концами цепи. Под ориентацией цепи понимается
орграф, получающийся из цепи заданием ориентации каждого ребра. n-Вершинную
цепь будем обозначать Pn, а ориентацию цепи—

−→
P n. Очевидно, что цепь и её ориента-

ция содержат n− 1 рёбер и дуг соответственно. Среди важных частных случаев ори-
ентаций цепи выделим гамильтонову цепь (все рёбра ориентируются в одну сторону)
и цепь, состоящую из чередующихся источников и стоков (все рёбра ориентируются
поочередно в разные стороны).

Через d+(v) и d−(v) будем обозначать степени (полустепени) исхода и захода верши-
ны v соответственно. Для вершины v будем указывать пару степеней исхода и захода
в порядке (d+(v), d−(v)). Степенью вершины в орграфе называется число дуг, имею-
щих эту вершину своим началом или концом: d(v) = d+(v) + d−(v). Если в ориентации
цепи концы имеют одинаковые полустепени исхода и захода, то будем говорить о цепи
с концами одинакового типа, в противном случае — о цепи с концами разного типа.
Будем использовать основные понятия теории графов, опираясь преимущественно на
работу [7].

Дадим далее основные определения по работе [8].
Граф G∗ = (V ∗, α∗) называется минимальным вершинным k-расширением (МВ-

kР, k—натуральное) n-вершинного графа G = (V, α), если выполняются следующие
условия:

1) граф G∗ является вершинным k-расширением графа G, то есть граф G вкла-
дывается в каждый подграф графа G∗, получающийся удалением любых его
k вершин;

2) граф G∗ содержит n+ k вершин, то есть |V ∗| = |V |+ k;
3) α∗ имеет минимальную мощность при выполнении условий 1 и 2.
Через ec(G) обозначается количество дополнительных рёбер минимального вер-

шинного расширения по сравнению с числом рёбер графа G.
Некоторые результаты могут быть полезны при переходе от неориентированных

графов к ориентированным.
Лемма 1 [9]. Пусть

−→
G ∗ —минимальное вершинное k-расширение орграфа

−→
G . То-

гда симметризация
−→
G ∗ является вершинным k-расширением симметризации

−→
G .

Напомним, что симметризацией орграфа
−→
G = (V, α) называется граф

G = (V, (α ∪ α−1)\∆),

то есть симметризация орграфа получается заменой дуг рёбрами и удалением петель.
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Одним из наиболее простых результатов для неориентированных графов является
утверждение о том, что минимальным вершинным 1-расширением цепи Pn является
цикл Cn+1, который имеет два дополнительных ребра [1]. Однако перенос этой за-
дачи на случай ориентированных графов, за исключением случая, когда все рёбра
ориентируются в одну сторону, оказывается нетривиальной задачей (рис. 1). В дан-
ной работе исследуются оценки числа дополнительных дуг минимального вершинного
1-расширения ориентации цепи. В [10] доказан следующий результат.

Рис. 1. Гамильтонова ориентация цепи и её МВ-1Р

Теорема 1 [10]. Среди всех ориентаций произвольной цепи Pn только гамильто-
нова ориентация имеет МВ-1Р с двумя дополнительными дугами.

В [11] результат удалось улучшить.
Теорема 2 [11]. Не существует ориентаций цепей с числом вершин больше четы-

рёх, таких, что МВ-1Р имеет три дополнительных дуги.

1. Основные результаты
Заметим достаточно очевидный факт, который можно использовать для получения

верхней оценки числа дополнительных дуг.
Теорема 3. Неориентированный цикл Cn+1 при n > 1 является вершинным

1-расширением для любой ориентации цепи Pn.
Из теоремы получается оценка

ec(Pn) 6 n+ 3.

Лемма 2. Если у ориентации цепи
−→
P n концы имеют одинаковый тип, то в её

МВ-1Р не может быть двух смежных вершин степени 2.
Доказательство. Заметим, что ориентация цепи из условия теоремы не может

быть гамильтоновой, так как у гамильтоновой ориентации цепи концы имеют разный
тип.

Предположим, что утверждение теоремы неверно. Пусть в МВ-1Р ориентации це-
пи
−→
P n есть две смежные вершины u1 и u2 степени 2. Не теряя общности, ориентируем

ребро между u1 и u2 таким образом, чтобы получилась дуга из u1 в u2 (рис. 2).

Рис. 2. Ориентация ребра между двумя смежными вершинами степени 2

Если удалим вершину u0, то u1 будет иметь полустепени (1,0). Если удалим вер-
шину u3, то u2 будет иметь полустепени (0,1). Получили противоречие, так как по
условию концы ориентации цепи должны иметь одинаковый тип.

Лемма 3. Если у негамильтоновой ориентации цепи
−→
P n концы имеют разный

тип, то в её МВ-1Р не может быть вершины степени 2, смежной с двумя вершинами
степени 2.



92 М. Б. Абросимов, О. В. Моденова

Доказательство. От противного. Пусть в МВ-1Р ориентации цепи
−→
P n есть вер-

шина u2, смежная с вершинами u1 и u3, причём d(u1) = d(u2) = d(u3) = 2. Рассмотрим
различные способы ориентации рёбер между этими вершинами.

1. Пусть дуга из u1 идёт в u2, из u2 — в u3 (рис. 3).

Рис. 3. Случай 1

а) Удалим вершину u0. Тогда в цепи будет участок, состоящий из двух дуг, направ-
ленных в одну сторону (рис. 4), причём он начинается с вершины, имеющей полусте-
пени (1,0).

б) Удалим вершину u1. Тогда вершина u2 имеет полустепени (1,0). По п. а получа-
ется, что дуга из u3 должна идти в u4 (рис. 5).

Рис. 4. Случай 1, а Рис. 5. Случай 1, б

Продолжая эти рассуждения, получаем, что все дуги ориентированы в одну сто-
рону, то есть ориентация цепи является гамильтоновой, что противоречит условию
теоремы.

2. Пусть в ориентации дуги из u1 и u3 идут в u2 (рис. 6).

Рис. 6. Случай 2

а) Удалим вершину u2. По условию концы цепи должны иметь разный тип. Тогда
есть либо дуги (u0, u1) и (u3, u4) (рис. 7), либо дуги (u1, u0) и (u4, u3) (рис. 8).

Рис. 7. Случай 2, а: дуги (u0, u1) и (u3, u4) Рис. 8. Случай 2, а: дуги (u1, u0) и (u4, u3)

б) Пусть есть дуги (u0, u1) и (u3, u4). Если удалить u1, то u2 —конечная вершина
ориентации цепи, т. е. после вершины со степенью (0,1) должна идти вершина степе-
ни (2,0) (рис. 9).
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в) Если удалить вершину u3, то получим противоречие с п. б — после конца ориен-
тации цепи u2 степени (0,1) идёт вершина степени (1,1) (рис. 10).

Рис. 9. Случай 2, б Рис. 10. Случай 2, в

Для второго случая (дуги (u1, u0) и (u4, u3)) доказательство аналогичное.
Для двух других способов ориентации рёбер между вершинами u1, u2 и u3 доказа-

тельство проводится аналогично.

Теорема 4. Число дополнительных дуг МВ-1Р негамильтоновой ориентации це-
пи
−→
P n, имеющей концы разного типа, удовлетворяет неравенствам⌈

n+ 1

6

⌉
+ 2 6 ec(Pn) 6 n+ 3.

Доказательство. Докажем нижнюю оценку.
Учитывая лемму 3, получаем, что в МВ-1Р ориентации цепи

−→
P n из условия тео-

ремы вершина степени 2 не может быть смежна с двумя вершинами степени 2. Таким
образом, чтобы построить МВ-1Р негамильтоновой ориентации цепи

−→
P n, требуется:

1. Две дуги, которые соединят добавленную вершину с концами цепи.
2. На каждые три вершины должно приходиться минимум по одной дуге.
Вершин в МВ-1Р n+1. Отсюда получается нижняя оценка. Верхняя оценка следует

из теоремы 3.

Теорема 5. Число дополнительных дуг МВ-1Р ориентации цепи
−→
P n, имеющей

концы одинакового типа, удовлетворяет неравенствам⌈
n+ 1

4

⌉
+ 2 6 ec(Pn) 6 n+ 3.

Доказательство. Докажем нижнюю оценку.
Учитывая лемму 2, получаем, что в МВ-1Р ориентации цепи из условия теоремы не

может быть двух смежных вершин степени 2. Таким образом, чтобы построить МВ-1Р
негамильтоновой ориентации цепи

−→
P n, требуется:

1. Две дуги, которые соединят добавленную вершину с концами цепи.
2. На каждые две вершины должно приходиться минимум по одной дуге.
Вершин в МВ-1Р n+1. Отсюда получается нижняя оценка. Верхняя оценка следует

из теоремы 3.
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Генерический подход к алгоритмическим проблемам предложен А. Мясниковым,
И. Каповичем, П. Шуппом и В. Шпильрайном в 2003 г. В рамках этого подхода
рассматривается поведение алгоритмов на множествах почти всех входов. В дан-
ной работе изучается генерическая сложность классической проблемы извлечения
корня в группах вычетов Z/(m), где m = pq—произведение двух простых чисел.
Доказывается, что её естественная подпроблема генерически трудноразрешима
(то есть трудна для почти всех входов) при условии, что проблема извлечения
корня трудноразрешима в классическом смысле.
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Every algorithmic problem used in modern cryptography must satisfy important con-
ditions. First of all, the problem should be easily decidable for legal users and hard
for cryptanalysis. In addition, there should be an effective algorithm for generation
of hard inputs. In practically used cryptosystems with open key, such inputs are ran-
domly generated on a sufficiently large set of inputs. A problem may be hard only for
a small part of the inputs (for example, only for polynomial number of words among
exponential number of all binary words). So, the problem is easy for almost all in-
puts. This observation leads to the concept of generic complexity and computability.
In the framework of this approach, the algorithmic problem is considered on some
subset of “almost all” inputs. Such inputs form the so-called generic set. The concept
of “almost all” can be formalized by the introduction of a natural measure on the
set of inputs. The problem can be hard (moreover, algorithmically undecidable) on
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the whole set of inputs, but decidable (moreover, effectively decidable) for the “al-
most all” inputs. But cryptographic problems must remain hard in the generic case.
In this paper, we study the generic complexity of the classical algorithmic problem of
cryptography — the problem of extracting a root in the residue groups Z/(m), where
m = pq is the product of two different prime numbers. It is still unknown whether
there exists a polynomial algorithm, deciding this problem for all inputs. Moreover,
the famous cryptosystem RSA is based on the assumption of its hardness. We prove
that this problem is generically undecidable in polynomial time, provided there is
no polynomial probabilistic algorithm for its solution in the worst case. There is a
plausible hypothesis (P = BPP) that any polynomial probabilistic algorithm can be
efficiently derandomized, i.e. that a polynomial deterministic algorithm can be build
to solve the same problem.

Keywords: generic complexity, problem of finding roots in groups of residues, prob-
abilistic algorithm.

Введение
Алгоритмические проблемы, используемые в криптографии с открытым ключом,

обладают рядом жёстких свойств. Прежде всего это свойства, связанные с вычисли-
тельной сложностью (проблема должна быть легкоразрешимой для легальных пользо-
вателей и трудноразрешимой для криптоанализа). Кроме того, важное значение имеет
задача легкой генерации входов, на которых проблема является вычислительно слож-
ной. В практически используемых криптосистемах с открытым ключом такие входы
генерируются случайным образом на достаточно большом множестве входов пробле-
мы. Если рассматриваемая проблема окажется труднорешаемой лишь для небольшой
части входов (например, только для O(n3) слов среди всех 2n бинарных слов), то почти
на каждом сгенерированном входе проблема будет легко решаться. Это наблюдение
привело к понятию генерической сложности и вычислимости [1]. В рамках этого под-
хода алгоритмическая проблема рассматривается не на всём множестве входов, а на
некотором подмножестве «почти всех» входов. Такие входы образуют так называемое
генерическое множество. Понятие «почти все» формализуется введением естественной
меры на множестве входных данных. Проблема может быть труднорешаемой (более
того, алгоритмически неразрешимой) на всём множестве входов, но разрешимой (бо-
лее того, легкоразрешимой) на «почти всём» множестве входных данных. В [1, 2] до-
казано, что таким поведением обладают многие алгоритмические проблемы алгебры,
а в [3] построено генерическое множество, на котором разрешима классическая про-
блема остановки для машин Тьюринга с лентой, бесконечной в одном направлении.
Для многих классических NP-полных проблем существуют полиномиальные генери-
ческие алгоритмы [4].

С точки зрения современной криптографии интересны такие алгоритмические про-
блемы, которые, являясь (гипотетически) трудными в классическом смысле, остаются
трудными и в генерическом смысле, т. е. для почти всех входов. Это объясняется тем,
что при случайной генерации ключей в криптографическом алгоритме происходит
генерация входа некоторой трудной алгоритмической проблемы, лежащей в основе
алгоритма. Если проблема будет генерически легкоразрешимой, то для почти всех та-
ких входов её можно будет быстро решить и ключи почти всегда будут нестойкими.
В [5, 6] проведён генерический анализ двух классических алгоритмических проблем
криптографии: проблемы распознавания квадратичных вычетов и проблемы дискрет-
ного логарифма.
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В данной работе изучается генерическая сложность ещё одной классической алго-
ритмической проблемы криптографии— извлечения корня в группах вычетов Z/(m),
где m = pq—произведение двух различных простых чисел. До сих пор не известно
полиномиальных алгоритмов её решения. Более того, на предположении об её труд-
норазрешимости основана знаменитая криптосистема RSA с открытым ключом [7, 8].
В данной работе доказывается, что эта проблема генерически неразрешима за полино-
миальное время при условии отсутствия полиномиального вероятностного алгоритма
для её решения в худшем случае. Существует правдоподобная гипотеза о том, что
любой полиномиальный вероятностный алгоритм можно эффективно дерандомизи-
ровать, т. е. построить полиномиальный детерминированный алгоритм, решающий ту
же задачу. Хотя это пока не доказано, имеются серьёзные результаты в пользу этой
гипотезы [9]. В работе использованы методы, развитые в [5, 6, 10].

1. Генерические алгоритмы
Пусть I есть множество всех входов некоторой алгоритмической проблемы и In —

множество всех входов размера n. Для подмножества S ⊆ I определим последователь-
ность

ρn(S) =
|S ∩ In|
|In|

, n = 1, 2, 3, . . .

Заметим, что ρn(S) — это вероятность попасть в S при случайной и равновероятной
генерации входов из In. Асимптотической плотностью S назовём предел (если он
существует)

ρ(S) = lim
n→∞

ρn(S).

Множество S называется генерическим, если ρ(S) = 1, и пренебрежимым, если
ρ(S) = 0. Очевидно, что S генерическое тогда и только тогда, когда его дополнение
I \ S пренебрежимо.

Алгоритм A с множеством входов I и множеством выходов J ∪ {?} (? /∈ J) назы-
вается генерическим, если

1) A останавливается на всех входах из I;
2) множество {x ∈ I : A(x) =?} пренебрежимо.
Генерический алгоритм A вычисляет функцию f : I → J , если для всех x ∈ I

A(x) = y ∈ J ⇒ f(x) = y. Ситуация A(x) =? означает, что A не может вычислить
функцию f на аргументе x, но условие 2 гарантирует, что A корректно вычисляет f
на почти всех входах (входах из генерического множества).

2. Проблема извлечения корня в группах вычетов
Пусть Z/(m) —мультипликативная группа вычетов по модулю m ∈ N. Напомним,

что проблема извлечения корня в группах вычетов состоит в вычислении функции
root : I → N, где I — это множество троек (a, e,m), таких, чтоm = pq (p, q—различные
простые числа), e < m, (ϕ(m), e) = 1 и a ∈ Z/(m). Сама функция root определяется
следующим образом:

root(a, e,m) = x⇔ xe = a ∈ Z/(m).

Под размером входа понимается число разрядов в двоичной записи числа m. Заметим,
что при условии (ϕ(m), e) = 1 для любого a ∈ Z/(m) существует единственный корень
степени e [11]. Этим корнем является элемент ad, где d = e−1 mod ϕ(m). В настоя-
щее время неизвестно полиномиальных алгоритмов (даже вероятностных), решающих



98 А. Н. Рыбалов

проблему извлечения корня в группах вычетов. На этом факте, в частности, основана
криптостойкость известной криптосистемы RSA [7, 8].

Для изучения генерической сложности этой проблемы необходимо провести стра-
тификацию на множестве входов. Рассмотрим любую бесконечную последователь-
ность пар натуральных чисел µ = {(e1,m1), (e2,m2), . . .}, удовлетворяющую следу-
ющим условиям:

1) 2n < mn < 2n+1 для любого n;
2) mn —произведение двух различных простых чисел для любого n > 1;
3) en < mn и (ϕ(mn), en) = 1 для любого n.
Будем называть такую последовательность экспоненциальной. Из знаменитого по-

стулата Бертрана, доказанного П.Л. Чебышевым, следует, что экспоненциальные по-
следовательности существуют.

Теперь определим функцию rootµ как ограничение функции root на следующее
множество входных данных:

I = {(a, e,m) : (e,m) ∈ µ, a ∈ Z/(m)}.

Под размером входа (a, e,m) понимается количество бит в двоичной записи числа m.
Заметим, что множество In входов функции rootµ размера n состоит из всех пар
(a, e,m), где (e,m) — единственная пара из µ, удовлетворяющая условию 2n < m <
< 2n+1; a—любой элемент из Z/(m). Таким образом, проблема вычисления функции
rootµ является подпроблемой проблемы вычисления функции root. Следующая лемма
доказывает, что среди функций rootµ существуют функции, такие же сложные, как и
оригинальная функция root.

Лемма 1. Если не существует полиномиального вероятностного алгоритма для
вычисления функции root, то найдется такая экспоненциальная последовательность µ,
что и для вычисления rootµ нет полиномиального вероятностного алгоритма.

Доказательство. Пусть P1, P2, . . .— все полиномиальные вероятностные алго-
ритмы. Из предположения о том, что не существует полиномиального вероятностно-
го алгоритма для вычисления root, следует, что для любого алгоритма Pn существу-
ет бесконечно много групп Z/(m), в которых он не может вычислить функцию root
для некоторых степеней e. Из этого следует, что можно выбрать последовательность
µ′ = {(e1,m1), (e2,m2), . . .} так, чтобы алгоритм Pn не вычислял root в группе Z/(mn)
со степенью en и для любого n выполнялось бы mn+1 > 2mn. Последовательность µ′
можно расширить до экспоненциальной последовательности µ, добавив где нужно но-
вые члены. Заметим теперь, что rootµ и есть та функция, для вычисления которой не
существует полиномиального алгоритма.

3. Основной результат
Следующая теорема говорит о том, что проблема извлечения корня в группах вы-

четов остается вычислительно трудной и в генерическом случае при условии её труд-
норазрешимости в худшем случае.

Теорема 1. Пусть µ—любая экспоненциальная последовательность. Если суще-
ствует полиномиальный генерический алгоритм, вычисляющий функцию rootµ, то
существует полиномиальный вероятностный алгоритм, вычисляющий rootµ для всех
входов.

Доказательство. Пусть существует полиномиальный генерический алгоритмA,
вычисляющий функцию rootµ. Построим вероятностный полиномиальный алгоритм B,
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вычисляющий rootµ на всём множестве входов. Алгоритм B на входе (a, e,m) работает
следующим образом:

1) Сгенерировать случайно и равномерно натуральное b < m.
2) Если (b,m) = 1, то положить a′ = abe, затем:

а) запустить алгоритм A на (a′, e,m);
б) если A(a′, e,m) = y ∈ Z/(m), то a′ = ye = abe, откуда a = (yb−1)e и корень

степени e из a равен yb−1;
в) если A(a′, e,m) =?, то выдать 1.

3) Если (b,m) 6= 1, то (b,m) = p, где p— один из двух делителей числа m = pq.
Таким образом, можно легко посчитать ϕ(m) = (p − 1)(q − 1) и найти корень
как элемент ad, где d = e−1 mod ϕ(m).

Заметим, что данный полиномиальный вероятностный алгоритм может выдать непра-
вильный ответ только на шаге 2, в. Докажем, что вероятность этого меньше 1/2. Дей-
ствительно, a′ = abe при b ∈ Z/(m) и (b,m) = 1 пробегает все элементы группы Z/(m),
поэтому множество

{(abe, e,m) : b ∈ Z/(m), (b,m) = 1}

совпадает с множеством всех входов размера n. Но алгоритм A генерический, поэтому
доля тех входов (a′, e,m), на которых он выдаёт неопределённый ответ, стремится к 0
с ростом n и с некоторого момента становится меньше 1/2.

Непосредственным следствием доказанной теоремы является
Теорема 2. Если для вычисления функции root не существует полиномиально-

го вероятностного алгоритма, то существует экспоненциальная последовательность µ,
такая, что для вычисления функции rootµ не существует генерического полиномиаль-
ного алгоритма.

Автор выражает благодарность рецензенту за полезные замечания и предложения
по улучшению текста статьи.
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Введение
Отечественный язык программирования ЛЯПАС [1] возрождается с целью иметь

высокопроизводительную доверенную вычислительную систему для создания дове-
ренного ПО, разработки и исследования криптографических алгоритмов, безопасного
управления сетевым оборудованием, критически важными объектами и технологиче-
скими процессами. Главные компоненты создаваемой системы— транслятор с ЛЯПА-
Са и операционная система (ОС) ЛЯПАС.

Модульный транслятор с ЛЯПАСа [2, 3] разрабатывается как вспомогательное
средство для создания транслятора, работающего под управлением ОС ЛЯПАС [4].
Модули реализуют последовательные фазы процесса трансляции программы на ЛЯ-
ПАСе в программу на машинном языке. Результат работы каждого из модулей пред-
ставляется на выходном языке соответствующего модуля. Данная работа посвящена

1Работа поддержана грантом РФФИ, проект №17-01-00354.
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разработке и реализации модуля для работы с комплексами. Далее этот модуль и его
язык называются комплексояз. Описание этого языка можно найти в [5].

Комплекс — структура данных в виде набора равных по размеру элементов, распо-
ложенных в памяти непосредственно друг за другом. Комплекс имеет потенциальный
и текущий размеры, которые называются ёмкостью и мощностью соответственно.
Обращение к элементу за пределами комплекса приводит к аварийному завершению
программы.

Комплекс, как и переменную, можно передать в подпрограмму. В текущей версии
ЛЯПАСа [1] эта передача происходит по ссылке. Изменения комплекса (как входного,
так и выходного) в подпрограмме видны в вызывающей программе.

Комплексы в существующей версии ЛЯПАСа обладают некоторыми недостатками,
например, их ёмкость нельзя изменять динамически; проверка выхода за границы вы-
полняется по ёмкости, а не по мощности. Деление на входные и выходные комплексы
является формальным. За неизменность входного комплекса отвечает программист,
транслятор не накладывает ограничения на работу с этим комплексом. Перенос та-
кой ответственности с программиста на транслятор позволит внести в программы на
ЛЯПАСе больше дисциплины. Для решения некоторых задач необходимо иметь воз-
можность увеличивать размеры уже созданного комплекса, например, если нужно по-
местить в комплекс строку, которая считывается с клавиатуры, то заранее не известно,
как много памяти потребуется.

В данной работе вносятся уточнения в правила выполнения в ЛЯПАСе операций
над комплексами, обеспечивающие более удобную и безопасную работу с комплексами,
и описываются их реализации в модуле транслятора.

Модуль транслирует операции работы с комплексами в набор операций более низ-
кого уровня, часть которых присутствуют в предыдущих промежуточных языках.
Первая часть новых операций— это операции захвата и освобождения памяти. Опера-
ция захвата присутствует в двух модификациях, одна из которых захватывает память
с некоторым запасом для оптимизации дальнейшего расширения комплекса. Вторая
часть — операции работы со строками и символами: размещение строки в памяти, чте-
ние символа с консоли и запись символа в консоль.

Модульный транслятор поддерживает вывод ошибок трансляции и ошибок во вре-
мя выполнения программ. На этапе трансляции обнаруживаются логические ошибки
использования комплексов, например модификация входного комплекса в подпрограм-
ме. К типичным ошибкам во время выполнения относятся выход за мощность комплек-
са и нехватка памяти для захвата. Аварийное завершение программы сопровождается
сообщением, которое содержит информацию об ошибке и название операции.

1. Операции над комплексами в ЛЯПАСе
1.1. Д и н а м и ч е с к о е и з м е н е н и е ё м к о с т и

В ЛЯПАС вводится возможность изменять ёмкость комплекса. Увеличение ёмко-
сти влечёт захват участка памяти с бо́льшим размером, копирование элементов из ста-
рого участка памяти в новый, а затем освобождение старого участка. Для сокращения
количества таких операций широко используется подход увеличения ёмкости с неко-
торым запасом [6]. Для выбора оптимальной ёмкости будем использовать неравенство
m 6 ki, где m— ёмкость, запрашиваемая пользователем, k—некоторый коэффици-
ент больше единицы. После нахождения минимального i, для которого неравенство
истинно, используем ki в качестве оптимальной ёмкости.
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Пусть n— текущая ёмкость комплекса, тогда запись значения m в ёмкость ком-
плекса обладает следующими свойствами:

1) ёмкость не меняет свое значение, если m 6 n;
2) ёмкости будет присвоено значение не меньше m.

Из первого свойства следует, что запись в ёмкость комплекса никогда не уменьшает
её. Для сокращения размера занимаемой комплексом памяти можно воспользоваться
операцией сокращения ёмкости [1].

1.2. П р а в и л а п е р е д а ч и к о м п л е к с о в в п о д п р о г р а м м ы
Необходимо обеспечить неизменность входных комплексов на этапе трансляции

программы. Назовём операции над комплексами, которые могут менять мощность,
ёмкость или элементы комплекса, операциями записи. Оставшиеся операции над ком-
плексами назовём операциями чтения. Запишем следующие правила:

1) к входному комплексу можно применять только операции чтения, операции
записи запрещены;

2) к выходному и входо-выходному комплексам можно применять операции записи
и чтения.

Будем выдавать ошибку трансляции, если программа содержит операции, запре-
щённые по отношению к данному типу комплексов.

1.3. С о з д а н и е к о м п л е к с о в с п о м о щ ь ю п о д п р о г р а м м
Иногда возникает потребность создавать комплекс внутри подпрограммы, а в вы-

зывающей программе использовать этот комплекс. Например, такой подпрограммой
может быть построение последовательности (длины n) чисел Фибоначчи:

1 fibonacci(n/L1)
2 n⇒ S1⇒ Q1 ↑(n=0)2 0⇒ L1.0⇒ j ↑(n=1)2 1⇒ L1.1⇒ k 2⇒ i
3 §1 ↑(i=n)2 L1j+L1k⇒ L1i ∆ i ∆ k ∆ j → 1
4 §2 **

В текущей версии ЛЯПАСа мы можем использовать такую подпрограмму только
с созданным заранее комплексом:

1 main()
2 @+L1(10)
3 *fibonacci (10/L1)
4 **

В таком случае при создании комплекса можно ошибочно задать ёмкость больше
или меньше, чем требуется функции fibonacci. Такая ошибка не критична, но может
привести к лишним выделениям памяти.

Рассмотрим следующую функцию; она создаёт комплекс случайного размера и за-
полняет его числами 1, 2, . . . :

1 makerandom(f,t/L1)
2 t-f⇒ d X;d+f⇒ S1⇒ Q1 Oi
3 §1 ↑(i=Q1)2 i+1⇒ L1i ∆ i → 1
4 §2 **

Во время вызова подпрограммы недоступна информация о том, как много элемен-
тов будет содержать комплекс, это определяется внутри подпрограммы. Предлагается
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разрешить передачу в подпрограмму ранее не созданного комплекса в качестве вы-
ходного. В этом случае будет создан комплекс с нулевой ёмкостью, а подпрограмма
расширит его ёмкость до нужного размера:

1 main()
2 *fibonacci (10/L1)
3 *makerandom (100 ,4000/L2)
4 **

2. Программная реализация
Операции над комплексами транслируются в набор операций низкого уровня.

В некоторых случаях количество операций превышает норму и ведёт к «разбуханию»
кода [7]. В результате программа может не поместиться на устройствах с ограни-
ченным количеством оперативной памяти, что приведёт к дополнительному обмену
с жёстким диском, а также уменьшит коэффициент попадания команд в кэш про-
цессора L1. Всё это может отрицательно повлиять на производительность программ.
Предлагается операции над комплексами, которые транслируются в большой набор
операций низкого уровня, заменять на вызов подпрограмм, которые назовём внутрен-
ними подпрограммами комплексояза. Список внутренних подпрограмм определяется
экспериментальным путём и зависит от реализации транслятора, в частности рекомен-
дуется оставить этот список пустым для устройств без дефицита оперативной памяти.

2.1. Р а з б и е н и е н а п о д з а д а ч и
Работу комплексояза можно разделить на два этапа: проверку корректности вход-

ной программы и её трансляцию. Первый этап служит для выявления ошибок транс-
лируемой программы и включает в себя две подзадачи; первая из них является общей
для всех модулей транслятора — валидация операций и их операндов, вторая подзада-
ча специфична для комплексояза и отвечает за соблюдение правил выполнения опе-
раций над комплексами. Второй этап состоит из подзадач трансляции операндов, а
также трансляции операций над комплексами в операции более низкого уровня.

Для иллюстрации рассмотрим небольшой отрывок из входной программы комплек-
сояза:

1 definition f1, a / F1
2 move L2[0], a
3 move 10, 15
4 read_complex F1

Первая подзадача первого этапа выявит, что третья строка содержит ошибку в пер-
вом операнде, так как операция move не может писать значения в константу. Вторая
подзадача сообщит о попытке чтения из выходного комплекса в четвертой строке. Мо-
дуль комплексояз заканчивает работу на первом этапе, если найдена хотя бы одна
ошибка, результатом является список найденных ошибок. После исправлений ошибок
программа выглядит следующим образом:

1 definition f1, a, F1 /
2 move L2[0], a
3 read_complex F1
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Программа после трансляции операндов:

1 definition f1, a, F1 /
2 move 8byte L2_buffer [0], a
3 read_complex F1

Программа после финального шага трансляции операций над комплексами:

1 definition f1, a, F1 /
2 move 8byte L2_buffer [0], a
3 move t1 , 8byte F1_struct [0]
4 label 1
5 compare t1, 8byte F1_struct [1]
6 jump_> 3
7 read_char 1byte F1_buffer[t1]
8 compare 1byte F1_buffer[t1], 10
9 jump_eq 2
10 inc t1
11 jump 1
12 label 2
13 inc t1
14 label 3
15 move 8byte F1_struct [0], t1

2.2. В с п о м о г а т е л ь н ы й я з ы к д л я з а п и с и п р а в и л т р а н с л я ц и и
п р о м е ж у т о ч н ы х я з ы к о в

Правило трансляции записывается в следующем виде:

1 op <args >
2 =>
3 op_1 <args >
4 ...
5 op_n <args >

Здесь op— транслируемая операция; op_1, . . . , op_n— список результирующих опера-
ций. Количество аргументов для каждой из операций не ограничено.

Операция op стоит из двух частей: тип операции и её значение. Если у операции
есть тип, но отсутствует значение, то записывается только первая часть; например
метка записывается следующим образом: label.

Типы аргументов
1) Аргумент {name_of_arg} сохраняет исходный тип:

1 cmd/store {arg}
2 =>
3 cmd/move {arg}, "acc"

Какой бы тип ни был у аргумента команды store, например строка или число, в
результирующей команде move этот тип сохранится.

2) Аргумент <name_of_arg> позволяет выбрать результирующий тип:

1 cmd/some "<int >"
2 =>
3 cmd/some <int >, "<int >"
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В этом случае происходит прямая подстановка, поэтому первый аргумент будет иметь
целочисленный тип, а второй— строковый. Можно использовать более интересные
подстановки:

1 cmd/swap_comp_el "<complex >", "<int:1>", "<int:2>"
2 =>
3 cmd/move "swaptemp", "<complex >[<int:1>]"
4 cmd/move "<complex >[<int:1>]", "<complex >[<int:2>]"
5 cmd/move "<complex >[<int:2>]", "swaptemp"

3) Вспомогательные аргументы, которые могут быть использованы только в ре-
зультирующих операциях:

– <free_label = N>—подставить число, равное сумме номера первой свободной
метки и N . Например, если метки 1, 2, 3 и 4 используются в процедуре, то
<free_lable=2> будет транслирован в 7;

– <free_var = N>—подставить строку, которая получается в результате конка-
тенации двух строк: первая часть — t, вторая— сумма номера первой свободной
переменной и числа N . Например, <free_var=3> будет транслироваться в t5
при условии, что в процедуре уже присутствуют переменные t1 и t2.

Пример:

1 cmd/clear_complex "<complex >"
2 =>
3 cmd/move "<free_var =1>", 0
4 label <free_label =1>
5 cmd/compare "<complex_cardinality >", "<free_var =1>"
6 cmd/jump_eq <free_label =2>
7 cmd/move "<complex_cell=<free_var=1>>", 0
8 cmd/inc "<free_var =1>"
9 cmd/jump <free_label =1>
10 label <free_label =2>

Параметризация аргументов
В аргументе могут присутствовать дополнительные параметры, например id аргу-

мента. Это удобно использовать, если у аргументов одинаковые имена. Пример:

1 cmd/swap {variable :1}, {variable :2}
2 =>
3 cmd/move "swaptemp", {variable :1}
4 cmd/move {variable :1}, {variable :2}
5 cmd/move {variable :2}, "swaptemp"

2.3. А р х и т е к т у р а
Рассмотрим этап инициализации на диаграмме последовательности (рис. 1).
Для реализации класса Translator [8] используется паттерн «шаблонный ме-

тод» [9], что позволяет зафиксировать общее поведение алгоритма инициализации
и оставляет возможность пользователям класса переопределить метод, который воз-
вращает правила трансляции. Связка классов CmdBuilder [10] и ArgBuilder [11] рас-
сматривается как паттерн «команда» [9], где CmdBulder— это класс, который хранит
коллекцию ArgBuilder, которая позволяет сконструировать необходимый набор аргу-
ментов. Рабочий цикл транслятора приведён на рис. 2.
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Рис. 1

Рис. 2

Заключение
В качестве языка программирования для реализации модуля комплексояза выбран

язык C++. Он удовлетворяет основным требованиям скорости разработки, а также
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является достаточно популярным, что позволяет привлечь к разработке транслятора
сторонних программистов. С переходом модульного транслятора на Open Source [3]
последний пункт является особенно важным.

В язык ЛЯПАС внесены следующие доработки и изменения:
1) разработан механизм динамического изменения ёмкости комплексов, что поз-

воляет расширять или уменьшать размеры комплексов в зависимости от нужд
программиста;

2) разработан механизм неявного создания выходного комплекса во время вызова
подпрограммы;

3) разработан механизм вывода ошибок трансляции и ошибок времени выполнения
для комплексов;

4) реализована проверка на неизменность входных комплексов на этапе трансля-
ции;

5) реализована проверка выхода за пределы комплекса по мощности.
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In many decision-making problems, related to design, planning, management etc.,
the logical constraints are used. These constraints are often described in the terms
of mathematical logic and lead to the satisfiability problem (SAT) and its generaliza-
tions. Most known problems are the maximum satisfiability problem (MAX SAT) and
the partial maximum satisfiability problem. The latter problem includes two types of
constraints that are used: the “hard” constraints (that should be satisfied anyway)
and the “soft” constraints (that can be violated under certain conditions). In this
paper, we analyze the partial maximum satisfiability problem as discrete optimiza-
tion problem based on integer linear programming models and L-partition approach.
In previous papers, estimates of the cardinality of L-complexes of polyhedrons of the
SAT and the MAX SAT problems were obtained. In this paper, we prove a new
property of the polyhedron of the partial MAX SAT problem, namely a relation of
cardinality of the L-complexes of the indicated problem and the corresponding SAT
problem is obtained. Using this result, it is possible to obtain theoretical estimates of
the cardinality of the L-complex of the polyhedron of the partial MAX SAT problem
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on the basis of similar estimates for the SAT and the MAX SAT problems. In par-
ticular, it is established that if hard constraints form an instance of 2-SAT problem,
then the cardinality of any L-complex of the partial MAX SAT problem does not
exceed n − 1. In addition, we can construct families of logical formulas for which
the cardinality of L-complex of the polyhedron of partial MAX SAT problem grows
exponentially with increasing number of variables in the formulas.

Keywords: logical constraints, partial maximum satisfiability problem, integer pro-
gramming, L-partition.

Введение
Учёт логических ограничений необходим во многих задачах дискретной оптими-

зации и криптографических приложениях [1 – 5]. Данные ограничения могут описы-
ваться с помощью логических формул и приводить к задаче выполнимости, одной
из центральных в теории сложности, а также к её известным обобщениям— зада-
че максимальной выполнимости или смешанной задаче максимальной выполнимости.
Практическая значимость задач с логическими ограничениями и соответствующих им
задач выполнимости стимулирует разработку различных методов для их анализа и
решения [6 – 11]. Одним из известных подходов является использование моделей цело-
численного линейного программирования (ЦЛП) и L-разбиения [12]. В рамках этого
подхода исследованы некоторые структурные свойства многогранников рассматрива-
емых задач и предложены семейства труднорешаемых задач для определённых клас-
сов алгоритмов [13 – 15]. В работе продолжены исследования в данном направлении.
Получено новое свойство, которое отражает зависимость структуры многогранника
указанной смешанной задачи со структурой многогранника соответствующей задачи
выполнимости. Полученное свойство позволяет создавать и анализировать алгоритмы
решения смешанной задачи, основанные на методе перебора L-классов, в частности
оценивать их трудоёмкость.

Рассмотрим постановку задачи выполнимости (SAT). Пусть x1, . . . , xn —перемен-
ные, принимающие значение истина или ложь. Под литералом понимается либо пере-
менная xj, j = 1, . . . , n, либо её отрицание. Пусть логическая формула F представляет
собой конъюнкцию формул (скобок) Dk, k = 1, . . . , l, каждая из которых является
дизъюнкцией литералов. Требуется определить, выполнима ли формула F , т. е. су-
ществует ли такой набор значений переменных, при котором F принимает значение
истина.

Важным обобщением задачи SAT является задача максимальной выполнимости
(MAX SAT). Пусть логическая формула F представляет собой конъюнкцию формул
(скобок) Ci, i = 1, . . . ,m, и каждой скобке Ci соответствует неотрицательный вес ci.
Задача MAX SAT состоит в отыскании набора значений логических переменных, при
котором суммарный вес выполненных скобок будет наибольшим. Особенностью сме-
шанной задачи является наличие так называемых «жёстких» и «мягких» логических
ограничений. «Жёсткие» ограничения обязательны для выполнения и формируют
некоторую задачу SAT. Выполнимость или невыполнимость «мягких» ограничений
влияет на значение целевой функции и приводит к некоторой задаче MAX SAT. Такие
постановки, в которых логические ограничения обоих типов присутствуют одновре-
менно, представляют большой теоретический и практический интерес.
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1. Модели ЦЛП для задач с логическими ограничениями
Перейдем к рассмотрению моделей ЦЛП рассматриваемых задач. Приведём снача-

ла модель для задачи выполнимости. Введём булевы переменные y1, . . . , yn, такие, что
yj соответствует переменной xj, а (1 − yj) — её отрицанию, т. е. yj = 1 тогда и только
тогда, когда переменная xj принимает значение истина, j = 1, . . . , n. Нетрудно пока-
зать, что условие выполнимости логической формулы F эквивалентно существованию
решения следующей системы:∑

j∈D+
k

yj −
∑
j∈D−k

yj > 1− |D−k |, i = 1, . . . , l; (1)

0 6 yj 6 1, j = 1, . . . , n, (2)
yj ∈ Z, j = 1, . . . , n.

Здесь D−k и D+
k —множества индексов переменных, входящих в скобку Dk с отрица-

нием и без него соответственно; |D−k |—мощность множества D−k .
Для формулировки задачи SAT в терминах ЦЛП необходимо ввести целевую функ-

цию. В качестве такой функции может быть выбрана, например, f(y) = y1 → max или

f(y) =
n∑
j=1

yj → max, где y = (y1, . . . , yn).

Определим множества C−i и C+
i аналогично множествам D−k и D+

k . Тогда модель
ЦЛП для задачи MAX SAT будет выглядеть следующим образом:

m∑
i=1

cizi → max;∑
j∈C−i

yj −
∑
j∈C+

i

yj + zi 6 |C−i |, i = 1, . . . ,m; (3)

0 6 yj 6 1, j = 1, . . . , n; (4)
0 6 zi 6 1, i = 1, . . . ,m; (5)

yj, zi ∈ Z, j = 1, . . . , n, i = 1, . . . ,m.

Здесь каждой скобке Ci поставлена в соответствие переменная zi, причём в любом
допустимом целочисленном решении zi = 1 только в том случае, когда Ci выполне-
на. Таким образом, оптимальное значение целевой функции равно наибольшему сум-
марному весу выполненных скобок. Заметим, что если в последнюю модель добавить
ограничения вида (1), то получится модель ЦЛП для смешанной задачи с «жёстки-
ми» ограничениями (1) и «мягкими» ограничениями (3). В результате модель ЦЛП
для смешанной задачи MAX SAT будет иметь следующий вид:

m∑
i=1

cizi → max; (6)∑
j∈C−i

yj −
∑
j∈C+

i

yj + zi 6 |C−i |, i = 1, . . . ,m; (7)∑
j∈D−k

yj −
∑
j∈D+

k

yj 6 |D−k | − 1, k = 1, . . . , l; (8)

0 6 yj 6 1, j = 1, . . . , n; (9)
0 6 zi 6 1, i = 1, . . . ,m; (10)

yj, zi ∈ Z, j = 1, . . . , n, i = 1, . . . ,m. (11)

Далее в п. 3 проводится анализ структуры многогранника смешанной задачи MAX
SAT на основе модели ЦЛП (6)–(11).
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2. О методе регулярных разбиений
Для исследования структуры задач целочисленного программирования, постро-

ения и анализа алгоритмов их решения был предложен метод регулярных разбие-
ний [12], получивший развитие в большом количестве работ А.А. Колоколова и его
учеников. Идея данного подхода заключается в выделении семейства специальных
разбиений релаксационного множества задачи.

Приведём необходимые определения и обозначения. В первую очередь нам потре-
буется понятие лексикографического порядка. Для этого рассмотрим функцию

η(x, y) = min{i : xi 6= yi, i = 1, . . . , n}, x, y ∈ Rn, x 6= y.

Вектор x лексикографически больше (меньше) вектора y, т. е. x � y (x ≺ y), если x 6= y
и xw > yw (xw < yw) для w = η(x, y). Отношение � представляет собой отношение
строгого линейного порядка. Запись x � y означает, что либо x � y, либо x = y.
Аналогично понимается x � y.

Для множеств X, Y ⊂ Rn полагаем: X � Y (X ≺ Y ), если x � y (x ≺ y) для любых
x ∈ X и y ∈ Y .

Пусть x, y ∈ Rn и x � y. Будем говорить, что точки x и y отделимы, если найдётся
точка z ∈ Zn, для которой выполняется x � z � y. Точку z назовём отделяющей.

Далее рассмотрим L-разбиение, которое является наиболее изученным среди раз-
биений. Точки x, y ∈ Rn (x � y) называются L-эквивалентными, если не существует
отделяющей их точки z ∈ Zn. Это отношение эквивалентности порождает разбиение
любого множестваX ⊂ Rn на непересекающиеся L-классы. Фактор-множествоX/L на-
зывается L-разбиением множества X. Отметим основные свойства L-разбиения, при-
меняемые при разработке и исследовании алгоритмов целочисленного программиро-
вания:

1) каждая точка z ∈ Zn образует отдельный L-класс, остальные классы состоят
из нецелочисленных точек и называются дробными;

2) если X — ограниченное множество, то фактор-множество X/L конечно;
3) любой дробный L-класс V ∈ X/L можно представить в виде

V = X ∩ {x : x1 = a1, . . . , xr−1 = ar−1, ar < xr < ar + 1},

где ai ∈ Z (i = 1, . . . , r), 1 6 r 6 n.
Рангом L-класса V ⊂ Rn называется величина

r(V ) =

{
min{i : xi 6= [xi], i = 1, . . . , n, x ∈ V }, если V — дробный,
n+ 1 в противном случае.

Подмножество K дробных L-классов из X/L называется L-комплексом, если для лю-
бых V, V ′ ∈ K, V � V ′, не существует точки z ∈ X ∩ Zn, отделяющей V и V ′, т. е.
V � z � V ′. Говорят, что множество X имеет альтернирующую L-структуру, если
мощность любого её L-комплекса не превосходит 1, а лексикографически максималь-
ный и минимальный L-классы являются целочисленными.

Далее рассмотрим лексикографическую задачу ЦЛП следующего вида: найти лек-
сикографически максимальную точку y∗ множества (M ∩ Zn), т. е.

найти y∗ = lexmax(M ∩ Zn), (12)
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гдеM —некоторый выпуклый многогранник. Важную роль в исследовании задачи (12)
и методов её решения играет множество

M∗ = {y ∈M : ∀z ∈M ∩ Zn (y � z)},

которое называется дробным накрытием задачи (12). Фактор-множество M∗/L назы-
вается L-накрытием задачи.

Выделение этой части релаксационного множества задачи связано с тем, что в
некоторых методах ЦЛП (отсечения, перебора L-классов) происходит последователь-
ное исключение точек из M∗, т. е. эти методы можно рассматривать как определённые
способы «снятия» дробных накрытий.

С использованием метода регулярных разбиений получен ряд теоретических ре-
зультатов при исследовании задач с логическими условиями [10, 13, 14]. Проведён
анализ L-структуры многогранников (1)–(2) и (3)–(5) задач выполнимости и макси-
мальной выполнимости. Построены семейства логических формул, для которых мощ-
ности L-накрытий задач выполнимости и максимальной выполнимости растут экс-
поненциально с увеличением числа переменных. Получены оценки числа итераций
некоторых алгоритмов ЦЛП при решении задач из построенных семейств. Новизна
результатов исследований, представленных в данной работе, состоит в применении
указанного подхода к смешанной задаче максимальной выполнимости и получении
свойств L-структуры соответствующего многогранника (7)–(10).

3. Анализ L-структуры многогранника смешанной задачи
максимальной выполнимости

Рассмотрим модель ЦЛП смешанной задачи максимальной выполнимости (6)–(11).
Пусть ограничения (8) и (9) задают многогранникD задачи выполнимости в простран-
стве Rn, а релаксационный многогранник всей задачи обозначим через M . Покажем,
как связаны L-структуры многогранников M и D.

Определим два отображения ψ и ϕ следующего вида. Пусть отображение ψ : c→ P ,
c = (c1, . . . , cn) ∈ D ∩ Zn, P = {(c1, . . . , cn, pn+1, . . . , pm) ∈ M : 0 6 pi 6 1, i = n + 1,
. . . ,m} задаёт грань многогранника M . Отображение ϕ : V → V для множеств

V = {(v1, . . . , vn) : 0 < vk < 1, 0 6 vj 6 1, j = k + 1, . . . , n} ∈ D/L,
V = {(v1, . . . , vn+m) : 0 < vk < 1, 0 6 vj 6 1, j = k + 1, . . . , n+m} ∈M/L

связывает между собой L-классы многогранников D и M , k 6 n.
Далее будем говорить, что отображение f : X → Y сохраняет лексикографический

порядок, если для любых x1, x2 ∈ X выполняется x1 ≺ x2 тогда и только тогда, когда
f(x1) ≺ f(x2).

Лемма 1. Отображения ψ и ϕ взаимно-однозначны и сохраняют лексикографи-
ческий порядок.

Доказательство данного свойства очевидно. Кроме этого, для отображения ψ верно
следущее утверждение.

Лемма 2. Пусть отображение ψ : c → P , c = (c1, . . . , cn) ∈ D ∩ Zn, P = {(c1, . . . ,
cn, pn+1, . . . , pm) ∈ M : 0 6 pi 6 1, i = n + 1, . . . ,m}. Тогда множество P имеет альтер-
нирующую L-структуру.

Доказательство. Заметим, что (c1, . . . , cn, 0, . . . , 0) ∈M , а значит, множество P
не пусто. Пусть c = (c1, . . . , cn) ∈ D ∩ Z, P = ψ(c).
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Очевидно, что lexmin(P ) = (c1, . . . , cn, 0, . . . , 0). Докажем, что lexmax(P ) —цело-
численная точка. Допустим, lexmax(P ) = (c1, . . . , cn, vn+1, . . . , vn+m) —нецелочислен-
ная точка. Нетрудно показать, что (c1, . . . , cn, dvn+1e, . . . , dvn+me) ∈ P и лексикографи-
чески больше (c1, . . . , cn, vn+1, . . . , vn+m). Противоречие.

Рассмотрим два различных дробных L-класса

V = {(c1, . . . , cn, vn+1, . . . , vn+m) : 0 6 vi 6 1, i = n+ 1, . . . ,m},
W = {(c1, . . . , cn, wn+1, . . . , wn+m) : 0 6 wi 6 1, i = n+ 1, . . . ,m},

принадлежащих P/L. Будем считать, что V ≺ W . Докажем, что существует целочис-
ленная точка из P , отделяющая эти два L-класса:

1) Если n < r(V ) < r(W ), то точка

(c1, . . . , cn, w1, . . . , wr(W )−1, bwr(W )c, . . . , bwn+mc)

является отделяющей.
2) Если n < r(W ) 6 r(V ), то точка

(c1, . . . , cn, v1, . . . , vr(V )−1, dvr(V )e, . . . , dvn+me)

является отделяющей.
Таким образом, в силу произвольности V и W , множество P имеет альтернирую-

щую L-структуру.

Лемма 3. Для любого целочисленного L-класса V ∈ D/L и любого дробного
L-класса W ∈ D/L, таких, что V ≺ W (V � W ), справедливо ψ(V ) ≺ ϕ(W ) (ψ(V ) �
� ϕ(W )).

Доказательство. Пусть V = {(v1, . . . , vn)} ∈ D/L, где vj ∈ {0, 1}, j = 1, . . . , n;
W = {(w1, . . . , wn) : 0 6 wj 6 1, j = r + 1, . . . , n, 0 < wr < 1} ∈ D/L, где wj ∈ {0, 1},
j = 1, . . . , r − 1, r 6 n, и известно, что V ≺ W (V � W ). Тогда

ψ(V ) = {(v1, . . . , vn, vn+1, . . . , vn+m) ∈M : 0 6 vj 6 1, j = n+ 1, . . . , n+m},
ϕ(W ) = {(w1, . . . , wr−1, wr, . . . , wn+m) ∈M : 0 6 wj 6 1, j = r + 1, . . . , n+m, 0 < wr < 1}.

Видно, что ψ(V ) ≺ ϕ(W ) (соответственно ψ(V ) � ϕ(W )).

Леммы 1–3 использованы при анализе L-структуры многогранника смешанной за-
дачи максимальной выполнимости, результаты представлены в теоремах 1 и 2.

Теорема 1. Пусть мощность любого L-комплекса многогранника (8)–(9) не пре-
восходит величины t(n). Тогда мощность любого L-комплекса многогранника (7)–(10)
также не превосходит t(n).

Доказательство. Используем те же обозначения: D—многогранник (8)–(9),
M —многогранник (7)–(10).

Рассмотрим L-комплекс Ω = {V1, . . . , Vk} многогранника D, где V1, . . . , Vk /∈ Zn,
V1 ≺ . . . ≺ Vk, k 6 t(n). Из леммы 1 получаем ϕ(V1) ≺ . . . ≺ ϕ(Vk). Предположим, что
существует V ∈M/L, такое, что ϕ(Vi) ≺ V ≺ ϕ(Vi+1), 1 6 i 6 k − 1. Если r(V ) 6 n, то
по лемме 1 Vi ≺ ϕ−1(V ) ≺ Vi+1; если r(V ) > n, то Vi ≺ ψ−1(V ) ≺ Vi+1. Противоречие.

Пусть существует V0 ∈ D∩Zn, такое, что V0 ≺ V1 (Vk ≺ V0) и между ними нет других
L-классов. Из леммы 3 известно, что ψ(V0) ≺ ϕ(V1) (ϕ(Vk) ≺ ψ(V0)). Предположим,
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что существует V ∈ M/L, для которого ψ(V0) ≺ V ≺ ϕ(V1) (ϕ(Vk) ≺ V ≺ ψ(V0)). Если
r(V ) 6 n, то V0 ≺ ϕ−1(V ) ≺ V1 (Vk ≺ ϕ−1(V ) ≺ V0); если r(V ) > n, то V0 ≺ ψ−1(V ) ≺ V1

(Vk ≺ ψ−1(V ) ≺ V0). Противоречие. Для случая, когда L-класса V0 не существует,
справедливы аналогичные рассуждения.

Таким образом, L-комплексу Ω = {V1, . . . , Vk} многогранника D соответствует
L-комплекс Ω = {ϕ(V1), . . . , ϕ(Vk)} многогранника M той же мощности. По лемме 2
множество ϕ(V0), где V0 ∈ D∩Zn, имеет альтернирующую L-структуру, а значит, мощ-
ность любого L-комплекса из ϕ(V0) не превосходит 1. Следовательно, размер любого
L-комплекса множества M не превосходит t(n).

Используя аналогичные рассуждения, можно доказать также следующую теорему.
Теорема 2. Пусть многогранник (8)–(9) содержит L-комплекс мощности не мень-

ше t(n). Тогда многогранник (7)–(10) также содержит L-комплекс мощности не мень-
ше t(n).

Таким образом, структура многогранника D является определяющей для L-струк-
туры смешанной задачи максимальной выполнимости. В [13, 14] построены семейства
задач выполнимости, у которых мощность L-накрытия растёт экспоненциально с уве-
личением числа переменных в формуле. Это дало возможность генерировать семейства
труднорешаемых задач для определённого класса алгоритмов, основанных на непре-
рывной оптимизации (методы ветвей и границ, отсечения, перебора L-классов). На ос-
нове указанных результатов и теоремы 2 нетрудно построить такие смешанные задачи
максимальной выполнимости, мощности L-накрытий которых также будут экспонен-
циальными от числа переменных. С другой стороны, в [15] показано, что мощность
любого L-комплекса многогранника задачи 2-выполнимости с выполнимой формулой
не превосходит n−1. В некоторых прикладных задачах (например, задачах проектиро-
вания [10]) набор логических ограничений представляет собой задачу 2-выполнимости,
а значит, теорема 1 гарантирует, что многогранник указанной задачи содержит
L-комплексы, мощности которых ограничены полиномом от числа переменных в фор-
муле. Таким образом, переход от одного допустимого решения задачи к следующему
в лексикографическом порядке осуществляется достаточно быстро. В связи с этим для
смешанной задачи MAX SAT возможно построение эффективных алгоритмов, осно-
ванных на методе перебора L-классов, позволяющих применять указанный подход для
некоторых постановок прикладных задач с логическими ограничениями.
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1. Определения, обсуждения, формулировка основного результата
В работе исследуется возможность уточнения нижней оценки для известной (см.,

например, [1, разд. 4.6.3]) задачи о сложности возведения в степень, т. е. задачи о на-
хождении величины l(xn) —минимального числа операций умножения, достаточного
для вычисления по переменной x степени xn.

Эту задачу (а также её обобщения) обычно рассматривают в аддитивной постанов-
ке — это так называемая задача об аддитивных цепочках [2], которая формулируется
следующим образом. Аддитивной цепочкой для натурального числа n называется вся-
кая последовательность целых чисел

a0 = 1, a1, . . . , am = n,
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удовлетворяющая следующему свойству: для каждого k, 1 6 k 6 m, найдутся два
целых числа (не обязательно различных) i и j, 0 6 i 6 k− 1, 0 6 j 6 k− 1, таких, что
ak = ai+aj. Минимальная длинаm аддитивной цепочки для n называется аддитивной
сложностью числа n и обозначается l(n). Очевидно, что величины l(n) и l(xn) равны.

Различным аспектам классической задачи об эффективном вычислении степеней
(задачи о длине аддитивных цепочек) посвящено большое число публикаций (см., на-
пример, работы [1, 3 – 11], являющиеся обзорами или содержащие обзорную часть).
Кроме того, в связи с активным применением аппарата аддитивных цепочек в крип-
тографических алгоритмах и других приложениях [12 – 14] в последнее время объём
литературы по этой тематике серьёзно увеличился. В значительной части публикаций
приводятся разные эвристические алгоритмы возведения в степень (построения адди-
тивных цепочек), но принципиальных улучшений оценок величины l(xn), доказанных
в середине прошлого века, практически не получено.

В 1939 г. А. Брауэром [15] для величины l(n) при n → ∞ установлена асимптоти-
ческая формула

l(n) ∼ log n

и получена верхняя оценка

l(n) 6 log n+
log n

log log n

(
1 +

2 log log log n

log log n
+

1 + o(1)

log log n

)
. (1)

Здесь и далее log x— это log2 x, а запись f(n) ∼ g(n) означает, что при n → ∞ отно-
шение f(n)/g(n) стремится к 1.

В 1960 г. П. Эрдёш [16] показал, что для любого ε > 0 найдётся такая константа c,
1 < c < 2, что доля чисел n, не превосходящих N и удовлетворяющих условию

l(n) > logN + (1− ε) logN

log logN
,

а, следовательно, и условию

l(n) > log n+ (1− ε) log n

log log n
, (2)

при всех достаточно больших значениях n не меньше величины 1 − (c/2)logn и, как
следствие, стремится к 1 при n→∞ (похожий, но более слабый результат установлен
в [17]).

Cтоит отметить разную природу слагаемых в правой части неравенства (2) — сла-
гаемое log n связано с величиной числа n и должно присутствовать для любого значе-
ния n, а «мощностное» (отношение логарифма количества чисел, не превосходящих n,
к повторному логарифму) слагаемое зависит от «строения» числа n и присутствует
для «почти всех» n. Однако несмотря на то, что для почти всех значений n величина
l(n) − log n достаточно велика, предъявить явным образом бесконечную последова-
тельность таких значений не удаётся. Конструктивных нижних оценок, качественно
сильнее неравенства

l(n) > log n+ log s(n)− 2,13

(здесь s(n) —число единиц в двоичной записи числа n), установленного в 1975 г.
А. Шенхаге [18], до сих пор, по-видимому, не получено.
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Такая ситуация (принципиальная разница между типичным значением сложности
и известными нижними оценками сложности для конкретных представителей) харак-
терна для схемных вычислений [19, 20].

Сравним результаты о типичных значениях сложности вычисления степеней с ана-
логичными результатами в хорошо изученной задаче о сложности реализации булевых
функций схемами из функциональных элементов (логическими схемами, булевыми
схемами).

О.Б. Лупановым найдена (см., например, [21], где можно найти все необходимые
определения) асимптотика роста функции Шеннона LB(n), характеризующей слож-
ность (минимальное число элементов) реализации схемами в произвольном полном
конечном базисе B самой сложнореализуемой функции от n переменных. Из этого ре-
зультата для произвольного полного базиса B1, состоящего из функций, зависящих не
более чем от двух переменных, можно извлечь следующие оценки:

LB1(n) 6
H1(n)

logH1(n)

(
1 + (3 + o(1))

log logH1(n)

logH1(n)

)
,

LB1(n) >
H1(n)

logH1(n)

(
1 + (1 + o(1))

log logH1(n)

logH1(n)

)
, (3)

где H1(n) —двоичный логарифм числа объектов из реализуемого класса (множества
булевых функций от n переменных), т. е. H1(n) = 2n. Отметим, что нижняя оценка
величины LB(n) выводится стандартным мощностным методом, восходящим приме-
нительно к рассматриваемой тематике, по-видимому, к работе [22], и справедлива для
«почти всех» функций от n переменных, в то время как все известные нижние оценки
для эффективно задаваемых функций не более чем линейны.

С.А. Ложкиным в работе [23] дано краткое схематичное описание метода, позво-
ляющего следующим образом усилить верхнюю оценку:

LB1(n) 6
H1(n)

logH1(n)

(
1 + (1 + κB1 + o(1))

log logH1(n)

logH1(n)

)
,

где κB = 1 в случае, когда базис B симметричный [3], и κB = 0 в остальных случаях.
В [24] анонсировано получение такой верхней оценки, которая вместе с мощностной

нижней оценкой (1) даёт равенство

LB1(n) =
H1(n)

logH1(n)

(
1 + (1 + o(1))

log logH1(n)

logH1(n)

)
. (4)

Таким образом, если следовать [24], то для функции Шеннона сложности реализа-
ции функций алгебры логики схемами над произвольным полным конечным базисом
мощностная нижняя оценка, записанная в виде (3), принципиально неулучшаема.

Однако для ещё одной модели схемных вычислений— сборки слов схемами конка-
тенации [25] — выявлена возможность усиления аналога мощностной нижней оценки
из соотношения (4).

Cхемы конкатенации можно рассматривать как схемы, имеющие два входа, на кото-
рые подаются символы 0 и 1, а каждому элементу схемы соответствует операция конка-
тенации. Под величиной Lc(S) понимается общее число элементов схемы S, сложность
двоичного слова α̃ определяется равенством Lc(α̃) = minLc(S), где минимум берёт-
ся по всем схемам конкатенации, реализующим слово α̃, а соответствующая функция
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Шеннона — равенством Lc(n) = maxLc(α̃), где максимум берётся по всем двоичным
словам α̃ длины n.

При аккуратном применении известных методов можно получить следующие верх-
нюю и нижнюю оценки:

Lc(n) 6
H2(n)

logH2(n)

(
1 + (2 + o(1))

log logH2(n)

logH2(n)

)
,

Lc(n) >
H2(n)

logH2(n)

(
1 + (1 + o(1))

log logH2(n)

logH2(n)

)
, (5)

где H2(n) —двоичный логарифм числа объектов из реализуемого класса (слов дли-
ны n), т. е. H2(n) = n.

Мощностная нижняя оценка (5) имеет такой же вид, что и нижняя оценка (3).
Однако в отличие от случая реализации булевых функций, для задачи о сложно-
сти сборки слов схемами конкатенации нижняя оценка может быть усилена [25]: при
n→∞ справедливо равенство

Lc(n) =
H2(n)

logH2(n)

(
1 + (2 + o(1))

log logH2(n)

logH2(n)

)
. (6)

Возвращаясь к исходной задаче об аддитивных цепочках, заметим, что из резуль-
татов Брауэра (неравенство (1)) и Эрдёша для соответствующей функции Шенно-
на La(n) аддитивной сложности множества натуральных чисел, не превосходящих n,
определяемой равенством

La(n) = max
k:k6n

l(k),

непосредственно следуют оценки

La(n) 6 H3(n) +
H3(n)

logH3(n)

(
1 + (2 + o(1))

log logH3(n)

logH3(n)

)
,

La(n) > H3(n) + (1− o(1))
H3(n)

logH3(n)
, (7)

где H3(n) —двоичный логарифм числа натуральных чисел, не превосходящих n, т. е.
H3(n) = log n.

Возникает вопрос: можно ли в нижней оценке (7) величины La(n) мощностную со-
ставляющую усилить подобно нижней оценке (6) или хотя бы подобно нижним оцен-
кам (3) и (5)? Этот вопрос оказался весьма трудным. Трудности связаны с наличием
в оценке (7) слагаемых двух типов, которое приводит к бо́льшему разнообразию схем
с заданной «мощностной» составляющей сложности. В этом направлении удалось по-
лучить следующее продвижение.

Обозначим через R(m, ε) число возрастающих аддитивных цепочек

1 = a0, a1, a2, . . . , ar, (8)

удовлетворяющих условиям

blog arc = m; (9)

r 6 m+
m

logm
− (2 + ε)

m log logm

(logm)2
. (10)
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Лемма 1. Для любого положительного значения ε при m → ∞ выполняется
соотношение

R(m, ε)

2m
→ 0.

Эта лемма является основным содержательным утверждением работы, её доказа-
тельство приводится в п. 2. Непосредственно из леммы 1 следует

Теорема 1. Пусть n→∞. Тогда

La(n) > log n+
log n

log log n

(
1− (2 + o(1))

log log log n

log log n

)
.

Следствие 1. При n→∞ выполняется соотношение∣∣∣∣La(n)−
(

log n+
log n

log log n

)∣∣∣∣ 6 (2 + o(1))
log n log log log n

(log log n)2
.

Последнее неравенство, непосредственно вытекающее из теоремы 1 и верхней оцен-
ки Брауэра, может быть переписано в удобном для сравнения с оценками функций
Шеннона сложности реализации булевых функций и двоичных наборов виде таким
образом: ∣∣∣∣La(n)−

(
H3(n) +

H3(n)

logH3(n)

)∣∣∣∣ 6 (2 + o(1))
H3(n) log logH3(n)

(logH3(n))2
. (11)

Итак, установлена нижняя оценка, имеющая для почти всех значений n точно такое
же по абсолютной величине отклонение от log n+ (log n)/(log log n), как и отклонение
в верхней оценке Брауэра из (1).

2. Доказательство основной леммы
В основе доказательства леммы 1 лежат рассуждения из [16] (см. также

[1, разд. 4.6.3]).
Положим

δ = δ(m) = 2
ε
4

log logm
logm − 1. (12)

Поскольку δ → 0 при m→∞, будем считать, что

δ <
√

2− 1. (13)

Разобьём r шагов произвольной возрастающей цепочки (8), удовлетворяющей усло-
виям (9) и (10), на три класса.

Шаг i отнесём к первому классу, если этот шаг является удвоением, т. е. ai = 2ai−1.
Шаг i отнесём ко второму классу, если

ai < 2ai−1,

ai > (1 + δ)i−jaj для всех j (0 6 j < i).

Шаг i отнесём к третьему классу, если

ai < 2ai−1,

ai < (1 + δ)i−jaj для некоторого j (0 6 j < i). (14)
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Шаги, отнесённые к первому классу, будем называть удвоениями, а к третьему—
мини-шагами. Количество шагов в классах обозначим соответственно через u1, u2 и u3.
Очевидно, что u1 + u2 + u3 = r.

Оценим сверху величину u2 + u3. Если шаг i отнесён ко второму или третьему
классу, то ai 6= 2ai−1, т. е. ai 6 ai−1 + ai−2 6 3ai−2. Используя (9) и (13), получаем

2m 6 ar < 3(u2+u3)/22u1 =
2u1+u2+u3

(4/3)(u2+u3)/2
=

2r

2(u2+u3+u4) log(2/
√

3)
.

Поэтому в силу (10)

u2 + u3 <
1

log(2/
√

3)
(r −m) 6

1

log(2/
√

3)

2m

logm
< 10

m

logm
.

Теперь оценим сверху величину u3. Для каждого мини-шага is (s = 1, . . . , u3) при со-
ответствующем js (0 6 js 6 is) в силу (14) выполняется неравенство ais < ajs(1+δ)is−js .
Пусть I1, . . . , Iu3 —полуинтервалы (j1, i1], . . . , (ju3 , iu3 ], где (j, i] —множество целых чи-
сел ρ, таких, что j < ρ 6 i. Построим систему неперекрывающихся полуинтервалов
J1 = (j′1, i

′
1], . . . , Jh = (j′h, i

′
h], такую, что

I1 ∪ . . . ∪ Iu2 = J1 ∪ . . . ∪ Jh,
ai′s < aj′s(1 + δ)2(i′s−j′s) для 1 6 s 6 h.

Пусть i1 < i2 < . . . < iu2 . Удалим все полуинтервалы It, которые можно удалить, не
сужая множество I1 ∪ . . . ∪ Iu2 . Каждую систему перекрывающихся полуинтервалов
(jc, ic], . . . , (jd, id] объединим в один полуинтервал (j′, i′] = (jc, id]. Заметим, что

ai′ < aj′(1 + δ)ic−jc+...+id−jd 6 aj′(1 + δ)2(i′−j′),

так как каждая точка полуинтервала (j′, i′] покрыта полуинтервалами (jc, ic], . . . ,
(jd, id] не более чем дважды.

Положим q = (i′1 − j′1) + . . . + (i′h − j′h). Обозначим через u′1 и u′2 число шагов,
относящихся соответственно к первому и второму классам и имеющих номера, при-
надлежащие множеству J1∪ . . .∪Jh. Отметим, что u′1 +u′2 +u3 = q. Тогда справедливы
соотношения

2m 6 ar 6 2u1−u
′
13(u2−u′2)/2(1 + δ)2q =

= 2u1−u
′
1

(√
3

2

)u2−u′2

2u2−u
′
2

(
(1+δ)2

2

)u′1+u′2+u3

2u
′
1+u′2+u3= 2r

(√
3

2

)u2−u′2 (
(1+δ)2

2

)u′1+u′2+u3

.

Отсюда и из (9) и (12) при всех достаточно больших значениях m получаем

u3 6
r −m

1− 2 log(1 + δ)
− 1− (log 3)/2

1− 2 log(1 + δ)
(u2 − u′2)− u′1 − u′2 6

6
m/logm− (2 + ε)m log logm/(logm)2

1− ε log logm/(4 logm)
−
(

1− 1

2
log 3

)
(u2 − u′2)− u′1 − u′2 <

<

(
1 +

ε

3

log logm

logm

)(
m

logm
− (2 + ε)

m log logm

(logm)2

)
−
(

1− 1

2
log 3

)
u2 − u′1 6

6
m

logm
− (2 + ε/2)

m log logm

(logm)2
−
(

1− 1

2
log 3

)
u2 − u′1.
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Таким образом, если для произвольной возрастающей цепочки (8) выполняются нера-
венства (9) и (10), то эта цепочка удовлетворяет следующей системе условий:

u3 6
m

logm
− (2 + ε/2)

m log logm

(logm)2
−
(

1− 1

2
log 3

)
u2,

u2 + u3 6 10
m

logm
,

u1 + u2 + u3 6 m+
m

logm
− (2 + ε)

m log logm

(logm)2
.

(15)

Отметим, что везде, за исключением выкладок в (36), вместо первого неравенства
из совокупности (15) достаточно использовать следующую более грубую оценку вели-
чины u3:

u3 6
m

logm
− (2 + ε/2)

m log logm

(logm)2
.

Пусть теперь заданы значения u1, u2, u3, удовлетворяющие условиям (15). Тогда
существует не более (

u1 + u2 + u3

u2 + u3

)(
u2 + u3

u2

)
(16)

способов отнести каждый шаг к тому или иному классу шагов. После того как рас-
пределение шагов задано, оценим число возможностей выбора самих шагов. Отметим,
что шаги, отнесённые к первому классу, полностью определяются своими номерами.

Сначала оценим сверху число способов выбора шагов, отнесённых ко второму клас-
су. Если i-й шаг отнесён ко второму классу, то в силу (13) выполняется неравенство
ai > (1 + δ)ai−1. Пусть ai = aj + ak, где aj > ak. Тогда

δai−1 6 ak 6 aj 6 ai−1. (17)

Кроме того, в силу (13)

aj 6
ai

(1 + δ)i−j
6

2ai−1

(1 + δ)i−j
, ak 6

ai
(1 + δ)i−k

6
2ai−1

(1 + δ)i−k
. (18)

Из (17) и (18) получаем δ 6
2

(1 + δ)i−j
, δ 6

2

(1 + δ)i−k
.

Пусть для некоторого натурального β выполняется неравенство δ 6 2/(1 + δ)β.
Тогда δ(1 + βδ) 6 2. Отсюда в силу (12) получаем

β 6
2− δ
δ2

6
2

δ2
=

2(
2
ε
4

log logm
logm − 1

)2 6
32(logm)2

ε2(ln 2)2(log logm)2
.

Таким образом, имеется не более

(
β2
)u2 6 ( 8 logm

ε ln 2 log logm

)4u2

(19)

возможностей для выбора шагов из второго класса.
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Оценим сверху число способов выбора шагов, отнесённых к третьему классу. После
того как определены все шаги из второго класса, имеется не более(

r2

u3

)
(20)

возможностей выбора u3 пар индексов (j1, k1), . . . , (ju3 , ku3) для шагов третьего клас-
са. В порядке возрастания номера i для каждого шага из третьего класса используем
такую пару (jh, kh) из множества {(j1, k1), . . . , (ju3 , ku3)}, для которой выполнены усло-
вия jh < i, kh < i и величина max(jh, kh) принимает наименьшее значение. Если такой
пары не существует, или после её использования цепочка перестанет быть возрастаю-
щей, или получившийся шаг не является мини-шагом, то аддитивная цепочка не будет
получена. При этом любая возрастающая аддитивная цепочка с шагами из третьего
класса на назначенных местах будет получена одним из указанных способов.

Учитывая это, получаем, что величина (20) даёт верхнюю оценку для числа вари-
антов выбора шагов, отнесённых к третьему классу. Таким образом, число возраста-
ющих аддитивных цепочек с заданным количеством u1, u2 и u3 шагов, отнесённых к
первому, второму и третьему классам соответственно, не больше произведения вели-
чин (16), (19) и (20), т. е. не превосходит величины(

u1 + u2 + u3

u2 + u3

)(
u2 + u3

u2

)(
8 logm

ε ln 2 log logm

)4u2 ((u1 + u2 + u3)2

u3

)
.

Поэтому

R(m, ε) 6
∑(u1 + u2 + u3

u2 + u3

)(
u2 + u3

u2

)(
8 logm

ε ln 2 log logm

)4u2 ((u1 + u2 + u3)2

u3

)
, (21)

где сумма берется по всем u1, u2 и u3, удовлетворяющим условиям (15).
Для завершения доказательства леммы 1 достаточно установить, что

logR(m, ε)−m→ −∞

при m → ∞. Отдельно оценим сверху каждый множитель (точнее, его логарифм)
в слагаемых из правой части неравенства (21).

Оценивая первый множитель, получаем(
u1 + u2 + u3

u2 + u3

)
6

(u1 + u2 + u3)u2+u3

(u2 + u3)!
6 3u2+u3

(
u1 + u2 + u3

u2 + u3

)u2+u3

. (22)

Далее рассмотрим два случая. Если выполняется неравенство

u2 + u3 6
m

logm log logm
, (23)

то в силу (15), (22) и (23) справедливы соотношения

log

(
u1 + u2 + u3

u2 + u3

)
6 (u2 + u3) log 3 + (u2 + u3) log(2m) 6

6
m

log logm
+ o

(
m log logm

logm

)
.

(24)
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Если же выполняется неравенство

u2 + u3 >
m

logm log logm
, (25)

то, используя (15), (22) и (25), получаем

log

(
u1 + u2 + u3

u2 + u3

)
6 (u2 + u3) log 3 + (u2 + u3) log(2 logm log logm) 6

6 (u2 + u3) log logm+ o
(
m log logm

logm

)
.

(26)

Логарифм второго множителя произвольного слагаемого из правой части неравен-
ства (21) оценить, учитывая (15), совсем просто:

log

(
u2 + u3

u2

)
6 u2 + u3 = O

(
m

logm

)
= o

(
m log logm

logm

)
. (27)

Теперь для всех достаточно больших значенийm оценим сверху логарифм третьего
множителя:

log

((
8 logm

ε ln 2 log logm

)4u2
)

6 4u2 log logm. (28)

И наконец, оценим логарифм четвертого множителя произвольного слагаемого из пра-
вой части неравенства (21):(

(u1 + u2 + u3)2

u3

)
6

(u1 + u2 + u3)2u3

u3!
6 3u3

(
(u1 + u2 + u3)2

u3

)u3
. (29)

Далее рассмотрим два случая. Если выполняется неравенство

u3 6
m

logm log logm
, (30)

то в силу (15), (29) и (30) справедливы соотношения

log

(
(u1 + u2 + u3)2

u3

)
6 u3 log 3 + u3 log(4m2) 6

2m

log logm
+ o

(
m log logm

logm

)
. (31)

Если же выполняется неравенство

u3 >
m

logm log logm
, (32)

то, используя (15) и (32), получаем

log

(
(u1 + u2 + u3)2

u3

)
6 u3 log 3 + u3 log(4m logm log logm) =

= u3 logm+ u3 log logm+ o
(
m log logm

logm

)
.

(33)

Для оценки величины R(m, ε) разобьём все слагаемые суммы из (21) на три группы
в зависимости от того, каким условиям, помимо (15), удовлетворяют значения u1, u2

и u3. Условием вхождения в первую группу является выполнение неравенства

u3 6
m

2 logm
;
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во вторую группу— неравенств

u3 >
m

2 logm
, u2 6

m

logm log log logm
;

в третью группу— выполнение неравенств

u3 >
m

2 logm
, u2 >

m

logm log log logm
.

Оценим сверху величины слагаемых в каждой группе.
Если слагаемое из правой части неравенства (21) отнесено к первой группе, то, при-

меняя максимальную из оценок (24) и (26), оценки (27) и (28), а также максимальную
из оценок (31) и (33), с использованием (15) и (2) имеем

log

((
u1 + u2 + u3

u2 + u3

)(
u2 + u3

u2

)(
8 logm

ε ln 2 log logm

)4u2 ((u1 + u2 + u3)2

u3

))
6

6 max

(
m

log logm
, (u2 + u3) log logm

)
+ 4u2 log logm+

+ max

(
2m

log logm
, u3 logm+ u3 log logm

)
+ o

(
m log logm

logm

)
6

6 u3 logm+ 5u2 log logm+ 2u3 log logm+ O
(

m

log logm

)
6
m

2
+ O

(
m

log logm

)
.

(34)

Если слагаемое из правой части неравенства (21) отнесено ко второй группе, то
выполняются неравенства (25) и (32). Применяя оценки (26), (27), (28) и (33), с ис-
пользованием (15) и (2) имеем

log

((
u1 + u2 + u3

u2 + u3

)(
u2 + u3

u2

)(
8 logm

ε ln 2 log logm

)4u2 ((u1 + u2 + u3)2

u3

))
6

6 (u2 + u3) log logm+ 4u2 log logm+ u3 logm+ u3 log logm+ o
(
m log logm

logm

)
6

6 u3 logm+ 5u2 log logm+ 2u3 log logm+ o
(
m log logm

logm

)
6

6

(
m

logm
− (2 + ε/2)

m log logm

(logm)2

)
logm+

+2

(
m

logm
− (2 + ε/2)

m log logm

(logm)2

)
log logm+ o

(
m log logm

logm

)
6

6 m− ε

2

m log logm

logm
+ o

(
m log logm

logm

)
.

(35)

Если слагаемое из правой части неравенства (21) отнесено к третьей группе, то
также выполняются неравенства (25) и (32). Применяя оценки (26), (27), (28) и (33),
с использованием (15) и (2) имеем
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log

((
u1 + u2 + u3

u2 + u3

)(
u2 + u3

u2

)(
8 logm

ε ln 2 log logm

)4u2 ((u1 + u2 + u3)2

u3

))
6

6 (u2 + u3) log logm+ 4u2 log logm+ u3 logm+ u3 log logm+ o
(
m log logm

logm

)
6

6 u3 logm+ O
(
m log logm

logm

)
6

6

(
m

logm
− (2 + ε/2)

m log logm

(logm)2
−
(

1− 1

2
log 3

)
u2

)
logm+ O

(
m log logm

logm

)
<

< m−
(

1− 1

2
log 3

)
m

log log logm
+ O

(
m log logm

logm

)
.

(36)

Таким образом, из (34), (35) и (36) следует, что двоичный логарифм любого слага-
емого из (21) не превосходит величины

m− ε

2

m log logm

logm
+ o

(
m log logm

logm

)
.

Поэтому, учитывая, что в сумме из правой части неравенства (21) не более 8m3 сла-
гаемых, получаем

logR(m, ε)−m 6 −ε
2

m log logm

logm
+ o

(
m log logm

logm

)
,

а последнее выражение стремится к −∞ при m→∞. Лемма 1 доказана.

Заключение
Помимо классических аддитивных цепочек, в различных криптографических при-

ложениях, в первую очередь в алгоритмах, связанных с быстрыми вычислениями на
эллиптичских кривых, используется также аппарат цепочек из сложений и вычита-
ний [26, 27]. Утверждение теоремы 1 можно перенести и на такой класс вычислений.

Обозначим через las(n) наименьшую длину цепочки из сложений и вычитаний для
числа n (формальное определение цепочки из сложений и вычитаний отличается от
определения аддитивной цепочки только тем, что произвольный шаг цепочки имеет
вид либо ak = ai + aj, либо ak = ai − aj), а через l̂as(n) —наименьшую длину цепочки
для числа n, состоящей из шагов вида ak = ai + aj, ak = ai − aj и ak = −ai − aj.
Положим

Las(n) = max
k : k6n

las(k), L̂as(n) = max
k : k6n

l̂as(k).

Теорема 2. Пусть n→∞. Тогда

Las(n) > L̂as(n) > log n+
log n

log log n

(
1− (2 + o(1))

log log log n

log log n

)
.

Доказательство теоремы 2 несущественно сложнее доказательства теоремы 1. Тех-
нические особенности, связанные с наличием одной или двух дополнительных опера-
ций, можно проследить на примере доказательства нижней оценки из [28].
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