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МАТЕМАТИКА

УДК 514.654.7

З.П. Бадяева, М.С. Бухтяк

ПОЛУИНВАРИАНТНЫЕ ПОЛИНОМЫ ВТОРОГО ПОРЯДКА
НА МНОГООБРАЗИИ ЛУЧЕЙ ПРОСТРАНСТВА A3

Найдены минимальные оснащения, позволяющие задавать на многообразии
лучей трехмерного аффинного пространства относительно инвариантные
квадратичные формы с постоянными коэффициентами. Доказано, что таких
оснащений имеется два и каждое из них порождает свою структуру в кока-
сательном расслоении указанного многообразия. Доказано, что в любом из
этих случаем относительно инвариантная квадратичная дифференциальная
форма на линейчатом пространстве пропорциональна той, что задает полу-
риманову метрику на многообразии приложенных векторов. Найдены груп-
пы стационарности найденных оснащений, и для этих групп указаны одно-
мерные подгруппы. Данная работа имеет очевидную связь с работами [4−6]
второго автора.

Ключевые слова: инвариантная квадратичная форма, подвижной репер,
многообразие лучей.

1. Оператор, подобный ковариантному дифференциалу

Деривационные формулы подвижного репера { }2 3, , ,1M e e e  трехмерного аф-
финного пространства 3A  имеют вид

,
,

i
i

j
i i j

d
d

= ω

= ω

M e
e e

   , 1, 2,3i j = ,

где формы Пфаффа [1] ,i i
jω ω  подчинены уравнениям структуры аффинного про-

странства

, ( , 1, 2,3).ji j i j k
j i i kd d i jω = ω ∧ ω ω = ω ∧ ω =

Рассмотрим многообразие всех прямых в пространстве 3A . Будем считать, что
на каждой прямой задана ориентация таким образом, что полученное 4-мерное
дифференцируемое многообразие лучей есть гладкое многообразие. Это многооб-
разие обозначим L . Текущий элемент многообразия – луч l . Локальные коорди-
наты луча l  – как точки многообразия – пусть обозначаются it  ( 1, 2,3,4)i = .

Помещаем вершину подвижного репера на текущий луч l , а вектор 3e  репера

пусть сонаправлен с текущим лучом. Тогда пфаффовы формы 1 2 1 2
3 3, , ,ω ω ω ω  яв-

ляются линейными комбинациями величин idt  и не содержат дифференциалов



6 З.П. Бадяева, М.С. Бухтяк

параметров, ответственных за изменение репера при фиксированном луче. Такие
формы называются главными [1]. Эти формы 1 2 1 2

3 3, , ,ω ω ω ω  (базовые формы)
управляют смещением луча, и

1 2 1 2
3 3 0ω ∧ ω ∧ ω ∧ ω ≠ .

Хорошо известна роль квадратичной дифференциальной формы

( ) ( )1 2 2 1
3 3 3 32 2 , ,d dω ω − ω ω = M e e  в геометрии линейчатого пространства (в частно-

сти, обращение её в нуль для луча регулюса делает этот луч торсовым). Поставим
следующий вопрос: насколько особое положение занимает эта квадратичная фор-
ма среди тех однородных квадратичных многочленов от базовых форм линейча-
того пространства, и обладающих свойством относительной инвариантности по
отношению к некоторым преобразованиям, на наш взгляд естественным.

Обозначая, как в [1],

0 0
, , , 1, 2,3; 1, 2,3, 4,

k k

i i j j
i i

dt dt
i j k

= =

ω = π ω = π = =

заключаем, что 1 2 1 2
3 3 0π = π = π = π = .  (1)

Данные соотношения сужают полную аффинную группу, действующую в ка-
сательном пространстве многообразия L , до некоторой подгруппы. Оставшиеся
формы

1 2 1 2 3 3 3 3
1 1 2 2 2 1 3, , , , , , ,π π π π π π π π  (2)

управляют смещением репера при фиксированном луче.
Введём матричнозначную форму [2]

1 2 1 1
3 3

1 2
1 1
1 2
2 2

1 2
1 1
1 2
2 2

0 0
0 0

0 0
0 0

ω ω ω ω

ω ω
θ⎛ ⎞ =⎜ ⎟ ω ωΩ⎝ ⎠

ω ω
ω ω

.

Тогда справедливы соотношения

( )3 1 3 2 3 1 3 2
3 3 3 3 3 3

3 1 3 2
1 3 1 3
3 1 3 2
2 3 2 3

3 1 3 2
1 3 1 3
3 1 3 2
2 3 2 3

,d

d

θ − θ ∧ Ω = ω ∧ ω ω ∧ ω ω ∧ ω ω ∧ ω

ω ∧ ω ω ∧ ω
ω ∧ ω ω ∧ ω

Ω − Ω ∧ Ω =
ω ∧ ω ω ∧ ω
ω ∧ ω ω ∧ ω

0

0

.

Ясно, что последние соотношения являются структурными уравнениями
линейной связности в том и только в том случае, когда внешние квадратичные
формы

3 3
3 3, , 1, 2,3; 1,2i iα αω ∧ ω ω ∧ ω = α = ,

разложимы по внешним квадратичным формам

33 3, , , , 1, 2α β α β α βω ∧ ω ω ∧ ω ω ∧ ω α β = .
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Мы не предполагаем данное условие выполненным. Определим, однако, опе-
ратор Ψ , указав его действие на матрицу ( )ijH h=  следующим образом:

( ) ( )TH dH H HΨ = − Ω − Ω .
Если матричнозначная форма Ω  определяет аффинную связность, то оператор

Ψ  есть оператор ковариантного дифференцирования. Обозначим
1 2
1 1
1 2
2 2

1 2
1 1
1 2
2 2

0 0
0 0

0 0
0 0

π π
π π

Π =
π π
π π

.  (3)

Оператор ( ) ( )TH H H HδΨ = δ − Π − Π

имеет очевидный смысл ( δ  – символ дифференцирования по вторичным пара-
метрам).

Пусть на многообразии L  задан однородный многочлен второй степени Φ  от
дифференциалов базовых форм

33 32
, , , 1, 2.

a b c
a a c c

α β α β α β
αβ αβ αβ

αβ βα αβ βα

Φ = ω ω + ω ω + ω ω
= = α β =

(4)

Матрица полинома

11 12 11 12

21 22 21 22

11 21 11 12

12 22 21 22

a a b b
a a b bL
b b c c
b b c c

= .  (5)

Требование полуинвариантности полинома (4) относительно оператора Ψ  при
фиксированных базовых параметрах приводит к уравнению

( ) ( )TL L L L LδΨ ≡ δ − Π − Π = Ξ ,  (6)
где Ξ  – пфаффова 1-форма. Поставим следующую задачу. Отыскать условия на
ненулевой полином (4) с постоянными коэффициентами и на пфаффову форму Ξ ,
чтобы при отсутствии связей на формы (2) выполнялось требование (6). Пфаффо-
ву форму Ξ  будем искать в виде

1 2 1 2 3 3 3 3
1 1 2 1 3 2 4 2 5 2 6 1 7 3 8x x x x x x x xΞ = π + π + π + π + π + π + π + π .  (7)

Предъявленное нами требование (с учётом (3), (5) – (7)) приводит к системе
уравнений, матричная запись которой имеет вид

( )
( ) ( )

11 1 12 2 11 3 11 4 11 5 11 6 11 7 11 8 11

12 1 22 2 12 11 3 12 12 4 5 12 6 12 7 12 8 12

1 22 2 22 12 3

1
1
2
1
1
2
2
2
3
2
3
1
3
3
3

2 2
1 1

2
0
0
0
0 ,0
0
0
0

a x a x a x a x a x a x a x a x a
a x a x a a x a a x x a x a x a x a

x a x a a x a

A A

+ +
+ + + +

+

⎛ ⎞π
⎜ ⎟ ⎛ ⎞π⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟π
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
π⎜ ⎟ ⎜ ⎟× = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟π

⎜ ⎟ ⎜ ⎟
π⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟π⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟π⎝ ⎠

( )
( ) ( )
( ) ( )

22 22 4 22 5 22 6 22 7 22 8 22

11 1 21 12 2 11 3 11 4 11 5 11 6 11 7 11 8 11

12 1 22 2 12 11 3 12 12 4 5 12 6 12 7 12 8 12

21 1 22 2 21 11 3 21 21 4 5 21 6 21 7 21 8 21

1 22 2 22 21

2
2
1 1
1 1

a x a x a x a x a x a
b x b b x b x b x b x b x b x b x b
b x b x b b x b b x x b x b x b x b
b x b x b b x b b x x b x b x b x b

x b x b b

+
+ + +
+ + + +
+ + + +

+ ( )
( )
( ) ( )

12 3 22 22 4 5 22 6 22 7 22 8 22

11 1 12 2 11 3 11 4 11 5 11 6 11 7 11 8 11

12 1 22 2 12 11 3 12 12 4 5 12 6 12 7 12 8 12

1 22 2 22 12 3 22 22 4 22 5 22 6 22 7 22 8 22

2
2 2
1 1

2 2

b x b b x x b x b x b x b
c x c x c x c x c x c x c x c x c
c x c x c c x c c x x c x c x c x c

x a x a c x c c x c x c x c x c x c

+ +
+ +
+ + + +

+ +

. (8)
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Поскольку данное уравнение не должно налагать ограничений на пфаффовы
формы (2), то матрица A  – нулевая. В то же время матрица L  (см. (5)) отлична от
нулевой. Указанная совокупность условий выполнена, если и только если

5 6 7 8 1 2 3 4

11 12 22 11 12 21 22 11 22

0, 1, 0, 0, 1,
0.

x x x x x x x x
a a a b b b b c c
= = = = = − = = = −

= = = = + = = = =

Таким образом, с точностью до числового множителя,
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

L −
=

−
,

( ) ( )1 2 2 1
3 3 3 32 2 , ,d dΦ = ω ω − ω ω = M e e .

Соответственно 1 2
1 2Ξ = −π − π .

Отметим, что полином Φ  инвариантен, если и только если
1 2
1 2 0π + π = .  (9)

Вследствие (1) внешнее дифференцирование последнего уравнения приводит к
тождеству. При выполнении (9) получаем подгруппу преобразований репера, оп-
ределяемую деривационными формулами

3
3

1 2 3
1 1 1 1 2 1 3

1 2 3
2 2 1 2 2 2 3

3
3 3 3

1 2
1 2

,
,
,

,
0.

δ = π

δ = π + π + π

δ = π + π + π

δ = π

π + π =

M e
e e e e
e e e e
e e

Геометрический смысл условия (9), дополненного (1), таков:
( ) ( )1 2 3 3 1 2 3 3δ = δe e e e e e e e ,

где символ ( )abc  обозначает косое произведение векторов , ,a b c .

2. Вариация однородного полинома от базовых форм

Для дальнейшего нам потребуются связи на вторичные параметры. Действуя
как в [3], получаем в обозначениях [1,3] вариации главных форм в виде

3
3

3
3 3 33

,

,
, 1, 2.

α β α α
β

α β α α
β

δω = −ω π + π ω

δω = −ω π + π ω
α β =

 (10)

Применив (10) к (4), получаем, что

3 3
3 3

3 3
3 3 3

( )

2( )

( 2 2 ) .

a a a

b b b a b

c c c b c

γ γ α β
αβ γβ α αγ β

γ γ α β
αβ γβ α αγ αβ αββ

γ γ α β
αβ γβ α αγ αβ αββ

δΦ = δ − π − π ω ω +

+ δ − π − π + π + π ω ω +

+ δ − π − π + π + π ω ω

 (11)
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В этих формулах δ  – символ дифференцирования по вторичным (слоевым) пара-
метрам.

Квадратичный полином Φ  окажется относительно инвариантным, если
δΦ = ΘΦ ,

где Θ  – некоторая пфаффова форма. Итак, условие относительной инвариантно-
сти имеет, с учетом (11), вид

3 3
3

3 3
3

,

,

2 2 ,
, , 1, 2.

a a a a

b b b a b b

c c c b c c

γ γ
αβ γβ α αγ αββ

γ γ
αβ γβ α αγ αβ αβ αββ

γ γ
αβ γβ α αγ αβ αβ αββ

δ = π + π + Θ

δ = π + π − π − π + Θ

δ = π + π − π − π + Θ
α β γ =

Приведем подробную запись последних соотношений для полинома с посто-
янными коэффициентами. Именно,

( )
( )
( )
( ) ( )

( )
( )
( ) ( )

1 2
11 1 12 1

1 2 1 2
12 1 2 11 2 22 1

2 1
22 2 12 2

1 3 2 3
11 1 3 12 21 1 11

1 2 3 1 2 3
12 1 2 3 11 2 22 1 12

1 2 3 1 2 3
21 1 2 3 11 2 22 1 12

2 3
22 2 3 12 21

2 2

0,

2 2 0,

2 0,

0,

0,

2

a a

a a a

a a

b b b a

b b b a

b b b a

b b b

Θ + π + π =

Θ + π + π + π + π =

Θ + π + π =

Θ + π − π + + π − π =

Θ + π + π − π + π + π − π =

Θ + π + π − π + π + π − π =

Θ + π − π + + π

( )
( )
( )

1 3
2 22

1 3 2 3
11 1 3 12 1 11

1 2 3 1 2 3
12 1 2 3 11 2 22 1 12 21

2 3 1 3
22 2 3 12 2 22

0,

2 2 2 2 0,

2 ( ) 0,

2 2 2 2 0.

a

c c b

c c c b b

c c b

− π =

Θ + π − π + π − π =

Θ + π + π − π + π + π − + π =

Θ + π − π + π − π =

Полагаем
1 2 1 2 3 3 3 3

1 1 2 1 3 2 4 2 5 2 6 1 7 3 8x x x x x x x xΘ = π + π + π + π + π + π + π + π .

Аналогично (8) получаем матричное уравнение

( )
( ) ( )

11 1 12 2 11 3 11 4 11 5 11 6 11 7 11 8 11

12 1 22 2 12 11 3 12 12 4 5 12 6 12 7 12 8 12

1 22 2 22

1
1
2
1
1
2
2
2
3
2
3
1
3
3
3

2 2
1 1

2
0
0
0
0

,
0
0
0
0

a x a x a x a x a x a x a x a x a
a x a x a a x a a x x a x a x a x a

x a x a a

B B

+ +

+ + + +
⎛ ⎞π

⎛ ⎞⎜ ⎟
π ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟π ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟π
⎜ ⎟× = =⎜ ⎟
⎜ ⎟π⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

π ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟π ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟π⎝ ⎠

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

12 3 22 22 4 22 5 22 6 22 7 22 8 22

11 1 21 12 2 11 3 11 4 11 5 11 6 11 11 7 8 11 11

12 1 22 2 12 11 3 12 12 4 5 12 6 12 7 12 8 12

21 1 22 2 21 11 3 21 21 4 5 21 6 21 7 21 8 21

1

2
2 1
1 1
1 1

x a a x a x a x a x a x a
b x b b x b x b x b x b x b b x x b a
b x b x b b x b b x x b x b x b x b
b x b x b b x b b x x b x b x b x b

x

+ +

+ + + − −

+ + + +

+ + + +

( )
( )
( ) ( )

22 2 22 21 12 3 22 22 4 5 22 6 22 7 22 8 22

11 1 12 2 11 3 11 4 11 5 11 6 11 7 11 8 11

12 1 22 2 12 11 3 12 12 4 5 12 6 12 7 12 8 12

1 22 2 22 12 3 22 22 4 22 5 22 6 22 7 22 8 22

2
2 2
1 1

2 2

b x b b b x b b x x b x b x b x b
c x c x c x c x c x c x c x c x c
c x c x c c x c c x x c x c x c x c

x a x a c x c c x c x c x c x c x c

+ + +

+ +

+ + + +

+ +

.
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Условия, налагаемые на матрицу В, – те же, что и что и для матрицы A. В дан-
ном случае они приводят к единственному (с точностью до ненулевого числового
множителя) решению

11 12 22 11 12 21 22 11 12 22

1 2 3 4 5 6 7

1 1 0,
1 1 1 0.

a a a b b b b c c c
x x x x x x x

= = = = − = + = = = = =
+ = = = + = = = − =

Таким образом, с точностью до ненулевого числового множителя, как и рань-
ше, имеем

( ) ( )1 2 2 1
3 3 3 32 2 , ,d dΦ = ω ω − ω ω = M e e .

Однако форма Θ  отличается от формы Ξ . Именно,
3 1 2
3 1 2Θ = π − π − π .  (12)

Согласно приведенным выше результатам, запишем вариацию найденной
квадратичной формы

3 1 2
3 1 2( )δΦ = π − π − π Φ .

Таким образом, форма ϕ  лишь относительно инвариантна на линейчатом про-
странстве, а инвариантной она окажется при выполнении следующего набора ус-
ловий:

1 2 1 2
3 2 0π = π = π = π = , 1 2 3 3

1 2 3 32π + π + π = π .  (13)

Последнему равенству в системе (13) можно придать более геометрическую
форму, а именно:

( ) ( )1 2 3 3 1 2 3 32δ = δe e e e e e e e .

Очевидно, что уравнения (13) выполнены для многообразия скользящих век-
торов в эквиаффинном пространстве 3A ′ , и подавно – для многообразия прило-

женных векторов в 3A ′ .

3. Одномерные подгруппы

Для базиса { }1 2 3, ,e e e  имеем деривационные формулы
1 2 3

1 1 1 1 2 1 3
1 2 3

2 2 1 2 2 2 3
1 2 3

3 3 1 2 2 3 3

,
,
,

δ = π + π + π

δ = π + π + π

δ = π + π + π

e e e e
e e e e
e e e e

причем формы Пфаффа j
iπ  связаны в случае (9) соотношениями

1 2 1 1
3 3 1 1 0π = π = π + π = ,

а в случае (12) – соотношениями
1 2 1 1 3
3 3 1 1 3 0π = π = π + π − π = .

Каждая из двух последних систем уравнений вполне интегрируема и определяет
(каждая свою) подгруппу полной линейной группы Обозначим их 1G  и 2G . Най-
дём одномерные подгруппы групп 1G  и 2G .
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Пусть { }1 2 3, ,p p p  – неподвижный базис, причем вектор 3p  параллелен непод-
вижному направлению вектора 3e . Пусть каждый вектор базиса { }1 2 3, ,e e e  зависит
от одного параметра t . Тогда связь двух базисов можно выразить уравнениями

1 1 1 2 2 3 3

2 1 1 2 2 3 3

3 3

( ) ( ) ( ) ,
( ) ( ) ( ) ,

( ) .

x t x t x t
y t y t y t

z t

= + +
= + +
=

e p p p
e p p p
e p

 (14)

причём 1 2

1 2

( ) ( ) ( ) 0
( ) ( )

x t x t z t
y t y t

≠ .

Заметим, что соотношения 1 2
3 3 0π = π =  нами уже учтены. Дифференцируем (14), а

результат записываем, применяя выражение векторов неподвижного базиса через
векторы 1 2 3, ,e e e . Тогда оказывается, что

[1 2] [1 2] [1 2] [1 2]1 2 1 2 3
1 1 2 2 3

[1 2] [1 2] [1 2] [1 2]
, , , ,

dx y dx x dy y dy x dz
x y x y x y x y z

π = π = − π = π = − π = .

Теперь уравнение 1 1
1 1 0π + π =  принимает вид

1 2
[1 2] [1 2]

1 2
0x xdx y dy x d

y y
− ≡ =

и его очевидное решение

1 2

1 2
0x x const

y y
= ≠ ,  (15)

а уравнение 1 1 3
1 1 3 0π + π − π =  приводится к виду

[1 2]

[1 2]

( )d x y dz
x y z

= ,

общее решение которого

1 2

1 2
, 0x x Cz C const

y y
= = ≠ .  (16)

Надлежащим выбором базиса { }1 2 3, ,p p p  приводим решение (15) к виду

1 2

1 2
1

x x
y y

= .

Аналогичным действием приводим решение (16) к виду

1 2

1 2

x x
z

y y
= .

Группа 1G  изоморфна группе матриц
1 2 3
1 1 1 1 2

1 11 2 3
2 2 2 1 2

2 23
3

, 1

0 0

a a a
a a

a a a
a a

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟

=⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

,
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А группа 2G  соответственно изоморфна группе матриц
1 2 3
1 1 1 1 2

1 11 2 3 3
2 2 2 31 2

2 23
3

,

0 0

a a a
a a

a a a a
a a

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟

=⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

Полином, от которого требовали полуинвариантности по отношению к неко-
торой подгруппе группы (1), оказался вполне ожидаемым. Однако подгрупп ста-
ционарности оказалось две, поскольку полуинвариантность имелась в виду изна-
чально в разных смыслах.
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УДК 512.623.5

Г.Г. Пестов, Е.А. Фомина

КОНСТРУКЦИЯ СЕМЕЙСТВА БЕСКОНЕЧНО УЗКИХ ПОЛЕЙ

В статье изложена новая конструкция семейства бесконечно узких полей.

Ключевые слова: базис трансцендентности, двумерное упорядочивание,
верхний конус, бесконечно узкое поле.

Исследования по теории линейно упорядоченных полей начались с пионер-
ских работ Артина и Шрайера [1]. Бесконечно узкие поля относятся к тому классу
полей, которые одновременно допускают и линейное, и двумерное упорядочива-
ние. В работе [5] показано, что поле Q(π) можно снабдить двумерным порядком,
при котором оно является бесконечно узким полем. В настоящей статье описан
новый способ построения семейств бесконечно узких полей. Эти семейства суще-
ственно шире семейств, описанных в [6].

1. Основная конструкция

Пусть P0 – линейно упорядоченное поле. Обозначим через 0P  топологическое
замыкание поля P0. В топологическом замыкании линейно упорядоченного поля
нет собственных фундаментальных сечений [4]. Как известно, линейный порядок
с поля P0 единственным образом продолжается на поле 0P  [4]. Пусть В есть базис

трансцендентности [2] поля 0P  над полем P0, т.е. максимальная алгебраически не-

зависимая система элементов 0P  над P0. Поле K= P0(B) как подполе 0P  линейно
упорядочено.

Зададим произвольное отображение d: B → K. Таким образом, для каждого
x ∈ В задано значение dx ∈ K. Далее, каждому x ∈ K сопоставим значение dx ∈ K
следующим образом. Если x ∈ K, то x = f (a1,..., an). Убедимся, что представление
x = f (a1,..., an) единственно. В самом деле, пусть ещё x = g (b1,..., bm), где b1,...,
bm ∈ В и f ≠ g. Тогда

f (a1,..., an) = g(b1,..., bm).
Значит, f (a1,..., an) – g(b1,..., bm) = 0.
Следовательно, элементы
 (a1,.., an, b1,..., bm) из B
связаны нетривиальным алгебраическим соотношением, что противоречит опре-
делению базиса трансцендентности. Итак, доказано, что представление x = g(b1,...,
bm) единственно.

Теперь полагаем
dx = df (a1,..., an),

где 1 1
1

( ,..., ) ...n n
n

f fdf a a da da
x x

∂ ∂
= + +

∂ ∂
.
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Поскольку представление x = g(b1,..., bm) единственно, то dx для каждого x
также определено единственным образом. Заметим, что ранее [6] авторы в конст-
рукции верхнего конуса бесконечно узкого поля полагали всюду dxi = 1. Таким
образом, описываемая здесь конструкция является существенным обобщением
конструкции из [6].

2. Двумерный порядок в поле K

Зададим двумерный порядок в поле K. Известно, что двумерный порядок од-
нозначно задаётся верхним конусом Ku [3]. Построим верхний конус следующим
образом. Пусть f (х1,..., хn) пробегает поле P0(х1,..., хn); кортеж (a1,..., an) пробегает
множество кортежей элементов из В. Имеет место следующая

Теорема. Множество
Ku = {f (a1,..., an) |f (х1,..., хn) ∈ P0(х1,..., хn), df (a1,..., an) ≥ 0}

есть верхний конус некоторого двумерного порядка в поле K, при котором K яв-
ляется бесконечно узким полем.

Доказательство. Убедимся, что Ku есть верхний конус 2-порядка в поле K.
Проверим выполнение условий (a) – (d) критерия верхнего конуса [3]:

(a) Ku +Ku = Ku;
(b) Ku ∪ –Ku = K;
(c) (Ku\{0})–1 = –Ku\{0};

(d) если x, z ∈ Ku, y∈
o
uK ; zy–1, yx–1∈Ku, то zx–1∈Ku.

(a) Убедимся, что множество Ku замкнуто относительно сложения.
Пусть f (a1, ..., an), g (a1, ..., an) ∈ Ku . Тогда

1
1

... 0n
n

f fda da
x x

∂ ∂
+ + ≥

∂ ∂
 и 1

1
... 0n

n

g gda da
x x

∂ ∂
+ + ≥

∂ ∂
,

где f (a1, ..., an), g (a1, ..., an) ∈ K.
Но тогда имеем

1 1
1 1

... ... 0n n
n n

f f g gda da da da
x x x x

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + ≥

∂ ∂ ∂ ∂

или 1
1

( ) ( )... 0n
n

f g f gda da
x x

∂ + ∂ +
+ + ≥

∂ ∂

Значит, (f + g) ∈ Ku.
(b) Условие: Ku ∪ (– Ku) = K выполнено.
Действительно, пусть f (a1, ..., an) ∈K . Возможны два случая.
Либо

df (a1,...,an) ≥ 0,
и тогда f (a1, ..., an) ∈ Ku.

Либо
df (a1,...,an) ≤ 0,

и тогда f (a1, ..., an) ∈ –Ku .
Доказательство пунктов (c) и (d) формально аналогично доказательству, при-

ведённому в [6].
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Таким образом, в поле K = P0(B) эффективно задан нетривиальный двумерный
порядок.

Покажем, что K – бесконечно узкое поле [5].

Пусть x = f (a1,..., an) ∈ 
o
uK . Так как х ∈ 

o
uK , то, по определению верхнего ко-

нуса ,
o
uK  имеем dx > 0. Докажем, что

∀n ∀r ∈ K0 (r < x ⇒ (x – r)n ∈ 
o
uK ).

Заметим, что для того чтобы элемент (x – r)n принадлежал открытому верхнему
конусу, необходимо и достаточно, чтобы

d((x – r)n) > 0.
Пусть r ∈ K0, x ∈ K, и r < x. Так как (x – r) > 0, то (x – r)n–1 > 0 в силу того, что
K = P0(B) является линейно упорядоченным полем. Имеем

∀n ∈ N d((x – r)n) = n(x – r)n–1dx > 0.

Значит, (x – r)n ∈
o
uK , следовательно, x = f (a1, ..., an) – бесконечно близкий к базе

K элемент, и поле K является бесконечно узким.
Теорема доказана.
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А. Сопуев, Н.К. Аркабаев

ЗАДАЧИ СОПРЯЖЕНИЯ ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ
ПСЕВДОПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА

Доказано существование единственного решения задачи сопряжения для
линейных псевдопараболических уравнений третьего порядка с двумя ли-
ниями изменения типа.

Ключевые слова: сопряжения, псевдопараболические уравнения, краевые
условия, функции Римана, интегральные уравнения.

1. Постановка задачи

В области D , ограниченной отрезками прямых

1= 0, = ,x y h−  1 1 1= , = , = , = 0 ( , , , > 0)x y h x y h h− ,
рассмотрим задачи сопряжения для уравнений

1 1 1 1( ) = 0, ( , )xxx xy xL u u u a u d u x y D≡ − + + ∈ ; (1)

2 2 2 2 2 2 2( ) = 0, ( , )xxy xx xy x yL u u a u b u c u d u e u x y D≡ + + + + + ∈ ; (2)

3 3 3 3 3 3 3( ) = 0, ( , ) ,xyy xy yy x yL u u a u b u c u d u e u x y D≡ + + + + + ∈ (3)

где , , , , , = 1,3, = 2,3,i i j j ja d b c e i j  – заданные функции, а 1 = ( > 0, > 0),D D x y∩

2 3= ( > 0, < 0), = ( < 0, > 0)D D x y D D x y∩ ∩ .
Уравнения (1) – (3) представляют собой канонические виды линейных

уравнений третьего порядка по классификации работы [1]. Такие уравнения часто
называются псевдопараболическими по характеру свойств решений [2, 3].
Частные случаи рассматриваемых уравнений встречаются при изучении
поглощения почвенной влаги растениями [4].

Пусть n mC +  означает класс функций, имеющих производные /r s r sx y+∂ ∂ ∂
( = 0,1,..., ; = 0,1,..., )r n s m  .

Относительно коэффициентов предполагаем следующее:
2 0 1 1

1 2 21 1 2 2 2 2
1 1 0 2

3 33 3 3 3
1 0 0 1

, ( ), ( ) ( ), ( ) ( ),
( ) ( ), ( ) ( ),
( ) ( ), ( ) ( ), ( ), = 2,3.j j jj j j j j

a d C D a C D C D b C D C D
a C D C D b C D C D
c C D C D d C D C D e C D j

+ +

+ +

+ +

∈ ∈ ∩ ∈ ∩
∈ ∩ ∈ ∩
∈ ∩ ∈ ∩ ∈

(4)

Задача 1. Найти функцию
1 1 2 1 1 2 3 0

1 2 3( , ) ( ) [ ( ) ( ) ( )] ,ju x y C D C D C D C D C+ + + +∈ ∩ ∪ ∪ ∩  = 1, 2,3i ,

удовлетворяющую уравнениям (1), (2) и (3) в областях 1D , 2D  и 3D
соответственно, краевым условиям

1 1 2( , ) = ( ), ( , ) = ( ),0u y y u y y y h− ϕ ϕ ≤ ≤ ; (5)

1 2 1(0, ) = ( ), (0, ) = ( ), 0xu y y u y y h yχ χ − ≤ ≤ ; (6)
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1 2 1( ,0) = ( ), ( ,0) = ( ), 0yu x x u x x xψ ψ − ≤ ≤ (7)

и условиям сопряжения
( , 0) = ( , 0), ( , 0) = ( , 0), 0y yu x u x u x u x x− + − + ≤ ≤ ; (8)

( 0, ) = ( 0, ), ( 0, ) = ( 0, ), 0 ,x xu y u y u y u y y h− + − + ≤ ≤ (9)

где ( ), ( ), ( ) ( = 1, 2)i i iy y x iϕ χ ψ  – заданные гладкие функции, причем
2 1

1 2
1 1

1 1

( ) [0, ], ( ) [0, ],
( ) [ ,0], ( ) [ ,0]( = 1, 2);i i

y C h y C h
y C h x C i

ϕ ∈ ϕ ∈
χ ∈ − ψ ∈ −

(10)

1 1 1 1 1 2 1

1 2 2 2

(0) = ( ), (0) = (0), (0) = (0),
(0) = (0), (0) = (0).

′ϕ ψ − ψ χ ψ χ
′ ′ ′ψ χ ψ χ

(11)

Уравнения (1) – (3) в совокупности с условиями сопряжения (8) и (9) являются
уравнениями смешанного типа с двумя линиями изменения типа в области D  [5].
Задачи сопряжений для уравнений второго порядка с двумя линиями изменения
типа рассмотрены в работах [6−8]. Методом функции Римана изучены краевые
задачи для уравнения вида (2) в работах [9, 10]. Построение функции Римана и
корректные краевые задачи для дифференциальных уравнений со старшими
частными производными рассмотрены в работах [11−15].

Введем следующие обозначения:

1 1( , 0) = ( , 0) = ( ), ( , 0) = ( , 0) = ( ), 0y yu x u x x u x u x x x− + τ − + ν ≤ ≤ ; (12)

2 2( 0, ) = ( 0, ) = ( ), ( 0, ) = ( 0, ) = ( ), 0 ,x xu y u y y u y u y y y h− + τ − + ν ≤ ≤ (13)

где 1 2 1 2( ), ( ), ( ), ( )x y x yτ τ ν ν  – пока неизвестные функции.

2. Представление решения задачи 1 в области D2

Рассмотрим в области 2D  задачу Гурса для уравнения (2) с условиями (6) и

1( ,0) = ( ),0 .u x x xτ ≤ ≤ (14)
Решение этой задачи представим через функции Римана [9, 10]. С этой целю

рассмотрим тождество
*

2 2 2 2

2 2 2 2

( ) ( ) = [ ( )
] [ ( ) ] ,

L u uL u u a u a u
b u c u u b u d u

ξη ξη ξ ξ

η ξ ξ ξ ξ η

υ − υ υ + υ + υ − υ +
+ υ + υ − υ + υ − υ

(15)

где *
2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .L a b c d eξξη ξξ ξη ξ ηυ ≡ −υ + υ + υ − υ − υ + υ

Пусть *
1 ( , )B x y  – произвольная точка области 2D . Интегрируя равенство (15)

по области *
2 = {( , ) : 0 < < , < < 0}D x y x yξ η , имеем

*
2 2 2 2

* *
2 2

2 2 2 2

[( ( ) ( )] = [ ( ) ]

[ ( ) ] .
D D

L u uL d d u b u d u d

u u a u a u b u c u d

ξ ξ ξ

∂

ξη ξη ξ ξ η

υ − υ ξ η υ + υ − υ ξ +

+ υ + υ + υ − υ + υ + υ η

∫∫ ∫
(16)

Пусть ( , ; , )x yυ ξ η  – является решением задачи Гурса
* *
2 2( ) = 0, ( , ) ,L Dυ ξ η ∈ (17)
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= = 2( , ; , ) | = 0, ( , ; , ) | = exp ( , ) , 0x x
y

x y x y a x t dt y
η

ξ ξ ξ

⎛ ⎞
⎜ ⎟υ ξ η υ ξ η ≤ η ≤
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ; (18)

= 1( , ; , ) | = ( , ; ), 0 ,yx y x y xηυ ξ η θ ξ ≤ ξ ≤ (19)

где 1( , ; )x yθ ξ  – решение следующей задачи Коши:

2 2

= =

( , ; , ) [ ( , ) ( , ; , )] ( , ) ( , ; , ) = 0,0 < < ,
( , ; , ) | = 0, ( , ; , ) | = 1.x x

x y y b y x y y d y x y y x
x y y x y y

ξξ ξ

ξ ξ ξ

υ ξ − ξ υ ξ + ξ υ ξ ξ
υ ξ υ ξ

(20)

Задача (17) – (19) решается эквивалентным сведением к интегральному
уравнению Вольтерра вида

2

( , ; , ) =

( , , ) ( , ; , ) ( , ) ( , ; , ) ( , , ) ( , ; , ) ,
x y x y

x y x

B s x y s ds a t x y t dt ds C s t x y s t dt
ξ η ξ η

υ ξ η ξ − +

+ ξ η υ η + ξ υ ξ + ξ υ∫ ∫ ∫ ∫ (21)

где 2 2 2 2( , , ) = ( , ) ( ) ( , ), ( , , ) = ( , ) ( ) ( , )B s b s s d s C s t c s t s e s tξ η η − ξ − η ξ − + ξ − , которое

допускает единственное решение из класса 2 1 *
2( )C D+ .

Тогда из (16) получим представление решения задачи 1 в области 2D :

1 1 1
0

1 1 2 1 2 1 1
0

( , ) = ( , ; ,0) ( ) ( , ; ) ( )

[ ( , ; ) ( ) ( , ;0, ) ( ) ( , ; ) ( ) ( , ; ) ( )] ,

x

y

u x y x y x x A x y d

B x y x y C x y E x y d

ξυ τ + ξ τ ξ ξ +

′ ′+ η χ η − υ η χ η + η χ η + η χ η η

∫

∫
(22)

где 1 2 2( , ; ) = ( , ; ,0) [ ( ,0) ( , ; ,0)] ( ,0) ( , ; ,0),A x y x y b x y d x yξξ ξξ −υ ξ + ξ υ ξ − ξ υ ξ

1 2( , ; ) = ( , ;0, ) (0, ) ( , ;0, ),B x y x y b x yξη υ η − η υ η

1 2( , ; ) = (0, ) ( , ;0, ),C x y a y x yη − υ η

1 2 2 2( , ; ) = [ (0, ) (0, ( , ;0, ) (0, ) ( , ;0, ).E x y a c x y a x yξ ξη η − ηυ η + η υ η

Из (22) нетрудно получить соотношение между 1( )xτ , и 1( )xν , полученное с
помощью области 2D :

1 1 1 1 1
0

( ) = ( ,0; ,0) ( ) ( ,0; ) ( ) ( ),
x

y yx x x x A x d g xξν υ τ + ξ τ ξ ξ +∫ (23)

где 1 1 1 2 1 2 1 2( ) = ( ,0,0) (0) ( ,0;0,0) (0) ( ,0,0) (0) ( ,0,0) (0).g x B x x C x E x′ ′χ − υ χ + χ + χ

3. Соотношение между x1( )τ  и x1( )ν , полученное с помощью области D1

Интегрируя уравнение (1) в пределах от 0  до x  имеем

11 0
0

= ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),
x

xx yu u y a x y u d y u y d T x y− ω − + ξ ξ ξ +∫ (24)

1 1 1 0 1 2 2( , ) = ( , ) ( , ), ( , ) = (0, ) ( ) ( ).d y a y d y T x y a y y yξ ′ξ ξ − ξ τ − τ
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Отсюда переходя к пределу при 0y→+ , получим соотношение между 1( )xτ  и 1( )xν :

1 1 1 1 1 1 0
0

( ) ( ) = (0) ( ,0) ( ) ( ,0) ( ) ( ,0).
x

x x a x x d d T x′′τ − ν ω − τ + ξ τ ξ ξ +∫ (25)

4. Определение x1( )τ

Исключая 1( )xν  из соотношений (23) и (25), приходим к уравнению

1 1 1 1 1 1
0

( ) = (0) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ),
x

x a x x A x d g x′′τ ω − τ + ξ τ ξ ξ +∫ (26)

где 1 1 0 1 1

1 1 1

( ) = ( ) ( ,0), ( ) = ( ,0) ( ,0; ,0),

( , ) = ( ,0) ( ,0; ).
y

y

g x g x T x a x a x x x

A x d A x
ξ+ − + υ

ξ ξ − ξ

Отметим, что для 1( )xτ  выполняются еще следующие краевые условия:

1 1 1 2 1 2(0) = (0), (0) = (0), ( ) = (0).′τ χ τ χ τ ϕ (27)
Интегрируя дважды уравнение (26) и используя при этом первые два условия

из (27), имеем

2
1 2 1 2

0

1( ) = (0) ( , ) ( ) ( ),
2

x

x x A x d g xτ ω + ξ τ ξ ξ +∫ (28)

112 2 1 2 1
0

( , ) = ( )( ) ( ) ( , ) , ( ) = (0) (0) ( ) ( ) .
x x

A x a x x t A t dt g x x x t g t dt
ξ

ξ ξ − ξ + − ξ χ + χ + −∫ ∫

Отсюда, воспользовавшись третьим условием (27), находим

2 2 2 12 2
0

2 2(0) = [ (0) ( )] ( , ) ( ) .g A dω ϕ − − ξ τ ξ ξ∫
Подставляя это в значение (28), имеем

2

1 3 2 2 2 12
0 0

( ) = ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ,
x xx g x A x d A dτ + ξ τ ξ ξ − ξ τ ξ ξ∫ ∫ (29)

где [ ] 2
3 2 2 22

1( ) = ( ) (0) ( )g x g x g x+ ϕ − .

Обращая вольтеровскую часть уравнения (29), получим интегральное уравне-
ние Фредгольма второго рода

1 1 1
0

( ) = ( ) ( , ) ( ) ,x g x H x dτ + ξ τ ξ ξ∫ (30)

где 2 2
1 1 22

0

3 1 3
0

1( , ) = ( , ) ( , ),

( ) = ( ) ( , ) ( ) .

x

x

H x x R x t t dt A

g x g x R x g d

⎛ ⎞
ξ − + ξ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

+ ξ ξ ξ

∫

∫
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Если < 1,L (31)
то уравнение (30) имеет единственное решение, здесь 1

0 ,
= ( , ) .max

x
L H x

≤ ξ≤
ξ

5. Представление решение задачи 1 в области D3

В области 3D  рассмотрим задачу Гурса для уравнения (3) с условиями (7) и

2(0, ) = ( ),0u y y y hτ ≤ ≤ , решение которого с помощью функции Римана
представимо в виде

2 2 2
0

2 1 2
0

2 2 2 1

( , ) = ( , ;0, ) ( ) ( , ; ) ( )

[ ( , ; ) ( ) , ; ,0) ( )

( , ; ) ( ) ( , ; ) ( )] ,

y

x

u x y w x y y y A x y d

B x y wx y

C x y E x y d

η τ + η τ η η +

′ ′+ ξ ψ ξ − ξ ψ ξ +

+ ξ ψ ξ + ξ ψ ξ ξ

∫

∫ (32)

где

2 3 3( , ; ) = ( , ;0, ) [ (0, ) ( , ;0, )] (0, ) ( , ;0, ),A x y w x y a w x y c w x yηη ηξ − η + η η − η η

2 3( , ; ) = ( , ; ,0) ( ,0) ( , ; ),B x y w x y a w x yηξ ξ − ξ ξ

3 3( , ; ) = ( ,0) ( , ; ),C x y b w x yξ − ξ ξ

2 3 3 3( , ; ) = [ ( ,0) ( ,0)] ( , ; ,0) ( ,0) ( , ; ,0).E x y b d w x y b w x yη ηξ ξ − ξ ξ + ξ ξ

Здесь ( , ; , )w x y ξ η  – функция Римана, определяемая как решение следующей
задачи:

*
3 3 3 3 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) = 0,L w w a w b w c w d w e wξηη ξη ηη ξ η≡ − + + − − +

*
3( , ) = {( , ) : < < 0,0 < < },D x yξ η ∈ ξ η ξ η

= = 3( , ; , ) | = 0, ( , ; , ) | = exp ( , ) , 0,y y
x

w x y w x y b s y ds x
ξ

η η η

⎛ ⎞
ξ η ξ η ≤ ξ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ (33)

= 2( , ; , ) | = ( , ; ),xw x y x yξξ η θ η

где 2 ( , ; )x yθ η  – решение задачи Коши:

3 3( , ; , ) [ ( , ) ( , ; , )] ( , ) ( , ; , ) = 0,0 < < ,w x y x a x w x y x c x w x y x yηη ηη − η η + η η η

=0 =0( , ; , ) | = 0, ( , ; , ) | = 1.w x y x w x y xη η ηη η

При выполнении условий (4) решение задачи (33) существует и единственно.
Используя первое условие (5) и учитывая, что 1( , ;0, ) > 0w y yη − , из (32)

получим

2 2 2
0

( ) = ( ) ( , ) ( ) ,
y

y x H y dτ γ + η τ η η∫ (34)



Задачи сопряжения для линейных псевдопараболических уравнений 21

где 2 1
2 1

1 1

( , ; ) 1( , )= , ( )= { ( )
( , ;0, ) ( , ;0, )

A yH y x y
w y y w y yη η

− η
η − γ ϕ +

− −

0

2 1 1 1 2 2 1 2 2 1 1

1

[ ( , ; ) ( ) ( , ; ,0) ( ) ( , ; ) ( ) ( , ; ) ( )] }.B y w y C y E y d
−

′ ′+ − ξ ψ ξ − − ξ ψ ξ + − ξ ψ ξ + − ξ ψ ξ ξ∫

Определив 2 ( )yτ  из (34), однозначно находим решение задачи 1 в области 3D  по
формуле (32). Тогда из (32) можно определить 2 ( ) = (0, )xy u yν .

6. Решение задачи 1 в области D1

Выписывая решение уравнения теплопроводности, удовлетворяющее усло-
виям

2 2 1(0, ) = ( ), ( , ) = ( ),0 , ( ,0) = ( ),0 ,xu y y u y y y h u x x xν ϕ ≤ ≤ τ ≤ ≤

из (24) имеем

2 2
0 0

1 1
0 0 0

1 0
0

( , ) = ( , ;0, ) ( ) ( , ; , ) ( )

( , ; ,0) ( ) ( , ; , )[ ( ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )] ,

y y

y

u x y G x y d G x y d

G x y d d G x y a u

d t u t dt T d

ξ

ξ

− η ν η η − η ϕ η η +

+ ξ τ ξ ξ − ξ ξ η ω η − ξ η ξ η +

+ η η + ξ η η

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫
где

2

=
2 2 2

1 ( 4 )( , ; , ) = exp
4( )2 ( )

( 4 ) ( 2 4 ) ( 2 4 )exp exp exp .
4( ) 4( ) 4( )

n

x nG x y
yy

x n x n x n
y y y

+∞

−∞

⎧ ⎡ ⎤− ξ +
ξ η − +⎨ ⎢ ⎥− ηπ − η ⎩ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎫+ ξ + − ξ − + + ξ − +
+ − − − − − ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− η − η − η⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎭

∑

Представим полученное решение в виде

1 1
0 0 0

( , ) = ( , , ) ( ) ( , ; , ) ( , ) ( , ),
y y

u x y M x y d d K x y u d T x y− η ω η η + ξ ξ η ξ η η +∫ ∫ ∫ (35)

где 1
0

1 1
0

( , , ) = ( , ; , ) , ( , ; , ) =

( , ) ( , ; , ) ( , ) ( , ; , ) ,

M x y G x y d K x y

a G x y d G x y t dt

η ξ η ξ ξ η

= ξ η ξ η − ξ η η

∫

∫

1 1 2
0 0

2 0
0 0 0

( , ) = ( , ; ,0) ( ) ( , ;0, ) ( )

( , ; , ) ( ) ( , ) .

y

y y

T x y G x y d G x y d

G x y d d T dξ

ξ τ ξ ξ − η ν η η −

− η ϕ η η − ξ ξ η η

∫ ∫

∫ ∫ ∫
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Используя условие 2(0, ) = ( )u y yτ , из (35) имеем

0 1
0 0 0

(0, , ) ( ) = ( ) (0, ; , ) ( , ) ,
y

M y d r y d K y u dη ω η η + ξ ξ η ξ η η∫ ∫ ∫ (36)

где 0 2 1( ) = ( ) (0, )r y y T y−τ + .
Представим (0, , )M y η  в виде

2
2

0 0

2(0, , ) = ( , , ) ,
y

sM y e ds q y d
−η

−η + ξ η ξ
π ∫ ∫

где
2 2

=
2 2

=

1 ( 4 ) ( 4 )( , , ) = exp exp
4( ) 4( )2 ( )

1 ( 2 4 ) ( 2 4 )exp exp .
4( ) 4( )2 ( )

n

n

n nq y
y yy

n n
y yy

+∞

−∞
+∞

−∞

′ ⎧ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎫ξ − ξ +
ξ η − + − −⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥− η − ηπ − η ⎩ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎭

⎧ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎫ξ + − ξ − +
− − + −⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥− η − ηπ − η ⎩ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎭

∑

∑

Здесь ′ – означает отсутствие члена суммы при = 0n .
Нетрудно заметить, что (0, , ) = 1lim

y
M y

η→
η . Поэтому, дифференцируя уравнения

(36), получим

0 1
0 0 0

( ) (0, , ) ( ) = ( ) (0, ; , ) ( , ) .
y y

y yy M y d r y d K y u d′ω + η ω η η + ξ ξ η ξ η η∫ ∫ ∫

Обращая это уравнение, найдем ( ) :yω

2
0 0

( ) = ( ) ( , , ) ( , )
y

y r y d K y u dω + ξ ξ η ξ η η∫ ∫ , (37)

где

2 1 1 0 0
0

( , , ) = (0, ; , ) ( , ) (0, ; , ) , ( ) = ( ) ( , ) ( ) ,
y y

y tK y K y R y t K t dt r y r y R y r d
η

′ ′ξ η ξ η + ξ η + η η η∫ ∫

( , )R y η  – резольвента ядра – (0, , )yM y η . Исключая ( )yω  из (35) и (37), получим
интегральное уравнение типа Вольтерра

0 0

( , ) = ( , ) ( , ; , ) ( , ) ,
y

u x y T x y d K x y u d+ ξ ξ η ξ η η∫ ∫ (38)

где 1 2
0

1
0

( , ; , ) = ( , ; , ) ( , , ) ( , , ) , ( , ) =

( , ) ( , , ) ( ) .

y

y

K x y K x y M x y t K t dt T x y

T x y M x y r d

ξ η ξ η − ξ η

= − η η η

∫

∫

В силу свойств функций ( , ; , )K x y ξ η  и ( , )T x y  уравнение (38) допускает
единственное непрерывно дифференцируемое решение.
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Таким образом, доказана
Теорема. Если выполняются условия (4), (10), (11) и (31), то задача имеет

единственное решение.
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ВЕСТНИК ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА
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УДК 517.977
Р.А.Теймуров

О ЗАДАЧЕ УПРАВЛЕНИЯ ПОДВИЖНЫМИ ИСТОЧНИКАМИ
ДЛЯ СИСТЕМ С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ

В работе исследуется задача оптимального управления процессами, описы-
ваемыми совокупностью уравнений параболического типа и обыкновенным
дифференциальным уравнением, с управлениями подвижных источников.
Для рассмотренной ниже задачи оптимального управления доказана теорема
существования и единственности решения, получены необходимые условия
оптимальности в виде точечного и интегрального принципов максимума,
найдены достаточные условия дифференцируемости по Фреше критерия ка-
чества и получено выражение для его градиента.

Ключевые слова: подвижные источники, редуцированная задача, необходи-
мые условия оптимальности, принцип максимума, интегральное тождество.

Несмотря на прикладную важность задач с управлениями подвижных источ-
ников, они в настоящее время наиболее мало изучены [1, 5]. Для некоторых клас-
сов линейных и нелинейных краевых задач, в которых участвуют импульсные
функции, исследованы вопросы существования и единственности обобщенного
решения. В частности в [5] эти вопросы исследованы при условии, что управле-
ние возможно только интенсивностью неподвижных источников.

В указанных практических примерах нельзя ограничиться только рассмотре-
нием систем с распределенными параметрами. Приходится учитывать вспомога-
тельные элементы, без которых невозможно управлять процессом. Эти элементы
обычно имеют сосредоточенные параметры. Поведение таких систем описывается
совокупностью дифференциальных уравнений в обыкновенных и частных произ-
водных при начальных и граничных условиях. В настоящей работе рассматрива-
ется задача оптимального управления подвижными источниками, заданная пара-
болическим уравнением и обыкновенным дифференциальным уравнением при
начальных и граничных условиях. Для этой задачи будет доказана теорема суще-
ствования и единственности решения, затем получены необходимые условия оп-
тимальности в виде точечного и интегрального принципов максимума.

1. Постановка задачи

Пусть 0, 0l T> >  – заданные числа, 0 , 0 , (0, ) (0, ),tx l t T l t≤ ≤ ≤ ≤ Ω = ×

TΩ = Ω . В дальнейшем понадобятся функциональные пространства 1,0
2 ( )TW Ω ,

1,1
2 ( )TW Ω , 2 ( )TV Ω , 1,0

2 ( )TV Ω , 1(0, )H T , которые введены, например, в [4].
Пусть состояние управляемого процесса описывается функциями ( , )u x t  и

( )s t . Будем предполагать, что внутри области TΩ  функция ( , )u x t  удовлетворяет
следующему параболическому уравнению:

2

1
( ) ( ( )),

n

t xx k k
k

u a u p t x s t
=

= + δ −∑  (1)
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с начальным и граничными условиями
 ( , ) ( ), 0u x o x x l= ϕ ≤ ≤ ; (2)

 0 0, 0, 0 ,x x x x lu u t T= == = < ≤   (3)

где 0a >  – заданное число, 2( ) (0, )x L lϕ ∈  – заданная функция; ( )δ ⋅  – функция

Дирака; 1 2 2( ) ( ( ), ( ),..., ( )) (0, )n
np t p t p t p t L T= ∈  – управляющая функция.

Также будем предполагать, что функции 1( ) (0, ), 1,ks t H T k n∈ =  являются ре-
шением следующей задачи Коши:

 0( ) ( ( ), ( ), ), 0 , ( ) , 1, ,k k k k ks t f s t t t t T s o s k n= ϑ < ≤ = =    (4)

где 0
n

ks R∈ ; 1 2 2( ) ( ( ), ( ),..., ( )) (0, )r
rt t t t L Tϑ = ϑ = ϑ ϑ ϑ ∈  – управляющая функ-

ция; функция 1 2( , , ) ( ( , , ), ( , , ),..., ( , , ))nf s t f s t f s t f s tϑ = ϑ ϑ ϑ  является непрерывной
и имеет непрерывные ограниченные производные по s  и ϑ  при
( , , ) [ , ]n rs t E E o Tϑ ∈ × ×  : ( , , ) , ( , , ) , 0, 0.s s sf s t M f s t M M Mϑ ϑ ϑϑ ≤ ϑ ≤ > >

Пару функций ( ( ), ( ))p t tϑ = ϑ  будем называть управлением. Для краткости

обозначим 2 2(0, ) (0, )n rH L T L T= ×  – гильбертово пространство пар ( ( ), ( ))p t tϑ = ϑ
со скалярным произведением

1 2 1 2 1 2

0

, [ ( ) ( ) ( ) ( )]
T

H p t p t t t dt< ϑ ϑ > = + ϑ ϑ∫

и нормой 
2 2

2 2( , ) ( )H L LH pϑ = < ϑ ϑ > = + ϑ .

Положим
 { }( , ) : 0 ,0 , 1, , 1, ,i i j jV p H p A B i n j r= ϑ ∈ ≤ ≤ ≤ ϑ ≤ = = (5)

где 0, 1, ,iA i n> =  0, 1,jB j r> =  – заданные числа и

2 2 2
1 2

1 10 0 0

( ) [ ( , ) ( )] [ ( ) ( )] [ ( ) ( )] ,
l T Tn r

k k m m
k m

J u x T y x dx p t p t dt t t dt
= =

ϑ = − + α − + α ϑ − ϑ∑ ∑∫ ∫ ∫ (6)

где ( ( ), ( ))p t t Hϑ = ϑ ∈ ; 1 2 1 2, 0, 0α α ≥ α + α > − заданные параметры;

2( ) (0, )y x L l∈ , ( ( ), ( ))p t t Hω = ϑ ∈ , 1 2 2( ) ( ( ), ( ),..., ( )) (0, ),n
np t p t p t p t L T= ∈

1 2 2( ) ( ( ), ( ),..., ( ) (0, ))r
rt t t t L Tϑ = ϑ ϑ ϑ ∈

– заданные функции.
Требуется найти такое управление ( ( ), ( ))p t tϑ = ϑ  из множества V  и функции

( , )u x t  и ( )s t , чтобы функционал (6) принимал наименьшее возможное значение
при ограничениях (1) – (4).

2. Существование и единственность решения

Определение. Задачу о нахождении функции ( ( , ), ( )) ( ( , ; ), ( ; ))u x t s t u x t s t= ϑ ϑ  из

условий (1) – (4) при заданном управлении Vϑ∈  назовем редуцированной зада-
чей. Под решением редуцированной задачи (1) – (4), соответствующей управле-
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нию ( ( ), ( ))p t t Vϑ = ϑ ∈ , понимается функция ( ( , ), ( ))u x t s t  из 1,0
2 1( ( ), (0, ))nV H TΩ ,

где функция ( , )u u x t=  удовлетворяет интегральному тождеству

 2

10 0 0 0

[ ] ( ) ( ,0) ( ) ( ( ), ) ,
l T l Tn

t x x k k
k

u a u dxdt x x dx p t s t t dt
=

− η + η = ϕ η + η∑∫ ∫ ∫ ∫  (7)

для 1,1
2( , ) ( )x t W∀η = η ∈ Ω  и ( , ) 0,x Tη =  а функция ( ) ( ; )k ks t s t= ϑ  удовлетворяет

интегральному уравнению

0
0

( ) ( ( ), ( ), ) , 0 , 1, .
t

k k k ks t f s d s t T k n= τ ϑ τ τ τ + ≤ ≤ =∫   (8)

Из результатов работ [2, 4] следует, что при каждом фиксированном Vϑ∈  ре-
дуцированная задача (1) – (4) имеет единственное решение из 1,0

2 1( ( ), (0, ))nV H TΩ .
Пусть выполнены условия, принятые при постановке задачи (1) – (6). Тогда зада-
ча (1) – (6) имеет хотя бы одно решение. Следует отметить, что задача (1) – (6)
при 0, 1,2j jα = = , некорректна в классическом смысле [8]. Однако имеет место

Теорема 1. Существует плотное подмножество K  пространства Н, такое, что
для любого Kω∈  при 0, 1,2i iα > = , задача (1) – (6) имеет единственное решение.

Доказательство. Докажем непрерывность функционала

 
2

2
0 [0, ]( ) ( , ) ( ) L lJ u x T y xϑ = − .

Пусть ( , )p V∆ϑ = ∆ ∆ϑ ∈  – приращение управления на элементе ( , ) ,p Vϑ = ϑ ∈

такое, что Vϑ + ∆ϑ∈ . Обозначим
( , ) ( , ; ) ( , , ),u u x t u x t u x t∆ ≡ ∆ = ϑ + ∆ϑ − ϑ

( ) ( ; ) ( ; ).k k k ks s t s t s t∆ ≡ ∆ = ϑ + ∆ϑ − ϑ

Из (1) – (4) следует, что функция u∆  является обобщенным решением краевой
задачи:

2

1
[( ) ( ( )) ( )], ( , )

n

t xx k k k k k k T
k

u a u p p x s s p x s x t
=

∆ = ∆ + + ∆ δ − + ∆ − δ − ∈Ω∑ ; (9)

0 0, [0, ]x xx x lu u t T= =∆ = ∆ = ∈ ;  (10)

0 0, [0, ]tu x l=∆ = ∈  , (11)

а функции , 1, ,ks k n∆ =  являются решением задачи Коши:

( ) ( ( ), ( ), ), (0) 0, 1, ,k k k ks t f s t t t s k n∆ = ∆ ϑ ∆ = =  (12)

где ( ( ), ( ), ) ( , , ) ( , , )k k k k k kf s t t t f s s t f s t∆ ϑ = + ∆ ϑ + ∆ϑ − ϑ .

Докажем, что для функции ( , )u x t∆  имеет место оценка

 1,0
2 21( ) (0, ) ,V L Tu cΩ∆ ≤ ∆ϑ  (13)

где 1 0c >  – некоторая постоянная.
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Умножая обе части уравнения (9) на ( , )x tη = η  и интегрируя по частям полу-
ченное равенство, имеем соотношение

 [ ]2

10 0 0

[ ] ) ( , ) ( , )
l T Tn

t x x k k k k k k
k

u a u dxdt p p s s t p s t dt
=

∆ η + ∆ η = + ∆ η + ∆ − η∑∫ ∫ ∫ .  (14)

Пусть 1 2, [0, ]t t T∈  такие, что 1 2t t≤ . В тождестве (14) положим

1 2

1 2

( , ) , ( , ],
( , )

0 , [0, ] ( , ],
u x t t t t

x t
t t t T

∆ ∈⎧η = ⎨ ∈ ∪⎩
и применяя формулы конечных приращений для функции ( ( ) , )k ku s t s t∆ + ∆  в виде

( , ) ( , ) ( , ) , , [0,1]k k k x k k k k ku s s t u s t u s t s s s s∆ + ∆ = ∆ + ∆ ⋅ ∆ = + θ∆ θ∈ ,
получим уравнение энергетического баланса для задачи (9) – (12):

2 2
1 12 2

2

1

2 22
(0, ) ( )

1

1 ( , ) ( , )
2

[( ) ( , ) ( , )] ,

t

t t t t
xt t t tL l L

tn

k k k x k k k
k t

u x t a u x t

p p s u s t p u s t dt

= =
= =Ω

=

∆ + ∆ =

= + ∆ ∆ ∆ + ∆ ∆∑ ∫  (15)

где , [0,1].k k ks s s= + θ∆ θ∈
Применяя неравенство Коши – Буняковского к правой части уравнения (15),

получим

( )

2 2
1 12 2

2 1 2 2 1 2 2 1 21 2

2 1 2 2 1 2

2 22
(0, ) ( )

( , ) ( , ) ( , )
1

( , ) ( , )

1 ( , ) ( , )
2

max ( ) ( , )

( , ) .

t

t t t t
xt t t tL l L

n

k k k x kL t t L t t L t tt t tk

k kL t t L t t

u x t a u x t

p p s t u s t

p u s t

= =
= =Ω

≤ ≤=

∆ + ∆ ≤

⎡≤ + ∆ ∆ ∆ +⎣

⎤+ ∆ ∆ ⎦

∑
(16)

Поскольку ( )s t∆  является решением задачи Коши (12), то из свойств функции
( , , )f s tϑ  при достаточно малом 2 1t tε = −  имеем

 ( )
2 1 2

1 2
( , )( ) , ,1max k L t t

t t t
s t O k k n

≤ ≤
∆ = ∆ϑ ∀ ≤ ≤ .

Кроме того, несложно показать, что верны неравенства:
1,0

2 1 2 22( , ) ( )( , )k L t t Vu s t c u Ω∆ ≤ ∆ ,

1,0
2 1 2 23( , ) ( )( , )x k L t t Vu s t c u Ω∆ ≤ ∆ ,

где 2 30, 0c c> >  – некоторые постоянные.
Но тогда правую часть неравенства (16) можно ограничить сверху следующим

образом:

 2 2 1,0
1 12 2 22 1 2

2 22
4(0, ) ( ) ( )( , )

1 ( , ) ( , )
2 t

t t
xt tL l L VL t t

u x t a u x t c uΩ Ω∆ + ∆ ≤ ∆ϑ ∆ ,  (17)

при 
2 1 2( , )

0,
L t t

∆ϑ →  где 4 0c >  – некоторая константа. Как и в работе [2,

с. 166−168], для произвольного [0, ]t T∈  разобьем отрезок [0, ]t  на конечное чис-
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ло подотрезков, на каждом из которых выполняется неравенство (17). Затем, сло-
жив полученные неравенства для каждого подотрезка, получим

 1,0
2 2 22

2 22
4(0, ) ( ) ( )(0, )

1 ( , ) ( , )
2 txL l L VL T

u x t a u x t C uΩ Ω∆ + ∆ ≤ ∆ϑ ∆ ,

откуда вытекает неравенство (13). Тогда 1,0
2 ( ) 0Vu Ω∆ → при 

2 (0, ) 0L T∆ϑ → . Отсю-

да и из теоремы о следах [8] получим, что 
2 (0, )( , ) 0L lu x T∆ →  при 

2 (0, ) 0L T∆ϑ → .

Приращение функционала ( )I ϑ  представимо в виде

2

2
0 0 (0, )

0

( ) ( ) 2 [ ( , ) ( )] ( , ) ( , ) .
T

L lJ J u x T y x u x T dx u x Tϑ + ∆ϑ − ϑ = − ∆ + ∆∫

Отсюда и из того, что 
2 (0, )( , ) 0L lu x T∆ →  при 

2 (0, ) 0L T∆ϑ → , следует непрерыв-

ность функционала 0 ( )J ϑ .
Функционал 0 ( )J ϑ снизу ограничен и в силу доказанного является непрерыв-

ным в V . Кроме того, H – равномерно выпуклое и рефлексивно банахово про-
странство [7]. Тогда из теоремы Бидо, приведенной в работе [9], следует сущест-
вование плотного подмножества K  пространства Н, такого, что для любого

( ( ), ( ))p t t Hω = ϑ ∈  при 0, 1,2,i iα > =  задача (1) – (6) имеет единственное реше-
ние. Теорема доказана.

3. Необходимое условие оптимальности

Пусть ( , )x tψ = ψ  – решение из 1,0
2 ( )V Ω  сопряженной задачи

 2 0, ( , )t xx Ta x tψ + ψ = ∈ Ω ;  (18)

0 0, 0x x x x l t T= =ψ =ψ = ≤ < ;  (19)

 ( , ) 2[ ( , ) ( )],x T u x T y xψ = −  0 ,x l≤ ≤ (20)

где ( , )u x T −  значение при t T=  решения редуцированной задачи (1) – (6), и пусть
( )kq t − решение из 1(0, )H T  сопряженной задачи

 ( ) ( ) ( ) ( ( ), ), 0 , ( ) 0, 1, .k
k k k x k k

k

fq t q t p t s t t t T q T k n
s

∂
= − + ψ ≤ < = =

∂
(21)

Интегрируя по частям тождество

( )2
1( , ) 0

T

t xx Ta x t d
Ω

ψ + ψ η Ω =∫ ,

получим, что функция ( , )x tψ = ψ удовлетворяет интегральному тождеству

 2
1 1 1

0 0 0

[ ] 2 [ ( , ) ( )] ( , )
l T l

t x xa dxdt u x T y x x T dxψη + ψ η = − η∫ ∫ ∫ (22)

для 1,1
1 1 2( , ) ( )x t W∀η = η ∈ Ω  и 1( ,0) 0,xη =  а функция ( )kq t  удовлетворяет инте-

гральному уравнению
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( ) ( ) ( ) ( ( ), ) , 0 , 1, .
T

k
k k k x k

kt

fq t q p s d t T k n
s

∂⎡ ⎤
= τ − τ ψ τ τ τ ≤ ≤ =⎢ ⎥∂⎣ ⎦∫  (23)

Сопряженная задача (9) – (12) является смешанной задачей для линейного па-
раболического уравнения. Если в соотношениях (9) – (12) вместо переменной t
взять новую независимую переменную T tτ = − , то получим краевую задачу того
же типа, что и (1) – (4). Поэтому из фактов, установленных для задачи (1) – (4),
следует, что для каждого заданного ( ( ), ( ))p t t Vϑ = ϑ ∈  задача (9) – (12) имеет

единственное решение из 1,0
2 1( ( ), (0, ))nV H TΩ .

Функцию

[
1

( , , , , ) ( ( ), ( ), ) ( ) ( ( ), ) ( )
n

k k k k k
k

H t s q f s t t t q t s t t p t
=

⎧
ψ ϑ = − − ϑ + ψ +⎨

⎩
∑

 + ( ) ( )22
1 2

1
( ) ( ) ( ) ( )

r

k k m m
m

p t p t t t
=

⎫⎤α − + α ϑ − ϑ ⎬⎦ ⎭
∑  (24)

назовем функцией Гамильтона – Понтрягина задачи (1) – (6).
Теорема 2. Пусть функции ( , , ), 1, ,k kf s t k nϑ =  непрерывны по совокупности

своих аргументов и имеют непрерывные ограниченные частные производные по
переменным ,s ϑ  при ( , , ) [0, ]n rs t R R Tϑ ∈ × ×  и, кроме того, выполнены следую-
щие условия:

 ( , , ) ( , , ) ( )k k k kf s s t f s t L s+ ∆ ϑ + ∆ϑ − ϑ ≤ ∆ + ∆ϑ ,

 ( , , ) ( , , ) ( ),ks k ks kf s s t f s t L s+ ∆ ϑ + ∆ϑ − ϑ ≤ ∆ + ∆ϑ

 ( , , ) ( , , ) ( ),k k k kf s s t f s t L sϑ ϑ+ ∆ ϑ + ∆ϑ − ϑ ≤ ∆ + ∆ϑ

при всех ( , , ), ( , , ) [0, ]n rs s t s t E E T+ ∆ ϑ + ∆ϑ ϑ ∈ × × , где const 0L = ≥ .
Тогда, если ( ( , ), ( ))x t q tψ  – решение сопряженной задачи (9) – (12), то функ-

ционал (6) дифференцируем по Фреше на множестве V  и для его градиента спра-
ведливо соотношение

 ( ) ( )( ) , ( , ),J J H HJ
p p

⎛ ⎞∂ ϑ ∂ ϑ ∂ ∂′ ϑ = = − −⎜ ⎟∂ ∂ϑ ∂ ∂ϑ⎝ ⎠
 (25)

где

( )

( )

1 2 1 2

1

2
1

, ,..., , , ,..., ,

( ( ), ) 2 ( ) ( ) , 1, ,

( ( ), ( ), )
( ) 2 ( ) ( ) , 1, .

n r

k k k
k

n
k k

k m m
m mk

H H H H H H H H
p p p p
H s t t p t p t k n
p

f s t t tH q t t t m r
=

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎛ ∂ ∂ ∂ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ϑ ∂ϑ ∂ϑ ∂ϑ⎝ ⎠⎝ ⎠

∂
= −ψ − α − =

∂
∂ ϑ∂

= − α ϑ − ϑ =
∂ϑ ∂ϑ∑

 Доказательство. Рассмотрим приращение функционала

2

0 0

( ) ( ) 2 [ ( , ) ( )] ( , ) ( , )
T T

J J J u x T y x u x T dx u x T dx∆ ≡ ϑ + ∆ϑ − ϑ = − ∆ + ∆ +∫ ∫
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[ ] 2
1 1

1 0 0

2
2 2

1 0 0

2 ( ) ( ) ( ) ( )

2 ( ) ( ) ( ) ( ) ,

T Tn

k k k k
k

T Tr

m m m m
m

p t p t p t dt p t dt

t t t dt t dt

=

=

⎧ ⎫⎪ ⎪+ α − ∆ + α ∆ +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

⎧ ⎫⎪ ⎪+ α ⎡ϑ − ϑ ⎤ ⋅ ∆ϑ + α ∆ϑ⎨ ⎬⎣ ⎦
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∫ ∫

∑ ∫ ∫  (26)

где ( , ) , , ( , ) ( , ; ) ( , ; ),  ( , ; ).p V V u x T u x T u x T u u x Tϑ = ϑ ∈ ϑ + ∆ϑ∈ ∆ ≡ ϑ + ∆ϑ − ϑ ≡ ϑ
Если в (22) положим 1 ( , )u x tη = ∆ , в (14) положим ( , )x tη = ψ  и вычтем полу-

ченные соотношения, то имеем

 
10 0

2[ ( , ) ( )] ( , ) [( ) ( , ) ( , )]
Tn

k k k k k k
k

u x T y x u x T dx p p s s t p s t dt
=

− ∆ = + ∆ ψ + ∆ − ψ∑∫ ∫ .  (27)

Из (12) следует, что функция ( )ks t∆  удовлетворяет интегральному тождеству:

 
0

( ) ( ) ( ( ), ( ), ) ( ) 0
T

k k k k ks t t f s t t t t dt∆ θ + ∆ ϑ θ =⎡ ⎤⎣ ⎦∫ ,  (28)

для 2( ) (0, ), ( ) 0, 1,k kt L T T k n∀θ ∈ θ = = .
Из (21) следует, что функция ( )kq t  удовлетворяет интегральному тождеству:

 1 1
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ), ) ( ) 0
T

k
k k k k x k k

k

fq t t q t p t s t t t dt
s

∂⎡ ⎛ ⎞ ⎤
θ − − ψ θ =⎜ ⎟⎢ ⎥∂⎣ ⎝ ⎠ ⎦∫ , (29)

для 1 2 1( ) (0, ), (0) 0, 1,k kt L T k n∀θ ∈ θ = = .
Eсли в (29) положим 1 ( ) ( )k kt s tθ = ∆ , в (28) ( ) ( )k kt q tθ =  и сложим полученные

соотношения, то получим

[ ] 0
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ), ) ( ) ( )
T

T k
k k k k x k k k k

k

fs t q t q t p t s t t s t f q t dt
s

∂⎡⎛ ⎞ ⎤
∆ = − ψ ∆ − ∆⎜ ⎟⎢ ⎥∂⎣⎝ ⎠ ⎦∫ .

По условию теоремы функцию ( ( ), ( ), )k k kf f s t t t∆ = ∆ ϑ  можно представить в виде

 1
1

r
k k

k k m
k mm

f ff s R
s =

∂ ∂
∆ = ∆ + ∆ϑ +

∂ ∂ϑ∑ ,

где ( )2 2

2 2
1 (0, ) (0, )L T L TR o s= ∆ + ∆ϑ . Тогда из последнего равенства имеем

[ ] 0
0

1
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ), )) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ,

T
T k

k k k k x k k
k

r
k k

m k k k
m km

f
s t q t q t p t s t t s t

s

f f
t q t s t q t dt R

s=

∂⎡⎛ ⎞
∆ = − ψ ∆ −⎜ ⎟⎢ ∂⎣⎝ ⎠

∂ ∂ ⎤
− ∆ϑ − ∆ +⎥∂ϑ ∂ ⎦

∫

∑
что с учетом (12) и (21) равносильно

 1
10 0

( ) ( ( ), ) ( ) ( ) ( ) .
T Tr

k
k x k k m k

mm

f
p t s t t s t dt t q t dt R

=

∂
ψ ∆ = − ∆ϑ +

∂ϑ∑∫ ∫ (30)
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Ясно, что при сделанных выше предположениях по формуле Тейлора справед-
ливо разложение

( , ) ( , ) ( , ) ( )k k k x k k ks s t s t s t s o sψ + ∆ = ψ + ψ ∆ + ∆ .
Учитывая это, из (27) получим

10 0

2[ ( , ) ( )] ( , ) [( ( ) ( ( ), ) ( )

( ( ), ) ( ) ( ( ), ) ( ) ( ) ( )] .

Tn

k x k k
k

k k x k k k k

u x T y x u x T dx p t s t t s t

s t t p t s t t p t s t o s dt
=

− ∆ = ψ ∆ +

+ψ ∆ + ψ ∆ ∆ + ∆

∑∫ ∫

Тогда из последнего равенства и из соотношения (30) имеем

 ] 2
1 10 0

2[ ( , ) ( )] ( , ) ( ) ( ) ( , ) ,
Tn r

k
k m k k

mk m

fu x T y x u x T dx q t t s t p dt R
= =

⎡ ∂
− ∆ = − ∆ϑ +ψ ∆ +⎢ ∂ϑ⎣

∑ ∑∫ ∫  (31)

где [ ]2 1
1 0

( ( ), ) ( ) ( ) ( )
Tn

x k k k k
k

R s t t p t s t o s dt R
=

= ψ ∆ ∆ + ∆ +∑∫ .

По обычной схеме (см., например, [2]) можно доказать справедливость оценки
 

2 25(0, ) (0, ) ,L T L Ts c∆ ≤ ∆ϑ (32)

где 5 0c >  – некоторая постоянная.
Отсюда имеем 

2
2 (0, )

( )
L T

R o= ∆ϑ . С другой стороны, из оценки (13) следует, что

 ( )2 2(0, ) (0, )( , ) L l L Tu x T O∆ = ∆ϑ .

Подставляя полученные соотношения в (26) имеем

2
1 2 (0, )

1 1
( ) ( , ) ( )

n r

L T
k m

J J k J k m o
= =

⎛ ⎞
∆ = + + ∆ϑ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ,

где ( )[ ]1 1
0

( ) ( ( ), ) 2 ( ) ( ) ( ) ,
T

k k k kJ k s t t p t p t p t dt= ψ + α − ∆∫

( )2 2
0

( ( ), ( ), )( , ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )
T

k k
k m m m

m

f s t t tJ k m q t t t q t dt∂ ϑ⎡ ⎤
= − + α ϑ − ϑ ∆⎢ ⎥∂ϑ⎣ ⎦∫ .

Отсюда с учетом выражения для функции Гамильтона – Понтрягина получим

2 (0, )
0

, ( )
T

L T
H

HJ dt o∂⎛ ⎞∆ = − ∆ϑ + ∆ϑ⎜ ⎟∂ϑ⎝ ⎠∫ ,

что показывает дифференцируемость по Фреше функционала (1) и справедли-
вость формулы (25). Теорема доказана.

Теорема 3. Пусть выполнены все условия теоремы 2 и * *( ( , ), ( )),u x t s t
* *( ( , ), ( ))x t q tψ  – соответственно решения задачи (1) – (4) и (9) – (12) при 

*
Vϑ=ϑ ∈ .

Тогда для оптимальности управления 
*

ϑ  необходимо выполнение условия
** * * * * *( , ( ), ( , ), ( ), ( )) max ( , ( ), ( , ), ( ), ), ( , ) .

V
H t s t x t q t t H t s t x t q t x t

ϑ∈
ψ ϑ = ψ ϑ ∀ ∈Ω (33)
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Доказательство. Предположим, что * * *( , )pϑ = ϑ  – оптимальное управление.

Допустим противное, то есть найдется такое управление * h Vϑ = ϑ + ∆ϑ∈  и число
0β > , для которых

 * * * * * * *( , ( ), ( , ), ( ), ) ( , ( ), ( , ), ( ), ) 0H t s t x t q t H t s t x t q tψ ϑ − ψ ϑ ≥ β > ,  (34)

где 0h >  – некоторое число, * *( , ), ( , )p h p h pϑ ≡ + ∆ ϑ + ∆ϑ ∆ϑ = ∆ ∆ϑ .
Если в (34) учесть формулу (24), то получим

( )( ), 0
H

h J ′ ϑ ∆ϑ ≤ −β < ,

где 1 1 1( , ) , (0,1)h h p Vϑ = θ ∆ϑ ≡ θ ∆ ∆ϑ ∈ θ ∈ , – некоторое число. Отсюда и из форму-
лы конечного приращения имеем

( )
( ) ( )

*( ) ( ) ( ),

( ), ( ) ( ), 0( ),
H

HH H

J J h J

h J h J J h

′ϑ − ϑ = ϑ ∆ϑ =

′ ′ ′= ϑ ∆ϑ + ϑ − ϑ ∆ϑ ≤≤ −β + ⋅ ∆ϑ  (35)

где 2 2 2( , ) , (0,1)h h p Vϑ = θ ∆ϑ ≡ θ ∆ ∆ϑ ∈ θ ∈ , – некоторое число.

Пусть 10 h h< <  такое число, что 10( ) 0Hh−β + ∆ϑ < . Положим 
*

1h
≈
ϑ = ϑ + ∆ϑ .

Рассуждая аналогично доказательству неравенства (35), получим

*
1( ) ( ) 0( ) 0HJ J h

≈
ϑ − ϑ ≤ −β + ⋅ ∆ϑ <

Это противоречит оптимальности управления *ϑ . Отсюда получим справед-
ливость соотношения (33). Теорема доказана.

Теорема 4. Пусть выполнены все условия теоремы 2. Тогда для оптимально-

сти управления 
* * *( ( ), ( ))p t tϑ = ϑ  необходимо выполнение условия

( )* * * *
1

10

( ( ), ) 2 ( ( ) ( )), ( ) ( )
T n

k k k k k
k

s t t p t p t p t p t
=

⎡ ψ + α − − +⎣∑∫

)
* *

* * *
2

1

( ( ), ( ), ) ( ) 2 ( ( ) ( )), ( ) ( ) 0,
r

k
k m m m m

mm

f s t t t q t t t t t dt
=

⎛ ∂ ϑ ⎤+ − + α ϑ − ϑ ϑ − ϑ ≥⎜ ⎦∂ϑ⎝
∑  (36)

для ( ( ), ( ))p t t V∀ϑ = ϑ ∈ . Здесь * * *( ( ), ), ( )k ks t t q tψ – соответственно решения задач

(18) – (20) и (21) при 
* * *( ( ), ( ))p t tϑ = ϑ ϑ .

Доказательство. В силу известной теоремы [2, с. 28] для оптимальности
управления * * *( , )p Vϑ = ϑ ∈  необходимо выполнение неравенства

 
2

* *
(0, )( ( ), ) 0, .L TJ V′ ϑ ϑ − ϑ ≥ ∀ϑ∈ (37)

Используя формулу (25) и учитывая выражения функции Гамильтона – Пон-
трягина, вычислим градиент функционала (6) и, подставив его в (37), получим
справедливость неравенства (36). Теорема доказана.
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УДК 517.928

Д.А. Турсунов

АСИМПТОТИЧЕСКОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ РЕШЕНИЯ СИНГУЛЯРНО
ВОЗМУЩЕННОГО ОБЫКНОВЕННОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО

УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА С ДВУМЯ ТОЧКАМИ ПОВОРОТА1

Обобщенным методом погранфункций строится равномерное асимптотиче-
ское разложение решения краевой задачи для сингулярно возмущенного
обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка с двумя
точками поворота.

Ключевые слова: асимптотическое разложение, точка поворота, сингу-
лярное возмущение, дифференциальное уравнение второго порядка, бисингу-
лярное уравнение Эйри.

При исследовании процессов, происходящих в гидродинамике, в теории коле-
баний, в квантовой механике, при изучении явлений дифракции получаются ма-
тематические модели, которые описываются дифференциальными уравнениями
второго порядка с точками поворота.

Задачи с двумя точками поворота представляют интерес по двум причинам.
Одна из них – это связь с уравнением Вебера, решениями которого являются так
называемые функции параболического цилиндра. Асимптотическое поведение
функций параболического цилиндра представляет интерес во многих физических
задачах. Вторая причина, по которой уравнение (1) заслуживает внимания, состо-
ит в том, что это простейшее уравнение, имеющее две точки поворота. Следова-
тельно, если бы асимптотические свойства (1) были основательно изучены, можно
было бы свести асимптотическое исследование других уравнений с двумя точка-
ми поворота к этому уравнению [3].

Дифференциальные уравнения с точками поворота изучались различными ме-
тодами. Метод ВБК (Вентцеля – Бриллюэна – Крамера) изучения асимптотиче-
ского поведения решений задач с точками поворота состоит в том, что произво-
дится замена уравнения в окрестности точки поворота уравнением, решение кото-
рого находится с помощью специальных функций. Затем это решение «склеивает-
ся» с решением в остальной части промежутка. Асимптотические методы являют-
ся мощным средством исследования краевых задач для дифференциальных урав-
нений с малым параметром при старшей производной. Особенно важным этот
подход становится при изучении задач сингулярной теории возмущений. В дан-
ной статье мы используем обобщенный метод погранфункций [1, 2].

Рассмотрим следующую краевую задачу:
( )( ) 1 ( ) ( ) ( ) ,y x x x q x y x f x′′ε − − =  ( )0,1х∈ , (1)

(0) , (1)y y= α = β , (2)

где 0 1< ε <<  – малый параметр, α, β – const, ( ) 0, [0,1]q x x> ∈ .

                                                          
1 Работа выполнена при подержке РФФИ (проект №12-07-90910 мол_снг_нр).
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В работах [4, 5] методом согласования рассмотрена задача
( ) ( ) ( ) ( ) ,y x xq x y x f x′′ε − =

(0) 0, (1) 0y y= = ,

где ( ) [ ]0, 0,1q x x> ∈ , т.е. с одной точкой поворота. Решения состоит из четырех
функций т.е.

( )внутвнеш внут внеш Пy V L V= + − + ,

где Vвнеш – внешнее решение [4,5], т.е. регулярная часть решения (1), Lвнут – внут-
реннее решение около точки х = 0, П – обыкновенная погранфункция около точки
х = 1.

Если асимптотическое разложение решения задачи (1), (2) построить методом
согласования [4, 5], то разложение решения состоит из пяти функций:

( ) ( )внеш внешвнеш внут внут внут внутy V R L R L= + + − − ,

где Vвнеш – внешнее решение, т.е. регулярная часть решения (1), Rвнут – внут-
реннее решение около точки х=1 (правый конец отрезка), Lвнут – внутреннее реше-
ние около точки х=0 (левый конец отрезка).

Для оптимальности мы используем обобщенный метод погранфункций [1, 2], в
итоге мы получим разложение решения, состоящее из трех функций.

Условие U1: [ ]( )( ) , ( ) 0,1q x f x C ∞∈ . Для простоты предположим q(x)≡1.
Если внешнее разложение решения задачи (1), (2) искать в виде

( )
0

, 0k
k

k
U u x

∞

=
= ε ε →∑ , (3)

где U – это пока формальный ряд, то получим рекуррентную систему уравнений:
 –x(1–x) u0(x)=f(x), ( ) ( ) ( )11 '' , 1k kx x u x u x k−− = ≥ .

Отсюда однозначно определяются все ( )ku x :

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

1
0

''
, , 1

1 1
k

k
f x u x

u x u x k
x x x x

−= − = ≥
− −

.

Однако на обоих концах рассматриваемого отрезка т.е. при х=0, х=1 все эти
функции, вообще говоря, имеют особенности:

( ) ( ) ( ) ( )3 13 1
[0,1]1 ,kk

k k ku x x x C x C x C− −− − ∞= − ∈ . (4)

Таким образом, задача (1), (2) является бисингулярной – коэффициенты ее
внешнего разложения имеют нарастающие особенности при х = 0, х = 1, иногда
эти точки называют точками поворота [5]. В окрестности этих точек ряд (3) не
только не приближает решение y(x,ε), но даже теряет асимптотический характер.

Таким образом, внешнее решение задачи (1), (2) представляется в виде

( )
( )

( )( )
( )

( )( )
( )0 13 3

1 ... ...
1 1 1

n

nnU C x C x C x
x x x x x x

⎛ ⎞ε ε
= + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

, (5)

где ( ) [0,1]kC x C∞∈ .
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Из (5) вытекает, что оно является асимптотическим на отрезке
( ) ,1 ,J γ γ⎡ ⎤ε = ε − ε⎣ ⎦  0 1/ 3< γ < .

Равномерно пригодное решение задачи (1), (2) на всем отрезке, включая гра-
ницы, строим методом [1, 2].

Решение ищем в виде
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, , , , ,n ny x V x P Q R x+ε = ε + τ μ + ξ μ + ε ,  (6)

где ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 1 3 1

0 1 1
, , , , , ,

n n n
k k k

n k k k
k k k

V x v x P P Q Q
+ +

= =− =−
ε = ε τ μ = μ τ ξ μ = μ ξ∑ ∑ ∑

( )/ , 1 /x xτ = μ ξ = − μ , 3ε = μ , Rn+1(x, ε) – остаточный член.
Здесь пограничные функции строятся в виде обобщенных асимптотических

рядов в смысле Эрдейи.
Подставляя (6) в (1) получим

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

n 12 2

1

1 1, , , ,

1 , , , , ( ) ( , ) , ,

n

n n

V x P Q R x

x x V x P Q R x f x H x H x

+

+

⎛ ⎞
′′ ′′ ′′ ′′ε ε + τ μ + ξ μ + ε −⎜ ⎟

μ μ⎝ ⎠
− − ε + τ μ + ξ μ + ε = − ε + ε

 (7)

или

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n 3 1 3 1

12 2
k 0 1 1

n 3 1 3 1

1
k 0 1 1

0 1 0 1

1 1 ,

1 1 1 1 ,

( ) ( , ) , , , , , , ,

n n
k k k

k k k n
k k

n n
k k k

k k k n
k k

v x P Q R x

x x v x P Q x x R x

f x H x H x H x H x H x H x

+ +

+
= =− =−

+ +

+
= =− =−

⎛ ⎞
′′ ′′ ′′ ′′ε ε + μ τ + μ ξ + ε −⎜ ⎟

μ μ⎝ ⎠

′′− − ε −μτ −μτ μ τ −μξ −μξ μ ξ − − ε =

= − ε + ε + ε ε = ε + ε

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

где ( ) ( )
0

,
n

k
k

k
H x h x

=
ε = ε∑  – пока неизвестная функция.

Отсюда

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1

1
1 1 0 0

0
1 1

n
k

k k k
k

v x x x v x h x x x v f x h x
−

+
+ +

=

′′ε − − + − − = −∑ ; (7.1)

( ) ( ) ( )( ) ( )
3 1

1
0

1
1 ,

n
k

k k
k

P P Н
+

+

=−

′′μ τ − τ − μτ τ = τ μ∑ ;  (7.2)

( ) ( ) ( )( ) ( )
3 1

1
1

1
1 ,

n
k

k k
k

Q Q H
+

+

=−

′′μ ξ − ξ − μξ ξ = ξ μ∑ ;  (7.3)

( ) ( ) ( )1
1 , 1 , 0n

n nv R x x x R x+
+′′ ′′ε + ε ε − − ε = .  (7.4)

Неизвестную функцию ( ) ( )
0

,
n

k
k

k
H x h x

=
ε = ε∑  определим так, чтобы

( ) [0,1] ,kv x C∞∈  0,k n= . Из (7.1) имеем

( ) ( ) ( )
( )

0
0 1

f x h x
v x

x x
−

= −
−

, ( ) ( ) ( )
( )

1

1
k k

k
v x h x

v x
x x

−′′ +
=

−
.
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Следовательно, условие ( ) [0,1] ,kv x C∞∈  0,k n= , выполняется при

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 1 10 1 1 , 0 1 1 , 1,k k kh x f x f x h x v x v x k n− −′′ ′′= − + = − − − = .
Значит,

( ) ( )( ) ( ) ( )0 1
1

, 0 1 1 0
n

k
k

k
H x f x x v −

=

′′ε = − − − ε∑ ,

( ) ( ) ( )1 1
1

, 1 1
n

k
k

k
H x f x x v −

=

′′ε = − ε∑

или ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 1
0 1 1

1 1
, 0 0 0 0

n n
k k

k k
k k

H f f v v+
− −

= =

′′ ′′τ μ = − μτ − μ + τ μ∑ ∑ ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 1
1 1 1

1 1
, 1 1 1 1

n n
k k

k k
k k

H f f v v+
− −

= =

′′ ′′ξ μ = − μξ − μ + ξ μ∑ ∑ .

Регулярная часть асимптотики решения уже построена:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
0 1 2, ... n

n nV x v x v x v x v xε = + ε + ε + + ε , ( ) [0,1] , 0,kv x C k n∞∈ = .

Теперь приступим к построению пограничных функций ( ),P τ μ  и ( ),Q ξ μ .
Из (7.2) для Pk(τ) получим

1 1 00P P h− −′′ − τ = , ( ) ( )( )1 00 0P v− = μ α − ;  (8.1)

0 0 1P P P−′′ ′′− τ = −τ , ( )0 0 0P = ;  (8.2)

3 1 3 1 0k k kP P h− −′′ − τ = , ( )3k-1 0 0P = , 1,k n= ;  (8.3)

3 3 3 1k k kP P P −′′ ′′− τ = −τ , ( ) ( )3 0 0k kP v= − , 1,k n= ;  (8.4)

2
3 1 3 1 3k k kP P P+ +′′ − τ = −τ , ( )3k 1 0 0P + = , 0,k n= ;  (8.5)

( ) 0, , 1,3 1mP m nτ → τ → +∞ = − + ,  (8.6)

где ( ) ( )00 0 10 , 0 , 1,k kh f h v k n−′′= = = .
Как нам известно, уравнение Эйри z - z 0′′ τ =  имеет два независимых решений

Ai(τ) и Bi(τ), которые называются функциями Эйри:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2
1,

2
v x

Ai x Bi x w x w x= = +
π π

,

где ( ) ( ) ( )
3 3

2 / 3

0
/3 /3

1
0

1 1,
2 i

i xt t xt t

e

v x e dt w x e dt
− π

∞ ∞
+ −

−∞ ∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = +
⎜ ⎟π π ⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ , ( ) ( )1 2w x w x= .

Ai(τ) – экспоненциально быстро стремится к нулю при τ→+∞, и с его помо-
щью можно удовлетворить краевым условиям (8.6), Bi(τ) –экспоненциально рас-
тет при τ→+∞.

Для Pk(τ) получим

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )1 00 1 1

0

0
,

0
v

P h Ai Bi s ds Bi Ai s ds c Ai c
Ai

τ ∞

−
τ

⎡ ⎤ μ α −
τ = −π τ + τ + τ =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ ,
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1
0

P Ai sP s Bi s ds Bi sP s Ai s ds
τ ∞

− −
τ

⎡ ⎤
′′ ′′τ = π τ + τ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 1 0
0

k kP h Ai Bi s ds Bi Ai s ds
τ ∞

−
τ

⎡ ⎤
τ = −π τ + τ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ , 1,k n= ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

3 3 1 3 1 3
0

3

,

0
,  1, ,

0

k k k k

k
k

P Ai sP s Bi s ds Bi sP s Ai s ds c Ai

v
c k n

Ai

τ ∞

− −
τ

⎡ ⎤
′′ ′′τ = π τ + τ + τ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
−

= =

∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
3 1 3 3

0
k k kP Ai s P s Bi s ds Bi s P s Ai s ds

τ ∞

+
τ

⎡ ⎤
τ = π τ + τ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ , 0,k n= .

При τ→+∞ имеем

( ) ( )( )00
1 3 6 3

1 2 4 5 ... 3 2 3 12 2 4 5 11 ... ...k
k kh

P O−
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − −⋅ ⋅⎛ ⎞ ⎛ ⎞τ = − + + + + + = ⎜ ⎟⎜ ⎟τ τ⎝ ⎠τ τ τ⎝ ⎠

,

( ) 00
0 3 3 6 3

48 3696 12 ...
h

P O⎛ ⎞ ⎛ ⎞τ = − + + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠τ τ τ τ

, ( )1 2
1P O ⎛ ⎞τ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠τ
.

( ) ( )( )0
3 1 3 6 3

1 2 4 5 ... 3 2 3 12 2 4 5 11 ... ...k
k k

k kh
P O−

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − −⋅ ⋅⎛ ⎞ ⎛ ⎞τ = − + + + + + = ⎜ ⎟⎜ ⎟τ τ⎝ ⎠τ τ τ⎝ ⎠
,

( ) 0
3 3 3 6 3

48 3696 12 ...k
k

h
P O⎛ ⎞ ⎛ ⎞τ = − + + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠τ τ τ τ
, ( )3 1 2

1
kP O+

⎛ ⎞τ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠τ

, 1,k n= .

То есть все Pk(τ)→0 при τ→+∞, 1,3 1k n= − + .
Аналогично из (7.3) для Q(ξ) получим

1 1 10Q Q h− −′′ − ξ = , ( ) ( )( )1 0Q 0 1v− = μ β − ;  (9.1)

0 0 1Q Q Q−′′ ′′− ξ = −ξ , ( )0 0 0Q = ;  (9.2)

3 1 3 1 1k k kQ Q h− −′′ − ξ = , ( )3 -1 0 0kQ = , 1,k n= ;  (9.3)

3 3 3 1k k kQ Q Q −′′ ′′− ξ = −ξ , ( ) ( )3 0 1k kQ v= − , 1,k n= ;  (9.4)

2
3 1 3 1 3k k kQ Q Q+ +′′ − ξ = −ξ , ( )3 1 0 0kQ + = , 0,k n= ;  (9.5)

( ) 0, , 1,3 1mQ m nξ → ξ → +∞ = − + ,  (9.6)

где ( ) ( )10 1 11 , 1 , 1,k kh f h v k n−′′= = = .
Для остаточной функций ( )1 ,nR x+ ε  имеем следующую задачу:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 1 1 1, 1 , , 0, 1, 0n

n n n nR x x x R x O R R+
+ + + +′′ε ε − − ε = ε ε = ε = .  (10)

Для решения задачи (10) справедлива оценка

( ) [ ]1
1 , , 0,1n

nR x c x+
+ ε ≤ ε ∈ .
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Теорема. Пусть f (0) ≠ 0, f (1) ≠ 0 и выполняется условие U1. Тогда (6) является
равномерно асимптотическим разложением функции у(х,ε) – решение задачи (1),
(2) на отрезке [0, 1] – и справедлива оценка:

( ) ( ) ( ) ( ) 1, , , , n
ny x V x P Q c +ε − ε − τ μ − ξ μ ≤ ε , с > 0 – const.

Отметим, что для простоты рассмотрен случай q(x) ≡ 1, аналогично исследует-
ся случай q(x) > 0, x∈[0,1].

Пример. Пусть f (x) = cos(x), α = β = 0. Тогда справедлива оценка

( ) ( ) 1 1
0 0 1 0 1,

P Q
y x v x P P Q Q c− −ε − − − − μ − − − μ ≤ ε

μ μ
,

где с – const, ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )0

cos cos 0 1 cos 1
1

x x x
v x

x x
− − −

= −
−

,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( )

1 1
0

1

cos 0 ,

cos 1 cos 0
,

0

P Ai Bi s ds Bi Ai s ds c Ai

c
Ai

τ ∞

−
τ

⎡ ⎤
τ = −π τ + τ + τ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
μ −

=

∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 -1 1
0

P Ai sP s Bi s ds Bi sP s Ai s ds
τ ∞

−
τ

⎡ ⎤
′′ ′′τ = π τ + τ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 0 0

0

P Ai s P s Bi s ds Bi s P s Ai s ds
τ ∞

τ

⎡ ⎤
τ = π τ + τ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( )

1
0

cos 1 ,

cos 1 cos 0 sin(1)
,

0

Q Ai Bi s ds Bi Ai s ds cAi

c
Ai

ξ ∞

−
ξ

⎡ ⎤
ξ = −π ξ + ξ + ξ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
μ − +

=

∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1
0

Q Ai sQ s Bi s ds Bi sQ s Ai s ds
ξ ∞

− −
ξ

⎡ ⎤
′′ ′′ξ = π ξ + ξ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 0 0

0

Q Ai s Q s Bi s ds Bi s Q s Ai s ds
ξ ∞

ξ

⎡ ⎤
ξ = π ξ + ξ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ .

Заметим, что если асимптотическое разложение решения задачи
( ) ( ) ( ) ( ) ,y x xq x y x f x′′ε − =

(0) 0, (1) 0y y= = ,
рассмотренное в работах [3, 4], построить обобщенным методом погранфункций,
то разложение решения состоит из трех функций:

внеш Пy V P= + + ,
где Р – обобщенная погранфункция, вблизи точки х = 0, П – обыкновенная по-
гранфункция вблизи точки х = 1.
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АНАЛИЗ ПРОЧНОСТИ КОНСТРУКЦИЙ
ИЗ ПРОСТРАНСТВЕННО-РАЗНЕСЁННЫХ СТАЛЕБЕТОННЫХ ПЛИТ

ПРИ ВЫСОКОСКОРОСТНОМ УДАРЕ СОСТАВНЫМ
МЕТАЛЛИЧЕСКИМ УДАРНИКОМ1

Представлена математическая модель поведения бетона в условиях ударно-
волнового нагружения. В рамках данной модели методом конечных элемен-
тов, модифицированным на решение динамических задач, в полной трёх-
мерной постановке проведено решение задачи о высокоскоростном ударе
стального стержня в дюралюминиевой оболочке по конструкции, представ-
ляющей набор пространственно-разнесённых сталебетонных плит при раз-
личных скоростях и углах встречи.

Ключевые слова: математическое моделирование, высокоскоростное со-
ударение, бетон, сталебетонные плиты, составной ударник, разрушение,
динамическая прочность.

При проектировании железобетонных конструкций многих промышленных
объектов возникает необходимость оценки их способности противостоять дина-
мическим нагрузкам [1, 2]. Исследование их прочности экспериментальными ме-
тодами без глубокого теоретического анализа не даёт необходимого результата,
несмотря на огромные материальные затраты.

В [2, 3−11] предложена математическая модель, описывающая поведение кон-
струкционных материалов, в том числе бетона, в условиях ударно-волнового на-
гружения. Разрушение материалов в рамках данной модели описывается как про-
цесс роста и слияния микродефектов под действием образующихся в процессе на-
гружния напряжений. Модель реализована в программном комплексе «РАНЕТ-3»
[12], предназначенном для решения задач удара и взрыва в полной трёхмерной
постановке модифицированным на решение динамических задач методом конеч-
ных элементов [1, 2]. В программном комплексе имеется специальный блок под-
программ для расчёта элементов железобетонного каркаса на взрывные и ударные
нагрузки. В частности, данный комплекс использовался для исследований проч-
ности бетонных, железобетонных и стальных трубобетонных моделей колонн на
неоднократные торцевые и поперечные удары падающего груза на копровой ус-
тановке [2, 13], а также бетонных и железобетонных плит на высокоскоростной
удар стальными цилиндрическими ударниками [2, 14]. В [1, 15] представлены ре-
зультаты математического моделирования динамики соударения модельного сна-
                                                          
1 Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ № 10-01-00573а.
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ряда с конструкциями из прямоугольных бетонных плит и песчаного грунта и ре-
зультаты математического моделирования процессов ударного взаимодействия
стального цилиндрического ударника с железобетонной стеной обстройки реак-
торного отделения АЭС.

В данной работе комплекс программ «РАНЕТ-3» используется для анализа
прочности конструкций, представляющих собой набор пространственно-
разнесённых сталебетонных плит, на высокоскоростной удар стального стержня в
дюралюминиевой оболочке.

1. Математическая модель поведения бетона
при ударно-волновом нагружении

Бетон содержит большое число концентраторов напряжений-пор, границ зе-
рен, трещин, зарождение разрушения на которых происходит в области упругого
деформирования. Микроразрушения в бетоне могут появиться при сжатии под
действием девиаторных напряжений, что приводит к падению сопротивления раз-
рушению.

Удельный объем пористой среды υ представляется в виде суммы удельного
объема материала матрицы υm, удельного объема пор υp и удельного объема υt,
образующегося при раскрытии трещин: m p tυ = υ + υ + υ . Пористость материала

характеризуется относительным объемом пустот p tξ = ξ + ξ , либо параметром

/ mα = υ υ , которые связаны зависимостью 1/(1 )α = − ξ . Здесь /p pξ = υ υ ,

/t tξ = υ υ  – относительные объемы пор и трещин соответственно[2, 7−8].
Система уравнений, описывающих движение пористой упругопластической

среды, имеет вид

0
V

d dV
dt

ρ =∫ ,

σ
V S

d dV dS
dt

ρ = ⋅∫ ∫u n ,

σ
V S

d EdV dS
dt

ρ = ⋅ ⋅∫ ∫ n u , (1)

2

CR
= + λ

μ
se s ,

22:
3 T= σs s ,

2
0 0 0

0 2
0

(1 / 2)
(1 )

c
p

S

⎡ ⎤ρ − γ η η
= γ ε +⎢ ⎥α − η⎣ ⎦

,

где t – время; V – объем интегрирования; S – поверхность объема интегрирования;
n – единичный вектор внешней нормали; ρ – плотность; σ p= − +g s  – тензор на-
пряжений; s – девиатор тензора напряжений; p – давление; g – метрический тен-
зор; u – вектор скорости; / 2E = ε + ⋅u u  – удельная полная энергия; ε – удельная
внутренняя энергия; ( : ) / 3= −e d d g g  – девиатор тензора скоростей деформаций;
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d = (∇u + ∇uT )/2 – тензор скоростей деформаций; TCR = + ∇ ⋅ + ⋅∇s s u s s u – корро-

тационная производная Коттер и Равлина; 
2

0 0 0
0 2

0 0 0

1 (6 12 )
(1 )

(9 8 )
c
c

⎡ ⎤− ρ + μ ξ
μ=μ −ξ ⎢ ⎥

ρ + μ⎣ ⎦
 – модуль

сдвига; ( )
( )

max min
min

max min
/T

kp
kp

σ −σ⎡ ⎤
σ = σ + α⎢ ⎥σ −σ +⎣ ⎦

 – предел текучести; 0ρ , c0, 0μ , minσ ,

maxσ , k, S0, 0γ  – константы материала матрицы; 01 /η = − ρ υ α . Параметр λ ис-
ключается с помощью условия текучести.

Для замыкания системы (1) необходимы уравнения, описывающие изменение
параметра α  при растяжении и сжатии.

Разрушение хрупких материалов происходит главным образом в связи с воз-
никновением и ростом микротрещин. Максимальное упругое полураскрытие мо-
нетообразной трещины под действием растягивающего напряжения, перпендику-
лярного плоскости трещины, определяется из соотношения [16, 17]

0

2(1 )
mRp− ν

δ = −
πμ

,

где ν – коэффициент Пуассона; R – радиус трещины; mp p= α  – давление в мате-
риале матрицы.

Предполагая, что при раскрытии трещины ее берега образуют эллипсоид вра-
щения с полуосями δ, R, R, найдем объем трещины:

3

0

8(1 )
3TV R p− ν

= − α
μ

. (2)

Пусть в процессе нагружения не происходит образования новых трещин, а де-
формирование материала сопровождается ростом изначально существующих с
характерным размером R. Тогда из (2) следует

3
0

0

8(1 )
3t N R p− ν

ξ = − α
μ

, (3)

где N0 – число трещин в единице объема.
Считая, что до начала фрагментирования поврежденного трещинами материа-

ла объем пор остается неизменным и равен ξ0, получим

0
0

0
t

α − α
ξ = ξ − ξ =

α α
. (4)

Подставляя (4) в (3), окончательно имеем

0 0
3 2

0 0

3 ( )
8(1 )

p
N R

μ α − α
= −

− ν α α
. (5)

Рост трещин определяется уравнением

1 2/R R F F= + ,

где 1 * 1( ) /iF s s= α − η  при *is sα > ; 1 0F =  при *is sα ≤ ; 2 * 2( ) /F p p= α − η  при

*0p p p< ∧ α > ; 2 0F =  при *0p p p≥ ∨ α ≤ ; 3
2is = s : s ; * 01 *(1 / )s s R R= − ;

* *(1 / )p R R= − ; 3
* 0/R N= β ; s01, p0, η1, η2, β – константы материала.
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Из последнего уравнения системы (1) и (5) получаем уравнение для определе-
ния параметра α  при упругом деформировании бетона

2
0 0 0 0 0

0 0 2 3
0 0 0

(1 / 2) 3 ( )
0

(1 ) 8(1 )
c

S N R
ρ − γ η η μ α − α

γ ερ + + =
− η − ν α α

. (6)

Предполагается, что слияние микротрещин начинается, когда их характерный
размер R  при постоянном числе трещин в единице объема 0N  достигает крити-

ческой величины 3
* 0/R N= β . Процесс фрагментирования поврежденного тре-

щинами материала и поведение разрушенного материала описывается в рамках
модели пористой упругопластической среды. Система (1) замыкается уравнения-
ми, связывающими давление p  и пористость α  при сжатии:

2
0 0 0

0 0 2
0

(1 / 2) 2 ln( ) 0
3 1(1 ) T

c
S

ρ − γ η η α
γ ερ + − ασ =

α −− η
 при 2 ln( )

3 1Tp α
≥ σ

α −  
, (7)

и при разгрузке:
2

0 0 0
0 0 2

0

(1 / 2)
ln( ) 0

1(1 ) s
c

a
S

ρ − γ η η α
γ ερ + + =

α −− η
 при ln( )

1
sa

p α
≤ −

α α −
. (8)

Фрагментация поврежденного трещинами материала, подвергнутого воздейст-
вию растягивающих напряжений, происходит, когда относительный объем пустот
достигает критической величины

*
*

*

1α −
ξ =

α
.

Если поврежденный трещинами материал подвергнут воздействию сжимаю-
щих напряжений, то критерием фрагментирования является предельная величина
интенсивности пластических деформаций

2
2 1

2 3
3ue T T= − ,

где T1, T2 – первый и второй инварианты тензора деформаций соответственно.
При растяжении фрагментированный материал описывается как порошок,

движение которого происходит в соответствии с уравнениями среды, лишенной
напряжений.

2. Результаты математического моделирования

Методом компьютерного моделирования в диапазоне скоростей 700−1500 м/с
исследованы процессы ударного взаимодействия составных металлических удар-
ников массой 125 г с двумя типами защитных конструкций, представляющих со-
бой наборы из пространственно-разнесенных сталебетонных плит. Сталебетонная
плита состоит из двух слоев бетона толщиной hб , разделенных стальным листом
толщиной hст . Расстояние между плитами 200 мм. Ударник представляет собой
стальной стержень диаметром 14 мм и длиной 52 мм, помещенный в оболочку из
дюралюминиевого сплава. Длина составного ударника L0 = 81 мм, его диаметр
d0 = 23 мм (L0/d0 = 3,52). В первом варианте защитных конструкций толщина бе-
тонных слоев hб = 15 мм, стального листа – hст = 1 мм, общая толщина сталебе-
тонной плиты h = 31 мм. Во втором варианте – hб = 30 мм, hст = 2,5 мм, общая
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толщина сталебетонной плиты h = 62,5 мм. Считалось, что стальной лист выпол-
нен из стали марки ЭИ 712, имеющей высокие прочностные характеристики.

В расчете на границе раздела материалов в ударнике ставилось условие жест-
кого сцепления, т.е. отсутствия проскальзывания материалов друг относительно
друга и отделения дюралюминиевой оболочки от стального стержня в процессе
внедрения в мишень.

В табл. 1 приведены результаты расчёта ударного взаимодействия ударника с
пространственно-разнесёнными мишенями, состоящими из сталебетонных пре-
град первого типа (hб = 15 мм,

 
hст = 1 мм, h = 31 мм), при взаимодействии по нор-

мали ( 0β = 0° , 0β – угол, образованный осью симметрии ударника с нормалью к
лицевой поверхности мишени) со скоростями u0 = 700 м/с и u0 = 1500 м/с, где
обозначено: dл – диаметр лицевого откола, dт – диаметр тыльного откола в стале-
бетонных плитах, dс – диаметр отверстия в стальном листе, L – длина и m – масса
остатка ударника после пробития преграды, h∑  – суммарная глубина проникания
в мишени без учёта прогиба стального листа последней мишени. После пробития
преграды остаток ударника обладает скоростью центра масс u.

Т а б л и ц а  1
Результаты соударения ударника

с набором пространственно-разнесенных преград первого типа

u0, м/с β0, град. № прег. dл/d0 dс/d0 dт/d0 L/d0 m, г u, м/с

1 2,56 1,60 4,48 2,72 113,0 444
2 3,52 1,60 5,20 2,64 109,3 297
3 5,60 1,44 5,92 2,64 109,2 181

700 0

4 - - 2,45 109,1
1 2,56 1,92 3,52 2,24 101,6 1160
2 2,72 1,92 3,60 2,0 84,4 816
3 3,6 1,6 3,20 1,84 75,6 572
4 3,52 1,28 3,36 1,68 72,7 383
5 4,24 1,28 4,08 1,65 69,8 258

1500 0

6 - - - - 55,3

На рис. 1 приведена картина последовательного взаимодействия ударника со
сталебетонными плитами (а – начальная конфигурация, б – побитие первой, в –
второй, г – третьей преград, д – взаимодействие с четвёртой преградой) при ско-
рости u0 = 700 м/с и 0β  = 0º.

При взаимодействии с первой преградой дюралюминиевая оболочка ударника
в области головной части полностью срабатывается, в то же время стальной стер-
жень остаётся практически недеформированным. С тыльной стороны в слое бето-
на образуется откол диаметром dт = 4,48 d0. После пробития первой преграды де-
формированный остаток ударника массой m = 113 г и удлинением L/d0 = 2,78 име-
ет скорость u = 444 м/с. Этой скорости достаточно для пробития ещё двух стале-
бетонных плит. За третьей преградой остаток ударника (L/d0 = 2,64, m = 109,2 г)
имеет скорость u = 181 м/с, которой недостаточно для пробития последующей
преграды. Он останавливается в четвертой преграде при взаимодействии со
стальным листом. Суммарная глубина проникания ударника в мишени hΣ соста-вила 108 мм.
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На рис. 2 приведена картина последовательного взаимодействия ударника со
сталебетонными плитами (а – начальная конфигурация, б – побитие первой, в –
второй, г – третьей, д – четвертой, е – пятой преград) при скорости u0 = 1500 м/с и
β0 = 0°.

а

б

в

г

д

u0 = 700 м/с, 
0β  = 0° а

б

в

г

д

е

u0 = 1500 м/с, 
0β  = 0°

Рис. 1. Конфигурации ударника и сталебе-
тонных плит первого типа при ударном
взаимодействии с четырьмя преградами

Рис. 2. Конфигурации ударника и сталебе-
тонных плит первого типа при ударном
взаимодействии с пятью преградами

В данном случае ударник пробивает пять преград и застревает в шестой. За пя-
той преградой остаток ударника массой m = 69,8 г и удлинением L/d0 = 1,65 имеет
скорость u = 258 м/с. В момент остановки его в шестой преграде m = 55,3 г. Сум-
марная глубина проникания ударника в мишень hΣ составляет 170 мм.

В табл. 2 приведены результаты расчёта ударного взаимодействия ударника с
пространственно-разнесёнными мишенями, состоящими из сталебетонных пре-
град второго типа (hб = 30 мм, hст = 2,5 мм, h = 62,5 мм), при u0 = 700 м/с и u0 =
1500 м/с и β0: 0°, 45°, 60°.

При u0 = 700 м/с и 0β  = 0° ударник пробивает первую преграду и застревает во
второй. На момент остановки деформированного остатка ударника (L/d0 = 2,38,
m = 106,7 г) в преграде образовались отколы с лицевой стороны диаметром
dл = 3,08d0 и тыльный стороны диаметром dт = 2,5d0. Пробитие второй преграды
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определяется прочностными характеристиками стального листа, так как под ним
бетонный слой в области действия остатка ударника разрушен. Таким образом,
вторая преграда находится на пределе пробития. Суммарная глубина проникания
hΣ составила 92,5 мм, что на 15,5 мм меньше, чем при взаимодействии с защитной
конструкцией первого типа. Суммарная глубина проникания в разнесённые ми-
шени с учётом изгиба стального листа в непробитой мишени 1h∑  = 112,2 мм. Уве-
личение скорости удара до 1500 м/с при β0 = 0° приводит к тому, что снаряд про-
бивает две преграды. Как и в предыдущем случае, третья преграда находится на
пределе пробития. С тыльной стороны третьей преграды произошёл откол во вто-
ром бетонном слое диаметром dт = 2,69 d0. Суммарная глубина проникания hΣ со-
ставила 155 мм, что на 15 мм меньше, чем при взаимодействии с защитной конст-
рукцией первого типа. Суммарная глубина проникания в мишени с учётом проги-
ба стального листа третьей мишени 1h∑  = 173,6 мм.

Т а б л и ц а  2
Результаты расчетов соударения ударника

с набором пространственно-разнесенных преград второго типа

u0, м/с β0, град. № прег. dл/d0 dс/d0 dт/d0 L/d0 m, г u, м/с
1 2,31 2,54 3,08 2,54 109,2 215

700 0 2 3,08 - 2,5 2,38 106,7 -
1 3,08 1,92 4,46 1,77 70,6 780
2 3,53 1,69 3,08 1,46 58,0 3381500 0 3 3,69 - 2,69 1,33 54,5 -

700 45 1 3,86 - 3,86 2,46 107,1 -
1 4,42 2,57 4,86 1,57 65,6 5301500 45 2 6,42 - 3,57 1,47 61,1 -
1 8,57 3,42 7,14 2,0 69,6 2311500 60 2 7,14 - - 1,5 65,7 -

В табл. 3 представлены результаты расчёта ударного взаимодействия ударника
с пространственно-разнесёнными мишенями, состоящими из сталебетонных пре-
град первого типа, при u0 = 700 м/с и u0 = 1500 м/с и β0 = 45° и β0 = 60°.

Т а б л и ц а  3
Результаты соударения ударника

с набором пространственно-разнесенных преград первого типа

u0, м/с β0, град. № прег. dл/d0 dс/d0 dт/d0 L/d0 m, г u, м/с
1 3,57 2,86 4,28 2,57 111,4 375
2 4,57 2,86 4,00 2,50 110,6 146

700 45

3 - - - - - -
1 6,42 5,00 8,00 2,64 114,1 211700 60
2 - - - - - -
1 3,57 2,86 4,57 2,14 94,3 976
2 3,71 2,57 3,71 1,86 78,8 576
3 4,71 2,28 5,28 1,78 73,4 260

1500 45

4 - - - 1,74 72,5 -
1 5,56 4,44 6,67 1,89 85 7411500 60
2 4,21 1,20 3,01 1,81 76,1 277
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На рис. 3 приведена картина последовательного взаимодействия ударника со
сталебетонными плитами (а – начальная конфигурация, б – побитие первой, в –
второй преграды) при скорости u0 = 700 м/с и β0 = 45°. В данном случае ударник
пробивает две преграды и застревает в третьей. За второй преградой деформиро-
ванный остаток ударника (L/d0 = 2,62, m = 110,6 г) имеет вертикальную состав-
ляющую скорости u = 146 м/с. Удар по следующей преграде наносится боковой
поверхностью остатка ударника, поэтому данной скорости недостаточно для про-
бития третьей преграды. Суммарная глубина проникания в мишени hΣ не превы-
шает 77 мм.

На рис. 4 приведена картина последовательного взаимодействия ударника со
сталебетонными плитами (а – начальная конфигурация, б – побитие первой, в –
второй, г – третьей преграды и д – взаимодействие с четвертой преградой) при
скорости u0 = 1500 м/с и β0 = 45°. В данном случае происходит пробитие трёх пре-
град. За третьей преградой деформированный ударник (L/d0 = 1,78, m = 73,4 г)
имеет вертикальную составляющую скорости u = 260 м/с. На момент прекраще-
ния расчёта деформированный ударник имел вертикальную составляющую ско-
рости u = 184 м/с. Этой скорости недостаточно для пробития стального листа чет-
вёртой преграды при ударе боковой поверхностью. Таким образом, суммарная
глубина проникания hΣ не превышает 108 мм.

а

б

в

u0 = 700 м/с, 0β  = 45°

а

б

в

г

д

u0 = 1500 м/с, 0β  = 45°

Рис. 3. Конфигурации ударника и сталебе-
тонных плит первого типа при ударном
взаимодействии с двумя преградами

Рис. 4. Конфигурации ударника и сталебе-
тонных плит первого типа при ударном
взаимодействии с четырьмя преградами
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На рис. 5 и рис. 6 приведена картина последовательного взаимодействия удар-
ника со сталебетонными плитами со скоростями u0 : 700 м/с и 1500 м/с при
β0 = 60°. Увеличение угла встречи приводит к снижению суммарной глубины
проникания ударника. Так при скорости удара 700 м/с и угле подхода 60° ударник
пробивает лишь первую преграду и застревает во второй (на рис. 5 представлено:
а – начальная конфигурация, б – побитие первой преграды). Суммарная глубина
проникания hΣ 46мм≤ . Следует отметить, что при данной скорости удара и угле
подхода к мишеням второго типа глубина проникания в мишень hΣ = 30 мм. Удар-
ник пробил первый слой бетона и остановился при взаимодействии со стальным
листом.

а

б

u0 = 700 м/с, 0β  = 60°

Рис. 5. Конфигурации ударника и сталебетонной плиты первого типа
при ударном взаимодействии

а

б

в

u0 = 1500 м/с, 0β  = 60°

Рис. 6. Конфигурации ударника и сталебетонных плит первого типа
при ударном взаимодействии с двумя преградами

Увеличение скорости до 1500 м/с приводит к тому, что ударник пробивает обе
преграды. После пробития второй преграды (рис. 6, б) он имеет вертикальную со-
ставляющую скорости u = 277 м/с. С этой скоростью он взаимодействует боковой
поверхностью со второй преградой (рис. 6, в), двигаясь вдоль неё до полной оста-
новки, не выходя за тыльную поверхность. При этом hΣ = 62 мм. При таких же па-
раметрах ударного взаимодействия ударника с системой пространственно-
разнесённых мишеней второго типа hΣ = 92,5 мм.
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Представленные результаты математического моделирования демонстрируют
возможность использования вычислительного комплекса «РАНЕТ-3» при иссле-
довании прочности конструкций, в том числе представляющих набор пространст-
венно-разнесённых сталебетонных плит, на высокоскоростной удар тел произ-
вольной формы.
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ВЕСТНИК ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА
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УДК 620.179 (045)
Ю.Н. Ложкова

ВЕЙВЛЕТ-ТЕХНОЛОГИЯ ОБРАБОТКИ РЕЗУЛЬТАТОВ
ИССЛЕДОВАНИЯ ЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ УСТАНОВОК1

Энергетические установки (ЭУ) с зарядом твердого ракетного топлива нахо-
дят широкое применение в системах спасения, нефтедобычи, управления ра-
кетно-космическими системами. Наиболее развитым методом исследования
таких установок является ультразвуковой метод (УЗ). Существующая мето-
дическая база, основанная на корреляционных процедурах и Фурье-анализе,
не позволяет проводить эффективную обработку и представление результа-
тов испытаний. Это обуславливает создание специализированных про-
граммных комплексов моделирования и цифровой обработки результатов,
основанных на использовании и развитии теории вейвлет-преобразования.

Ключевые слова: неразрушающий контроль, отношение сигнал/шум, фурье-
анализ, вейвлет-преобразование, ультразвуковой метод.

Испытания – важнейшая часть разработки и исследования физических объек-
тов. Одними из самых сложных из них являются энергетические установки на
твердом топливе. На этом этапе возникает широкий круг задач по изучению внут-
рикамерных процессов, которые проявляются, в том числе, через изменение кон-
фигурации элементов ЭУ. Разработка новых составов топлив, непрерывное ус-
ложнение конструкции ЭУ и геометрических форм топливных элементов зачас-
тую снижает эффективность применения расчетных методов при анализе и требу-
ет привлечения экспериментальных методов исследования, направленных на по-
лучение информации о характере внутрикамерных процессов.

Среди задач, требующих применения высокоинформативных систем исследо-
вания, можно отметить:

- исследование изменений формы и перемещений заряда и корпуса ЭУ при
воздействии комплекса предстартовых нагрузок;

- определение скорости перемещения фронта горения;
- исследование поведения конструктивных элементов.
Важным элементом отработки ЭУ является выявление причин аномалий, ко-

торые сопровождаются разрушением конструкции или проявляются в виде недо-
пустимого отклонения внутрикамерного давления. Появление таких аномалий
может быть связано с подключением дополнительной поверхности горения, уве-
личением скорости горения. Традиционные методы малоинформативны и ограни-
чены в применении при отработке натурных ЭУ.

                                                          
1 Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ (Приказ № 154 от 28 февраля 2012 г.
«О назначении стипендий Правительства РФ для лиц, обучающихся в образовательных учреждениях
начального профессионального образования, среднего профессионального образования и высшего
профессионального образования по очной форме обучения по основным профессиональным образова-
тельным программам начального профессионального и среднего профессионального образования,
имеющим государственную аккредитацию, соответствующим приоритетным направлениям модерни-
зации и технологического развития экономики Российской Федерации, на 2011/2012 учебный год»);
Российского фонда фундаментальных исследований по конкурсу «Инициативные научно-исследова-
тельские проекты» – проект № 12-07-00164.
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Одним из наиболее применяемых в настоящее время методов ликвидации
крупногабаритных ЭУ является их сжигание в бессопловой конфигурации со сня-
тыми передней или задней крышками. В обоих случаях наиболее актуальной яв-
ляется проблема защиты окружающей среды. Эффективность методов и средств
защиты зависит от того, насколько точны прогнозы по параметрам ЭУ, оказы-
вающим негативное влияние на экологическую обстановку в зоне проведения
сжигания, и соответственно по принятым мерам эффективного противодействия
этому негативному влиянию.

Наиболее приемлемым методом определения расхода продуктов сгорания, яв-
ляется метод, основанный на использовании текущих значений скорости горения
топливного элемента на характерных участках поверхности горения или на ис-
пользовании интегральной скорости горения, осредненной по всей поверхности
газоприхода [1].

Наиболее острая необходимость решения данной проблемы возникла при
бессопловом сжигании, когда реализуется режим неустойчивого горения. В этих
условиях нужна более детальная информация о закономерностях поведения топ-
ливного элемента сложной формы, в частности о динамике изменения поверхно-
сти и скорости перемещения фронта горения, с последующим расчетом скорости
горения.

Актуальность вопроса определяется тем, что твердотопливные ЭУ должны
иметь высокую гарантию качества на всех стадиях их жизненного цикла. Обеспе-
чить надежную эксплуатацию указанных объектов и решить проблему увеличе-
ния срока их эксплуатации возможно только при использовании методов нераз-
рушающего контроля, среди которых волновые методы наиболее полно отвечают
требованиям обеспечения высокой точности, дистанционности, безопасности,
дешевизны, автоматизации обработки результатов испытаний. Развитие УЗ-мето-
да в работе ориентировано на совершенствование алгоритмов выделения зашум-
ленной временной координаты импульса, отраженного от горящей поверхности
топлива.

Особенности энергетических установок как объектов исследования

Основным источником информации о качестве энергетической установки и
характере протекающих в ней процессов являются экспериментальные исследо-
вания на образцах и натурных изделиях.

Процессы в ЭУ протекают за массивными непрозрачными оболочками, что
обуславливает применение методов, где в качестве носителя информации исполь-
зуются проникающие излучения. Эти методы являются наиболее перспективными
в смысле удовлетворения принятого критерия оптимальности, позволяют опреде-
лять как локальные, так и интегральные значения скорости процессов, отвечают
требованиям неразрушающих испытаний, перспективны при дальнейшем усо-
вершенствовании применительно к ЭУ различных габаритов.

В настоящее время наиболее развитым волновым методом является ультразву-
ковой. Отражением этого факта является значительный объем публикаций по
применению этого метода при исследовании горения образцов наполнителя и в
модельных малогабаритных ЭУ с толщиной свода ТЭ до 100–150 мм. Многолет-
няя целенаправленная работа позволила достигнуть погрешности определения
скорости горения в УЗ-методе около 2 % (в перспективе до 1 %) [2–5].
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Фактором, объединяющим методы исследования внутрикамерных процессов,
является необходимость получения не только качественных (наличие или отсут-
ствие явления), но и количественных данных с погрешностью, достаточной для
решения практически важных задач отработки ЭУ. Сложный характер исследуе-
мых сигналов, вызванный в том числе наличием интерференционных явлений,
приводит к тому, что существующая методическая база, основанная на корреля-
ционных процедурах и фурье-анализе, не позволяет проводить эффективную об-
работку и представление результатов огневых стендовых испытаний. Это обу-
славливает создание специализированных программных комплексов моделирова-
ния и обработки результатов испытаний, основанных на использовании и разви-
тии теории вейвлет-преобразования.

В задачах эхо-импульсной толщинометрии полимерных композитных мате-
риалов определение толщины проводится по положению первого нуля после
главного максимума сигнала [6]. Фирмой ONERA проанализированы различные
алгоритмы – по максимуму амплитуды, по выбранному порогу, по точке пересе-
чения нуля огибающей, но в качестве рабочего принят алгоритм выделения от-
счетного времени, как времени пересечения нуля между главным отрицательным
и положительным пиком сигнала, так как эта точка наименее чувствительна к ва-
риациям амплитуды [2]. Естественно отметить, что указанный алгоритм эффекти-
вен при достаточном отношении сигнал/шум (рис. 1).
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Рис. 1. Осциллограмма УЗ-сигнала по одному каналу до пуска ЭУ: 1 – синхроим-
пульс; 2 – импульс, распространяющийся по поверхности корпуса; 3 – импульс, от-
раженный от поверхности канала; t1 – время измерения

Регистрация фронта горения ЭУ больших габаритов сопровождается сложным,
флуктуирующим характером УЗ-сигнала, многообразием его форм и отражений,
изменением геометрии прозвучивания, а также необходимостью выбора и отсле-
живания информативных участков сигнала. Маскирующее действие шумов раз-
личной природы приводит к погрешности определения временной информации.
Многообразие форм и отражений эхо-сигналов, отсутствие общепринятого алго-
ритма выделения информативного участка эхо-сигнала для дальнейшей обработ-
ки в еще большей мере усложняет поставленную задачу.
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Типичная трехканальная осциллограмма регистрируемых сигналов при работе
ЭУ представлена на рис. 2.

Наиболее полная публикация по данному вопросу [2] описывает применение
УЗ-метода для исследования характера поведения теплозащитного покрытия и
топлива в крупногабаритном двигателе на последних 100–150 мм толщины свода.

Для перехода на измерение текущей толщины не менее 600 мм необходимо
использование комплекса как новых технических средств, так и специальных ме-
тодов обработки.

В большинстве практических случаев временные серии являются существенно
нестационарными в широком диапазоне масштабов, т.е. содержат участки, в ко-
торых сигналы могут изменяться одновременно и во временной, и в частотной
областях. В этом случае интерпретация результатов, полученных с помощью тра-
диционной методической базы, основанной на корреляционных процедурах и
фурье-анализе, затруднена [7–10].

Часть трудностей снимается при использовании оконного преобразования
Фурье, которое позволяет локализовать частоту, но привносит с собой проблему
выбора окна и его характеристик. Главной проблемой здесь является появление
гармонических составляющих, которых не было в исходном сигнале, так назы-
ваемый «звон». На практике ширина окна выбирается интуитивно или на основе
накопленного опыта. Оконное преобразование так же, как и интегральное, не учи-
тывает, что частота может изменяться со временем.
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Рис. 2. Осциллограмма сигналов при работе ЭУ: 11, 12,13 – синхроимпульсы 1, 2 и
3 каналов соответственно; 21, 22, 23 – УЗ-импульс, распространяющийся по поверх-
ности корпуса; 31, 32, 33 – УЗ-импульс, отраженный от фронта наполнителя;

1 2 3, ,j j jt t t  – время распространения импульсов 31, 32, 33 соответственно

Для преодоления проблемы время-частотного разрешения в последние годы в
мире активно развивается новый математический аппарат вейвлет-анализа [11].

Применение вейвлет-анализа позволяет:
- исследовать сложные нестационарные процессы в широком диапазоне мас-

штабов;
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- проводить фильтрацию и восстановление сигнала, выявлять его особенности
и тренды;

- локализовывать разрывы непрерывности, скачки, выявлять сбои аппаратуры;
В работе принят теоретический подход, основанный: 
- на исследованиях по закономерностям изменения зондирующих импульсов

при прохождении через многослойную среду;
- синтезе новых вейвлетных базисных функций;
- обосновании устойчивости вейвлетного базиса к шумовым воздействиям;
- применении новых базисов для обработки реальных ультразвуковых сигна-

лов, полученных при исследовании модельных и натурных ЭУ.
Главная цель работы состоит в разработке теоретических и прикладных под-

ходов, которые позволяют синтезировать вычислительные алгоритмы оценки по-
лезного сигнала, направленные на максимальное повышение чувствительности и
разрешающей способности анализа, а также создании методической базы визуа-
лизации и информативной обработки результатов испытаний и контроля струк-
турной целостности натурных изделий на базе вейвлетных технологий.

Метод построения базиса вейлет-преобразования

В работах [12, 13] показана эффективность применения теории вейвлет-
анализа к обработке результатов исследования внутрикамерных процессов при
огневых испытаниях ЭУ. Имитационное сравнение точности определения вре-
менного положения эхо-импульса с использованием в качестве базисной функции
самого сигнала и его приближенных представлений показало меньшее значение
среднеквадратичного отклонения (СКО) определения временного положения эхо-
импульса по сравнению с известными вейвлетами [14]. Дальнейший анализ
структуры погрешности определения временного положения показал, что распре-
деление вероятности этой погрешности не является унимодальным. Это распре-
деление может иметь несколько побочных максимумов, отстоящих на значитель-
ном расстоянии от главного. В этом случае, несмотря на незначительное значение
среднеквадратического отклонения (СКО), существует значительная вероятность
появления больших ошибок.

При непрогнозируемом (в т.ч. скачкообразном) изменении толщины свода за-
ряда применение временного стробирования становится неприемлемым, так как в
этом случае невозможно разделить сбойные значении погрешности и скачкооб-
разные изменения толщины. Все это указывает на необходимость применения
других, чем СКО, критериев эффективности свойств предложенного метода.

В качестве простого и хорошо характеризующего эффективность метода опре-
деления временного положения сигнала предлагается использовать величину, ко-
торая названа устойчивостью. Под устойчивостью метода будем понимать веро-
ятность того, что погрешность определения временного положения сигнала не
превысит некоторого значения

( )Ek P t t E∗= − < ,

где t – временное положение сигнала, полученное с использованием какого-либо
метода; t* – истинное значение временного положения сигнала; Е – временной
интервал.
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В дальнейшем временной интервал E везде принимается равным половине
длины периода колебания исследуемого сигнала.

Поскольку при реальной обработке сигнала значение параметра t* неизвестно,
то данный критерий используется исключительно для целей оценки результатов
численного моделирования применения того или иного метода. С использованием
введенного критерия устойчивости k несложно установить, насколько эффективен
тот или иной базис для используемого нами метода.

Пусть имеется некоторая функция ( )f t , описывающая сигнал, положение ко-
торого нужно определить, и базис ( , )a bψ . Необходимо установить зависимость
устойчивости выделения от соотношения сигнал/шум. Шум считается некоррели-
рованным с сигналом, имеющим нормальное распределение.

Осуществим вейвлет-преобразование ( )f t  с использованием выбранного ба-
зиса и выделим масштаб а. Пусть сдвиг, при котором значение энергетического
спектра максимально, равен m.

Известно, что энергия белого шума равномерно распределена по всем масшта-
бам разложения, и можно считать, что если значения отчетов данных распределе-
ны нормально, то и значения отсчетов спектра энергии ( , )W a bψ  также распреде-
лены нормально. При этом СКО распределения составит

a
σ

σ =
β

,

где σ  – СКО шума, присутствующего в сигнале; β – степень свободы базиса
( , )a bψ , которая для комплексных вейвлетов равна 2, а для вейвлетов, содержа-

щих только действительную часть, 1β =  [15].
Найдем вероятность того, что произвольное значение спектра ( , )W a iψ  превы-

сит значение максимума ( , )W a mψ  на данном масштабе, что приведет к ошибке
определения временного положения сигнала

1 ( ( , ) )i a
P F W a mσ ψ= − .

Здесь 
а

Fσ – функция нормального распределения с нулевым средним.

Значение устойчивости в этом случае

(1 )E i
i m E

k P
− 〉

= ⋅ −∏ .

Для оценки эффективности использования предложенного метода в совокуп-
ности с использованием оптимального базиса далее проведено сравнение с суще-
ствующими методами – по положению максимума амплитуды сигнала; корреля-
ционным; вейвлет-преобразованием с использованием базиса Морле.

При расчете устойчивости для метода определения по максимуму сигнала ана-
логом значений спектра ( , )W a bψ  вейвлет-преобразования являются абсолютные

значения исходного сигнала ( )f t . Очевидно, что в этом случае aσ = σ .
Для расчета устойчивости при использовании корреляционного метода вместо

значений ( , )W a bψ  использовались абсолютные значения корреляционной функ-
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ции ( )M τ . Значение СКО распределения каждого из дискретных отсчетов ( )M τ

( )M f t dt
∞

−∞

σ = σ⋅ ⋅∫ .

В качестве опорных функций использованы УЗ-сигнал по ГОСТ 23702-90 и
функция Берлаге ( ) sin( )a btf t t e c t−= ⋅ ⋅ ⋅ .

Рис. 3 иллюстрирует результаты моделирования при совпадении опорной
функции и сигнала. В качестве опорного сигнала используется УЗ-сигнал по
ГОСТ 23702-90.

При отношении сигнал/шум, большем 4, результаты применения вейвлет-
преобразования с неоптимальным базисом имеют большую вероятность ошибки,
чем простая процедура выделения максимума амплитуды сигнала. Этот вывод яв-
ляется неожиданным и несколько противоречит сложившемуся в публикациях
мнению о заведомом преимуществе вейвлет-анализа по сравнению с другими ме-
тодами. Впрочем, это говорит лишь о том, что необходимо разграничить области
применения вейвлет-анализа и традиционных методов. Устойчивости корреляци-
онного метода и вейвлет-анализа с использованием оптимального базиса пример-
но совпадают. Этот результат является ожидаемым, поскольку в обоих методах
используется интегральная свертка и подставляемые в нее функции в обоих слу-
чаях совпадают. Значения ( , )W a bψ  и ( )M τ  отличаются лишь на постоянный

множитель.
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Рис. 3. Зависимость устойчивости различных методов
от отношения сигнал/шум

Для исследования чувствительности корреляционного метода и метода на ос-
нове вейвлет-преобразования к изменению принимаемого сигнала проведено мо-
делирование, когда сигнал имеет отличную от опорной функции частоту и форму
огибающей.

Выделяемым сигналом является функция Берлаге с параметрами a = 2,7; b = 1,
c = 3,5, для функции опорного сигнала используются параметры a = 2,3; b = 1,2;
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c = 3. На рис. 4 видно преимущество предлагаемого метода по сравнению с ко-
релляционным в случае отличия выделяемого и опорного сигналов при соотно-
шениях сигнал/шум 1−3.
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Рис. 4. Сравнение методов при отличии опорного
и выделяемого сигналов от отношения сигнал/шум

Таким образом, предложенный метод позволяет снизить погрешность опреде-
ления временного положения эхо-импульса при низких соотношениях сиг-
нал/шум (менее 3) и наличии искажений сигнала при прохождении через объект
исследования по сравнению с ранее использовавшимися методами.

Кроме того, следует отметить, что применение процедур вейвлет-анализа без
адаптации их под данную конкретную задачу не приводит к значимому сниже-
нию погрешности определения времени, за которое УЗ сигнал проходит через
объект [3].

Заключение

В области исследования внутрикамерных процессов с использованием прони-
кающих излучений целью вейвлет-анализа является извлечение более детальной
информации о характере и особенностях протекающих процессов. К сожалению,
в настоящее время основная масса исследований ограничена использованием
стандартных процедур, например, в составе пакета компьютерной математики
MATLAB. Истинная ценность вейвлет-анализа заключается в возможности для
исследователя создавать базисы, наиболее приспособленные к решению собст-
венных задач.

По сравнению с алгоритмами обработки с жестко фиксированной логикой
(например, корреляционным методом) вейвлет-анализ как «математический мик-
роскоп» позволяет сфокусировать свое внимание на выделении нужного инфор-
мативного параметра регистрируемого сигнала. В данном случае временная лока-
лизация максимума вейвлетного спектра более устойчива к влиянию шумов, чем
принятая в [13] процедура выделения по точке перехода сигнала через ноль меж-
ду главным максимумом и минимумом.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ РАЗРУШЕНИЯ КЕРАМИЧЕСКИХ
КОМПОЗИЦИОННЫХ МАТЕРИАЛОВ ПРИ ОДНООСНОМ СЖАТИИ

На основе разработанной модели квазихрупкой среды изучено хрупкое и
квазихрупкое разрушение композиционных керамических материалов с
матрицей из диоксида циркония с различным процентным содержанием уп-
рочняющих частиц корунда. Показано, что разрушение развивается в две
стадии – медленная квазистационарная фаза накопления неупругих дефор-
маций и повреждений и сверхбыстрая катастрофическая фаза – режим с обо-
стрением, когда процесс разрушения выходит на макроуровень и происхо-
дит формирование макротрещины.

Ключевые слова: хрупкое и квазихрупкое разрушение, квазистационарная
фаза, режим с обострением

Конструкционные керамические композиционные материалы получили широ-
кое практическое применение в промышленности благодаря их высокой удельной
прочности, повышенной вязкости разрушения, твёрдости, трещиностойкости, вы-
сокому сопротивлению усталостному разрушению и т.д. Конструкционные кера-
мики на основе прочных оксидов различных металлов (циркония, алюминия и
др.) способны эффективно сопротивляться интенсивным механическим нагруз-
кам. Однако именно хрупкие свойства керамик, их сравнительно низкая устойчи-
вость к ударным воздействиям сильно ограничивают области применения кера-
мических композитов. Изучение механизмов и особенностей хрупкого и квазих-
рупкого разрушения керамических материалов является актуальнейшей пробле-
мой современной механики разрушения.

Согласно представлениям физической мезомеханики [1] и идеям работы [2],
нагружаемое твердое тело является нелинейной динамической системой, эволю-
ция которой в полях действующих сил полностью соответствует фундаменталь-
ным особенностям эволюции нелинейных динамических систем.

В настоящей работе основное внимание уделено характеру разрушения ква-
зихрупких тел и сред – наличию двух стадий разрушения: сравнительно медлен-
ной квазистационарной и сверхбыстрой катастрофической стадии – режима с обо-
стрением по терминологии Курдюмова С.П. [3], что и является фундаментальной
особенностью эволюции нелинейных динамических систем, обладающих свойст-
вом самоорганизованной критичности [4].

Одной из центральных проблем механики деформируемого твёрдого тела ос-
таётся проблема формулировки условий или критериев разрушения. В настоящей
работе эта проблема также решается на основе идей математической теории эво-
люции нагружаемых твёрдых тел и сред [2].

Согласно традиционным представлениям механики разрушения, локальное
разрушение в твёрдом теле происходит тогда, когда достигается предельная на-
грузка. Весь опыт применения этого подхода к решению задач предельного про-
ектирования показал его приемлемую работоспособность и корректность для ре-
шения многих практических задач. Однако мы ничего не можем сказать о самом
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процессе разрушения, тем более о его прогнозе. Если к телу приложена некая по-
стоянная или переменная нагрузка, можно вычислить только соответствующее
напряжённо-деформированное состояние и ответить на вопрос, достигнута или
нет где-либо предельная нагрузка. В ряде важных случаев при решении инженер-
ных задач такие ответы оказываются полезными и достаточными, но сказать что-
либо о механизмах и сценариях формирования очага разрушения невозможно.

Ещё в 70-х годах прошлого века была установлена фундаментальная законо-
мерность разрушения любых материалов: полному разрушению (и не только ус-
талостному, но и любому) предшествует более или менее значительный подгото-
вительный период. Например, для силикатных стёкол, разрушение которых рас-
сматривалось как мгновенное, скорость развития трещины в начале процесса ока-
залась в миллионы раз меньше, чем на заключительном этапе [5], и это при том,
что процесс разрушения в целом укладывается в несколько миллисекунд.

Бурное развитие идей и методов нелинейной динамики в эти же годы и в по-
следующие десятилетия позволили С.П. Курдюмову с учениками сформулировать
новую концепцию сверхбыстрых катастрофических этапов эволюции нелинейных
систем – режимов с обострением [3] – и аналитически и численно изучить виды и
особенности этих режимов.

Эти идеи и полученные на их основе качественные результаты являются клю-
чевыми и для понимания процесса разрушения. В рассматриваемом случае хруп-
кого или квазихрупкого разрушения (а также при разрушении любых материалов
и конструкций, пластичных металлов, хрупких бетонов, горных пород, геосред и
т.д.) подготовительный процесс накопления неупругих деформаций или повреж-
дений в хрупких средах локализуется в определённых областях. Эта подготови-
тельная квазистационарная стадия в силу свойства самоорганизованной критич-
ности деформируемого твёрдого тела как нелинейной динамической системы ра-
но или поздно переходит в сверхбыструю катастрофическую стадию – режим с
обострением по С.П. Курдюмову [2, 4, 7]. Понятно, что любой прогноз разруше-
ния в принципе невозможен без изучения особенностей развития этих стадий и
условий перехода стадии устойчивого развития разрушения в неустойчивый
сверхбыстрый режим.

Математическая постановка задачи.
Модель квазихрупкой среды

В соответствии с эволюционной концепцией описания процессов неупругого
деформирования и последующего разрушения [2, 4, 6−9] полная система уравне-
ний включает:

1. Фундаментальные законы сохранения:

 -массы div 0d
dt
ρ

+ ρ υ = ; (1)

- количества движения iji
ij

dd
F

dt dx

συ
ρ = + ρ ; (2)

- энергии 1 ij
ij

ddE
dt dt

ε
= σ

ρ
. (3)
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2. Эволюционные уравнения первой группы, записанные в релаксационной
форме, в которых приращения напряжений ij ij t∆σ = σ ∆  пропорциональны при-

ращениям полных скоростей деформаций T
ijε и релаксируют пропорционально

развитию неупругой скорости деформации P
ijε . Процедура снесения напряжений

на мгновенную предельную поверхность будет означать мгновенную релаксацию
напряжений на каждом временном шаге до некого динамического равновесия, оп-
ределяемого как релаксацией, так и скоростью деградации прочностных и упру-
гих параметров среды. При    0P T

ij ij ijε > ε ∆σ < , идёт релаксация, при

    0P T
ij ij ijε < ε ∆σ >  и напряжения растут:

( ) ( )2T P T P
ij ij ij ijσ = λ θ − θ δ + μ ε − ε ; (4)

( )ij ij ijP Sσ = − δ + ; (5)

VP K
V

= − ; (6)

12
3

ij
ij ij

DS
Dt

⎛ ⎞= μ ε − θδ⎜ ⎟
⎝ ⎠

; (7)

ij
ij ik jk jk ik

DS
S S S

Dt
= − ω − ω ; (8)

1
2

jT i
ij j ix x

∂υ⎛ ⎞∂υ
ε = +⎜ ⎟

∂ ∂⎝ ⎠
; (9)

1
2

ji
ij j ix x

∂υ⎛ ⎞∂υ
ω = −⎜ ⎟

∂ ∂⎝ ⎠
. (10)

Здесь D/Dt – коротационная производная Яумана, учитывающая поворот элемен-
тов среды при деформировании.

3. Задачей эволюционных уравнений второй группы является определения
скоростей неупругих деформаций в уравнениях (4). В общем случае это кинетиче-
ские уравнения, задающие скорости неупругой деформации и обеспечивающие
релаксацию упругих напряжений в (4). В настоящей работе компоненты тензора
скоростей неупругой деформации определим в соответствии с теорией пластиче-
ского течения и мгновенной релаксации напряжений на каждом временном шаге.

Предельная поверхность напряжений записана в форме Мизеса – Шлейхера,
что позволяет удовлетворить требованию обобщения условий пластичности и
хрупкого разрушения: форма предельной поверхности и её свойства полностью
определены тремя параметрами напряжённого состояния – октаэдрическим нор-
мальным напряжением σокт, октаэдрическим сдвиговым напряжением τокт и видом
напряжённого состояния μσ (параметром Лоде – Надаи)

1 2
1 2( ) ( )

3 ij ijf J J Yα
= σ + σ − (11)
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и является обобщением критерия текучести Кулона – Мора, где α  имеет смысл
коэффициента внутреннего трения. За основу взята модель Друккера – Прагера –
Николаевского с неассоциированным законом течения, позволяющая описывать
процесс дилатансии как независимый от внутреннего трения. В этом случае уже
неассоциированного закона неупругого течения пластический потенциал не сов-
падает с функцией текучести и для предельной поверхности (11) записывается в
виде [10]

( ) 2 1 12 const
3 3ijg J J Y JΛ α⎛ ⎞σ = + − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
. (12)

Компоненты тензора скоростей неупругой деформации определятся следующим
образом:

1
2( ( ) )
3 3

p
ij ij ij

ij

g s Y I∂ α
ε = λ = + Λ − δ λ

∂σ
; (13)

1
2

1 22 ( )P PI I= Λ , (14)
что позволяет установить связь между объёмной и сдвиговой составляющими
пластической деформации (14) [7], где Λ имеет смысл коэффициента дилатансии.
Однако модель пока не связана с видом напряжённого состояния. Эта зависи-
мость будет прописана при задании скорости накопления повреждений.

4. Разрушение материла в развиваемом подходе описано как процесс обваль-
ной деградации прочности материала до нуля при формировании трещины на
сверхбыстрой катастрофической стадии эволюции НДС, являющейся завершаю-
щим этапом предразрушения, среда остается консолидированной, следовательно,
остаются справедливыми все уравнения неупругого деформирования (1) – (14);
нет также необходимости вводить в модель прочностные параметры, определяю-
щие «предельное» состояние материала. По развиваемым в настоящей работе
представлениям предельное состояние должно формироваться в нагружаемой
среде по мере накопления в ней неупругих деформаций и повреждений. Необхо-
димо только задать величину Y0 – исходную прочность материала.

Согласно идеям классиков кинетической концепции разрушения (С.Н. Журко-
ва, А.В. Степанова, Р. Беккера, Я.И. Френкеля и других) [11], для того, чтобы до-
вести неповреждённый кристалл до состояния локального сдвига, надо совершить
работу, пропорциональную разнице свободных энергий F идеального кристалла и

кристалла в текущем состоянии 0

2 2

( ) ~
2

A V
σ − σ

σ
μ

 (V – объём, 0σ  – значение тео-

ретической прочности, σ  – текущий уровень напряжений, μ  – модуль сдвига).
Орован модифицировал эту идею, положил энергию активации, зависящую

только от величины пластической (неупругой) деформации, и принял, что
∆σ = σ − σ0 = hεp, где h – коэффициент деформационного упрочнения [12],

2
2( ) ~

2
pF h V

ε
σ

μ
.

Воспользуемся этой идеей и положим функцию деградации среды
D = D(t, μσ, ε) в виде зависимости от накапливаемой средой неупругой деформа-
ции тек 0pε = ε − ε  и вида напряжённого состояния:
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∗ ∗

∗ ∗ σ

′ε − ε + ε − ε
=

ε
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∫ (15)

2 3

1 3
2 1

S S
S Sσ

−
μ = −

−
(16)

текε  – второй инвариант тензора деформаций, 0ε , 0′ε  – начальные степени дефор-
мации, по достижении которых в материале начинается накопление повреждений
в областях сжатия и растяжения соответственно (составляют 0,2−0,5 от предела
упругости в зависимости от решаемой задачи), что позволяет накапливаться по-
вреждениям еще на упругой стадии деформирования. Причём 0′ε << 0ε , таким об-
разом, повреждения в областях растяжения-сдвига (μσ < 0) начинают копиться при
существенно меньших напряжениях, чем при μσ>0 в областях сжатия-сдвига.
Скорости накопления повреждений для локальных областей, где μσ<0 также су-
щественно выше, чем в областях сжатия-сдвига (μσ>0). Этот процесс регулируется
параметром * *( )σε = ε μ  в (15). Таким образом, отклик среды на вид напряженно-
го состояния (её текущая прочность) формируется в процессе её нагружения.
Следовательно, прочностные параметры будут деградировать существенно быст-
рее в тех областях (частицах) среды, где параметр Лоде – Надаи μσ<0, что соот-
ветствует растяжениям-сдвигам. Этот отклик зависит также от истории нагруже-
ния. Если в какой-то частице среды сначала было, например, растяжение со сдви-
гом, а затем вид напряженного состояния изменился на сжатие со сдвигом, то
процесс дальнейшего разрушения будет развиваться уже при пониженных проч-
ностных параметрах, хотя и более медленно, в соответствии с кинетикой (15). При
μσ ≤ 0 K1 = 0 и K2 = 1, при μσ > 0 K1 = 1 и K2 = 0. ε0* – параметр модели, t* имеет
смысл характерного времени процесса.

Расчеты проводились в 2D-постановке при условии плоской деформации с ис-
пользованием схемы второго порядка точности, подробно описанной в работе [13].

Результаты моделирования хрупкого и квазихрупкого разрушения
композиционных керамических материалов

На рис. 1 представлены модельные структуры керамических композитов с
матрицей из диоксида циркония 2ZrO и различным процентным содержанием уп-
рочняющих частиц оксида алюминия 2 3Al O  (корунда). В расчетах осуществля-
лось одноосное сжатие модельных образцов керамических композитов.

В [14] было показано, что в керамическом композите при нагружении возни-
кают локальные области растягивающих напряжений на межфазовых границах.
И именно в этих областях растягивающих напряжений происходит разрушение
материала с образованием мезотрещин. Покажем, что разрушение композитов в
подавляющем большинстве случаев происходит в областях растяжения. Это обу-
словлено двумя причинами: 1) наличие структурных неоднородностей всегда
приводит к формированию в композите локальных областей растяжения; 2) проч-
ность квазихрупких материалов при растяжении существенно ниже, чем при сжа-
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тии. Скорости накопления повреждений в областях растяжения также существен-
но выше.

Рис. 1. Модельные структуры композитов
с 15 и 40 %-м содержанием упрочняющих частиц

В табл. 1 приведены физико-механические свойства материалов, составляю-
щих композит.

Т а б л и ц а  1

Физико-механические свойства материалов, составляющих композит

Параметр ρ , г/см3 K, Мбар μ , Мбар Y, Мбар Λ α

2ZrO 5,7 1,433 0,6615 0,021 0,22 0,62

2 3Al O 3,984 3,46 1,6 0,0374 0,12 0,6

На рис. 2 продемонстрированы σ − ε -диаграммы для модельных композитов
при различных условиях нагружения – идеального скольжения (рис. 2, а) и за-
щемления (рис. 2, б) на границе приложения нагрузки.

σ, МПа
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1000

ε0 0,01
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Рис. 2. σ − ε -диаграммы в случае: идеального скольжения (а),
защемления (б) на границе приложения нагрузки
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Общей закономерностью для двух вариантов нагружения является эволюция
прочности композитов в режиме с обострением на заключительной стадии де-
формирования. Устойчивое медленное накопление неупругих деформаций и по-
вреждений на более низких структурных уровнях, чем рассматриваемый макро-
уровень, сменяется стадией неустойчивого лавинообразного накопления повреж-
дений (режима с обострением), который занимает десятые доли процента макро-
деформации, то есть происходит локализация процесса разрушения во времени. В
режиме с обострением происходит глобальная потеря устойчивости, прочность и
упругие модули композитов деградирует до нуля очень быстро.

В случае идеального скольжения на границе приложения нагрузки модельные
композиты разрушаются хрупко, то есть за стадией линейного роста напряжений
наблюдается резкий излом и эволюция системы в режиме с обострением. Особен-
ностью же деформационного отклика в случае защемления на границе приложе-
ния нагрузки (рис. 2, б) является наличие стадии неупругого деформирования об-
разцов за счет формирования областей сдвигов-сжатий вблизи защемленной гра-
ницы, что резко снижает скорость накопления повреждений в этих локальных об-
ластях. Этот процесс задерживает фазу режима с обострением и глобальной де-
градации физико-механических свойств среды. Таким образом, стадия неупругой
деформации занимает несколько процентов общей макродеформации.

Иной сценарий развивается в случае бокового давления (рис. 3). Стесненность
деформации приводит к затягиванию катастрофической фазы эволюции системы.
Ресурс прочности в этом случае расходуется постепенно, наблюдается последова-
тельность сбросов и подрастаний напряжений на фоне общей эволюции системы
в режиме с обострением. Подобная ситуация наблюдается в геосредах при так на-
зываемых «медленных» землетрясениях (брадисейсмах), когда особенности стес-
ненности деформации приводят к затягиванию процесса локального разрушения
геосреды.

0 0,005 0,010 0,015 0,020 ε

400

800

1200

1600

σ, МПа

Рис. 3. σ − ε -диаграмма в случае бокового обжимающего давления

Подобное изменение вида напряженно-деформированного состояния (НДС) в
локальной области разрушаемого материала, в частности в области формирую-
щейся трещины, демонстрирует рис. 4 (отмечено овалом).
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На рис. 4 представлена часть расчетной об-
ласти, отражающая вид напряженного состоя-
ния в композите, определяемый по параметру
Лоде – Надаи. Во-первых, формирование поло-
сы локализованного разрушения происходит в
узких зонах нормальных растягивающих на-
пряжений, 1σμ → − .

Во-вторых, в сформировавшейся макротре-
щине, в отмеченной овалом области, напряжен-
ное состояние сменилось на сжатие-сдвиги, что
означает переход в режим компактирования за
счет нарастающей стесненности деформации,
обусловенной наличием упрочняющих частиц.
Этот процесс задержки разрушения в матрице
демонстрирует еще одну положительную роль
упрочняющих частиц.

На рис. 5 − 8 представлены рассчитанные
картины неупругих деформаций в композитах

для трех степеней деформации, напряжённого состояния (по параметру Лоде –
Надаи), меры повреждённости (функция D) при 2 вариантах граничных условий.

ε1 ε2 ε3

μσ D

Рис. 5. Расчётные картины: неупругих деформаций (для трёх степеней
деформации), напряжённого состояния (μσ), меры повреждённости в мо-
дельном образце (D) композита с 15 %-м содержанием упрочняющих частиц
в случае идеального скольжения на границе приложения нагрузки

σμ

Рис. 4. Часть расчетной области,
отражающая вид напряженного со-
стояния в композите, определяемо-
го по параметру Лоде – Надаи μσ
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ε1 ε2

ε3

μσ D

Рис. 6. Расчётные картины: неупругих деформаций (для трёх степеней
деформации), напряжённого состояния (μσ), меры повреждённости в мо-
дельном образце (D) композита с 40 %-м содержанием упрочняющих
частиц в случае идеального скольжения на границе приложения нагрузки

ε1 ε2 ε3

μσ D

Рис. 7. Расчётные картины: неупругих деформаций (для трёх степеней
деформации), напряжённого состояния (μσ), меры повреждённости в мо-
дельном образце (D) композита с 15 %-м содержанием упрочняющих
частиц в случае жесткого защемления на границе приложения нагрузки
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ε1 ε2 ε3

μσ D

Рис. 8. Расчётные картины: неупругих деформаций (для трёх степеней
деформации), напряжённого состояния (μσ), меры повреждённости
в модельном образце (D) композита с 40 %-м содержанием упроч-
няющих частиц в случае жесткого защемления на границе приложения
нагрузки

Во всех представленных случаях на начальных стадиях деформирования об-
разцов рост мезотрещин имеет преимущественно вертикальный характер, что по-
казывают и эксперименты [15].

Сравнение картин разрушения модельных композитов при различном про-
центном содержании упрочняющих частиц демонстрирует различие в механизмах
их разрушения. В композите с 40 %-м содержанием корунда большое число уп-
рочняющих частиц одновременно создает возможность для формирования облас-
тей локальных растягивающих напряжений на фазовой границе матрица – вклю-
чение, в которых деградация физико-механических свойств среды происходит
значительно быстрее, но и препятствует распространению трещин. В связи с чем
на стадии предразрушения в композите с 40 %-м содержанием корунда формиру-
ется значительное число мезотрещин в областях растяжения-сдвига, и это более
энергоемкий процесс, чем формирование малого числа протяженных трещин для
композита с 15 %-м содержанием упрочняющих частиц (рис. 5, 7).

Динамика роста трещин в таких модельных композитах (рис. 6, 8) для трех
степеней деформации ( 1 2 3, ,ε ε ε ) показывает, что на стадии предразрушения про-
исходит устойчивое накопление неупругих деформаций и повреждений во всем
рассматриваемом объеме композитов. Катастрофическую сверхбыструю фазу
эволюции системы – режим с обострением, когда процесс накопления неупругих
деформаций и повреждений выходит на макроуровень, предваряет квазистацио-
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нарная фаза подготовки, которая выражается в формировании перколяционной
сети мезотрещин. На заключительной стадии деформирования происходит объе-
динение соседних мезотрещин в магистральную макротрещину.

Иная ситуация наблюдается в композите с 15 %-м содержанием упрочняющих
частиц. Движение вершины мезотрещины, сформировавшейся на межфазовой
границе, задерживается меньшим количеством упрочняющих частиц, то есть рас-
тущая трещина приблизительно в три раза реже встречает сопротивление со сто-
роны упрочняющих частиц. В связи с этим, длина единичной мезотрещины для
композита с 15 %-м содержанием корунда превышает аналогичную длину еди-
ничной мезотрещины для композита с 40 %-м содержанием корунда в среднем в
1,5−2 раза. Такое различие на мезоуровне приводит к различию на макроуровне в
характерах разрушения двух композитов. В композите с 15 %-м содержанием уп-
рочняющих частиц макротрещина также имеет преимущественно вертикальный
характер. Мезотрещины, идущие с противоположных краев образца, попадая в
зону динамического влияния, начинают оказывать взаимное влияние друг на дру-
га, что приводит к их объединению на заключительной стадии деформирования.

Характер течения в композите демонстрируют поля смещений точек в образце,
например, на рис. 9, 10 представлены поля смещений в модельных композитах,
относительно отмеченного зерна, для трёх степеней деформации.

Рис. 9. Расчётные поля смещений для композита с 40 %-м
содержанием упрочняющих частиц в случае идеального
скольжения на границе приложения нагрузки



72 П.В. Макаров, М.О. Еремин

Рис. 10. Расчётные поля смещений для композита
с 15 %-м содержанием упрочняющих частиц в случае
защемления на границе приложения нагрузки

Поля смещений обладают ярко выраженной неоднородностью, эволюция по-
лей смещений во времени показывает, что НДС в области зафиксированного зер-
на меняется в ходе нагружения – от сжатия на начальной стадии деформирования,
затем сдвиги и формирование вихрей и растяжение при фрагментации композита.
При образовании магистральной трещины поле смещений демонстрирует корре-
лированное движение фрагментов композита в нормальном к магистральной тре-
щине направлении.

Картина мониторинга меры повреждённости D для частиц в объеме образца,
находящихся в предполагаемой зоне взаимного динамического влияния (рис. 11)
демонстрирует наличие медленной квазистационарной фазы роста поврежденно-
сти и сверхбыстрой фазы эволюции – режима с обострением с ростом повреждён-
ности в частице композита до максимума. Из рис. 11 также видно, что повреж-
денность в соседних частицах последовательно достигает своего максимального
значения. Подобное поведение может свидетельствовать о миграции деформаци-
онной активности. А именно за режимом с обострением в одной из частиц начи-
нается (или продолжается) квазистационарная фаза в соседней частице, а затем и
в ней начинается сверхбыстрая фаза эволюции и происходит миграция деформа-
ционной активности в следующую частицу.
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Рис. 11. Мониторинг функции повреждённости D для частиц образца, находящихся в зоне
предполагаемого динамического влияния, в композите с 15 %-м содержанием упрочняю-
щих частиц (а – при условии жесткого защемления на границе приложения нагрузки, б –
при условии идеального скольжения на границе приложения нагрузки)

Заключение

В рассматриваемой модели среды предельное состояние в нагружаемом мате-
риале формируется в зависимости от вида напряженного состояния.

Изучение закономерностей хрупкого и квазихрупкого разрушения композици-
онных керамических материалов с использованием разработанной модели ква-
зихрупкой среды показало, что процесс разрушения всегда развивается в две ста-
дии – квазистационарная фаза медленного устойчивого накопления неупругих
деформаций и повреждений во всей иерархии структурно-масштабных уровней
сменяется режимом с обострением – сверхбыстрой катастрофической фазой эво-
люции системы, когда процесс выходит на макроуровень. При идеальном сколь-
жении на границе приложения нагрузки разрушение носит хрупкий характер, ко-
гда за линейной стадией роста напряжений следует глобальная потеря устойчиво-
сти и деградация упругих и прочностных свойств композитов до нуля. При за-
щемлении на границе приложения нагрузки наблюдается стадия предварительно-
го неупругого деформирования композитов с образованием локальных областей
потери несущей способности, которая занимает несколько процентов макроде-
формации. При этом стадия эволюции системы в режиме с обострением затягива-
ется.

В условиях стесненной деформации наблюдается иной сценарий эволюции ком-
позита. Ресурс упругих и прочностных свойств среды расходуется постепенно. На
фоне общей эволюции системы в режиме с обострением наблюдается последова-
тельность подрастаний и сбросов средних напряжений на σ − ε -диаграмме.

Показано, что хрупкое и квазихрупкое разрушение материалов происходит
преимущественно в областях, где преобладают растягивающие напряжения, в ко-
торых скорость деградации упругих и прочностных свойств среды выше на по-
рядки. На стадии предразрушения формируется перколяционная сеть мезотрещин,
слияние которых на заключительной стадии деформирования эволюционирует в
макротрещину.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ТУРБУЛЕНТНОГО ТЕЧЕНИЯ
ПОЛИДИСПЕРСНОЙ СУСПЕНЗИИ В ГИДРОЦИКЛОНЕ

С ИНЖЕКТОРОМ1

В данной работе проводится численное моделирование закрученного турбу-
лентного течения полидисперсной суспензии в гидроциклоне с инжектором.
Для описания турбулентного поля течения суспензии используется модель
рейнольдсовых напряжений и модель смеси для описания параметров час-
тиц в двумерном осесимметричном приближении. Особое внимание уделя-
ется выяснению механизмов воздействия способа инжекции на перестройку
гидродинамических полей и, в конечном итоге, на механизмы классифика-
ции. Показано, что тангенциальный способ инжекции сильнее влияет на се-
парационную кривую по сравнению с радиальным способом, что согласует-
ся с экспериментальными данными.

Ключевые слова: гидроциклон, инжекция, полидисперсная суспензия, вы-
числительная гидродинамика.

Одной из проблем при работе гидроциклонов является проблема нежелатель-
ного выноса частиц мелкодисперсных фракций в нижний слив, предназначенный
для вывода частиц крупнодисперсных фракций. Для борьбы с этим явлением ис-
пользуется промывка крупного продукта путем инжектирования воды в нижнюю
коническую часть гидроциклона в место скопления нежелательно присутствую-
щих мелких частиц перед выводом их из аппарата [1–8].

Несмотря на то, что метод инжектирования известен достаточно давно, сис-
тематические исследования влияния параметров инжекции на характеристики
гидроциклона стали проводиться недавно. Так, в [9] выявлены основные зако-
номерности течения воды в гидроциклоне с инжектором, имеющим 5 тангенци-
ально направленных сопла. Моделирование проводилось на основе трехмерной
RNG-k-ε-модели. Численное моделирование и экспериментальное исследование
влияния способа инжектирования на расходные характеристики гидроциклона,
работающего на чистой воде, а также на поле турбулентности, выполнено в [10,
11] на основе двумерной осесимметричной модели для закрученного течения,
причем для нахождения турбулентных характеристик привлекалась модель рей-
нольдсовых напряжений.

В предлагаемой работе на основе численного моделирования в двумерном
осесимметричном приближении исследуется турбулентное течение полидисперс-
ной суспензии в гидроциклоне с двухсопловым инжектором и объясняются меха-
низмы воздействия радиально и тангенциально направленной инжекции на про-
цесс классификации твердых частиц.

                                                          
1 Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования и науки Российской Феде-
рации в рамках ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры России 2009-2013 г.» Гос. Соглашение
№14.B37.21.0872.
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Физическая постановка задачи

Рассматривается стационарное закрученное турбулентное течение полидисперс-
ной суспензии в гидроциклоне, которая подается через входной участок с постоян-
ным расходом QF (рис. 1, а). Учитываются следующие силы, действующие на час-
тицы суспензии: центробежные, отбрасывающие частицы на стенку гидроциклона;
силы турбулентной диффузии, препятствующие движению частиц к периферии; си-
лы гидродинамического сопротивления со стороны жидкости; гравитационные и
силы взаимодействия частиц между собой, за счет которых мелкие частицы увле-
каются более крупными. Крупные частицы, в большей мере подверженные дейст-
вию центробежных сил, движутся к периферии и выводятся в нижний слив UF.
Мелкие частицы, с одной стороны, за счет турбулентной диффузии равномерно
распределяются по всему объему гидроциклона и выводятся внутренним вихрем
через верхний слив OF, но, с другой стороны, увлекаемые крупными частицами,
движутся также к периферии и выводятся вместе с ними в нижнияй слив. В кониче-
скую часть гидроциклона через инжекционное устройство подается вода с расходом
Qinj, с целью вымыть мелкие частицы из суспензии и вывести их через верхний
слив. Инжекционное устройство состоит из распределительного кольца 1 и двух со-
пел 2, которые могут обеспечить либо радиальную (рис. 1, б), либо тангенциальную
(рис. 1, в) инжекцию. Основные размеры гидроциклона указаны в табл. 1.

б

ва

А-А

А-А

5 1

2

3 4

2

15 3 4

2

Рис. 1. Гидроциклон с инжектором: а – схема гидроциклона; б, в – центральное
поперечное сечение инжектора: б – радиальный способ инжекции; в – тангенци-
альный способ инжекции; 1 – распределительное кольцо; 2 – инжекционные
входы; 3 – внутренняя полость гидроциклона в сечении инжектора; 4 – направ-
ление вращения основного потока; 5 – подвод инжектируемой воды
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Т а б л и ц а  1
Размеры гидроциклона и элементов инжектора, мм

a F b  F D c D OF D UF D inj d inj h inj l l 1 l  2 L  1 L 2 L 3 L 4 L 5

22 9.1 50 14.4 7.2 22 2 38 8.4 30.1 45.5 277 192 76 102 43

Математическая постановка задачи

Система уравнений, описывающая стационарное турбулентное течение поли-
дисперсной суспензии (состоящей из жидкой фазы (воды) и N фракций дисперс-
ной фазы (частицы)) в гидроциклоне, в соответствии с «моделью смеси» [12, 13]
записывается следующим образом:

Уравнение сохранения массы смеси:
( )m m 0∇ ⋅ ρ =U ,  (1)

где m
0

N

i i
i=

ρ = α ρ∑ , m
m 0

1 N

i i i
i=

= ρ α
ρ ∑U U . Здесь индекс i = 0 относится к жидкой фазе,

а индексы i ≥1 – к фракциям дисперсной фазы. Учитывая то, что плотности веще-
ства частиц всех фракций дисперсной фазы одинаковы, выражения для плотности
смеси и ее среднемассовой скорости могут быть переписаны в виде

( )m liq s1ρ = − α ρ + αρ , m liq s
m 1

1 (1 )
N

i i i
i=

⎛ ⎞
= ρ − α + ρ α⎜ ⎟ρ ⎝ ⎠

∑U U U ,

где 
1

N

i
i=

α = α∑ – объемная доля дисперсной фазы.

Скорость каждой фракции выражается через ее «диффузионную» скорость и
скорость смеси соотношением d, mi i= +U U U . «Диффузионная» скорость i-й фазы
выражается через скорость скольжения фазы i относительно жидкой фазы

,liq liqi i= −U U U  в виде

s
d, ,liq ,liq

m 1

N

i i j j
j=

ρ
= − α

ρ ∑U U U . (2)

Скорость частиц дисперсной фазы относительно жидкости (скорость скольже-
ния) находится по известному соотношению [13]:

s m
,liq

drag,p s

i
i f

τ ρ − ρ
=

ρ
U a , (3)

в котором ускорение частицы a  согласно «модели смеси» можно найти через
градиент давления:

m m
m

1
i i i p= − ∇ ≈ − ∇ ≈ ∇

ρ
a g U U g U U .

Уравнение изменения объемной доли для i-й фракции частиц с учетом их
диффузии за счет турбулентности:

s turb, 0i
i i i

i
D

∇α⎛ ⎛ ⎞⎞
∇ ρ α − =⎜ ⎜ ⎟⎟α⎝ ⎝ ⎠⎠

U ,  i=1, 2,…, N. (4)
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Уравнение сохранения количества движения смеси:

( ) ( )m m m m turb m d, d,
0

N

i i i i
i

p
=

⎛ ⎞
∇ ρ + ∇ = ∇ + + ρ − ∇ α ρ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑U U σ σ g U U . (5)

В (5) тензор вязких напряжений смеси ( )т
m m m m= μ ∇ + ∇σ U U , а тензор турбу-

лентных напряжений смеси turb m= −ρσ R .
Вязкость суспензии  зависит от концентрации дисперсной фазы:

( )
liq

m 1.551 0.62

μ
μ =

− α
. (6)

Время релаксации частицы pτ  в жидкости (без учета ее взаимодействия с дру-

гими частицами) определяется по известному выражению 
2

s p
p

liq18
dρ

τ =
μ

 [12]. Со-

гласно модели [14, 15], мелкие частицы, увлекаемые крупными, приобретают ско-
рость намного выше стоксовской. В полидисперсной суспензии она пропорцио-
нальна квадрату «кажущегося» диаметра частицы 2

p p( ) ( )d G f d+ α , где
1/3

6
p( )

j i

N

j j
j

d d

f d d

>

⎛ ⎞
= α⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  – функция увлечения мелких частиц крупными;

( )31/3( ) 2,5 exp 5G ⎡ ⎤α = α − α⎣ ⎦ . Отсюда время релаксации частицы в формуле для

скорости частиц относительно жидкости (3) будет иметь следующий вид:

( )2s
p p p

liq
( ) ( )

18
d G f d

ρ
τ = + α

μ
. (7)

Коэффициент сопротивления определяется по формуле Шиллера–Науманна [16]:

0,687
drag, p 1 0,15Reif = + , где liq p

,liq
liq

Rei i
dρ

=
μ

U , а коэффициент турбулентной

диффузии частиц turb,iD  ⎯ по формуле [17]:

turb
m turb, 222

s p

liq
1 1,6

iD
d

k

μ
ρ =

⎛ ⎞ρε⎛ ⎞+ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟μ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(8)

Для определения параметров поля турбулентности привлекалась модель Рей-
нольдсовых напряжений [18, 19], описываемая следующей системой уравнений.
Уравнение переноса для рейнольдсовых напряжений:

( ) turb
m m m

1

μ⎛⎛ ⎞ ⎞
∇ ρ = ∇ μ + ∇ + + −⎜⎜ ⎟ ⎟σ⎝⎝ ⎠ ⎠

εU R R P Φ , (9)

где ( )т т
m m m= −ρ ⋅∇ + ∇P R U U R – тензор, отвечающий за производство турбу-

лентных напряжений; Φ  – тензор, отвечающий за перераспределение турбулент-
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ности за счет быстрых деформаций, медленных деформаций и за счет перераспре-

деления напряжения вблизи стенки; ε  – тензор скорости диссипации, m
2
3

= ρ εε I .

Коэффициент турбулентной вязкости вычисляется по формуле 
2

turb μ
kCμ = ρ
ε

,

в которой кинетическая энергия турбулентных пульсаций определяется через тен-

зор рейнольдсовых напряжений: 1 tr( )
2

k = R .

Уравнение переноса для скорости диссипации турбулентной энергии:

( )
2

turb
m m m ε1 ε2 m

ε

1 ( )
2

C tr C
k k

μ⎛⎛ ⎞ ⎞ ε ε
∇ ρ ε = ∇ μ + ∇ε + − ρ⎜⎜ ⎟ ⎟σ⎝⎝ ⎠ ⎠

U P , (10)

где 

 
ε 1,0σ = ; 1 0,82σ = ; ε1 1, 44C = ; ε2 1,92C = ; μ 0,09C =  – параметры модели.

Предполагается, что течение в гидроциклоне является закрученным с осевой
симметрией, т. е. { }m m m m, ,U V W=U , { },x r=x , R – симметричный тензор Рей-
нольдсовых напряжений:

xx xr x

xr rr r

x r

R R R
R R R
R R R

θ

θ

θ θ θθ

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

R .

Система уравнений (1), (4), (5), (9), (10) решалась численно при следующих
краевых условиях:

На входе в гидроциклон

F F
m m m ,0

c F F F
0, , , i i

Q Q
U V W

d a a b
= = − = α = α

π
;

( )2
m0,1xx rrR R Rθθ= = = U ; 0xr x rR R Rθ θ= = = ;  

3 2
3 4
μ

hyd0,07
kC

d
ε =

⋅
,

где hydd  – гидравлический диаметр входного патрубка, F F
hyd

F F

2a b
d

a b
=

+
.

На входе в инжектор
inj

m m
inj

0, ,
Q

U V
S

= = −

m mW V= −  – для тангенциальной инжекции, m 0W =  – для радиальной инжекции.

0iα = ;     ( )2
m0,1xx rrR R Rθθ= = = U ; 0xr x rR R Rθ θ= = = ;

3 2
3 4
μ

inj0,07
kC

d
ε =

⋅
, 2

inj injS n d= ⋅ .

На нижнем и верхнем выходах из гидроциклона задавалось давление равное
атмосферному outp p= , для остальных параметров задавались условия

0
x

∂φ
=

∂
, { }m m m, , , , , , , , , ,i xx rr xr x rU V W R R R R R Rθθ θ θφ = α ε .
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На оси симметрии задавались условия симметрии:

m m0, 0, 0, 0, 0,xr x rV W R R Rθ θ= = = = =

0
r

∂φ
=

∂
, { }m, , , , , ,i xx rrU p R R Rθθφ = α ε .

На стенке гидроциклона:

m m m0, 0, 0U V W= = = .
Напряжения Рейнольдса на стенке гидроциклона определялись по методике, из-
ложенной в руководстве [20].

Для численного решения определяющей системы уравнений проводилась дис-
кретизация области на 41252 четырехугольные ячейки с использованием пред-
процессора Gambit 2.3.16.

Решение системы уравнений количества движения и системы уравнений пере-
носа напряжений Рейнольдса выполнялось с помощью экспоненциальной схемы с
привлечением алгоритма PRESTO [20] для расчета давления на гранях ячеек. Со-
гласование между полем давления и полем скорости реализовано на основе алго-
ритма PISO [21].

Вся совокупность частиц разбивалась на 12 фракций. Объемная доля дисперс-
ной фазы приведена в табл. 2. На входе в гидроциклон скорости частиц и жидко-
сти совпадают. Объемный расход суспензии на входе в гидроциклон равнялся
QF = 74,47 л/мин. Плотность вещества частиц твердой фазы ρs = 2650 кг/м3. Объ-
емная доля частиц составила ∼0,0189, что соответствует содержанию твердой фа-
зы в суспензии 50 г/л. Расход жидкости через инжектор варьировался от 2 до
6 л/мин.

Т а б л и ц а  2

Начальная функция распределения частиц по размерам

Номер фракцииПараметры
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

d, мкм 0,66 0,88 1,63 2,73 4,43 6,67 9,44 12,71 17,74 24,91 36,90 45,84
αi ⋅103 0,596 0,743 0,972 1,236 1,531 1,698 2,293 3,388 3,301 2,312 0,617 0,181

Обсуждение результатов

Как показывают расчеты, при одинаковом расходе инжектирующей жидкости
тангенциальный подвод гораздо сильнее деформирует основной поток в гидроци-
клоне (рис. 2, в), чем радиальный (рис. 2, б), и над местом инжекции возникает
тороидальный вихрь, направляющий пристеночные слои суспензии в сторону
входного патрубка. При этом происходит частичное запирание основного потока
в конической части гидроциклона, которое препятствует выносу мелких частиц в
нижний слив [10, 11]. Следует отметить, что такие различия в картине течения
начинают проявляться для расхода инжектирующей жидкости от 6 л/мин и выше.

В результате деформации поля течения происходит перераспределение твер-
дой фазы в инжекторе, рис. 3, выражающееся в ее выносе из пристеночной облас-
ти в направлении оси симметрии, в результате чего происходит повышение объ-
емной доли частиц в ядре потока, тем самым увеличивается вероятность выноса
частиц через верхний слив. Тангенциальный способ инжектирования в большей



Моделирование турбулентного течения полидисперсной суспензии 81

степени повышает объемную долю твердой фазы в потоке (рис.3 в) по сравнению
с радиальным способом (рис. 3, б) за счет сформировавшегося пристеночного
вихря над местом инжекции (рис. 2, в).
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Рис. 2. Траектории частиц фракции № 1. Qinj = 6 л/мин:
а – без инжекции; б – радиальная инжекция; в – тангенциальная инжекция
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Рис. 3. Объемная доля твердой фазы (логарифмическая шкала), Qinj = 6 л/мин:
а – без инжекции; б – радиальная инжекция; в – тангенциальная инжекция
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На рис. 4 показано влияние объемного расхода инжектирующей жидкости на
зависимость функции разделения (отношение массового расхода частиц некото-
рой фракции через нижний слив к массовому расходу частиц этой же фракции че-
рез питающий патрубок) от размера фракции для двух способов инжектирования:
радиального (рис. 4, а) и тангенциального (рис. 4, б). Как видно из результатов
расчета, при небольших расходах инжекционного потока (до 4 л/мин) способ ин-
жектирования не оказывает заметного влияния на поведение функции разделения,
хотя при этом наблюдается ее снижение для мелкоразмерных фракций (1–3 фрак-
ции) до 4,5 % и для среднеразмерных фракций (5–7 фракции) до 19 %. Дальней-
шее увеличение инжекционного потока до 6 л/мин не приводит к какому-либо из-
менению функции разделения в случае радиального способа инжектирования.
Тангенциальный же способ инжектирования, наоборот, существенно снижает
функцию разделения в широком фракционном диапазоне. Подобное влияние ин-
жекции на функцию разделения было получено и при проведении экспериментов
с 50 мм гидроциклоном, оборудованным двумя инжекционными соплами [11].
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Рис. 4. Влияние инжекции на функцию разделения: а – радиальный способ инжекции;
б – тангенциальный способ инжекции; 1 – Qinj = 0, 2 – 2 л/мин, 3 – 4 л/мин, 4 – 6 л/мин

ЛИТЕРАТУРА

 1. Dahlstrom D.A. Fundamentals and applications of the liquid cyclone // Chemical Engineering Pro-
gress Symposium Series / American Institute of Chemical Engineers. 1954. V. 15. No. 50. P. 41.

 2. Kelsall D.F., Homes J.A. Improvement in classification efficiency in hydraulic cyclones by
water injection // Proceedings of the 5th Mineral Processing Congress, Paper vol. 9, Institute
of Mining and Metallurgy. 1960. P. 159–170.

 3. Bradley D. The Hydrocyclone. London: Pergamon Press, 1965.
 4. Firth B., Edwards D., Clarkson C., O'Brien M. The impact of classification on coal prepara-
tion performance // Proceedings of the 7th Australian Coal Preparation Conference, Paper E2,
Australian Coal Preparation Society. 1995. P. 250–276.

 5. Patil D.D., Rao T.C. Classification evaluation of water injected hydrocyclone // Minerals En-
gineering. 1999. V. 12. No. 12. P. 1527–1532.

 6. Honaker R.Q., Ozsever A.V., Singh N., Parekh B.K. Apex water injection for improved hydro-
cyclone classification efficiency // Minerals Engineering. 2001. V. 14. No. 11. P. 1445–1458.

 7. Udaya Bhaskar K., Govindarajan B., Barnwal J.P., et al. Classification studies of lead-zinc
ore fines using water-injection cyclone // Intern. J. Mineral Processing. 2005. V. 77. No. 2.
P. 80−94.



Моделирование турбулентного течения полидисперсной суспензии 83

 8. Farghaly M.G., Golyk V., Ibrahim G.A., et al. Controlled wash water injection to the hydro-
cyclone underflow // Minerals Engineering. 2010. V. 23. No. 4. P. 321−325

 9. Minkov L., Dueck J. CFD-modeling of a flow in a hydrocyclone with additional water injec-
tion // Компьютерные исследования и моделирование. 2011. Т. 3. № 1.  С. 63–76.

 10. Миньков Л.Л., Крохина А.В., Дик И.Г. Расходные характеристики гидроциклона со
встроенным инжектором // Теплофизика и аэромеханика. 2011.  Т. 18. № 3.  С. 413–426.

 11. Миньков Л.Л., Крохина А.В., Дик И.Г. Гидродинамические механизмы влияния инжек-
ции на классификационные характеристики гидроциклона // ИФЖ. 2011. Т. 84. № 4.
С. 747–758.

 12. Нигматулин Р.И. Динамика многофазных сред. Ч. 1. М.: Наука, 1987.
 13. Manninen M. On the mixture model for multiphase flow. VTT Publications 288 / M. Manni-
nen, V. Taivassalo, S. Kallio. Technical Research Centre of Finland,  Espoo, 1996.

 14. Дик И.Г., Миньков Л.Л., Неессе Т. Гидродинамическая модель ускорения седиментации
мелких частиц в бидисперсной суспензии // Теплофизика и аэромеханика. 2001. Т. 8.
№ 2. С. 283–294.

 15. Дик И.Г., Килимник Д.Ю., Миньков Л.Л., Неессе Т. Измерение скорости седиментации
мелкодисперсных частиц в тарельчатой центрифуге // ИФЖ. 2003. Т. 76. № 4. С. 7–17.

 16. Schiller L., Naumann Z. A Drag Coefficient Correlation // Z. Ver. Deutsch. Ing. 1935. V. 77.
P. 318.

 17. Dueck J., Neesse Th. Contribution to the analysis of energy spectrum and transport phenom-
ena in a turbulent two-phase flow // Progress in Fluid Flow Research: Turbulence and Applied
MHD Progress in Astronautics and Aeronautics, Virginia. 1998. V. 182. P. 173–181.

 18. Launder B.E. Second-moment closure and its use in modeling turbulent industrial flows // In-
tern. J. for Numerical Methods in Fluids. 1989. No. 9. P. 963–985.

 19. Gibson M.M. and Launder B.E. Ground effects on pressure fluctuations in the atmospheric
boundary layer // J. Fluid Mech. 1978. V. 86. P. 491–511.

 20. FLUENT 6.3 User's Guide. © Fluent Inc. 2006-09-20.
 21. Issa R. I. Solution of implicitly discretized fluid flow equations by operator splitting // J.
Comput. Phys. 1986. V. 62. P. 40–65.

Статья поступила 18.09.2012 г.

Min’kov L.L., Dueck J.H., Pikushchak E.V.  SIMULATION OF TURBULENT POLYDISPERSE
SUSPENSION FLOW IN THE HYDROCYCLONE WITH AN INJECTOR. In this paper, the
numerical simulation of the swirling turbulent flow of a polydisperse suspension in the hydrocy-
clone with an injector is carried out. The 2D axisymmetric approximation of Reynolds Stresses
Model and model of mixture are used to describe the swirling turbulent flow field of suspension
and particles parameters in the hydrocyclone. Special attention is paid to the clarification of
mechanisms of injection influence on the reorganization of hydrodynamic fields and, finally, on
classification mechanisms. It is shown that the tangential injection method more strongly affects
the separation curve as compared to the radial method, which is consistent with the experimental
data.

Keywords: hydrocyclone, injection, polydisperse suspension, computational fluid dynamics.

MINKOV Leonid Leonidovich (Tomsk State University)
E-mail: lminkov@ftf.tsu.ru

DUECK Johann (Erlangen-Nurnberg University)
E-mail: Johann.Dueck@mbt.uni-erlangen.de

PIKUSHCHAK Elizaveta Vladimirovna (Tomsk State University)
E-mail: pikushchak@ftf.tsu.ru



ВЕСТНИК ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА

2013 Математика и механика № 1(21)

УДК 532.5

Д.В. Платонов, А.В. Минаков, А.А. Дектерев, Е.Б. Харламов

СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ CFD-ПАКЕТОВ SIGMAFLOW
И ANSYS FLUENT НА ПРИМЕРЕ РЕШЕНИЯ

ЛАМИНАРНЫХ ТЕСТОВЫХ ЗАДАЧ

В данной работе представлен сравнительный анализ двух программных
комплексов для решения задач вычислительной гидродинамики SigmaFlow
и Fluent. При помощи данных программ проведено решение нескольких ла-
минарных тестовых задач. Полученные результаты сопоставлены между со-
бой, а также с экспериментальными данными и расчётами других авторов.

Ключевые слова: вычислительная гидродинамика, Fluent, SigmaFlow, урав-
нения Навье – Стокса, CFD-пакеты, ламинарное течение.

Появление быстродействующих ЭВМ, а также необходимость скорейшего ре-
шения острейших проблем (создание ядерного оружия, покорение космоса) в се-
редине прошлого века дало мощный толчок развитию вычислительных методов.
Прогресс в совершенствовании вычислительной техники и самих численных ме-
тодов резко изменил характер применения основных принципов исследований в
теоретической гидродинамике и теплопередаче при решении инженерных задач.
Наряду с традиционными методами исследований, такими, как аналитические и
экспериментальные методы, сформировался третий метод исследований – вычис-
лительная гидродинамика (CFD). Сам термин «вычислительная гидродинамика»
или «CFD» сегодня рассматривается гораздо шире и включает себя не только ме-
тоды расчета течений жидкости и газа, но и методы моделирования сложного те-
плообмена, химического реагирования, многофазных сред, сопряженных задач.
Методы вычислительной гидродинамики нашли очень широкое применение для
изучения характеристик течений и теплообмена как при проведении академиче-
ских исследований, так и при оптимизации режимов работы технологических
устройств. Пожалуй трудно найти область человеческой деятельности, где бы не
нашли применения методы CFD. Продолжая непрерывно развиваться и совершен-
ствоваться, уже сегодня эти методы могут выступать в качестве альтернативы на-
турного эксперимента при решении очень многих практически важных задач.

На данный момент в мире существует ряд универсальных коммерческих про-
граммных продуктов для решения задач вычислительной гидродинамики. Среди
ведущих зарубежных коммерческих пакетов можно выделить такие, как «ANSYS
FLUENT» и «ANSYS CFX» корпорации ANSYS Inc, «STAR-CD/STAR-CCM+»
компании CD-adapco Group, позволяющие проводить моделирование широкого
класса физических процессов в научных и инженерных областях. Существуют и
отечественные универсальные коммерческие пакеты: Flow Vision компании ТЕ-
СИС, Gas Dynamics Tool компании GDT Software Group.

Помимо коммерческих пакетов существует очень большое количество неком-
мерческих, так называемых «in-house» кодов. За рубежом практически каждый
крупный университет или научно-исследовательский институт имеет собственные
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разработки в области создания CFD-кодов. По своим возможностям и быстродей-
ствию некоторые из них могут существенно опережать коммерческие коды. Од-
нако, как правило, они имеют менее удобный и развитый интерфейс и требуют
существенно более квалифицированного пользователя.

Среди отечественных некоммерческих кодов можно назвать VP2/3, SINF,
SigmaFlow. Что же касается заложенных в эти пакеты математических моделей и
численных алгоритмов, то в целом они соответствуют мировому уровню, а по не-
которым аспектам существенно его превосходят.

Программа SigmaFlow – это универсальный некоммерческий программный
продукт для решения широкого класса задач гидродинамики, тепломасоообмена и
горения, разрабатываемая специалистами Красноярского филиала Института теп-
лофизики СО РАН, кафедры теплофизики Сибирского федерального университе-
та и фирмы ООО «ТОРИНС». Программа SigmaFlow является развитием про-
граммы AeroChem, разрабатываемой с 1993 года. Специализированные версии
программы используются рядом научно-исследовательских и проектных органи-
заций, а также в учебном процессе. Развитие программы происходит в рамках вы-
полнения проектов по грантам и договорам на выполнение НИР. Программа
SigmaFlow позволяет моделировать следующие процессы: стационарные и неста-
ционарные течения жидкости и газа; течения неньютоновских жидкостей; турбу-
лентные течения с использованием RANS- и гибридных RANS/LES-моделей; кон-
вективный, кондуктивный и радиационный теплообмен.

Важный вопрос любого численного исследования – это оценка адекватности
численных прогнозов. Чтобы ответить него, надо произвести тестирование пакета
на совокупности задач как модельного плана, так и таких, для которых имеются
надежные экспериментальные данные.

Целью данной работы являлся сравнительный анализ вычислительной эффек-
тивности широко известного во всем мире программного комплекса FLUENT и
разрабатываемого в Красноярском филиале Института теплофизики СО РАН про-
граммного пакета SigmaFlow на решении нескольких задач ламинарной гидроди-
намики.

Математическая модель и численный алгоритм

В данной работе рассматривались изотермические, ламинарные, стационарные
течения несжимаемой жидкости с постоянной плотностью. В этой постановке те-
чение описывается уравнениями Навье – Стокса

0=∇ ⋅ρv ,

p∇ ⋅ρ −∇ ∇ ⋅ + ρvv = + T g , (1)

где ρ – плотность жидкости, v – вектор скорости, p – давление, T = 2μD – тензор
напряжений, μ – коэффициент вязкости, g – вектор силы тяжести.

1 ( / / )
2 i j j i≡ ∂ ∂ + ∂ ∂ijD D = v x v x

– тензор скоростей деформации.
Для компьютерной реализации математической модели, как уже было сказано

выше, были выбраны два программных комплекса, FLUENT и SigmaFlow.
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Подробное описание численного алгоритма программы SigmaFlow можно най-
ти в работах [1−3]. Здесь лишь отметим основные моменты численной методики.
Разностный аналог уравнений Навье – Стокса (1) находится с помощью метода
конечного объема [4, 5] для многоблочных сеток. В этом случае полученная схема
оказывается автоматически консервативной. Суть метода заключается в разбие-
нии расчетной области на контрольные объемы и интегрировании исходных
уравнений сохранения по каждому контрольному объему для получения конечно-
разностных соотношений. Аппроксимация конвективных членов уравнений пере-
носа осуществляется с помощью противопоточной схемы второго порядка [6].
Диффузионные потоки и источниковые члены аппроксимируются конечно-
объемными аналогами центрально-разностных соотношений со вторым порядком
точности. Связь между полями скорости и давления, обеспечивающая выполне-
ние уравнения неразрывности, реализуется при помощи SIMPLEC-процедуры на
совмещенных сетках [5]. Для устранения осцилляций поля давления используется
подход Рхи – Чоу, заключающийся во введение монотонизатора в уравнение для
поправки давления [5].

В рамках SIMPLEC-процедуры полное давление  представляется в виде суммы
гидростатического и гидродинамического давления. Поскольку в данной работе
рассматриваются только изотермические течения с постоянной плотностью, то гид-
ростатическое давление не представляет особого интереса и может быть найдено
как p = ρgz, где z – высота относительно начала координат. Гидродинамический пе-
репад давления согласно SIMPLEC-процедуре, определяется из решения уравнения
на поправку давления, при этом на границах задавалось условие отсутствие гради-
ента давления. Для замыкания системы уравнений и получения единственного
решения необходимо задание значения фиксированного давления в какой либо из
точек расчётной области. В случае постоянной плотности расположение этой точки
и значение фиксированного давления в ней не имеет принципиального значения.
В данной работе величина фиксированного давления задавалась равной нулю и
точка располагалась в начале координат расчётной области. Такой подход является
на сегодняшний день общепринятым и реализован во всех пакетах программ, ис-
пользующих метод контрольного объёма и SIMPLEC-процедуры.

Полученные в результате дискретизации исходной системы дифференциаль-
ных уравнений разностные уравнения решаются итерационным способом с при-
менением алгебраического многосеточного решателя.

При проведении расчетов при помощи пакета Fluent использовалась версия
6.23 с академической лицензией, приобретенной Сибирским федеральным уни-
верситетом в 2007 г. Подробное описание численных алгоритмов этого пакета
можно найти в его документации [5]. В пакете программ Fluent реализован очень
большой выбор численных методик решения и способов дискретизации уравне-
ний Навье – Стокса. В данной работе при решении задач для корректности срав-
нения использовались, насколько это возможно, те же самые алгоритмы, методи-
ки и параметры, что реализованы в пакете SigmaFlow. А именно: segregated pres-
sure-based solver, SIMPLE-C-процедура для связи скорости и давления, схема
аппроксимации QUICK на конвективные члены уравнений переноса, Green-Gauss
Cell-метод аппроксимации градиентов, коэффициент релаксации в уравнении на
давление задавался равным 1, коэффициент релаксации в уравнениях на компо-
ненты вектора скоростей равным 0,8, многосеточные-AMG решатели с парамет-
рами, выбранными по умолчанию.
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Ламинарное течение в двумерной каверне

Тестирование расчетного алгоритма начнем с самого распространенного в вы-
числительной гидродинамике теста – задачи о стационарном ламинарном течении
вязкой несжимаемой жидкости в квадратной каверне. Задача о каверне в вычис-
лительной гидродинамике является своеобразным испытательным полигоном, на
котором проходят тестирование новые численные алгоритмы и процедуры. Начи-
ная с появления первых вычислительных машин до сегодняшних дней по данной
задаче накоплен огромный вычислительный материал [7, 8].

Каверна представляет собой замкнутую квадратную полость, заполненную
вязкой несжимаемой жидкостью. Верхняя стенка каверны движется с постоянной
скоростью U = 1 м/с. Движение от стенки за счет вязкого трения передается к
жидкости, и в зависимости от величины числа Рейнольдса в каверне формируется
сложное циркуляционное течение. Такая постановка, будучи геометрически край-
не простой, позволяет отразить многие характерные черты задач, описываемых
уравнениями Навье – Стокса, например различные соотношения между инерци-
онными и вязкими силами и т.п. Кроме того, такого рода течения широко распро-
странены в природе и различных промышленных процессах.

Расчет течения в каверне был проведен в широком диапазоне значений числа
Рейнольдса от 100 до 10000. Число Рейнольдса менялось путем варьирования ди-
намической вязкости, при этом плотность и  скорость крышки каверны оставались
постоянными. Расчеты проводились на равномерных декартовых сетках с детали-
зацией 30×30 и 100×100 узлов.

Картину течения в каверне для чисела Рейнольдса 3200 можно представить себе
из данных на рис. 1. Структура течения в каверне при данных числах Рейнольдса
характеризуется наличием развитого центрального вихря и нескольких вторичных
вихрей в углах каверны. С увеличением числа Рейнольдса происходит интенсифи-
кация течения в первичном и вторичных вихрях, которые увеличиваются в разме-
рах. При этом с ростом числа Рейнольдса наблюдается процесс растягивания и
дробления вторичных вихрей в нижних углах каверны. Данная тенденция сохраня-
ется и при дальнейшем увеличении числа Рейнольдса. При приближении числа

Рис. 1. Линии тока в квадратной каверне для Re=3200. Левый рисунок –
результаты из работы [9], правый рисунок – результаты, полученные при
помощи пакета SigmaFlow
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Рейнольдса к значению 10 000 течение в плоской каверне  становится нестационар-
ным. На рис. 1 для сравнения также приведены результаты расчетов из работы [9].
Видно, что в целом структура течения в обоих расчетах качественно согласуется.
Стоит сказать, что линии на правых рисунках не являются в строгом смысле ли-
ниями тока, фактически эти линии являются траекториями частиц маркеров, ко-
торые для стационарной задачи должны совпадать с линиями тока.

Количественное сопоставление результатов расчетов будем проводить по рас-
пределению вертикальной компоненты скорости в центральном горизонтальном
сечении каверны. На рис. 2 приведены графики вертикальной компоненты скоро-
сти в среднем горизонтальном сечении для значения числа Рейнольдса 3200, по-
лученные при помощи программ FLUENT и SigmaFlow на различных по детали-
зации сетках.

Для сопоставления также приводим данные из работы U.Ghia, K.N.Ghia, and
C.T.Shin [10], которые были получены на очень подробной сетке – 257×257 узлов
и считаются эталонным решением данной задачи.
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Рис. 2. Вертикальная скорость в центральном горизонтальном сечении ка-
верны Re = 3200: 1 – расчет U.Ghia, K.N.Ghia, and C.T.Shin, 2 – сетка 30×30,
3 – сетка 100×100 (слева – SigmaFlow, справа – FLUENT)

Как видно из графиков, решение, полученное на детальной сетке, для обеих
программ хорошо согласуются с эталонным решением U. Ghia, K.N. Ghia и
C.T. Shin. Сопоставление решений друг с другом показало, что они практически
полностью совпадают. Максимальное отклонение двух решений по форме профи-
ля скорости друг от друга составляет порядка 0,5 % на грубой сетке. На детальной
сетке это отклонение уменьшается.

Ламинарное закрученное течение в банке

В следующей задаче рассмотрено ламинарное закрученное течение в закрытом
цилиндре с вращающейся верхней крышкой. Закрученное течение с концентриро-
ванным вихрем на оси цилиндра образуется путем вращения крышки с угловой
скоростью Ω. От крышки вращательное движение за счет сил трения передается
жидкости, а разрежение на оси вращения приводит к появлению осевого движе-
ния жидкости к центру вращающегося диска и возвратного течения у стенок
цилиндра. При определенных режимах возможен распад вихря на оси цилиндра.



Сравнительный анализ CFD-пакетов SigmaFlow и Ansys Fluent 89

В работах Vogel и Escudier [12] было показано, что характер распада вихря зави-
сит от числа Рейнольдса Re = ΩR2/ν и отношения H/R, где H – высота, а R – ради-
ус. В зависимости от этих параметров Escudier [12] была построена карта режи-
мов, дополненная в последующих работах. Доминирующим типом распада явля-
ется пузырьковый с одним пузырьком. Внутри зоны однопузырькового распада
лежит область существования двух пузырей, и в очень узком диапазоне парамет-
ров возможно появление трех пузырей. При повышении числа Рейнольдса карти-
на становится неустойчивой, причем, в зависимости от отношения H/R эта неус-
тойчивость проявляется различным образом. При H/ R< 3 начинаются осесиммет-
ричные колебания, а при H/R > 3,1 – прецессия вихря вокруг оси.

В данной работе проведены расчеты режима без распада, H/R = 1, Re = 1800,
экспериментальные данные профилей скорости взяты из работы [13] полученные
Michelsen;

При моделирование задавались следующие параметры: высота цилиндра H =
= 1 м, его радиус R = 1 м, плотность жидкости ρ = 1 кг/м3, вязкость зависит от
числа Рейнольдса, верхняя крышка вращается со скоростью Ω = 1 рад/с. В резуль-
тате исследования влияния детализации сетки на сходимость задачи была выбра-
на трехмерная сетка 580 тысяч узлов.

Картина течения в банке при данных параметрах показана при помощи изоли-
нии модуля скорости в центральном вертикальном сечении банки на рис. 3. Как
видно из сравнения изолиний модуля скорости, структура потока, полученная в
расчетах при помощи различных пакетов, очень похожа.

а

б

Рис. 3. Изолинии модуля скорости:
а – SigmaFlow; б – FLUENT

Количественное сопоставление численных результатов, полученных на сетке
580 тыс. ячеек, друг с другом и экспериментом [13], показаны на рис. 4, 5.
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Рис. 4. Распределение радиальной компоненты скорости вдоль вертикальной
линии r = 0.6 (левый рисунок) и r = 0.9 (правый): 1 – эксперимент, 2 – FLU-
ENT, 3 – SigmaFlow
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Рис. 5. Распределение тангенциальной компоненты скорости вдоль верти-
кальной линии r = 0,6 (левый рисунок) и r = 0,9 (правый): 1 – эксперимент,
2 – FLUENT, 3 – SigmaFlow

Как видно из представленных графиков, результаты расчетов, полученные,
при помощи SigmaFlow и FLUENT, практически совпадают друг с другом и хо-
рошо описывают данные эксперимента [13].

Сравнение быстродействия программных комплексов представлено на рис. 6 и
в таблице.  На рис. 6 приведено сравнение графиков невязки модуля скорости при
сходимости задачи к стационарному решению. Количественно сравнение невязок
проводить некорректно, потому что в разных программах эти величины норми-
руются по-разному, но тем не менее видно, что динамика итерационного процесса
в обоих пакетах сходная. Кроме того, полная сходимость итерационного процесса
для SigmaFlow и FLUENT достигается примерно за одинаковое количество итера-
ций (порядка 2000). В таблице приведено время, за которое для данной задачи
выполняется определенное количество итераций. Расчеты проведены на машине
Core2 Duo 6600 с частотой 2400 МГц с 2 ГБ оперативной памяти в однопроцес-
сорном режиме. Видно, что решение данной задачи в программе SigmaFlow на
15 % превосходит по скорости счета пакет FLUENT.
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Рис. 6. График сходимости компоненты скорости, сетка 580 тысяч узлов
(сплошная – Fluent; пунктир – SigmaFlow)

Сравнение быстродействия программ

Время, сКоличество итерации FLUENT SigmaFlow Различие, %
600 4018 3506 15
700 4725 4105 15
800 5462 4700 16
1000 6856 5869 17

Ламинарное течение в изогнутой на 90° градусов
трубе круглого сечения

В следующей задаче рассматривается ламинарное течение жидкости в круглой
трубе, изогнутой под углом 90°. В гидравлике такие изогнутые каналы принято на-
зывать гибами. Особенностью течений в гибах является возникновение продольной
завихренности, обусловленной центробежными силами, которые генерируют вто-
ричное течение и перераспределение продольной составляющей скорости. Возни-
кающая при этом сложная структура течения идеально подходит для тестирования
расчетных алгоритмов. Для рассматриваемой задачи сопоставление расчетных ре-
зультатов проводилось с данными эксперимента, взятыми из отчета [14].

Геометрия гиба представлена на рис. 7. Длина вертикального участка канала
212 мм. Длина горизонтального участка 480 мм. Средний радиус гиба R = 134,4 мм.
Диаметр канала всюду одинаков и равен D = 48 мм.

На входе в гиб задавался представленный на рис. 7. профиль скорости, взятый
из эксперимента. Видно, что данный профиль не является параболическим. Объ-
ясняется это тем, что в эксперименте вода на вход в измерительный участок пода-
ется из большого бака и профиль скорости «не успевает» установится. Величина
расхода жидкости для данного профиля равна примерно 0,02 кг/с, что соответст-
вует числу Рейнольдса 500 (плотность жидкости 1000 кг/м3, динамическая вяз-
кость 0,001 Па·с). В задачи рассматривается однофазное течение с постоянной
плотностью, без учёта силы тяжести.
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Рис. 7. Геометрия канала со схемой сечений для измерения (1 – 30°, 2 – 60°,
3 – 75°, 4 – x/D = 1) и профиль скорости на входе в гиб

На выходе из гиба задавались условия Неймана (равенство нулю производных
по нормали к поверхности выхода от всех компонент скорости).

Все приведенные в работе профили скорости обезразмерены на величину
среднерасходной скорости U0 = 0,0105 м/с. По оси X на графиках отложено, обез-
размеренное на радиус трубы R = 24 мм, расстояние между стенками канала.
В ходе предварительных тестовых расчетов было показано, что для данной задачи
удовлетворяет сетка 430 тысячи узлов.

На рис. 8, 9 приведены результаты численного моделирования и сопоставле-
ние их с экспериментальными данными [14].

Как видно из представленных графиков, численные решения, полученные
при помощи SigmaFlow и FLUENT, близки к экспериментальным данным и
практически полностью совпадают с друг другом. Максимальное отклонение
двух решений по форме профиля скорости друг от друга не превышает 0,2 %.
Анализ вычислительной производительности показал, что полная сходимость
итерационного процесса для обоих программ достигается примерно за одно и то
же количество итераций (около 1500), времена счета также близкие (SigmaFlow на
10 % быстрее).
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Рис. 8. Профиль модуля скорости в центральном  поперечном сечении гиба:
1 – эксперимент, 2 – FLUENT, 3 – SigmaFlow (слева – угол 30°, справа – угол 60°)
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Рис. 9. Профиль модуля скорости в центральном  поперечном сечении гиба:
1 – эксперимент, 2 – FLUENT, 3 – SigmaFlow (слева – угол 75°, справа – х/D = 1)

Заключение

Таким образом, в данной работе проведено тестирование прикладных пакетов
программ SigmaFlow и FLUENT на ряде классических тестовых ламинарных за-
дачах.

Как видно из результатов сравнения двух программных комплексов, результа-
ты расчётов практически совпадают между собой, можно сказать, что отклонения
незначительны и находятся в пределах погрешности методов. Из сравнения ре-
зультатов быстродействия видно, что специализированый CFD-пакет SigmaFlow
считает подобного рода задачи примерно на 10−15 % процентов быстрее, чем
универсальный пакет FLUENT.

Вполне удовлетворительное согласие численных прогнозов, полученных на
различных сетках и различных программах, с имеющимися экспериментальными
данными служит не только достаточным основанием для верификации пакета
SigmaFlow, но и в целом повышает доверие к полученной расчетной информации.
А также говорит об адекватности разработанных численных методик решений
уравнений Навье – Стокса и иллюстрирует приемлемость данных программных
продуктов для описания ламинарных течений.

Из всего вышесказанного можно сделать вывод, что специализированные про-
граммные комплексы, разрабатываемые отдельными научными группами, инсти-
тутами, заслуживают своего внимания. У них существует ряд преимуществ перед
универсальными коммерческими пакетами, это, в первую очередь, гибкость рас-
чётного алгоритма и программного обеспечения, которые могут настраиваться на
определённый круг задач по мере необходимости. Как показывают результаты
данной работы, специализированные программные комплексы не уступают уни-
версальным пакетам, как в точности, так и в производительности. Также к плюсам
можно отнести относительную доступность данных кодов, так как, как правило,
подобного рода софт является полукоммерческим и может находиться в свобод-
ном доступе.
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И.П. Попов

КОЛЕБАТЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ, СОСТОЯЩИЕ ТОЛЬКО ИЗ ИНЕРТНЫХ
ИЛИ ТОЛЬКО УПРУГИХ ЭЛЕМЕНТОВ, И ВОЗНИКНОВЕНИЕ В НИХ

СВОБОДНЫХ ГАРМОНИЧЕСКИХ КОЛЕБАНИЙ

Рассматриваются механические колебательные системы, состоящие только
из инертных (mm-, mmm-, mn-системы) или только упругих элементов (kk-,
kkk-, kn-системы). Показана возможность возникновения в них свободных
гармонических колебаний. В mm-, mmm-, mn-системах происходит взаимный
обмен кинетической энергией между инертными элементами, в kk-, kkk-, kn-
системах – взаимный обмен потенциальной энергией между упругими эле-
ментами.

Ключевые слова: колебательные, инертные, упругие, гармонические, час-
тота.

Свободные гармонические колебания основаны на обмене энергией между
элементами колебательной системы.

В механическом линейном гармоническом осцилляторе происходит обмен
энергией между разнородными элементами – грузом массой m (инертным элемен-
том) и пружиной с коэффициентом упругости k (упругим элементом). При этом
кинетическая энергия груза преобразуется в потенциальную энергию пружины и
наоборот.

Существуют электромеханические колебательные системы [1], в которых сво-
бодные гармонические колебания осуществляются за счет взаимного преобразо-
вания потенциальной энергии пружины в энергию электрического поля конденса-
тора или кинетической энергии груза в энергию магнитного поля катушки индук-
тивности.

Таким образом, свободные гармонические колебания сопровождаются самыми
разнообразными вариантами преобразования энергии. В этой связи представляет
интерес возможность возникновения свободных гармонических колебаний, осу-
ществляемых за счет преобразования кинетической энергии в кинетическую или
потенциальной энергии в потенциальную. Реализующие такие колебания системы
должны состоять либо только из инертных (mm-, mmm-, mn-системы), либо только
из упругих элементов (kk-, kkk-, kn-системы). Механизм обмена энергией между
однородными элементами в таких системах позволит, в частности, расширить
возможности нейтрализации реакции этих элементов на внешние периодические
воздействия.

Как таковая теория колебаний была в основном разработана в 30-х годах 20-го
века [2]. Современные источники в части свободных гармонических колебаний
преимущественно сохраняют преемственность [3, 4]. В указанных и подобных им
источниках колебательные системы с однородными элементами не рассматрива-
ются. В последнее время появляются работы в направлении темы настоящего ис-
следования [5], которое является их развитием.
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Синтез mm-системы

Синтез системы осуществляется на основе двух исходных условий.
Первое исходное условие. Cистема содержит два инертных элемента – два гру-

за массой m каждый. Элементы совершают гармонические колебания
x1 = Asin(ζ + ζ1),   x2 = Asin(ζ + ζ2),

где x1, x2 – текущие координаты грузов, A – амплитуда колебаний, ζ – фаза, ζ1, ζ2 –
начальные фазы.

Второе исходное условие. Энергия системы при колебаниях не меняется
W1 + W2 = const.

Одновременный учет обоих исходных условий дает представление о характере
связи между инертными элементами. Действительно,

2 2
1 2 const

2 2
dx dxm m
dt dt

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,

 cos2(ζ + ζ1) + cos2(ζ + ζ2) = const2.
Последнее справедливо при условиях

ζ1 – ζ2 = ±π/2.
Полученное соотношение позволяет определить связующее звено между

инертными элементами. Таким звеном является устройство, изображенное на
рис. 1.

l

ϕ

m

m

Рис. 1. mm-система
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Анализ mm-системы

Внешние усилия к грузам не приложены. Масса промежуточного стержня и
трение не учитываются. Координаты грузов соответственно

x1 = l cosϕ,   x2 = lcos(π/2 – ϕ). (1)
В качестве обобщенной координаты удобно использовать ϕ. Система имеет

одну степень свободы и уравнение Лагранжа второго рода для нее записывается
в виде

d T T Q
dt

∂ ∂⎛ ⎞ − =⎜ ⎟∂ϕ ∂ϕ⎝ ⎠
.

Обобщенная сила Q = 0, поскольку активные силы отсутствуют. Кинетическая
энергия

2 2 2 2 2
2 2 2 2 21 2 sin cos

2 2 2 2 2
dx dxm m ml ml mlT
dt dt

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = ϕϕ + ϕϕ = ϕ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.

0T∂
=

∂ϕ
,   2T ml∂

= ϕ
∂ϕ

,   2 0d T ml
dt

∂⎛ ⎞ = ϕ =⎜ ⎟∂ϕ⎝ ⎠
.

Решение последнего уравнения
dϕ/dt = C1,   ϕ = C1t + C2. (2)

Пусть начальные условия

ϕ(0) = ϕ0,   0(0)d
dt
ϕ

= ω . (3)

Тогда  С2 = ϕ0,   С1 = ω0. (4)
При этом (1) принимает вид

x1 = lcos(ω0t + ϕ0),   x2 = lcos(π/2 – ω0t – ϕ0). (5)
Пусть

1) x1(0) = x10,  cosϕ0 = x10/l, ϕ0 = arccos(x10/l) = arcsin(x20/l);

2) 2
20(0)

dx
v

dt
= ,    lω0cos(ω00 + ϕ0) = v20,  ω0 = v20/x10 = –v10/x20 ,

x1 = l cos[(v20/x10)t + arccos(x10/l)],
x2 = l cos[π/2 – (–v10/x20)t – arcsin(x20/l)], (6)
v1 = l(v10/x20)sin[(–v10/x20)t + arcsin(x10/l)],
v2 = l(v20/x10)cos[(v20/x10)t + arccos(x20/l)].

Таким образом, грузы массой m совершают свободные гармонические колеба-
ния (внешние усилия к грузам не приложены).

В рассмотренной колебательной системе происходит взаимный обмен кинети-
ческой энергией между инертными элементами. При ϕ = 0 кинетическая энергия
первого груза равна нулю, а второго – максимальна. После этого первый груз на-
чинает ускоряться за счет энергии второго груза, который приобретает отрица-
тельное ускорение.
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Синтез mmm-системы

Пусть три координатные оси Ox1, Ox2, Ox3 лежат в одной плоскости Z, после-
довательно повернуты относительно друг друга на π/3 и пересекаются в одной
точке. Точка пересечения O является началом произвольно направленного векто-
ра R, принадлежащего Z.

Теорема 1. Координаты x1, x2, x3 проекций конца вектора R на оси Ox1, Ox2,
Ox3 являются вершинами равностороннего треугольника, размер которого не за-
висит от направления R.

Доказательство. Координаты проекций
x1 = R cos ϕ,   x2 = R cos(π/3 – ϕ),   x3 = R cos(2π/3 – ϕ). (7)

Здесь ϕ – угол между R и Ox1. По теореме косинусов
(x1x2)2 = R2[cos2ϕ + cos2(π/3 – ϕ) – 2cosϕcos(π/3 – ϕ)cos(π/3)] =

2
2 2 1 3 1 3 1cos cos sin 2cos cos sin

2 2 2 2 2
R

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥ϕ + ϕ + ϕ − ϕ ϕ + ϕ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

2 2 2 2 2 21 3 3 1 3 3cos cos sin cos sin cos cos sin
4 4 2 2 2 4

R R
⎡ ⎤

= ϕ + ϕ + ϕ + ϕ ϕ − ϕ − ϕ ϕ =⎢ ⎥
⎣ ⎦

,

(x1x3)2 = R2[cos2ϕ + cos2(2π/3 – ϕ) – 2cosϕcos(2π/3 – ϕ)cos(2π/3)] =
2

2 2 1 3 1 3 1cos cos sin 2cos cos sin
2 2 2 2 2

R
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎢ ⎥= ϕ + − ϕ + ϕ − ϕ − ϕ + ϕ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

2 2 2 2 2 21 3 3 1 3 3cos cos sin cos sin cos cos sin
4 4 2 2 2 4

R R
⎡ ⎤

= ϕ + ϕ + ϕ − ϕ ϕ − ϕ + ϕ ϕ =⎢ ⎥
⎣ ⎦

,

(x2x3)2 = R2[cos2(π/3 – ϕ) + cos2(2π/3 – ϕ) –2cos(π/3 – ϕ)cos(2π/3 – ϕ)cos(π/3)] =
2 2

2 1 3 1 3 1 3 1 3 1
cos sin cos sin 2 cos sin cos sin

2 2 2 2 2 2 2 2 2
R ϕ+ ϕ + − ϕ+ ϕ − ϕ+ ϕ − ϕ+ ϕ

⎡⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎤
= =⎢⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎥

⎢⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎦⎣

2 2 2 2 2 22 21 3 3 1 3 3 1 3
cos sin cos sin cos sin cos sin cos sin

4 4 2 4 4 2 4 4
3
4

R Rϕ+ ϕ+ ϕ ϕ+ ϕ+ ϕ− ϕ ϕ+ ϕ− ϕ
⎡ ⎤

= =⎢ ⎥
⎣ ⎦

Теорема доказана.
Теорема 2. Центр треугольника x1x2x3 совпадает с серединой вектора R.
Доказательство. Пусть r – середина вектора R. По теореме косинусов

(x1r)2 = R2[cos2ϕ + 1/4 – 2cosϕ(1/2)cosϕ] = R2/4,
(x2r)2 = R2[cos2(π/3 – ϕ) + 1/4 – 2cos(π/3 – ϕ)(1/2)cos(π/3 – ϕ)] = R2/4,

(x3r)2 = R2[cos2(2π/3 – ϕ) + 1/4 – 2cos(2π/3 – ϕ)(1/2)cos(2π/3 – ϕ)] = R2/4.
Точка r равноотстоит от точек x1 и x2, следовательно, она расположена на пря-

мой, перпендикулярной отрезку x1x2 и проходящей через его середину. Это же
справедливо в отношении отрезка x1x3. Таким образом, точка r принадлежит двум
высотам треугольника x1x2x3, следовательно, она лежит на их пересечении, кото-
рое для равностороннего треугольника является центром. Теорема доказана.



Колебательные системы, состоящие только из инертных или только упругих элементов 99

Теоремы 1 и 2 позволяют определить конфигурацию mmm-системы, упрощён-
ная схема которой показана на рис. 2.

m

m

m

Рис. 2. mmm-система

Анализ mmm-системы

Внешние усилия к грузам не приложены. Скорости грузов с учетом (7)
dx1/dt = –Rsinϕdϕ/dt,   dx2/dt = Rsin(π/3 – ϕ)dϕ/dt,

dx3/dt = Rsin(2π/3 – ϕ)dϕ/dt.
Условием возникновения свободных гармонических колебаний является по-

стоянство полной, в рассматриваемом случае кинетической энергии системы
T = 0,5mR2[sin2ϕ + sin2(π/3 – ϕ) + sin2(2π/3 – ϕ)](dϕ/dt)2 = 0,75mR2(dϕ/dt)2 = const,

dϕ/dt = const.
С учетом (2)–(4) (7) принимает вид

x1 = Rcos(ω0t + ϕ0),   x2 = Rcos(π/3 – ω0t – ϕ0),   x3 = Rcos(2π/3 – ω0t – ϕ0). (8)
Пусть x1(0) = x10, (dx1/dt)(0) = v10. Тогда

cosϕ0 = x10/R,   
2

10 10
0 2arccos arcsin 1

x x
R R

ϕ = = − ; (9)

–Rω0sin(ω00 + ϕ0) = v10,   10
0 2 2

10

v

R x
ω = −

−
. (10)

Таким образом, все три груза совершают свободные гармонические колебания,
обмениваясь между собою кинетической энергией.
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Упругая kk-система

Система отличается от mm-системы тем, что вместо массивных грузов к вер-
тикальному и горизонтальному стержням прикреплены пружины с коэффициен-
том упругости k, а середина промежуточного стержня связана с началом коорди-
нат посредством кривошипа. При ϕ = 0 первая пружина максимально сжата, вто-
рая – не деформирована. При ϕ = π/2 первая пружина не деформирована, вторая –
максимально сжата. При ϕ = π первая пружина максимально растянута, вторая –
не деформирована. Поскольку все действующие на систему силы потенциальные,
то уравнение Лагранжа второго рода может быть записано в виде:

0d L L
dt

∂ ∂⎛ ⎞ − =⎜ ⎟∂ϕ ∂ϕ⎝ ⎠
,   L = T – П.

Потенциальная энергия

( )2 2 2 2 2 2
1 20,5 0,5 0,5 cos sin 0,5kx kx kl klΠ = + = ϕ + ϕ = .

Таким образом, уравнение Лагранжа для системы является тождеством. Cум-
марный момент M = dΠ/dϕ = 0 при любой скорости вращения кривошипа. При
начальных условиях (3) и в соответствии с аналогом первого закона Ньютона для
вращательного движения

0
d
dt
ϕ

= ω ,   0 0 0 0dt t C tϕ = ω = ω + = ω + ϕ∫ . (11)

При этом (1) приводится к (5) и (6).
Таким образом, пружины с коэффициентом упругости k совершают свободные

гармонические колебания.
В рассмотренной колебательной системе происходит взаимный обмен потен-

циальной энергией между упругими элементами. При ϕ = 0 потенциальная энер-
гия первой пружины максимальна, а второй – равна нулю. После этого вторая
пружина начинает сжиматься за счет энергии первой пружины, которая начинает
разжиматься.

Упругая kkk-система

Система отличается от mmm-системы тем, что грузы заменены пружинами с
коэффициентом упругости k. Кроме того, она оснащена кривошипом, связываю-
щим точку пересечения координатных осей с центром треугольника x1x2x3. При
этом центр треугольника жестко связан с его сторонами. С учетом (7) потенци-
альная (она же полная) энергия системы

Π = 0,5kR2[cos2ϕ + cos2(π/3 – ϕ) + cos2(2π/3 – ϕ)] = 0,75kR2 = const.
Cуммарный момент M = dΠ/dϕ = 0 при любой скорости вращения кривошипа.

При начальных условиях (3) и в соответствии с аналогом первого закона Ньютона
для вращательного движения выполняется (11). При этом (7) приводится к (8)–
(10).

Таким образом, все три пружины совершают свободные гармонические коле-
бания, обмениваясь между собою потенциальной энергией.
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Обобщение на n-мерный случай

Пусть n координатных осей Ox1, Ox2, … Oxn, лежат в одной плоскости Z и пе-
ресекаются в одной точке. Соседние оси ориентированы под углами π/n относи-
тельно друг друга. Точка пересечения O является началом произвольно направ-
ленного вектора R, принадлежащего Z.

Теорема 3. Координаты x1, x2, … xn  проекций конца вектора R на оси Ox1, Ox2,
…, Oxn являются вершинами правильного n-угольника, размер которого не зави-
сит от направления R, а центр совпадает с серединой R.

Доказательство. Координаты проекций
x1 = Rcosϕ,   x2 = Rcos(π/n – ϕ),   x3 = Rcos(2π/n – ϕ),
xi = Rcos[(i – 1)π/n – ϕ],   xn = Rcos[(n – 1)π/n – ϕ]. (12)

По теореме косинусов
(xixi+1)2 = R2{cos2[(i–1)π/n–ϕ] + cos2(iπ/n–ϕ) – 2cos[(i–1)π/n–ϕ]cos(iπ/n–ϕ)cos(π/n)} =

= R2{cos2(iπ/n – ϕ – π/n) + (cos(iπ/n)cosϕ + sin(iπ/n)sinϕ)2 –
– 2[cos(π/n)(cos(iπ/n)cosϕ + sin(iπ/n)sinϕ) + sin(π/n)(sin(iπ/n)cosϕ –

– cos(iπ/n)sinϕ)]×(cos(iπ/n)cosϕ + sin(iπ/n)sinϕ)cos(π/n)} =
= R2{cos2(π/n)cos2(iπ/n)cos2ϕ + cos2(π/n)sin2(iπ/n)sin2ϕ + sin2(π/n)sin2(iπ/n)cos2ϕ +

+ sin2(π/n)cos2(iπ/n)sin2ϕ + 2cos2(π/n)cos(iπ/n)cosϕsin(iπ/n)sinϕ +
+ 2cos(π/n)cos(iπ/n)cos2ϕsin(π/n)sin(iπ/n) – 2cos(π/n)cos2(iπ/n)cosϕsin(π/n)sinϕ +
+ 2cos(π/n)sin2(iπ/n)sinϕsin(π/n)cosϕ – 2cos(π/n)sin(iπ/n)sin2ϕsin(π/n)cos(iπ/n) –

– 2sin2(π/n)sin(iπ/n)cosϕcos(iπ/n)sinϕ + cos2(iπ/n)cos2ϕ + sin2(iπ/n)sin2ϕ +
+ 2cos(iπ/n)cosϕsin(iπ/n)sinϕ – 2cos2(π/n)cos2(iπ/n)cos2ϕ –

– 2cos2(π/n)sin(iπ/n)sinϕcos(iπ/n)cosϕ – 2sin(π/n)sin(iπ/n)cos2ϕcos(iπ/n)cos(π/n) +
+ 2sin(π/n)cos2(iπ/n)sinϕcosϕcos(π/n) – 2cos2(π/n)cos(iπ/n)cosϕsin(iπ/n)sinϕ –

– 2cos2(π/n) sin2(iπ/n)sin2ϕ – 2sin(π/n)sin2(iπ/n)cosϕsinϕcos(π/n) +
+ 2sin(π/n)cos(iπ/n)sin2ϕsin(iπ/n)cos(π/n)} = R2{cos2ϕ(sin2(π/n)sin2(iπ/n) –

– cos2(π/n)cos2(iπ/n) + cos2(iπ/n)) + sin2ϕ(sin2(π/n)cos2(iπ/n) – cos2(π/n)sin2(iπ/n) + 
+ sin2(iπ/n))}= R2{cos2ϕ(sin2(π/n)sin2(iπ/n) + cos2(iπ/n)sin2(π/n)) +

+ sin2ϕ(sin2(π/n)cos2(iπ/n) + sin2(iπ/n)sin2(π/n))} =
= R2{cos2ϕsin2(π/n) + sin2ϕsin2(π/n)} = R2sin2(π/n).

Таким образом, все стороны многоугольника равны и не зависят от ϕ. Пусть r
– середина вектора R. По теореме косинусов
(xir)2 = R2{cos2[(i–1)π/n – ϕ] + 1/4 –2cos[(i–1)π/n – ϕ](1/2)cos[(i–1)π/n – ϕ]} = R2/4.
Все лучи, соединяющие r с вершинами многоугольника, равны между собой.

Таким образом, многоугольник правильный. Теорема доказана.
Для инертной системы скорости грузов с учетом (12)

dx1/dt = –Rsinϕdϕ/dt,       dx2/dt = Rsin(π/n – ϕ)dϕ/dt,
dxi/dt = Rsin[(i – 1)π/n – ϕ]dϕ/dt,      dxn/dt = Rsin[(n – 1)π/n – ϕ]dϕ/dt.

Условием возникновения свободных гармонических колебаний является по-
стоянство полной, в рассматриваемом случае кинетической энергии системы
                  T = 0,5mR2{sin2ϕ + sin2(π/n – ϕ) + … + sin2[(i – 1)π/n – ϕ] + ... 

+ sin2[(n – 1)π/n – ϕ]}(dϕ/dt)2 (13)



102 И.П. Попов

Теорема 4. При n ≥ 2 справедлива формула

2
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( 1)sin
2

n

i

i n
n=

− π⎡ ⎤± ϕ =⎢ ⎥⎣ ⎦∑ .
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i i
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1 ( 1)2 1 ( 1)2cos 2 cos sin 2 sin
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− ϕ ϕ∑ ∑∓ .

Пусть n единичных векторов образуют центрально симметричную звезду та-
ким образом, чтобы один из векторов совпал с осью абсцисс. В силу симметрии
сумма векторов равна нулю. Сумма проекций векторов на любую ось тоже равна
нулю. Таким образом, две последние суммы равны нулю. Теорема доказана.

Аналогично доказывается
Теорема 5. При n ≥ 2 справедлива формула

2

1

( 1)cos
2

n

i

i n
n=

− π⎡ ⎤± ϕ =⎢ ⎥⎣ ⎦∑ .

Кинетическая энергия инертной системы (13)
T = 0,25nmR2(dϕ/dt)2 = const,

dϕ/dt = const
С учетом (2) – (4) (12) принимает вид

x1 = Rcos(ω0t + ϕ0),   x2 = Rcos(π/n – ω0t – ϕ0),   x3 = Rcos(2π/n – ω0t – ϕ0),
xi = Rcos[(i – 1)π/n – ω0t – ϕ0],   xn = Rcos[(n – 1)π/n – ω0t – ϕ0]. (14)

При этом в соответствии с (9), (10)

10
0 2 2

10

xv

R x
ω = −

−
,   10

0 arccos
x
R

ϕ = . (15)

Таким образом, все n грузов совершают свободные гармонические колебания,
обмениваясь между собою кинетической энергией.

Многоугольник x1x2…xn совершает двойное вращение – вокруг своего центра и
вокруг точки O.

В отличие от инертной для упругой системы условием возникновения свобод-
ных гармонических колебаний являются постоянство потенциальной (полной)
энергии и наличие кривошипа, связывающего точку пересечения координатных
осей с центром многоугольника x1x2…xn, который в свою очередь жестко связан с
его сторонами.

Π = 0,5kR2{cos2ϕ + cos2(π/n – ϕ) + … + cos2[(i–1)π/n – ϕ] + ... +cos2[(n–1)π/n – ϕ]}.
В соответствии с теоремой 5

Π = 0,25nkR2 = const.
Cуммарный момент M = dΠ/dϕ = 0 при любой скорости вращения кривошипа.

При начальных условиях (3), в соответствии с аналогом первого закона Ньютона
для вращательного движения и (11), выполняются (14), (15).

Таким образом, все n пружин совершают свободные гармонические колебания,
обмениваясь между собою потенциальной энергией.
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Заключение

Установлена возможность возникновения свободных гармонических колеба-
ний в системах, состоящих только из инертных (mm-, mmm-, mn-системах) или
только упругих элементов (kk-, kkk-, kn-системах), которая реализуется при обес-
печении сдвига по фазе между колебаниями элементов.

В отличие от традиционных [2–4] или смешанных [1] колебательных систем
при энергообмене между однородными элементами представленных систем вид
энергии не меняется. В mm-, mmm-, mn-системах происходит взаимный обмен ки-
нетической энергией между инертными элементами. В kk-, kkk-, kn-системах – по-
тенциальной энергией между упругими элементами. При этом суммарная энергия
систем при колебаниях не изменяется.

Другим отличием является то, что частоты свободных колебаний систем с од-
нородными элементами не зависят от параметров элементов и определяются ис-
ключительно начальными условиями. Иначе говоря, рассмотренные системы мо-
гут совершать свободные гармонические колебания с любой изначально заданной
частотой.

Колебательные свойства mm-, mmm-, mn-систем могут учитываться при проек-
тировании двигателей внутреннего сгорания, поршневых пневмосистем и прочих
преобразователей возвратно-поступательного движения во вращательное в плане
взаимной компенсации реактивного характера масс движущихся частей – порш-
ней, штоков и пр.

Принцип обмена энергией между элементами в kk-, kkk-, kn-системах может
использоваться для самонейтрализации квазиупругих воздействий в пневмоси-
стемах.
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the potential energy between elastic elements.
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А.К. Томилин, Е.В. Прокопенко

ПРОДОЛЬНЫЕ КОЛЕБАНИЯ УПРУГОГО ЭЛЕКТРОПРОВОДНОГО
СТЕРЖНЯ В НЕОДНОРОДНОМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ

В работе приведена краткая история вопроса о проблеме электромагнитного
взаимодействия проводников с током. Показано, что электромагнитная сила,
в общем случае имеет две составляющие: поперечную и продольную. По-
ставлена и решена задача о колебаниях упругого электропроводного стерж-
ня с учетом продольной составляющей магнитной силы.

Ключевые слова: электромагнитное взаимодействие, вихревое магнитное
поле, потенциальное магнитное поле, продольная магнитная сила, продоль-
ные колебания, упругий электропроводный стержень.

Современная электродинамика оперирует силами Ампера и Лоренца, которые
направлены ортогонально току. Эти силы имеют вихревой характер, поскольку
возникают за счет взаимодействия магнитных полей. В теории Максвелла маг-
нитное поле считается сугубо вихревым. Потенциальная компонента магнитного
поля исключается при помощи калибровок Кулона и Лоренца. Такой подход иг-
норирует потенциальную составляющую электромагнитной силы, направленную
вдоль тока.

Если обратиться к «Электродинамике»  А.М. Ампера [1], то можно найти опи-
сание двух экспериментов, в которых проявляется сила, направленная вдоль тока.
Современная интерпретация этих экспериментов содержится в монографии [2].
К сожалению, в современных учебниках физики нет ссылок на эти исторические
эксперименты. Обычно ограничиваются описанием опытов Ампера с параллель-
ными токами.  Причина заключается в том, что при  рассмотрении электромаг-
нитного взаимодействия  двух непараллельно расположенных проводников с то-
ком обнаруживается нарушение третьего закона Ньютона. Эта проблема известна
давно. Попытки ее решения в рамках существующих теоретических представле-
ний предприняты в известных учебниках [3 – 5], но их нельзя считать исчерпы-
вающими. Обычно отмечают [3], что постоянные токи по необходимости являют-
ся замкнутыми и «нарушение третьей аксиомы Ньютона связано лишь с пред-
ставлением сил взаимодействия токов как сил попарного взаимодействия их эле-
ментов». Действительно, при описании взаимодействия двух замкнутых контуров
с токами проблем не возникает. Однако такой подход не исключает возможность
рассмотрения отдельного замкнутого контура с током в качестве электромехани-
ческой системы. В стационарном случае, когда отсутствует излучение, контур с
током можно рассматривать как замкнутую электромеханическую систему. При
этом полная энергия (механическая плюс электромагнитная) системы, состоящей
из проводников, по которым течет постоянный ток, остается неизменной. Понят-
но, что в такой изолированной системе для внутренних сил третий закон Ньютона
обязательно должен выполняться при попарном взаимодействии любых двух эле-
ментов, входящих в ее состав. На этом основании вполне закономерно рассматри-
вать силы взаимодействия между двумя элементами, входящими в состав одного
электрического контура.
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Ампер стремился учесть две компоненты магнитной силы: ортогональную то-
ку, текущему в проводнике, и действующую по току или против него. В качестве
закона электромагнитного взаимодействия  Ампер предложил формулу (закон
Ампера) [1 – 3]:

( )( ) ( )0 1 2
21 1 21 2 21 1 2 215 3

21 21

3 2
4
J J

dF ds r ds r ds ds r
r r

⎧ ⎫μ μ ⎪ ⎪= ⋅ ⋅ − ⋅⎨ ⎬
π ⎪ ⎪⎩ ⎭

. (1)

Из (1) следует, что при взаимодействии двух участков тока 1ds и 2ds , распо-
ложенных на одной прямой, возникает сила, действующая на один из проводни-
ков в направлении тока, на другой – против тока (рис. 1). Этот результат подтвер-
дил один из упомянутых выше экспериментов Ампера [1, 2].

12Fd

2sJd1sJd

21Fd

Рис. 1. Взаимодействие участков токов,
расположенных на одной прямой

Однако закон (1) имеет недостатки. В частности, из него следует, что элемен-
тарные участки тока 1ds и 2ds , расположенные взаимно ортогонально, вообще не
должны взаимодействовать между собой, что противоречит другому эксперимен-
ту Ампера (весы Ампера) [1,2].  Исходя из третьего  закона Ньютона, в этом слу-
чае должно быть две силы: одна из них 12dF  ортогональна току, а другая 21dF
направлена по току (рис.2).

1sJd

21r

12Fd

2sJd

21Fd

Рис. 2. Взаимодействие участков токов, расположенных ортогонально

Максвелл [6] был приверженцем закона Ампера (1), признавая его в качестве
основного. К сожалению, ему не удалось устранить недостатки этого закона, со-
хранив суть: наличие поперечной и продольной  компонент магнитной силы. Во
второй половине XIX века возобладал подход, исключающий продольное элек-
тромагнитное взаимодействие. При этом отказались и от возможности рассматри-
вать взаимодействие  элементов тока, стали принимать во внимание только взаи-
модействие замкнутых контуров или бесконечных токов. Вопреки исторической
правде поперечную магнитную силу стали называть в честь Ампера.

В конце ХХ столетия Николаев Г.В. [7] предложил вернуться к идее Ампера о
продольной электромагнитной силе. Он предложил несколько десятков экспери-
ментов, подтверждающих проявление этой силы.  Путем ее введения  решается
парадокс взаимодействия непараллельных токов (рис. 2). Эта идея получила тео-
ретическое и экспериментальное развитие в работах [2, 8–10].
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Для описания механизма возникновения продольной электромагнитной силы
требуется использовать дополнительную компоненту магнитного поля, которая
обычно исключается в результате применения калибровок Кулона и Лоренца [6].
Николаев Г.В. предложил ввести в рассмотрение так называемое «скалярное маг-
нитное поле» (СМП). Это означает, что дополнительная компонента магнитного
поля описывается скалярной функцией *H  (или *B ). Тогда в совокупности с век-
тором напряженности H  (или вектором индукции B ) она образует четырехмер-
ный вектор ( )*,H H  или ( )*,B B .

Одно из дифференциальных уравнений обобщенной теории для квазистацио-
нарного случая записывается в виде

*rot gradH H j+ = . (2)
То есть в общем случае поле токов создает как вихревое (векторное), так и

скалярное (потенциальное) магнитное поле.
Условия физического возникновения и свойства СМП подробно описаны в

публикациях [2, 7 – 10]. Показано, что поперечная магнитная сила возникает при
взаимодействии двух объектов, создающих вихревые (векторные) магнитные по-
ля, а продольная магнитная сила действует на объекты, создающие  скалярные
(потенциальные) магнитные поля.  При рассмотрении электромагнитного взаимо-
действия для каждого объекта следует различать собственные и внешние поля.
В монографии Томилина А.К. [2] обобщенный закон электромагнитного взаимо-
действия записан в дифференциальной форме:

* *rot gradc cf H B B H= × + , (3)

где f  – объемная плотность магнитной силы, сH  – напряженность собственного

векторного магнитного поля; B  – индукция внешнего векторного магнитного по-
ля, сH ∗  – напряженность собственного СМП, B∗  – индукция внешнего СМП.

На основании (2) и (3) можно сказать, что внешнее векторное магнитное поле
воздействует на ту часть тока, которая создает собственное вихревое магнитное
поле, а  внешнее СМП образует продольную силу при взаимодействии с той ча-
стью тока, которая участвует в создании собственного СМП.  Заметим, что  бес-
конечно длинный проводник не создает СМП, поэтому при рассмотрении взаимо-
действия двух длинных параллельных проводников  нужен только первый член
правой части (3).

Поскольку помимо поперечной силы Ампера обнаружена и продольная элек-
тромагнитная сила, возникает возможность управления продольными колебания-
ми упругих систем. Рассмотрим упругий электропроводный стержень, находя-
щийся полностью во внешнем неоднородном СМП ( )B z∗  (рис. 3). Пусть про-
дольные колебания в нем могут совершаться вдоль оси z. Рассмотрим случай, ко-
гда концы стержня неподвижны, следовательно, длина стержня не изменяется, то
есть L=const.

На каждый элемент dz стержня действует продольная магнитная сила
dF f S dz∗ ∗= ⋅ , (4)

где grad cf B H∗ ∗ ∗= ⋅  – объемная плотность продольной магнитной силы.
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Рис. 3. Стержень с закрепленными концами в СМП

Если стержень является тонким, то модуль продольной силы можно записать в
виде

* c
c

dH
dF B S dz B S dH

dz

∗
∗ ∗ ∗= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ . (5)

Собственное СМП cH ∗  [8] линейного стержня  можно рассчитать при помощи
формулы

( )2 2
1 1

4c
jdH dz

zL z
∗ ⎡ ⎤= −⎢ ⎥π −⎣ ⎦

.

Следовательно, приближенное выражение для продольной магнитной силы,
действующей на стержень, запишется в виде

( )
*

2 2
1 1

4
jdF B S dz

zL z
∗ ⎡ ⎤= −⎢ ⎥π −⎣ ⎦

. (6)

С учетом того, что в цепи индуцируется ток плотности

( ) ( )

0

,L U z t
j B z dz

L z
∗ ∂σ

=
∂∫ , (7)

следовательно, имеем
( )

( )
( ) ( )*

* 2 *
2 2

0

,1 1
4

LB z U z t
dF S B z dz dz

L tzL z

⎡ ⎤ ⎛ ⎞σ ∂
= − ⋅⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎜ ⎟π ∂−⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ . (8)

Кроме того, учтем диссипативные процессы. Примем силу механического со-
противления пропорциональной первой степени скорости

c
UdF S dz
t

∂
= βρ

∂
, (9)

где β – диссипативный коэффициент; ρ – плотность материала стержня; S – пло-
щадь сечения стержня.

Составим интегро-дифференциальное уравнение собственных продольных ко-
лебаний стержня в неоднородном СМП с учетом этих сил [13]:

( )
( )

( )

2 2

2 2

2 *
*

2 2
0

1 1 0,
4

L

U U US dz ES dz S dz
tt z

S B z UB z dz dz
L tzL z

∂ ∂ ∂
ρ − + βρ −

∂∂ ∂
⎛ ⎡ ⎤ ⎞σ ∂

− − =⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟π ∂−⎢ ⎥⎝ ⎣ ⎦ ⎠
∫ (10)

где Е – модуль упругости.
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После преобразования (10) получим уравнение

( )
( )

( )
*2 2

*
2 2 2 2

0

1 1 0
4

LS B zU E U U UB z dz
t L tt z zL z

⎡ ⎤σ∂ ∂ ∂ ∂
− + β − − =⎢ ⎥

ρ ∂ πρ ∂∂ ∂ −⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ . (11)

Для исследования данного уравнения применим метод Фурье. Представим
функцию смещений в виде ряда Фурье по собственным амплитудным функциям:

( ) ( ) ( )
1

, n n
n

U z t q t Z z
∞

=
= ∑ ,

где qn(t) – обобщенные координаты, имеющие размерность длины;  Zn(z) – безраз-
мерная величина.

Тогда имеем

( )
( )

( )
*2

*
2 2 2

1 0

1 1 0
4

L
n

n n n n n n n
n

S B zd ZEZ q Z q q q B z Z dz
Ldz zL z

∞

=

⎡ ⎡ ⎤ ⎤σ
+ β − − − =⎢ ⎢ ⎥ ⎥

ρ πρ −⎢ ⎢ ⎥ ⎥⎣ ⎣ ⎦ ⎦
∑ ∫ . (12)

Для стержня с закрепленными концами собственные амплитудные функции
синусоидальны:

( ) sin , 1, 2,3....n
n zZ z n
L
π

= = . (13)

Умножим уравнение (12) на Zk, k = 1,2,3,…, и проинтегрируем по всей длине
стержня. Применив условие ортогональности, приходим к системе обыкновенных
дифференциальных уравнений:

( )
( )

( )

2 2

2

* *
2 2 2

10 0

1 1 0, 1, 2,3,... .
2

k k k

L L

k n n
n

Ekq q q
L

S Z B z dz q B z Z dz k
L zL z

∞

=

π
+ β + −

ρ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞σ

− − = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟πρ − ⎝ ⎠⎝ ⎠
∑∫ ∫ (14)

Введем следующие обозначения:

( )
( )

*
2 2

0

1 1 , 1, 2,3,...
L

k kZ B z dz k
zL z

⎛ ⎞
− = γ =⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

∫ , (15)

( )*

0

, 1, 2,3,...
L

n nB z Z dz n= α =∫ . (16)

Уравнения (14), с учетом введенных обозначений (15), (16), запишем в сле-
дующем виде:

2 2

2 2
1

0, 1, 2,3,...
2k k k k n n

n

Ek Sq q q q k
L L

∞

=

π σ
+ β + − ⋅ γ ⋅α = =

ρ πρ
∑ . (17)

Исследуем свойства интеграла (15). Чтобы избежать неопределенности с его
вычислением, примем такое распределение внешнего СМП, при котором на кон-
цах стержня оно обращается в ноль. Пусть, например:

( )
( )

*
2 2

1 1 constB z
zL z

⎛ ⎞
− =⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

. (18)



Продольные колебания упругого электропроводного стержня 109

Построим график зависимости B*(z) в случае распределения СМП (18) (рис. 4).

L/8
z

L/4 3 /4L L/2

5 /8L 6 /8L 7 /8L L
-0,07сL2
-0,02сL2

0
0,02сL2
0,07сL2

0,22сL2

B*(z)

Рис. 4. График зависимости (18)

Из графика (рис. 4) видно, что в середине проводника имеется разрыв. Однако
именно в этой точке функция

( )2 2

2

1 1 0
LzzL z =

⎛ ⎞
− =⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

обращается в ноль. Таким образом, при вычислении (23) неопределенность не
возникает.

Значения интеграла (15) γk определяются выражением 
0

L

kZ dz∫ . Для четных си-

нусоидальных амплитудных функций (k = 2, 4, 6,…) этот интеграл равен нулю,
поэтому при k = 2, 4, 6,… и 0kγ = . Следовательно, в этом случае четные парци-
альные колебания электромагнитного воздействия не испытывают, их можно на-
звать изолированными.

Рассмотрим другой пример:

( ) ( )2* 2B z L z z= λ − , (19)
где λ – некоторая размерная константа.

Построим график зависимости ( )*B z  в этом случае (рис. 5).
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L/80 z

B*(z)
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Рис. 5. График зависимости (19)

Из графика (рис. 5) видно, что на границах проводника внешнее СМП B*(z)
равно нулю, а в центре имеет максимальное значение. Вычислим интеграл γr с
учетом (19):

( )
( )

( ) ( )
3

* 2
2 2

0 0

1 1 2 sin cos 1 .
L L

k k
k z LZ B z dz zL L dz k
L kzL z

⎛ ⎞ π λ
γ = − = λ − = − π +⎜ ⎟⎜ ⎟ π−⎝ ⎠

∫ ∫ (20)

Отсюда следует, что для всех нечетных колебаний интеграл γk = 0 (k=1,3,5,…),
а при четных k = 2, 4, 6,…

32 , 2,4,6...k
L k

k
λ

γ = − =
π

.

Это объясняется симметричным распределением внешнего СМП относительно
середины стержня.

Таким образом, задавая закон распределения внешнего СМП B*(z), можно
избирательно воздействовать на определенные парциальные колебания, оставляя
другие парциальные колебания изолированными от электромагнитного воздей-
ствия.
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МЕМУАРЫ, ПАМЯТНЫЕ ДАТЫ, ПЕРСОНАЛИИ

ВЛАДИМИР НИКОЛАЕВИЧ БЕРЦУН

К 70-ЛЕТИЮ СО ДНЯ РОЖДЕНИЯ

В жизни Владимира Николаевича Берцуна было много событий, повлиявших
на его судьбу, но самым главным стало поступление в ТГУ на механико-
математический факультет в 1962 году. С тех пор минуло 50 лет, и все это время
он оставался верным своей Alma Mater.

В.Н. Берцун родился 29 ноября 1942 года в селе Дзержинское Красноярского
края в семье служащего. Его отец, Берцун Николай Авксентьевич, работал дирек-
тором Дзержинского леспромхоза, а мама, Юрласова Валентина Яковлевна, вела
домашнее хозяйство. После окончания Дзержинской средней школы в 1960 году
Владимир попытался осуществить мечту своей жизни – стать летчиком, но подве-
ло здоровье: он не прошел медицинскую комиссию. Пришлось идти работать в
школу лаборантом. В течение года, пока осваивал новую профессию, много думал
о своем призвании, о новых интересах.

Во многом на выбор будущей профессии Владимира оказал влияние учитель
математики Дзержинской средней школы Бокк Андрей Андреевич своими инте-
ресными уроками, рассказами о великих математиках, о значении математики в
быстроменяющемся мире.

Во времена юности В.Н. Берцуна единственным университетом за Уралом был
Томский госуниверситет. В 1962 году Владимир Николаевич поступил на меха-
нико-математический факультет ТГУ. Студенческие годы Владимира совпали с
временем творческого подъема на ММФ. На факультете работала большая группа
известных в стране ученых, среди которых заслуженные деятели науки РСФСР,
профессора З.И. Клементьев, П.П. Куфарев и Р.Н. Щербаков. Огромное влияние
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на формирование научных и педагогических интересов В.Н. Берцуна оказал вы-
пускник ФМФ ТГУ академик Николай Николаевич Яненко. В его отделе в Ново-
сибирском академгородке Владимир Николаевич подготовил и защитил на «от-
лично» свою дипломную работу.

После окончания университета в 1967 году по специальности «Вычислитель-
ная математика» В.Н. Берцун как один из лучших выпускников был распределен
на кафедру вычислительной математики, где и началась его трудовая деятель-
ность в должности ассистента. Большую помощь и поддержку молодому препо-
давателю оказала заведующая кафедрой Роза Михайловна Малаховская. Работу
преподавателя Владимир Николаевич успешно сочетал с научной работой под ру-
ководством тогда доцента Анатолия Михайловича Гришина.

В 1971 году В.Н. Берцун был избран на должность старшего преподавателя.
Итоги научных исследований этого периода времени были оформлены в канди-
датской диссертации, которую он блестяще защитил в апреле 1979 года после
окончания годичной аспирантуры. В июне 1980 года Владимир Николаевич изби-
рается на должность доцента кафедры вычислительной математики. С мая 1981
года становится заведующим кафедрой вычислительной математики и компью-
терного моделирования и успешно руководит этим коллективом по 2002 год.

В этот период времени идет активная работа над реализацией идей заведую-
щего кафедрой: улучшением организации учебного процесса, обновлением спец-
курсов, внедрением интернет-технологий, активизацией научных исследований и
получением грантов различных фондов. При кафедре созданы три дисплейных
класса, на базе которых организована учебная лаборатория и Центр компьютер-
ных технологий. За более чем двадцатилетний период времени на посту заведую-
щего кафедрой были заключены творческие союзы с отделами томских НИИ, где
сотрудники кафедры вместе со студентами занимались исследованиями по науч-
ной тематике отделов.

В апреле 2004 года коллектив механико-математического факультета избрал
Владимира Николаевича Берцуна деканом своего факультета.

Несмотря на большую загруженность делами факультета, Владимир Николае-
вич выполняет большую педагогическую нагрузку: читает лекции и ведет практи-
ческие занятия по «Методам вычислений» и программированию, им разработаны
и читаются спецкурсы по теории разностных схем, вариационным методам, орга-
низации больших программ. Курсы лекций по «Методам сплайн-функций», алго-
ритмическим языкам, теории графов и параллельным вычислительным методам
Владимир Николаевич читает не только студентам мехмата, но и слушателям фа-
культета повышения квалификации ТГУ. Лекции доцента Берцуна отличают глу-
бина, учет последних достижений в науке, обилие иллюстративного материала и
высокое педагогическое мастерство. Владимир Николаевич успешно руководит
курсовыми и дипломными работами студентов, имеет аспирантов.

Научные интересы В.Н. Берцуна связаны с вычислительными методами
сплайновой интерполяции для решения задач механики сплошной среды. Им
опубликовано более 60 научных статей в центральных журналах и в изданиях
Томского университета.

Он является автором или соавтором семи учебных пособий, среди которых
«Элементы математической технологии», «Итерационно-интерполяционный ме-
тод и его приложения», «Задачник по программированию для математиков». Вла-
димир Николаевич – участник Всесоюзных конференций, научных семинаров и
конференций ТГУ. С 1993 по 1995 год он являлся членом специализированного
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совета К053.53.10 по защите кандидатских диссертаций по специальности
01.02.05. – механика жидкостей, газа и плазмы, а в настоящее время Владимир
Николаевич – член совета по информатизации ТГУ.

С 1995 года Владимир Николаевич активно участвует в развитии параллель-
ных вычислительных технологий в ТГУ, является одним из основных организато-
ров проведения Сибирской конференции по параллельным и высокопроизводи-
тельным вычислениям на базе Томского государственного университета (2001−
2011 гг.), читает лекции по параллельным вычислениям на факультете повышения
квалификации ТГУ, в том числе и для сотрудников и преподавателей иногород-
них вузов.

За 45 лет работы в университете В.Н. Берцун принимал активное участие в
общественной жизни ММФ и ТГУ: был председателем профбюро и секретарем
партийной организации факультета, членом избирательной комиссии, заместите-
лем декана ММФ по научной работе.

Труд доцента В.Н. Берцуна отмечен многочисленными грамотами универси-
тетского, городского и областного значения: он награжден Почетной грамотой
Министерства образования Российской Федерации, Нагрудным знаком «Почет-
ный работник высшего профессионального образования». Федерация космонав-
тики России наградила доцента В.Н. Берцуна медалью имени академика
М.В. Келдыша за заслуги перед отечественной космонавтикой. Эта медаль –
оценка вклада ученого в теоретическое осмысление проблем космоса и самолето-
строения. Пусть неявно, но ему все-таки удалось прикоснуться к мечте своей
жизни.

Друзья, коллеги и многочисленные ученики поздравляют Владимира Николае-
вича с юбилеем, желают крепкого здоровья и новых успехов на ниве просвеще-
ния.
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Петр Андреевич Крылов родился 12 марта 1948 г. в селе Глинка Берёзовского
района Красноярского края в семье сельских учителей, участников Великой оте-
чественной войны Андрея Степановича Крылова и Веры Петровны Крыловой (в
девичестве – Никифоровой). Родители – выходцы из крестьянских семей, потомки
переселенцев из европейской части России. Отец учился в Красноярской школе
военных техников железнодорожного транспорта. В октябре 1942 г. вместе с не-
сколькими курсантами был послан на Карельский фронт. Два года воевал коман-
диром отделения специального партизанского отряда «Красный онежец». Отряд
выполнял различные боевые задачи в тылу врага. В октябре 1944 г. получил тяже-
лое ранение. После войны в 1947 г. окончил Красноярскую школу военных тех-
ников, а в 1953 г. – Ачинский государственный учительский институт. В Глин-
ской семилетней, потом восьмилетней школе преподавал математику, физику,
черчение и астрономию. Мать в 1941 г. окончила Ачинское педучилище и начала
преподавать в начальных классах. Была на фронте, с 1946 г. продолжила препода-
вание. В 1948–1951 гг. она – заведующая Глинской начальной школой, преобра-
зованной в 1951 г. в семилетнюю. Постоянно вела начальные классы в Глинской
школе. Родители были образованными людьми, выписывали различные газеты и
журналы, в том числе «Математика в школе» и «Физика в школе»; они воспитали
пятерых детей, и привили им любовь к знаниям. Их старшая дочь Валентина
окончила физико-технический факультет ТГУ в 1966 г. У Петра Андреевича было
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хорошее деревенское детство с различными играми, катаниями на санках, лыжах
и велосипеде, купанием в пруду, походами за травами, ягодами и грибами. После
окончания восьмого класса в Глинке Петр Андреевич учился в 9-м классе Бере-
зовской средней школы. В 1964 г. семья переехала в село Новопреображенка
Тяжинского района Кемеровской области (старое название – село Каменка, роди-
на отца). Родители продолжили свой учительский труд в Новопреображенской
восьмилетней школе. В 10–11-х классах Петр Андреевич учился в Новоподзор-
новской средней школе Тисульского района Кемеровской области. Отец вернулся
с войны инвалидом. Петр Андреевич рано начал помогать родителям по хозяйст-
ву; с 14 лет косил траву, работал на конных косилке и граблях, позже ставил стога
сена. В те времена старшеклассники проходили производственное обучение.
В Новоподзорновской школе мальчики изучали сельскохозяйственную технику и
получали специальность механизатора. Школе было выделено поле. На этом поле
Петр Андреевич работал на тракторах Белорус и ДТ-54. Отец держал пасеку. На-
до было помогать, особенно при качке меда. Петр Андреевич сохранил интерес и
уважение к нелегкому деревенскому труду.

Петр Андреевич рано увлекся математикой, физикой и другими естественны-
ми науками. Участвовал в областной математической олимпиаде в г. Кемерово.
После окончания Новоподзорновской средней школы в 1966 г. П.А. Крылов по-
ступил на механико-математический факультет Томского государственного уни-
верситета, который окончил в 1971 г.

Наукой пытливый студент начал заниматься с младших курсов, сначала посе-
щая студенческие кружки, читая математическую литературу, а затем перейдя к
чтению научных статей и доказательству первых собственных результатов.
В частности, в то время им были получены необходимые и достаточные условия
возможности продолжения частичных автоморфизмов сепарабельных абелевых
p-групп. А именно, доказано, что в классе сепарабельных абелевых p-групп вся-
кий изоморфизм между двумя любыми подгруппами группы G, сохраняющий вы-
соты элементов в G, продолжается до автоморфизма самой группы тогда и только
тогда, когда G – периодически полная группа с конечными инвариантами Ульма –
Капланского. Эта работа была отмечена за лучшую научно-исследовательскую
студенческую работу премией имени заслуженного деятеля науки РСФСР
П.П. Куфарева и опубликована в журнале «Математические заметки». Понятие
периодически полной p-группы ввел Л.Я Куликов, и эти группы играют фунда-
ментальную роль в теории абелевых p-групп.

Дипломную работу Петр Андреевич писал у известного математика, основате-
ля Томской алгебраической школы по абелевым группам, завоевавшей высокий
авторитет в стране и за рубежом – Исаака Хаимовича Беккера. Интенсивные заня-
тия математикой способствовали тому, что в аспирантуру к И.Х. Беккеру молодой
математик поступил уже сформировавшимся ученым, имевшим весомые собст-
венные результаты. Петр Андреевич вспоминает, что в воскресенье утром уже по-
сле 10 часов невозможно было найти свободное место в читальных залах Научной
библиотеки, так велико было стремление студентов к учебе.

В 1975 г. Петр Андреевич блестяще защищает кандидатскую диссертацию
«Радикалы колец эндоморфизмов абелевых групп без кручения» в Институте ма-
тематики СО АН СССР и приступает к работе на кафедре алгебры.

В 1991 г. уже маститый и известный ученый также в Институте математики
СО РАН защищает докторскую диссертацию «Кольца эндоморфизмов и струк-
турная теория абелевых групп».
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После кончины И.Х Беккера в 1997 г. Петр Андреевич занимает должность за-
ведующего кафедрой алгебры, а с 2001 г. также должность заведующего научно-
исследовательской лабораторией алгебры и топологии.

Научное творчество Петр Андреевич умело сочетает с педагогической дея-
тельностью. С мастерством читает лекции по общему курсу алгебры и ряду спец-
курсов. На спецкурсах он нередко излагает собственные результаты. Несколько
лет подряд читал спецкурс «Кольца и модули» для студентов Горно-Алтайского
госуниверситета. Руководил студенческими кружками по алгебре. Он является
одним из авторов сборников задач [1–4], предназначенных для широкого круга
читателей от студентов до специалистов, интересующихся алгеброй.

Научные интересы Петра Андреевича относятся к теории колец эндоморфиз-
мов абелевых групп, абелевым группам с большим числом эндоморфизмов (тран-
зитивные и вполне транзитивные группы и др.), группам расширений и гомомор-
физмов абелевых групп, а также к ряду вопросов теории колец и модулей.

Исследовательское творчество Петра Андреевича отличает не только глубина
разработок математических проблем, но и удивительная широта, которая объяс-
няется его уникальными энциклопедическими знаниями в различных разделах
теории абелевых групп, теории колец и модулей и теории категорий.

Большой цикл работ П.А. Крылова относится к исследованию абелевых групп
как модулей над своими кольцами эндоморфизмов. В этих работах изучались
группы, являющиеся плоскими, проективными, образующими и регулярными мо-
дулями над своими кольцами эндоморфизмов. Изучались также абелевы группы и
модули с различными кольцевыми свойствами (наследственность, полупервич-
ность, нетеровость), накладываемые на их кольца эндоморфизмов. Исследовалась
эндоплоская и эндопроективная размерности смешанных абелевых sp-групп. По-
лучено полное описание эндопроективных и эндообразующих самомалых сме-
шанных sp-групп конечного ранга без кручения. Исследовался вопрос, когда
группа автоморфизмов абелевой группы аддитивно порождает ее кольцо эндо-
морфизмов. Доказан такой интересный факт, что каждый эндоморфизм прямой
суммы попарно изоморфных групп может быть представлен в виде суммы четы-
рех ее автоморфизмов.

Отметим, что для произвольных абелевых групп A и B Петром Андреевичем
найдены условия инъективности, а также артиновости группы гомоморфизмов
Hom (A,B) как модуля над кольцом эндоморфизмов группы B или A.

Петром Андреевичем получены глубокие результаты по теории радикалов ко-
лец эндоморфизмов абелевых групп. Он перенес результаты Р.П. Пирса о радика-
ле Джекобсона кольца эндоморфизмов примарной группы на группы без круче-
ния и смешанные sp-группы. Им дана характеризация радикала Джекобсона коль-
ца эндоморфизмов группы без кручения конечного ранга и вполне разложимой
группы без кручения. Полностью выяснено, когда радикал Джекобсона кольца
эндоморфизмов группы без кручения конечного ранга нильпотентен или равен
нулю. Исследовались полупримитивность колец эндоморфизмов и характериза-
ции факторколец колец эндоморфизмов по модулю радикала Джекобсона.

Петр Андреевич распространил понятие И. Капланского вполне транзитивной
примарной абелевой группы на случай группы без кручения и получил ряд суще-
ственных и важных результатов по этим и близким к ним классам (транзитивные,
сильно однородные, квазисервантно инъективные) групп. В частности, получил
описание счетных однородных вполне транзитивных групп без кручения и вполне
транзитивных групп без кручения, совпадающих со своим псевдоцоколем. Дока-
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зал, что любой топологический изоморфизм колец эндоморфизмов двух однород-
ных вполне транзитивных групп без кручения индуцируется изоморфизмом этих
групп. Доказал, что квазисервантно инъективная группа без кручения с цикличе-
скими p-базисными подгруппами является межпрямой суммой неразложимых
квазисервантно инъективных групп, допускающих удовлетворительное описание.
Показал, что сильно однородные группы без кручения A обладают интересным
свойством групп ранга 1, а именно, всякий элемент прямой суммы произвольного
числа экземпляров группы A можно вложить в прямое слагаемое, изоморфное A.
Серьезное значение для теории имеют построенные Петром Андреевичем приме-
ры исследуемых групп, к таким относится пример счетной супперразложимой
вполне транзитивной группы без кручения с нулевым псевдоцоколем.

Петром Андреевичем изучался вопрос, когда тензорное произведение A⊗C
абелевых групп A и C является нетеровым модулем над кольцом эндоморфизмов
группы A. В связи с этим вопросом им получено структурное описание вполне ха-
рактеристических подгрупп G группы A со свойством pA ⊆ G ⊆ Ap + pA, где Ap –
p-компонента группы A.

Напомним, что аффинной группой модуля называется полупрямое расширение
аддитивной группы модуля с помощью группы его автоморфизмов. Петр Андрее-
вич описал максимальные абелевы нормальные подгруппы аффинной группы и
доказал, что операторные изоморфизмы аффинных групп индуцируются изомор-
физмами модулей. Он изучал автоморфизмы аффинной группы, не оставляющие
модуль на месте, и нашел условия нехарактеристичности модуля в его аффинной
группе.

Одновременно с профессором А.А. Фоминым П.А. Крыловым было введено
понятие кольца псевдорациональных чисел, что привело к открытию нового на-
правления – теории модулей над этим кольцом, в последнее время активно разви-
вающееся.

Отметим вклад Петра Андреевича в теорию групп расширений. Им изучены
условия, при которых группа расширений не имеет кручения. Он получил ответ
для абелевых групп без кручения конечного ранга на задачу 11.51, поставленную
А. Мадером в сборнике нерешенных проблем по теории групп, известного под на-
званием Коуровской тетради, а также на проблему 43 из монографии Л. Фукса
«Бесконечные абелевы группы».

В цикле работ Петр Андреевич исследует модули над кольцами обобщенных
матриц. Охарактеризованы инъективные, плоские, проективные и наследственные
модули над кольцами обобщенных матриц. В ряде случаев вычислена группа Гро-
тендика К0 кольца обобщенных матриц. Введено понятие (коммутативного) опре-
делителя обобщенной матрицы и гомоморфизма Фробениуса между кольцами
обобщенных матриц.

В последнее время П.А. Крылов заинтересовался смежными вопросами теории
категорий и теории модулей. Вместе с профессором А.А. Туганбаевым им полу-
чены различные результаты об идемпотентных функторах и локализациях в кате-
гориях модулей и абелевых групп. Установлено, что идемпотентные функторы и,
в частности, локализации сохраняют кольцевые и модульные структуры. Введены
стандартные идемпотентные функторы и стандартные локализации. С их помо-
щью найдены локализации некоторых модулей и абелевых групп. Ими рассмот-
рены также стандартные колокализации модулей и двойственность в категории
абелевых групп без кручения.
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Интенсивные и плодотворные занятия наукой нашли отражения, примерно, в
70 научных статьях, опубликованных в таких журналах, как «Математический
сборник», «Успехи математических наук», «Сибирский математический журнал»,
«Алгебра и логика», «Математические заметки», «Фундаментальная и прикладная
математика», «Известия вузов. Математика», «Journal of Mathematical Sciences», в
сборнике «Абелевы группы и модули» и др.

Петр Андреевич является также соавтором книг [5–9]. После известной пере-
водной двухтомной монографии американского алгебраиста Л. Фукса «Бесконеч-
ные абелевы группы» (М.: Мир, 1974, 1977) книги [5, 6] являются наиболее пол-
ными и подробными энциклопедиями по теории колец эндоморфизмов абелевых
групп и близких к ним классов модулей; эти книги, а также книга [7] стали на-
стольными у большинства отечественных алгебраистов, занимающихся абелевы-
ми группами. Кольца эндоморфизмов абелевых групп также рассматриваются в
книгах А.Г. Куроша («Теория групп». М.: Наука, 1967), Д. Арнольда («Finite rank
torsion-free Abelian groups and rings». Lecture Notes Math. V. 931. 1982),
К. Бенабдаллаха («Groupes abéliens sans torsion». Presses de ľUniversité de Montréal.
Montréal, Que. 1981). По своему содержанию книги А.Г. Куроша, Л. Фукса,
К. Бенабдаллаха, Д. Арнольда и книги [5–7] во многом дополняют друг друга; в
[5–7] представлены все основные направления теории колец эндоморфизмов, из-
ложены как классические результаты, так и последние достижения, и открытые
проблемы; читатель подводится к переднему краю исследований. Отметим, что в
[7] впервые систематизирован накопленный богатый и содержательный материал
о модулях над (не обязательно коммутативными) областями дискретного норми-
рования. Книги [6, 7] переведены за рубежом, [8] (Нидерланды) и [9] (ФРГ).

На заседании семинара кафедры алгебры ТГУ.
Профессора ТГУ П.А. Крылов, С.Я. Гриншпон
и профессор МГПУ (г. Москва) А.В. Царев

Петр Андреевич постоянно генерирует новые идеи, побуждая своих коллег и
учеников к научным исследованиям. Всем сослуживцам Петра Андреевича импо-
нирует его неизменная скромность и деликатность, внимательность и доброжела-
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тельность, широкая эрудиция и готовность придти на помощь. Он щедро делится
научной информацией и идеями с учениками и коллегами. Полученные
П.А. Крыловым лично, а также возглавляемым им коллективом результаты закре-
пили томскую алгебраическую школу по абелевым группам на передовых науч-
ных позициях1.

Сотрудники кафедры алгебры с проректором Г.Е. Дунаевским
и деканом В.Н. Берцуном

П.А Крылов искренне считает, что любой ученый формируется в коллективе и
своими успехами во многом он обязан той среде, которая его окружает. Поэтому
много сил и энергии Петр Андреевич отдает научно-организационной работе по
руководству городским алгебраическим семинаром, проработавшим уже более 40
лет, а также работе с 2001 г. в качестве заместителя председателя диссертацион-
ного совета Д 212.267.21. П.А. Крылов – руководитель проектов «Локализации
модулей и колец, проблемы классификации» и «Сохранение алгебраических и то-
пологических инвариантов и свойств отображениями» по Федеральной целевой
программе «Научные и научно-педагогические кадры инновационной России на
2009–2013 годы». Исполнители проекта – сотрудники, аспиранты и студенты ка-
федры алгебры и кафедры теории функций механико-математического факульте-
та ТГУ. П.А. Крылов является экспертом РФФИ по алгебре. Неоднократно был
членом оргкомитетов ряда математических конференций, рецензент нескольких
математических журналов. Он является членом редакционной коллегии научного
журнала «Вестник Томского государственного университета. Математика и меха-
ника».

Семь учеников Петра Андреевича успешно защитили кандидатские диссерта-
ции. Интересуется Петр Андреевич и историей математики (см. статьи [10–12] и
др.), он также был председателем ГАК по математике в Кемеровском госунивер-
ситете и в ТГПУ.

                                                          
1 В статье [Fomin A.A. Abelian groups in Russia // Rocky Mountain Journal of Mathematics. 2002. V. 32.
No. 4. P. 1161–1180] томская алгебраическая школа указана в тройке научных центров России по изу-
чению абелевых групп (два других сосредоточены в Москве и Санкт-Петербурге).



122 КРЫЛОВ ПЕТР АНДРЕЕВИЧ

П.А. Крылов вместе с супругой Татьяной Ивановной воспитали троих детей.
За научно-педагогические и организаторские достижения Петр Андреевич на-

гражден нагрудным знаком «Почетный работник высшего профессионального
образования РФ», медалью «За заслуги перед г. Томском», медалью «За заслуги
перед Томским университетом», грамотой с благодарностью администрации Том-
ской области за большой вклад в развитие науки и высшего образования, дважды
награждался премией Томского университета за высокие достижения в науке,
он – лауреат премии Томской области в сфере образования, науки, здравоохране-
ния и культуры.

Пожелаем Петру Андреевичу доброго здоровья, творческого долголетия, но-
вых учеников и всяческого благополучия.
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