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В.В. Домбровский, Т.Ю. Пашинская 

 

ПРОГНОЗИРУЮЩЕЕ УПРАВЛЕНИЕ  

СТОХАСТИЧЕСКИМИ НЕЛИНЕЙНЫМИ СИСТЕМАМИ  

С СЕРИАЛЬНО КОРРЕЛИРОВАННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ ПРИ ОГРАНИЧЕНИЯХ 

 
Рассматривается задача управления с прогнозированием по квадратичному критерию для нелинейных дискрет-

ных систем с сериально коррелированными параметрами. Синтезированы стратегии управления при наличии 

явных ограничений на управляющие воздействия. Алгоритм синтеза прогнозирующей стратегии сводится  

к решению последовательности задач квадратичного программирования. 

Ключевые слова: нелинейные стохастические системы; прогнозирующее управление; сериально коррелиро-

ванные параметры; ограничения. 

 

Системам со случайными параметрами уделяется значительное внимание в современной науч-

ной литературе. Это связано с тем, что такие системы нашли широкое практическое применение при 

управлении сложными реальными объектами.  

Эффективным методом решения задач управления такими системами при наличии ограничений яв-

ляется метод управления с прогнозирующей моделью (управление со скользящим горизонтом, model pre-

dictive control, receding horizon control) [1–3]. В работах [4–8] синтезированы алгоритмы прогнозирующего 

управления линейными стохастическими системами со случайными параметрами при ограничениях на 

управления. При этом в [4] рассматриваются системы с мультипликативными шумами, в [5] предполага-

ется, что динамика вектора параметров описывается разностным стохастическим уравнением авторегрес-

сии, в работе [6] предполагается, что известны только первые и вторые моменты распределения сериально 

коррелированных параметров, в [7, 8] рассматривается задача управления системами со скачкообразными 

параметрами, меняющимися в соответствии с эволюцией дискретной марковской цепи. В работе [9] ис-

следованы алгоритмы синтеза прогнозирующего управления для систем с запаздываниями. 

Обзор литературы показывает, что большинство работ посвящено управлению линейными систе-

мами, в то время как многие реальные процессы описываются уравнениями, содержащими нелинейные 

компоненты [10]. Метод прогнозирующего управления с генерацией сценариев для стохастических не-

линейных систем с независимыми параметрами рассматривается в [11]. В работе [12] синтезированы 

стратегии управления со скользящим горизонтом для класса стохастических систем с аддитивной не-

линейностью без учета ограничений. При этом предполагается, что нелинейная составляющая системы 

зависит от состояний, управлений и вектора шумов [13]. В [14] рассматривается задача прогнозирую-

щего управления для этого класса нелинейных систем при ограничениях на управляющие переменные. 

В работе [15] предложен метод синтеза стратегий прогнозирующего управления по квадратичному 

критерию при ограничениях для дискретных стохастических систем с марковскими переключениями, 

состоящих из конечного множества нелинейных подсистем с аддитивной нелинейностью. 

В данной работе рассматривается задача синтеза стратегий управления с прогнозирующей моде-

лью для дискретных нелинейных систем со случайными коррелированными параметрами. Относи-

тельно параметров предполагаются известными только первые и вторые условные моменты распреде-

лений. Синтезированы стратегии управления с прогнозированием по квадратичному критерию при 

наличии явных ограничений на управляющие переменные.  
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1. Постановка задачи 

 

Пусть объект управления описывается уравнением 

 ( 1) ( ) [ ( 1), 1] ( ) ( ( ), ( ), ( 1)),x k Ax k B k k u k f x k u k w k         (1) 

где x(k) – nx-мерный вектор состояния, u(k) – nu-мерный вектор управления, w(k) – вектор белых шумов 

размерности nw с нулевым средним и единичной матрицей ковариации, η(k) – последовательность  

q-мерных случайных векторов; последовательности w(k) и η(k) независимы; A, B[η(k),k] – матрицы со-

ответствующих размерностей, причем элементы матрицы B[η(k),k] зависят от η(k) линейно. 

Характер нелинейной зависимости в функции f таков [13], что для любых x(k)  

  ( ( ), ( ), ( 1)) ( ) 0,E f x k u k w k x k   (2) 

     T 0 T T

1

( ( ), ( ), ( 1)) ( ), ( ), ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
r

i i i

i

E f x k u k w k f x k u k w k x k T T x k W x k u k M u k


      (3) 

где E{…/…} – оператор условного математического ожидания; r = n(n + 1) / 2, iT  ( 0, )i r , 
iW и iM

( 1, )i r  – неотрицательно определенные симметричные матрицы.  

Пусть 1( )k k F  – поток σ-алгебр, где каждая из σ-алгебр kF  порождается последовательно-

стью {η(s): s = 0, 1, 2, … , k} и интерпретируется как доступная информация до момента времени k 

включительно.  

Для процесса η(k) предполагаются известными условные моменты распределений 

 ( ) / ( ),kE k i k i   F  

 T( ) ( ) ( ),( 0,1,2,...),( , 0,1,2,..., )./ k ijE k i k j k k i j d      F  

В дальнейшем будем использовать обозначения: для любой матрицы ψ[η(k),k], зависящей от η(k), 

 ( ) [ ( ), ] / ,kk E k k    F  не указывая зависимость матриц от η(k). 

На управляющие воздействия наложены ограничения вида: 

 min max( ) ( ) ( ) ( ),u k S k u k u k   (4) 

где S(k) – матрица соответствующей размерности. 

Необходимо определить закон управления системой (1) при ограничениях (4) из условия мини-

мума критерия со скользящим горизонтом управления 

 

T
1 2

1

T

( ) { ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( 1 ) ( 1) ( 1 ) / ( ), },

m

i

k

J k m k E x k i R k i x k i R k i x k i

u k i k R k i u k i k x k



        

       F

 (5) 

где m – горизонт прогноза; k – текущий момент времени; 1 0, ( 0( ) )R k i R k i     – весовые матрицы 

соответствующих размерностей; 2( )R k i  – весовой вектор соответствующей размерности. 

 

2. Синтез стратегий прогнозирующего управления 

 

Для решения сформулированной задачи используем методологию управления с прогнозирую-

щей моделью. Данный подход позволяет получить стратегии управления с обратной связью с учетом 

явных ограничений на управляющие воздействия.  

Стратегии управления с прогнозированием определяются по следующему правилу. На каждом 

шаге k минимизируем функционал (5) по последовательности прогнозирующих управлений u(k/k), ... ,  

u(k + m − 1/k), зависящих от состояния системы в момент времени k. В качестве управления в момент 

времени k берем u(k) = u(k/k). Тем самым получаем управление u(k) как функцию состояний x(k),  

т.е. управление с обратной связью. Чтобы получить управление u(k +1) на следующем шаге, процедура 

повторяется для следующего момента k + 1 и т.д. 
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Теорема. Вектор прогнозирующих управлений U(k)=[uT(k/k), ... , uT(k + m − 1/k)]T, минимизирую-

щий критерий (5) при ограничениях вида (4), на каждом шаге k определяется из решения задачи квад-

ратичного программирования с критерием вида 

T T( / ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Y k m k x k G k F k U k U k H k U k    
 

 

при ограничениях 

 min max( ) ( ) ( ) ( ),U k S k U k U k   (6)  

где 

( ) ( ( ),..., ( 1))S k diag S k S k m   ,

T T
T T T T
min min max maxmin max( ) ( ),..., ( 1) , ( ) ( ),..., ( 1)U k u k u k m U k u k u k m        

   
, 

H(k), G(k), F(k)  – блочные матрицы вида 

 

11 12 1

21 22 2

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ,

( ) ( ) ( )

m

m

m m mm

H k H k H k

H k H k H k
H k

H k H k H k

 
 
 
 
 
 

 (7) 

  1 2( ) ( ) ( ) ( ) ,mG k G k G k G k  (8) 

  1 2( ) ( ) ( ) ( ) ,mF k F k F k F k  (9) 

блоки которых равны: 

 
 T

,
1

( ) ( 1) { [ ( ), ] ( ) [ ( ), ] / } ( ) ,j
r

j
t t k

j

H k R k t E B k t k t Q m t B k t k t tr Q m t T M


            F  (10) 

 
T T

, ( ) { [ ( ), ]( ) ( ) [ ( ), ] / }, ,f t
t f kH k E B k t k t A Q m f B k f k f t f        F  (11)  

 
T

, ,( ) ( ), ,t f f tH k H k t f   (12)  

 
 

T

( ) ( ) ( ),t
tG k A Q m t B k t    (13)  

 2( ) ( ) ( ), , 1, ,tF k Q m t B k t t f m     (14)  

где 

 

 T
1 1

1

( ) ( 1) ( 1) ( ), (0) ( ),
r

j j

j

Q i A Q i A tr Q i T W R k m i Q R k m


          (15)  

 2 2 2 2 2( ) ( 1) ( ), (0) ( ).Q i Q i A R k m i Q R k m        (16)  

Закон управления с прогнозированием в каждый момент времени k определяется соотношением 

 
( ) 0 ... 0 ( ),

u u un n nu k I U k     (17)  

где 
unI  – единичная матрица размерности nu, 0

un  – квадратная матрица с элементами, равными нулю, 

размерности nu. 

Оптимальная стратегия прогнозирующего управления системой (1) без учета ограничений опре-

деляется уравнением (17), где 

 

1 T T1
( ) ( )[2 ( ) ( ) ( )].

2
U k H k G k x k F k    (18)  

При этом оптимальное значение критерия (5) определяется выражением 

 

   

T 1 T T

T 0
1 2

1

1
( / ) [2 ( ) ( ) ( )] ( )[2 ( ) ( ) ( )]

4

( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1) .

opt

m

i

J k m k x k G k F k H k G k x k F k

x k Q m R k x k Q m Ax k tr Q i T





     

     

 (19)  
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Замечание. В силу линейной зависимости матриц от случайных параметров, условные матема-

тические ожидания в выражениях (10)–(14) можно вычислить без затруднений. 

Доказательство. Критерий (5) можно записать следующим образом: 





T T
1 2

T T
1 2

( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( / ) ( ) ( / )

( 2) ( 2) ( 2) ( 2) ( 2) ( 1/ ) ( 1) ( 1/ )

J k m k E x k R k x k R k x k u k k R k u k k

E x k R k x k R k x k u k k R k u k k

         

           
 

 T
1 2... ( ) ( ) ( ) ( ) ( )E x k m R k m x k m R k m x k m         

T
1 1( 1/ ) ( 1) ( 1/ ) / ( 1), } / ... / ( 1), } / ( ), }k m k ku k m k R k m u k m k x k m x k x k           F F F . 

Введем обозначение 

 T T
1 2( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( / ) ( ) ( / )k sJ E x k s R k s x k s R k s x k s u k s k R k s u k s k                   

 T T
1 2( 2) ( 2) ( 2) ( 2) ( 2) ( 1/ ) ( 1) ( 1/ ) ...E x k s R k s x k s R k s x k s u k s k R k s u k s k                     

 T T
1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1/ ) ( 1) ( 1/ )/E x k m R k m x k m R k m x k m u k m k R k m u k m k               

1 1/ ( 1), }/ ... / ( 1), }/ ( ), }k m k s k sx k m x k s x k s        F F F . 

Очевидно, что 

 

T
1 2

T
1

{ ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

( / ) ( ) ( / ) ( ), }

k s

k s k s

J E x k s R k s x k s R k s x k s

u k s k R k s u k s k J x k s



  

            

      F
  (20) 

и 

 ( ) .kJ k m k J    (21) 

Рассмотрим 

 

T
1 1 2

T
1

{ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( 1/ ) ( 1) ( 1/ ) / ( 1), }.

k m

k m

J E x k m R k m x k m R k m x k m

u k m k R k m u k m k x k m

 

 

      

         F
 (22) 

Выражая x(k + m) через x(k + m – 1) из (1), будем иметь 

 ( ) ( 1) [ ( ), ] ( 1) ( ( 1), ( 1), ( )).x k m Ax k m B k m k m u k m f x k m u k m w k m                  (23) 

Подставляя (23) в (22) и взяв условное математическое ожидание с учетом (2) и (3), получим 

T T
1

1

( 1) (0) ( (0) ) ( 1)
r

j j
k m

j

J x k m A Q A tr Q T W x k m 


 
       

 
 

T T
1

T T
1

1

2 ( 1) (0) { [ ( ), ] / } ( 1 )

( 1/ )[ { ( ) (0) ( ) / } { (0) } ( 1)] ( 1/ )

k m

r
j j

k m
j

x k m A Q E B k m k m u k m k

u k m k E B k m Q B k m tr Q T M R k m u k m k

 

 


        

           

F

F
 

0
2 2 1(0) ( 1) (0) { [ ( ), ] / } ( 1/ ) { (0) },k mQ Ax k m Q E B k m k m u k m k tr Q T          F  

где 1(0) ( )Q R k m  , 2 2(0) ( ).Q R k m   

Предположим далее, что для некоторого q верно: 

  T T

1

( ) ( 1) ( 1) ( )
r

j j
k m q

j

J x k m q A Q q A tr Q q T W x k m q 


 
         

 
  (24) 

T T T

1

T T

1

2 ( ) ( ) ( 1) { [ ( 1), 1]/ } ( / )

( / )[ { [ ( 1), 1] ( 1) [ ( 1), 1]/ }

q
q i

k m q
i

q

k m q
i

x k m q A A Q i E B k m i k m i u k m i k

u k m i k E B k m i k m i Q i B k m i k m i


 



 


             

                  

F

F

 

 
1

( 1) ( )] ( / )
r

j j

j

tr Q i T M R k m i u k m i k
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1
T T

1 1

0

1

2 2
1

2 ( / ) { [ ( 1), 1] ( 1)

[ ( 1), 1]/ } ( / ) ( 1)

( 1) ( ) ( 1) { [ ( 1), 1]/ } ( / ),

q q

i l i

q
l i

k m q
i

q

k m q
i

u k m i k E B k m i k m i Q i

A B k m l k m l u k m l k tr Q i T

Q q Ax k m q Q i E B k m i k m i u k m i k



  


 



 


            

            

              

F

F

 

где Q(i), Q2(i) определяются выражениями (15)–(16). 

Покажем, что данная формула верна и для q + 1. Действительно, из (20) следует, что 

 T
( 1) 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )k m qJ E x k m q R k m q x k m q R k m q x k m q                 

 T
( 1)( ( 1) / ) ( ( 1)) ( ( 1) / ) / ( ( 1)), }.k m q k m qu k m q k R k m q u k m q k J x k m q                  F  (25) 

Подставим в (25) вместо Jk + m – q его выражение из (24), вместо x(k + m – q) его выражение через  

x(k + m – (q + 1)), используя (23); возьмем условное математическое ожидание и, преобразовав выра-

жение, получим, что 

  T T
( 1)

1

( ( 1)) ( ) ( ) ( ( 1))
r

j j
k m q

j

J x k m q A Q q A tr Q q T W x k m q  


 
         

 
  (26) 

 

1
T T T ( 1)

( 1)
1

1
T T

( 1)
1

1

2 ( ( 1)) ( ) ( 1) { [ ( 1), 1] / } ( / )

( / )[ { [ ( 1), 1] ( 1) [ ( 1), 1] / }

( 1) ( )]

q
q i

k m q
i

q

k m q
i

r
j j

j

x k m q A A Q i E B k m i k m i u k m i k

u k m i k E B k m i k m i Q i B k m i k m i

tr Q i T M R k m i u


 

  




  




              

                  

    

F

F

 

1
T T

1 1

1
0

( 1)
1

1

2 2 (
1

( / )

2 ( / ) { [ ( 1), 1] ( 1)

[ ( 1), 1] / } ( / ) ( 1)

( ) ( ( 1)) ( 1) { [ ( 1), 1] /

q q

i l i

q
l i

k m q
i

q

k m q
i

k m i k

u k m i k E B k m i k m i Q i

A B k m l k m l u k m l k tr Q i T

Q q Ax k m q Q i E B k m i k m i



  




  




 


  

            

            

            

F

F 1)} ( / ).u k m i k  

 

Формула (26) совпадает с (24), если в (24) q заменить на q + 1, а значит, согласно принципу ма-

тематической индукции формула (24) верна для всех 1,q m . 

Из (24) и (21) следует, что  

  T T

1

( / ) ( ) ( 1) ( 1) ( )
r

j j

j

J k m k x k A Q m A tr Q m T W x k


 
      

 
 (27) 

 

T T T

1

T T

1

1

1
T T

1 1

2 ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( / )

( / )[ { [ ( 1), 1] ( 1) [ ( 1), 1] / }

( 1) ( )] ( / )

2 ( / ) { [ (

m
m i

i

m

k
i

r
j j

j

m m

i l i

x k A A Q i B k m i u k m i k

u k m i k E B k m i k m i Q i B k m i k m i

tr Q i T M R k m i u k m i k

u k m i k E B k m i











  

       

                  

       

      

F

 0

1

2 2
1

1), 1] ( 1)

[ ( 1), 1] / } ( / ) ( 1)

( 1) ( ) ( 1) ( 1) ( / ).

m
l i

k
i

m

i

k m i Q i

A B k m l k m l u k m l k tr Q i T

Q m Ax k Q i B k m i u k m i k







     

            

        

F
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Выражение (27) можно записать в матричном виде: 

 
 

T T
1 2

T T 0

1

( ) ( ) [ ( ) ( )] ( ) ( 1) ( )

[2 ( ) ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ,
m

i

J k m k x k A Q m R k Ax k Q m Ax k

x k G k F k U k U k H k U k tr Q i T


     

    
  (28) 

где матрицы H(k), G(k), F(k)  имеют вид (7)–(14). 

Таким образом, имеем задачу минимизации критерия (28) при ограничениях (6), которая эквива-

лентна задаче квадратичного программирования с критерием (5) при ограничениях (4). 

Очевидно, что если ограничения на управляющие воздействия отсутствуют, то оптимальный 

вектор прогнозирующих управлений U(k), минимизирующий критерий (28) на траекториях системы 

(1), определяется уравнением (18). Нетрудно показать, что при этом оптимальное значение критерия 

(28) имеет вид (19). 
 

Заключение 

 

В данной работе предложен метод синтеза стратегий прогнозирующего управления по квадратич-

ному критерию для нелинейных дискретных систем с сериально коррелированными параметрами. Для 

синтеза стратегий управления достаточно знать только условные первые и вторые моменты распределе-

ний вектора случайных параметров. Данный подход позволяет в явном виде учесть ограничения на 

управления. Алгоритм синтеза прогнозирующей стратегии включает решение последовательности задач 

квадратичного программирования. Синтезированы стратегии управления с учетом явных ограничений 

на управляющие воздействия. 
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Let the control object is described by the equation: 

 ( 1) ( ) [ ( 1), 1] ( ) ( ( ), ( ), ( 1)),x k Ax k B k k u k f x k u k w k                                        (1) 

where x(k) is the nx-dimensional vector of state; u(k) is the nu-dimensional vector of control; w(k) is the nw-dimensional vector of white 

noses with zero-mean and identity covariance matrix; η(k) is the q-dimensional stochastic vector; w(k) is independent of  

η(k) (k = 0, 1, 2…);  A, B[η(k),k] are the matrices of corresponding dimensions. All of the elements of B[η(k),k] are assumed to be 

linear functions of η(k). 

The function f is defined by its statistical properties as follows: 

 ( ( ), ( ), ( 1)) ( ) 0,E f x k u k w k x k    

    T 0 T T

1

( ( ), ( ), ( 1)) ( ), ( ), ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
r

i i i

i

E f x k u k w k f x k u k w k x k T T x k W x k u k M u k


      

for all x(k), where r = n(n + 1)/2, 
iT  ( 0, )i r , iW and 

iM ( 1, )i r  are positive semidefinite and symmetric matrices. 

Let 1( )k k F be the complete filtration with σ-field kF generated by the {η(s): s = 0, 1, 2, …, k} that models the flow of infor-

mation to the moment k. 

We allow the parameters η(k) to be serially correlated. Let us assume that we know the first- and second-order  conditional moments 

for the stochastic vector η(k) about kF : 

 ( ) / ( ),kE k i k i    F  

 T( ) ( ) ( ),( 0,1,2,...),( , 0,1,2,..., )./ k ijE k i k j k k i j d      F  

We impose the following inequality constraints on the control inputs (element-wise inequality): 

                               min max( ) ( ) ( ) ( ),u k S k u k u k                                                            (2) 

where S(k) is the matrix of corresponding dimension. 

For control of system (1) we synthesize the strategies with a predictive control model. At each step k we minimize the quadratic 

criterion with a receding horizon 

T T
1 2

1

( ) { ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1 ) ( 1) ( 1 ) / ( ), },
m

k
i

J k m k E x k i R k i x k i R k i x k i u k i k R k i u k i k x k


               F  

on trajectories of system (1) over the sequence of predictive controls u(k/k), …, u(k + m – 1/k) dependent on information up to moment k, 

under constraints (2), where 1 0, ( 0( ) )R k i R k i     are given symmetric weight matrices of corresponding dimensions, 2 ( )R k i  

is a given vector of corresponding dimension, m is the prediction horizon, k is the current moment. The synthesis of predictive control 

strategies is reduced to the sequence of quadratic programming tasks. 
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ОБ ОПТИМАЛЬНОСТИ ОСОБЫХ УПРАВЛЕНИЙ  

В ЗАДАЧЕ УПРАВЛЕНИЯ СТУПЕНЧАТЫМИ ДИСКРЕТНЫМИ  

ДВУХПАРАМЕТРИЧЕСКИМИ СИСТЕМАМИ 
 

Рассматривается ступенчатая задача оптимального управления, описываемая дискретными двухпараметриче-

скими системами типа Форназини–Маркезини. Установлено необходимое условие оптимальности первого по-

рядка типа принципа максимума Понтрягина и исследован особый случай. 

Ключевые слова: ступенчатая система; дискретная двухпараметрическая система типа Форназини–Мар-

кезини; необходимое условие оптимальности; особые управления. 

 

В работах [1–8 и др.] изучаются различные аспекты задач оптимального управления системами, 

описываемых дискретными двухпараметрическими системами типа Форназини–Маркезини. 

В предлагаемой работе исследуется одна ступенчатая задача оптимального управления, описываемая 

системой Форназини–Маркезини. Получен аналог дискретного принципа максимума. Исследован случай 

его вырождения (особый случай). Частный случай рассматриваемой задачи изучен в [9, 10 и др.]. 
 

1. Постановка задачи 
 

Пусть требуется минимизировать функционал 

 
       1 1 2 2, , ,S u v z t X y t X    (1) 

при ограничениях: 

  ,, rRUxtu        1...,,1,;1...,,1,:,, 001001  XxxxttttxtDxt , 

 
  ,, qRVxtv      1...,,1,;1...,,1,:,, 002112  XxxxttttxtDxt , (2) 

       ,,,,,,1,1 xtuxtzxtfxtz     ,, 1Dxt                       (3) 

 

   

   

   

0 0 0

0 1 0 0 1

0 1 0

, α , , 1,..., ,

, β , , 1,..., ,

α β ,

z t x x x x x X

z t x t t t t t

x t

  

  



      (4) 

 
      ,,,,,,1,1 xtvxtyxtgxty      2, Dxt  , (5) 

    

    

   

    

1 1 0 0

0 2 1 1 2

0 1 0 2 1

, , , , , 1,..., ,

, β , , 1,..., ,

, , β .

y t x G x z t x x x x X

y t x t t t t t

G x z t x t

  

  



                    (6) 

Здесь  uzxtf ,,, ,   vyxtg ,,,  – заданная n  (m)-мерная вектор-функция, непрерывная по совокупности 

переменных вместе с частными производными по z  (y) до второго порядка включительно;  1 z , 

 2 y  – заданные дважды непрерывно дифференцируемые скалярные функции;  α x ,  βi t , 2,1i  – 

заданные дискретные вектор-функции соответствующих размерностей;  xtu ,    xtv ,  – r  (q)-мерный 

вектор управляющих воздействий; U, V – заданные, непустые и ограниченные множества;  zxG ,  – 

заданная m-мерная вектор-функция, непрерывная по совокупности переменных вместе с частными 

производными по z до второго порядка включительно; t0, t1, t2, x0, X – заданные числа, причем разности 

t2 – t1 и X – x0 есть натуральные числа. 
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Отметим, что ступенчатый характер модели заключается в скачкообразном изменении модели при 

переходе точки ),( xt из области D1 в D2. 

Пару     xtvxtu ,,,  с вышеприведенными свойствами назовем допустимым управлением. 

Допустимое управление     xtvxtu ,,, , доставляющее минимум функционалу (1) при ограниче-

ниях (2)–(6), назовем оптимальным управлением, а соответствующий процесс 

        xtyxtzxtvxtu ,,,,,,,  – оптимальным процессом. 

 

2. Формула для приращения критерия качества.  

Дискретный принцип максимума 

 

Считая         xtyxtzxtvxtu ,,,,,,,   фиксированным допустимым процессом, введем обозначения: 

   1 1, , , ,ψ ψ , , ,H t x z u f t x z u
  , 

   2 2, , , ,ψ ψ , , ,M t x y v g t x y v
  . 

Здесь οψ i , 2,1i  – пока неизвестные n- и m-мерные вектор-функции соответственно. 

Через                   ,,,,,,,,,,,, xtzxtzxtzxtvxtvxtvxtuxtuxtu   

    xtyxty ,,  xty , , обозначим произвольный допустимый процесс и запишем приращение 

функционала качества (1): 

                    .,,,,,,, 22221111 XtyXtyXtzXtzvuSvuSvuS    (7) 

Ясно, что приращение     xtyxtz ,,,   состояния     xtyxtz ,,,   является решением краевой задачи 

            xtuxtzxtfxtuxtzxtfxtz ,,,,,,,,,,1,1  ,                      (8) 

 
 

  ,...,,1,,0,

,...,,1,,0,

1000

000

ttttxtz

Xxxxxtz




                                             (9) 

            ,,,,,,,,,,,1,1 xtvxtyxtgxtvxtyxtgxty                         (10) 

 
       

  ....,,1,,0,

,...,,1,,,,,,,

2110

00111

ttttxty

XxxxxtzxGxtzxGxty



 

                           (11) 

С учетом (8) и (10) будем иметь 

 

   

             

1

0 0

1

0 0

1 1

1

1 1

1 1

ψ , 1, 1

, , , , , , , , , , , , ,ψ , ,

t X

t t x x

t X

t t x x

t x z t x

H t x z t x u t x t x H t x z t x u t x t x

 


 

 
   

 

   

   
 





          (12) 

 

   

             

2

1 0

2

1 0

1 1

2

1 1

2 2

ψ , 1, 1

, , , , , ,ψ , , , , , , ,ψ , .

t X

t t x x

t X

t t x x

t x y t x

M t x y t x v t x t x M t x y t x v t x t x

 


 

 
   

 

   

  
 





  (13) 

Выполнив замену переменных 1t , sx 1  получим 

 

           

           

1 1

0 0 0 0 0

1

0 0 0

1 1

1 1 1 1 1

1 1 1

1

1 0 0 1 1 1 1

1 1

, 1, 1 ψ 1, 1 , ψ 1, 1 ,

ψ 1, 1 , ψ 1, 1 , ψ 1, 1 ,

t tX X X

t t x x t t x x x x

tX X

x x t t x x

t x z t x t x z t x t x z t x

t x z t x t x z t x t X z t X

 
    

       


    

    

            

            

   

  

  (14) 

           
1

0 0

11

1 1 0 1 0 1 1 1 1ψ 1, 1 , ψ 1, 1 , ψ 1, 1 ,
tX

x x t t

t x z t x t x z t x t X z t X
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1 1

0 0 0

1 1 1

1 0 0 1ψ 1, 1 , ψ 1, 1 , ,
t t X

t t t t x x

t x z t x t x z t x
  

  

  

          

           
2 2

1 0 1 0 0

1 1

2 2 2 2 2

1 1 1

, 1, 1 1, 1 , 1, 1 ,
t tX X X

t t x x t t x x x x

t x y t x t x y t x t x y t x
 

    

       

                   

           
2

0 1 0

1

2 1 1 2 2 2 2

1 1

1, 1 , 1, 1 , 1, 1 ,
tX X

x x t t x x

t x y t x t x y t x t X y t X


    

    

                  

 

           
0

1

2 2 0 2 0 2 2 2 2 1 11, 1 , 1, 1 , 1, 1 ,
X

x x

t x y t x t x y t x t X y t X


    



               (15) 

           
2

0 1

11

2 1 0 1 0 2 1 1 21, 1 , 1, 1 , 1, 1 ,
tX

x x t t

t x y t x t x y t x t X y t X


    

 

                 

       
2 2

1 1 0

1 1 1

2 0 0 21, 1 , 1, 1 , .
t t X

t t t t x x

t x y t x t x y t x
  

  

  

            

Полагая 

          2 2 1 1 2 1 1, , 1, 1 , 1, 1 , ,N z x t x y t x t x G x z t x
           

и учитывая тождества (14), (15), в (7) имеем 

 
  

   
  

 

  
   

  
     

           
1

0 0 0

2

1 1 1 1

1 1 12

2

2 2 2 2

2 2 2 1 1 12

11 1

1 1 1 1 1

, ,1
, , , ,

2

, ,1
, , , 1, 1 ,

2

1, 1 , 1, 1 , 1, 1 ,
tX X

x x t t x x

z t X z t X
S u v z t X z t X z t X

z z

y t X y t X
y t X y t X y t X t X z t X

y y

t x z t x t X z t X t x z t x

 

 

 



 
    

  

  
      

 

  
         

 

                
1

0

1t

t t







 

             

        

               

 

1

0 0

1

0 0

1

0 0

1 1

1 1

1 1

, , , , , ,ψ , , , , , , , ,

, , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , ,

1
,

2

t X

t t x x

t X

z

t t x x

t X

z z

t t x x

H t x z t x u t x t x H t x z t x u t x t x

H t x z t x u t x t x z t x

H t x z t x u t x t x H t x z t x u t x t x z t x

z t x H

 
    

 

 
  

 

 
    

 

    
 

   


      
 

 







        

                 

        

1

0 0

1

0 0

1

0 0

1 1

1

1 1

1 1

1 1
2 2 2

1 1 2 2 3

, , , , , , , ,

1
, , , , , , , , , , , , , , , ,

2

, , ,

t X

zz

t t x x

t X

zz zz

t t x x

t X

t t x x

t x z t x u t x t x z t x

z t x H t x z t x u t x t x H t x z t x u t x t x z t x

z t X y t X z t x

 
  

 

 
    

 

 

 

  

       
 

        







 

           

           

         

0

0

0 0

1

2 2 2 2 2 2 2 1

1

1 2 1 1 2 1 1

1 1
2

1 2 1 1 4 1

1, 1 , ψ 1, 1 , , , ,

, , , , , , , ,

1
, , , , , ,

2

X

z

x x

X

zz z

x x

X X

zz

x x x x

t X y t X t x y t x N z X z t X

z t X N z t X z t X N z t x x z t x

z t x N z t x x z t x z t x


    




   



 
 

 

           

       

       





 

 

 

       
2 2

1 1 0

1 1 1

2 21, 1 , ψ 1, 1 ,
t t X

t t t t x x

t X y t X t x y t x
  

  

  

                                (16) 
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2

1 0

1 1

2 2, , , , , ,ψ , , , , , , , ,
t X

t t x x

M t x y t x v t x t x M t x y t x v t x t x
 

    

 

    
   

               
2

1 0

1 1

2 2, , , , , , , , , , , , , , ,
t X

y y

t t x x

M t x y t x v t x t x M t x y t x v t x t x y t x
 

    

 


      
   

          
2

1 0

1 1

2

1
, , , , , , , , ,

2

t X

yy

t t x x

z t x M t x y t x v t x t x y t x
 

  

 

      

                 
2

1 0

1 1

2 2

1
, , , , , , , , , , , , , , , ,

2

t X

yy yy

t t x x

z t x M t x y t x v t x t x M t x y t x v t x t x y t x
 

    

 

       
 

           
2 2

0 0 1 0

1 11 1
2

5 2, , , , , , , , , .
t tX X

y

t t x x t t x x

y t x M t x y t x v t x t x y t x
  

  

   

        

Если предполагать, что     1 2, ,ψ ,t x t x   является решением системы разностных уравнений 

 
   1ψ 1, 1 ,zt x H t x    ,                             (17) 

      1 1 1 1 11, 1 , , ψ 1,zt x G x z t x t x       , 

 1ψ 1, 1 0t X    , 

 
  

    
1 1

1 1 1 2 1

,
1, 1 , , ψ 1, 1z

z t X
t X G X z t X t X

z



  


       


, 

 
   2ψ 1, 1 ,yt x M t x    ,                                       (18) 

 2ψ 1, 1 0t X    , 

 2 2ψ 1, 1 0t x    , 

 
  2 2

2 2

,
ψ 1, 1

y t X
t X

y






   


, 

то формула приращения (16) примет вид 

               

 
  

 

               

 

1

0 0

1

0 0

1 1

1 1

2

1 1

1 12

1 1

2

2 2

2

, , , , , , , , , , , , , ,ψ ,

,1
, ,

2

, , , , , , , , , , , , , , ,

1
,

2

t X

t t x x

t X

z z

t t x x

S u v H t x z t x u t x t x H t x z t x u t x t x

z t X
z t X z t X

z

H t x z t x u t x t x H t x z t x u t x t x z t x

y t
y t X

 
      

 



 
    

 



      
 

 
   




      
 

 
 





  
        2 1 2 1 12

, 1
, , , , , ,

2
zz

X
y t X z t X N z t X X z t X

y

      


 

 

             

               

          

2

1 0

2

1 0

2

1 0

1 1

2 2

1 1

2 2

1

2

, , , , , , , , , , , , ,ψ ,

, , , , , , , , , , , , , , ,

1
, , , , , , , , ,

2

t X

t t x x

t X

y y

t t x x

t X

yy

t t x x

M t x y t x v t x t x M t x y t x v t x t x

M t x y t x v t x t x M t x y t x v t x t x y t x

y t x M t x y t x v t x t x y t x

 
    

 

 
    

 

 
  

 

    
 


      
 

   





   
1

2

1,z t X   

  (19) 

           .,,,,
2

1 1
2

1 1
22

2

2

1 0

1

0 0

xtyxtyxtzXty

t

tt

X

xx

t

tt

X

xx
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Предположим, что множества 

            ,,,,,,,,,,:,,,, 111 DxtUxtuxtuxtzxtfUxtzxtf    

             222 ,,,,,,,,,:,,,, DxtVxtvxtvxtyxtgVxtyxtg                     (20) 

выпуклы. 

Пусть  1,0  – произвольное число, а   Uxtu , ,   1, Dxt  ,   Vxtv , ,   2, Dxt   – произвольные 

допустимые управляющие функции. Используя произвольность допустимых управляющих функций 

 xtu , ,  xtv , , вместо них возьмем допустимые управляющие функции  ;, xtu ,  ;, xtv  таким обра-

зом, чтобы выполнялись соотношения: 

 

             

    

1, 1; , , , ;ε , , 1 , , , ; , ,

, , , ; , , ; ,

z t x f t x z t x u t x f t x z t x u t x

f t x z t x u t x

         

  
          (21) 

   0 , ;εz t x x  ,    Xxxx ,...,1, 00  , 

    0 1, ;εz t x t ,     
0 0 1, 1,...,t t t t  ,                                                (22) 

 

      

           

1, 1; , , , ; , , ;ε

, , , ; , , 1 , , , ; , , ,

y t x g t x y t x v t x

g t x y t x v t x g t x y t x v t x

     

      
                (23) 

    1 1, ; , , ;εz t x G x z t x  ,     Xxxx ,...,1, 00  , 

    0 2, ;εy t x t ,     211 ,...,1, tttt  .               (24) 

Введем обозначения 

 

 
 

0

, ;ε
,

z t x
t x




 


,                                                 (25) 

 

 
 

0

, ;ε
,

y t x
t x




 


.                                                  (26) 

Учитывая условия, наложенные на правые части уравнений (8), (10), получим, что 

 
         , ;ε , , ;ε ε , ε; ,z t x z t x z t x t x t x

      ,                   (27) 

 
         ε, ;ε , , ;ε ε , ε; ,y t x y t x y t x t x t x      ,                        (28) 

где  α ,t x  и  β ,t x  являются решениями краевых задач 

  
    

        ,

, , , , ,
1, 1 , , , , , ,

u t x

f t x z t x u t x
t x t x f t x z t x u t x

z

 

 


      


,            (29) 

 0α , 0t x  ,   Xxxx ,...,1, 00  , 

  0α , 0t x  ,   100 ,...,1, tttt  ,                                 (30) 

 

 
    

        ,

, , , , ,
β 1, 1 β , , , , , ,

v t x

g t x y t x v t x
t x t x g t x y t x v t x

y

 

 


    


,          (31) 

      1 1 1β , , , α ,zt x G x z t x t x ,   Xxxx ,...,1, 00  , 

  0β , 0t x  ,   211 ,...,1, tttt  .                                 (32) 

Учитывая разложения (27), (28), из формулы (19) получим 

              

             

             

1

0 0

2

1 0

1 1

1 1

1 1

2 2

, , , , ; , , ;ε , , ,

, , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , ,

t X

t t x x

t X

t t x x

S u t x v t x S u t x v t x S u t x v t x

H t x z t x u t x t x H t x z t x u t x t x

M t x y t x v t x t x M t x y t x v t x t x
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1

0 0

2 12 1
1 1

1 12

,
, , , , , , , , ,ψ , ,

2

2 , , , , , , , ,
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Из разложения (33) в силу независимости и произвольности допустимых управлений  xtu ,  и 

 xtv ,  получаем справедливость следующего утверждения. 

Теорема 1. Если множества (20) выпуклы, то для оптимальности допустимого управления 

    xtvxtu ,,,   в задаче (1)–(6) необходимо, чтобы неравенства 
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выполнялись для всех   Uxtu , ,   1, Dxt  ,   Vxtv , ,   2, Dxt   соответственно. 

Пара соотношений (34), (35) является аналогом дискретного условия принципа максимума Понт-

рягина для рассматриваемой задачи. 

 

3. Особый случай дискретного принципа максимума 
 

Рассмотрим случай вырождения аналога дискретного условия максимума. 

Определение. Допустимое управление     xtvxtu ,,,   назовем особым в смысле принципа 

максимума Понтрягина управлением в задаче (1)–(6), если для всех   Uxtu , ,   1, Dxt  ,   Vxtv , , 

  2, Dxt   выполняются соотношения 
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Случай выполнения тождеств (36), (37) назовем особым случаем. 

В особом случае из разложения (33) вытекает справедливость утверждения. 

Теорема 2. При сделанных предположениях для оптимальности особого управления 

    xtvxtu ,,,   необходимо, чтобы вдоль процесса         xtyxtzxtvxtu ,,,,,,,   выполнялись  

неравенства 
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где  xt,  есть решение краевой задачи (29), (30), а  1β ,t x есть решение задачи 

                  1 1β 1, 1 , , , , , β ,yt x g t x y t x v t x t x    ,                            (39) 

      1 1 1 1 0 0β , , , α , , , 1,...,zt x G x z t x t x x x x X   , 

  1 0 1 1 2β , 0, , 1,..., ,t x t t t t                                               (40) 
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 (41) 

где  2β ,t x  есть решение задачи 

                2 2 ,
β 1, 1 , , , , , β , , , , , ,z v t x

t x g t x y t x v t x t x g t x y t x v t x       ,            (42) 

 2 1 0 0β , 0, , 1,..., ,t x x x x X    

  2 0 1 1 2β , 0, , 1,...,t x t t t t   .                                (43) 

Неравенства (38), (41) являются неявными необходимыми условиями оптимальности особых 

управлений. Используя их, получим явное необходимое условие оптимальности. 

Решение  ,t x  краевой задачи (29), (30) допускает представление [8] 
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где  1 , ; ,R t x s  –  nn матричная функция – решение задачи 

        suszsfsxtRsxtR z ,,,,,,;,1,1;,1   , 

  01,1;,1  xxtR , 

  01,1;,1  stxtR , 

  11 1,1;, ExtxtR   

(
1E  –  nn  единичная матрица). 

Через  sxtR ,;,2   обозначим  mm  матричную функцию, являющуюся решением задачи 

        svsysgsxtRsxtR y ,,,,,,;,1,1;, 22   , 

  01,1;,2  xxtR , 

  01,1;,2  stxtR , 

  22 1,1;, ExtxtR   

( 2E  –  mm  единичная матрица). 

Тогда решения задач (39)–(40) и (42), (43) допускают соответственно представления 
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где  sxtQ ,;,   определяется формулой 
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Используя представление (44), (45), получим 
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Далее при помощи представления (46) получаем, что 
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Введем матричные функции  τ, , ,K s m ,  τ, , ,L s m : 
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Учитывая тождества (47)–(54) и выражения для  msK ,,,  ,  msL ,,,   неравенства (38), (39) 

записывается в виде: 
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    (56) 

Теорема 3. Пусть множества (20) выпуклы. Тогда для оптимальности особого в смысле прин-

ципа максимума Понтрягина управления     ο ο, , ,u t x v t x  необходимо, чтобы неравенства (55), (56) 

выполнялись для всех  ,u t x U ,   1,t x D ,  ,v t x V ,   2,t x D  соответственно. 

 

Заключение 

 

В статье изучается одна дискретная двухпараметрическая задача оптимального управления, опи-

сываемая системой Форназини–Маркензини. При помощи метода приращений доказаны необходимые 
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условия оптимальности в форме дискретного принципа максимума. Исследован случай вырождения 

дискретного условия максимума. Установлено необходимое условие оптимальности особых управ-

лений. 

Авторы выражают глубокую благодарность рецензенту за полезные замечания, способствующие 

улучшению первоначального варианта статьи. 
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Let be required to minimize the functional 

 
       1 1 2 2, , ,S u v z t X y t X   ,                                                 (1) 

with constraints 

 , ,ru t x U R       1 0 0 1 0 0, , : , 1,..., 1; , 1,..., 1t x D t x t t t t x x x X        , 

 
 , ,qv t x V R      2 1 1 2 0 0, , : , 1,..., 1; , 1,..., 1t x D t x t t t t x x x X        ,             (2) 

 
      1, 1 , , , , , ,z t x f t x z t x u t x      1, ,t x D                                           (3) 
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Here  , , ,f t x z u ,   , , ,g t x y v  is a given n (m)-dimensional vector function that is continuous with respect to the set of variables 

together with its partial derivatives with respect to z (y) up to the second order inclusive, φ1(z), φ2(y) are given twice continuously 

differentiable scalar functions,  α x ,  βi t , 1,2i   are given discrete vector-valued functions of corresponding dimensions,  ,u t x  

  ,v t x  is r (q)-dimensional control actions vector, U, V are given non-empty and bounded sets,  ,G x z  is a given m-dimensional 

vector-valued function continuous with respect to the set of variables together with its partial derivatives with respect z up to second 

order inclusive, 
0 1 2 0, , , ,t t t x X  are given numbers, and the differences 

2 0t t  and 
0X x  are integers. 

The first order necessary optimality conditions of the Pontryagin maximum principle type is established and singular case is inves-

tigated. 
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Рассматривается задача оптимального управления односекторной экономикой при случайном изменении фон-

довооруженности труда. В качестве критерия оптимальности выбирается максимум среднего значения непро-

изводственного потребления на заданном периоде производства. Решение проводится с помощью метода ди-

намического программирования. 
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оптимальное управление; динамическое программирование. 

 

Проблема управления односекторной экономикой восходит к [1, 2]. Ей посвящено большое ко-

личество работ, в которых рассматриваются и решаются разные варианты задач, в том числе и задачи 

оптимального управления такой экономикой (например, [36]). Естественным продолжением этих  

исследований является решение задач с учетом каких-либо случайных возмущений, действующих в про-

цессе производства. Состояние односекторной экономики определяется двумя величинами: K(t)  ос-

новной капитал и L(t)  трудовые ресурсы. Вообще говоря, изменение основного капитала во времени 

происходит случайным образом из-за таких факторов, как случайный износ основных производствен-

ных фондов, приобретение новых фондов, цена на которые зависит от курса валют, производственная 

неопределенность, экономическая конъюнктура и т.п. Если основной капитал изменяется случайным 

образом, то фондовооруженность труда k = K/L и непроизводственное потребление c = C/L, приходя-

щиеся на одного работника, также будут изменяться случайным образом. В [7] на основании изучения 

статистических данных приводится определенное обоснование того, что влияние экзогенных случай-

ных факторов на экономическую динамику можно моделировать процессом броуновского движения. 

В настоящей работе рассматривается задача оптимального управления односекторной экономи-

кой при случайном изменении фондовооруженности труда. В качестве критерия оптимальности выби-

рается максимум среднего значения непроизводственного потребления на заданном периоде производ-

ства. Решение задачи проводится с помощью метода динамического программирования. 

 

1. Постановка задачи  

 

Состояние экономики характеризуется двумя величинами: фондовооруженностью труда k(t) и не-

производственным потреблением c(t), приходящимися на одного работника, а также производственной 

функцией F(k)  валовым продуктом, произведенным в единицу времени. В детерминированном слу-

чае эти переменные удовлетворяют уравнениям 

 0μ (0k uF k, k ) k ,                                                    (1) 

 
δ (1 ) , (0) 0,c c u F c                                                    (2) 

где  – коэффициент амортизации,   норма дисконтирования (  0,   0), uF  часть продукта, 

которая идет на увеличение основного капитала, (1  u)F  часть продукта, которая идет на увеличение 

непроизводственного потребления. Таким образом, в задаче управляющим параметром является коэф-

фициент u, который должен удовлетворять условию 

 0 ≤ u ≤ 1.                                                             (3) 
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Далее используется производственная функция Кобба–Дугласа, т.е. F(k) = Akα, где А – масштаб 

темпа производства (А > 0), α  коэффициент эластичности по основным фондам. Предполагается, что 

планируемый период производства [0, Т] задан и достаточно велик. Согласно (2) общее непроизвод-

ственное потребление на интервале [0, Т] при заданном управлении u равно  

 

δ( )

0

( ) (1 ) ( ) . 
T

T tc T e u F k dt                                               (4) 

Детерминированная задача: в течение интервала времени [0, Т] найти такое управление u(t) с 

учетом (3), при котором функционал (4) достигает максимума. Эта задача с помощью принципа мак-

симума Понтрягина подробно решена в [8]. 

В [7] предложено учет случайных воздействий на фондовооруженность труда представить в виде 

уравнения   

 
0μ σ ξ( ), (0) ,k uF k k t k k                                              (5) 

где (t)  стандартный белый гауссовский шум (или (t) = d(t)/dt, где (t)  винеровский процесс),  

  коэффициент волатильности. Таким образом, процесс k(t) становится случайным. Однако этот про-

цесс измеряется, т.е. в каждый момент времени t значение k(t) известно. 

Стохастическая задача: в течение интервала времени [0, Т] найти такое управление u(t) для (2) 

и (5) с учетом (3), при котором среднее значение функционала (4) максимально. В статье задача реша-

ется с помощью метода динамического программирования [9]. 

 

2. Решение стохастической задачи 

 

Согласно методу динамического программирования, введем функцию Беллмана 

δ( )

[ ]
( ; ) max (1 ) ( )

  
  

  

T

T t

u t ,T
t

s k t,T M e u F k dt k ,t  

 среднее значение величины с(Т) при условии, что процесс продолжается на интервале времени [t, Т] 

с начальным условием k(t) = k и на этом интервале применяется оптимальное управление. Для этой 

функции можно записать уравнение Беллмана: 

 

2
δ( ) 2 2

2
0 ( ) 1

2
δ( ) δ( ) 2 2

2
0 ( ) 1

( ; ) ( ; ) 1 ( ; )
max ( ( ) μ ) (1 ) ( )+ σ

2

( ; ) ( ; ) 1 ( ; )
max ( )( ) μ ( )+ σ

2

( ; ) 0. 



 

 

 

   
      

   

   
    

   



T t

u t

T t T t

u t

s k t,T s k t,T s k t,T
uF k k e u F k k

t k k

s k t,T s k t,T s k t,T
uF k e k e F k k ,

k k k

s k T ,T

 

(6)

 

Из решения этого уравнения получается решение стохастической задачи. Здесь k  аргумент 

функции s(k;t,T), а не случайный процесс, определяемый уравнением (5). 

Если взять детерминированную задачу и решать ее с помощью динамического программирова-

ния, то приходим к уравнению (6) при  = 0. Но поскольку решения с помощью принципа максимума 

и динамического программирования эквивалентны, то решение уравнения (6) при  = 0 должно совпа-

дать с решением, полученным в [8]. Это решение состоит в том, что интервал [0, T] точками t1 и t2  

(0 < t1 < t2 < T) разбивается на три интервала: [0, t1], [t1, t2] и [t2, Т]. Интервал [0, t1] соответствует выходу 

на магистраль, интервал [t1, t2]  магистрали (если она существует), интервал [t2,Т]  заключительному 

этапу (сходу с магистрали). На магистрали k = koc = const, причем  

 

β α

δ μ
ос

A
k 


,  

μ
,

( )

oc
ос

oc

k
u

F k
                                                   (7) 

где  = 1  . Далее рассматривается основной вариант, когда k(0) < koc и на интервале [0, t1] u = 1.  
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На заключительном интервале [t2, Т] u = 0. Таким образом, структура оптимального управления 

для детерминированной задачи имеет вид: 

 

1

1 2

2

1 при 0 ,

( ) при ,

0 при .

oc

t t

u t u t t t

t t Т

 


  
  

                                                 (8) 

Получается, что решение задачи сводится к нахождению моментов t1 и t2. 

Можно предположить, что в стохастическом случае при достаточно малом коэффициенте  

структура оптимального управления имеет такой же вид. Поэтому решение стохастической задачи фак-

тически сводится к нахождению оптимальных моментов t1 и t2. Эти моменты находятся в процессе ре-

шения уравнения (6). Максимум правой части этого уравнения по u с учетом (3) достигается при  

 

δ( )

δ( )

δ( )

( ; )
1, если

( ; )
( ) , если

( ; )
0 если













T t

T t

oc

T t

s k t,T
e ,

k

s k t,T
u t u e ,

k

s k t,T
, e .

k













 






                                          (9) 

 

3. Сход с магистрали 

 

   В этом случае решение уравнения (6) начинается с правого конца. Обозначим через 
1( ; , )s k t  , 

2 ( ; , )s k t  , 
3( ; , )s k t   функции Беллмана, если момент t относится к интервалам [0, t1], [t1, t2], [t2, Т]  

соответственно. 

   На интервале [t2, T] u = 0. Поэтому уравнение (6) принимает вид: 

 

2
δ( ) 2 23 3 3

32

( ; ) ( ; ) 1 ( ; )
μ ( ) σ ( ; ) 0.

2

  
     

  

T ts k t,T s k t,T s k t,T
k e F k k , s k T ,T

t k k
                  (10) 

Его решение можно записать в виде: 

 3 3( ; , ) ( ) ( , ),s k t T F k w t T                                                        (11) 

где w3(t,T)  искомая функция. Подставляя (11) в (10), получаем 

2 2 δ( )

3 3 3

1
( ) ( , ) μ '( ) ( , ) σ ''( ) ( , )+ ( )

2

    T tF k w t T kF k w t T k F k w t T F k e  

или  

2 δ( )

3 3 3

1
( ) ( , ) αμ ( ) ( , ) σ α(α 1) ( ) ( , ) ( ) .

2

      T tF k w t T F k w t T F k w t T F k e  

Сократив на F(k), получаем 
( )

3 3 3( , ) ( , ) , ( , ) 0,     T tw t T w t T e w T T  

где ϑ =  + ½2. Решение этого уравнения: 

 

δ( ) ( )

3( , )= .
δ

  



T t Т te e
w t Т                                       (12) 

Согласно (9) на интервале [t1, t2] должно выполняться условие  

 

( )2( ; )  




T ts k t,T
e

k
                                            (13) 

и, следовательно, условие 

 

2

2

2

( ; )
0

s k t,T
.

k





                                                   (14) 

Кроме того, из принципа оптимальности Беллмана следует, что s2(k;t,Т) = s2(k;t,t2) + s3(k(t2);t2,Т). По-

этому из (6) получаем 
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δ( )2 2 2 2
2 2 2

( ; ) ( ; )
μ ( ), ( ; ) 0. 

    
 

T ts k t,t s k t,t
k e F k s k t ,t

t k
                  (15) 

Согласно методу разделения переменных его решение ищем в виде: 

 
δ( )

2 2( ; , ) ( ) , T ts k t t H k e B                                         (16) 

где H(k)  искомая функция, В  некоторая константа. Подставляя (16) в (15) и сокращая на exp{(T  t)}, 

получаем дифференциальное уравнение первого порядка с независимым аргументом k: 

μ '( ) δ ( ) ( ).kH k H k F k   

Его решение состоит из общего решения однородного уравнения и частного решения неоднородного 

уравнения, что приводит к выражению [10] 

 

δ α
μ( ) ,

αμ δ

Ak
H k Ck



 


                                                (17) 

где С  константа интегрирования. Эта константа находится из условия (13) или, как следует из (16), 

из условия Н = 1. В результате имеем 
δ α 1
μδ α

( ) 1.
μ αμ δ



   


Ak
H' k Ck

k
 

Находя отсюда константу С и подставляя в (17), получаем 

 

μ
( ) .

δ

F k
H k


                                                 (18) 

К выражению (18) еще раз применим условие Н = 1. Получаем  
α 1α μ

( ) 1.
δ

 
 

Ak
H' k  

Отсюда следует (7). Выражение для uoc получается из (1), так как koc = const. Таким образом, свойства 

магистрали в детерминированном и стохастическом случаях совпадают. Константа В находится из 

условия s2(k;t2,t2) = 0. Из (16) следует, что 
2δ( )

2( ( ) .  T tB H k t e  

Этот же результат можно получить непосредственно. Так как на интервале [t1, t2] k = koc = const 

и (1  u)F = F  k = const, то получаем  

2 2δ( )δ( )
δ( )

2 2( ; , ) (1 ) ( ) ( μ ) ,
δ


 

   
t T tT t

T t

t

e e
s k t t e u F k dt F k  

что совпадает с (16). 

 

4. Выбор оптимального параметра t2 

 

Из полученного выше следует, что при t < t2 

 
2 2 2( ) δ( ) ( )δ( )

2( ; , ) ( )( ) ( ),       T t T t Т tT ts k t T H k e e Q e e                 (19) 

где 

2( )
.

δ




F k
Q  

Поскольку эта функция зависит от параметра t2, то естественно выбрать его так, чтобы функция дости-

гала максимума. Вычислим производную 

2 2 2δ( ) δ( ) ( )2

2

( )δ (δ ) 0.      T t T t Т tds
H k e Q e e

dt
 

Отсюда 

 

2(δ )( ) δ( )   




Т t H Q
e

Q
,                            (20) 
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2 3

1
ln

δ δ

Q
T t r .

( H Q )

 
    

  
                                               (21) 

Таким образом, длина интервала [t2, Т] равна значению r3.  

 

5. Выход на магистраль 

 

На интервале [0, t1] u = 1. Поэтому непроизводственное потребление равно нулю и поэтому при t < t1 

s1(k;t, t1)  0 и s1(k;t,Т) = s2(k(t1);t1,Т). Поскольку s1(k;t,t1)  0, то вторая производная этой функции по k 

равна нулю. Поэтому уравнение (6) принимает вид: 

1 1 1 1
1 1 1

( ; ) ( ; )
( ( ) μ ), ( ; ) 0. 

s k t,t s k t,t
F k k s k t ,t

t k

 
   

 
 

Это уравнение можно решать методом характеристик. В результате получается, что переменная k 

удовлетворяет уравнению (1), решение которого на интервале [t0, t) с начальным условием k(t0) = k0 

имеет вид [2]: 

 

0 0βμ( ) βμ( )β β

0( ) (1 )
μ

t t t tA
k t e k e .

   
                                               (22) 

Момент времени t1 определяется из условия k(t1) = kос, что приводит к выражению   

 

β

0
1 β

μ1
ln

μβ μ ос

A k
t

A k

 
  

 
.                                                (23) 

Таким образом, выражения (21) и (23) определяют структуру управления и дают решение задачи. 

Для существования данного решения необходимо, чтобы сумма длин интервалов [0, t1] и [t2, Т] была 

меньше Т, т.е. t1 + r3 < Т. 

 

6. Общее непроизводственное потребление 

 

Из полученных результатов следует, что максимальное среднее значение непроизводственного 

потребления на интервале [0, Т] равно  

 
1 2 2 2

0 2 1 1 2 3 2 2

δ( ) δ( δ( ) ( )

1 2

( ;0, ) ( ( ); , ) ( ( ); , ) =

= ( ( ))( ) ( ( ))( ).    

 

  T t T t T t Т t

s k T s k t t t s k t t T

H k t e e Q k t e e
                             (24) 

Сюда нужно подставить (21) и (23). При этом в формулах (21) и (24) k = k(t1) = k(t2) = koc, т.е. 

нужно учитывать (7). В частности, получается 

 

( )

δ




ocF k
Q ,                                                                 (25) 

 
2 3

1 (δ+μ)
ln

δ (δ βμ) μδ
T t r .

 
    

   
                                       (26)  

Можно рассмотреть, как ведет себя функционал (24) с ростом  или, что то же самое, параметра ϑ. 

Из (26) видно, что при увеличении ϑ длина интервала [t2, Т] стремится к нулю. Также стремится к нулю 

и величина Q. В результате получаем, что с ростом параметра ϑ функционал (24) стремится к величине  

1δ( )

0( ;0, ) ( )( 1). T t

ocs k T H k e  

На рисунках приведены результаты численного моделирования при следующих значениях пара-

метров: А = 1,  = 0,5,  = 0,1,  = 0,1, Т = 12, k0 = 5, koc = 6,25, t1 = 0,7. На рис. 1 приведено изменение 

во времени фондовооруженности труда при разных значениях коэффициента волатильности . На рис. 2 

приведено изменение во времени непроизводственного потребления при разных значениях коэффици-

ента волатильности . Видно, что эта величина убывает с ростом . 
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Рис.1. Изменение фондовооруженности труда  

(кривая 1 соответствует  = 0; 

кривая 2   = 0,1; кривая 3   = 0,2) 

Рис. 2. Изменение непроизводственного потребления  

(кривая 1 соответствует  = 0; кривая 2   = 0,1;  

кривая 3   = 0,2, кривая 4   = 0,3) 
 

Заключение 

  

В результате исследования установлено, что структура управления решения детерминированной 

и стохастической задач совпадают и определяются значениями моментов t1 и t2. При этом стохастиче-

ская составляющая влияет только на момент t2. Увеличение коэффициента волатильности  приводит 

к уменьшению среднего значения непроизводственного потребления. 
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The problem of optimal control of one-sector economy under random variation labor funds is considered. The state of the economy 

is characterized by two variables: capital-labor ratio k(t) and non-productive consumption per an employee c(t) along with the produc-

tion function F(k) being the gross product made per one unit of time. In this study the Kobb-Douglas production function is considered, 

that is F(k) = Akα, where A denotes the scale of rate of production (A > 0), α is the elasticity coefficient on fixed assets. Variables k(t) 

and c(t) satisfy the following equations: 

0μ σ ξ( ), (0) ,k uF k k t k k     

δ (1 ) , (0) 0,c c u F c     

where  is the depreciation rate,  is the discount rate (  0,   0), (t) denotes the standard white Gaussian noise (or (t) = d(t)/dt, 

where (t) is the Wiener process),  is the coefficient of volatility, uF is the product fraction which is used to increase a fixed capital, 

(1  u)F is the product fraction which is used to increase a non-productive consumption. Thus, the coefficient u is the controlling 

parameter in considered problem. This coefficient should satisfy the following condition: 0 ≤ u ≤ 1. It is assumed that the planned 

production period [0, T] is specified and sufficiently long. The general non-productive consumption on the interval [0, T] for a given 

control u is defined as follows: 

δ( )

0

( ) (1 ) ( ) 
T

T tc T e u F k dt . 

The objective of this study is to find such control u(t) on the interval [0, T] for which the average value of с(Т) reaches its maximum. 

This problem is solved using a dynamic programming method. Bellman's function s(k;t,Т) is introduced; s(k;t,Т) is an average value of 

value с(Т) provided that process continues on time interval [t, T] with an initial condition k(t) = k and on this interval is applied optimal 

control. For this function Bellman's equation is specified. The formulated objective is a solution of the Bellman's equation. This solution 

consists that an interval [0, T] by points t1 and t2 (0 < t1 < t2 < T) breaks into three intervals: [0, t1], [t1, t2], and [t2, Т]. The interval  

[0, t1] corresponds to the output to the highway, the interval [t1, t2]  to the highway (if it exists), the interval [t2, Т]  to the final stage 

(to a descent from the highway). On the highway, there is k = koc = const, and 

1 α α

δ μ
ос

A
k  


, 

μ
.

( )

oc
ос

oc

k
u u

F k
   

If k(0) < koc, then u is equal to 1 on the interval [0, t1]; u is equal to 1 on the interval [t2, Т]. As a result, it turns out that the control 

structure is determined by values of t1 and t2. The moment t1 depends only on initial condition k(0) and doesn't depend on a stochastic 

component, the moment t2 doesn't depend on initial condition, but it depends on . Thus, the greater , the less length of the interval 

[t2, Т] and average value of non-productive consumption. 
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СЕРИАЛЬНОЕ И КОМПЛЕКСНОЕ ОПИСАНИЕ СТРОЯ КОМПОНЕНТОВ  

В МАССИВАХ ДАННЫХ 
 

Отмечено «интервальное» представление строя информационной цепи, числовые характеристики которого по-

казали высокую чувствительность к расположению компонентов в «текстовых» массивах данных. Предложено 

«сериальное» представление строя цепи, числовые характеристики которого оценивают массивы, состоящие 

из чередующихся серий одинаковых данных. Вводится комплексное представление массивов, сформирован-

ных как отдельно стоящими разными элементами, так и чередующимися сериями одинаковых данных. 

Ключевые слова: строй цепи; числовые характеристики строя; удаленность сообщения; протяженность серии; 

межнуклеотидное расстояние. 

 

В работах [1, 2] введено понятие «строй цепи». Представим его компактное описание. Рассмотрим 

кортежи, представляющие собой комбинации типа «перестановки с повторениями», компонентами ко-

торых являются натуральные числа, не превышающие n (длина кортежа). В теоретико-множественном 

представлении такой кортеж называется вектором. Рассмотрим в множестве таких векторов подмноже-

ство векторов, первый компонент которых «единица», каждый следующий компонент с номером i ≤ n 

либо представлен натуральным числом, равным компоненту-числу с номером j < i, либо этот компо-

нент на единицу больше, чем максимальное компонент-число с номером k < i (где k ≠ j). Назовем эле-

мент этого подмножества «вектор строя» (далее – строй). Другими словами, строй цепи определен как 

особого рода кортеж, компонентами которого являются натуральные числа <a1, a2, …, ak, …, an>, где 

a1 = 1, an ≤ n; если ak   {a1, a2, …, ak-1}, то ak = max{a1, a2, …, ak-1} + 1. Заменим в любом кортеже длины n 

первые встречные разные компоненты (элементы алфавита мощностью m ≤ n) возрастающими на еди-

ницу натуральными числами (начиная с единицы). Другие повторяющиеся одинаковые компоненты 

отметим теми же числами. Очевидно, что в результате любой кортеж преобразуется в вектор строя.  

В работах, представляющих средства формального описания и анализа строя цепи сообщений 

(ФОАС), рассматривались такие длинные кортежи (знаковые последовательности, большие массивы 

данных), в которых отдельные различные компоненты на протяжении цепи почти всегда чередуются, 

а серии (одинаковых подряд расположенных) сообщений редкие и короткие. Исследования таких раз-

ных по природе цепей, как литературные тексты, нотные записи музыкальных произведений, нуклео-

тидные цепи (геномов прокариот), показали высокую чувствительность «интервальных» числовых  

характеристик строя (представленных целым комплексом) к расположению сообщений в цепи. Эффек-

тивность средств ФОАС при исследовании больших массивов данных, кроме прочего, обусловлена 

линейной зависимостью вычислительной сложности от длины последовательностей.  Функции число-

вых характеристик строя эффективно представляют локальное расположение сообщений на разных 

участках цепи [2]. Заметим, что числовое отображение знаковой цепи позволяет применять разнооб-

разные средства анализа сигналов (математический, спектральный, статистический и корреляционный 

анализ и др.). Наше особое внимание к исследованию символьных последовательностей объясняется 

недостатком адекватных средств для их описания и анализа.  
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Предложенные ранее средства предполагают отображение знаковой цепи ее строем, в результате 

декомпозиции которого выделяются j-е неполные однородные цепи, в каждой из которых отмечены 

(натуральным числом) занятые места расположения одинаковых сообщений в количестве nj (остальные 

места на позиции всей цепи пустые). В качестве первичной измеримой единицы используется очеред-

ной (i-й) интервал между ближайшими занятыми местами, размер которого ∆ij определяется числом 

пустых мест плюс один. Таким образом, определяется расстояние от одного сообщения до ближайшего 

такого же (по-английски distance). Заметим, что учет интервалов между однородными заявками (собы-

тиями) издавна используется в теории массового обслуживания при моделировании потоков однородных 

и неоднородных случайных событий [3]. В последние годы [4, 5] учет интервалов находит распростра-

нение, в частности, при анализе нуклеотидных цепей (inter-nucleotide distance). Однако использование 

массивов интервалов знаковых последовательностей осуществляется традиционными математиче-

скими средствами, которые не позволяют осуществлять непосредственное описание и анализ располо-

жения компонентов в целостной цепи. 

Очевидна необходимость разработки средств описания и анализа строя таких массивов данных, 

которые преимущественно представлены чередующимися сериями одинаковых сообщений. Это могут 

быть, например, оцифрованные изображения, последовательности измеряемых величин и т.п. 

В работе [2] представлены более подходящие для таких данных числовые характеристики строя. 

При этом используется декомпозиция знаковой цепи на неполные неоднородные цепи. Вначале счи-

тывается неоднородная цепь, содержащая только первые встречные разные знаки. Такая цепь содержит 

весь алфавит или словарь (мощностью m) рассматриваемого массива. Затем – другая цепь, содержащая 

вторые встречные разные знаки, и т.д. 

 

1. Сериальное описание строя цепи 
 

Для непосредственного учета чередующихся серий в массиве данных введем необходимые далее 

понятия и их обозначения. Назовем отрезком или серией упорядоченное множество одинаковых дан-

ных, выделенных подряд в составе j-й неполной однородной цепи. Допустим, что на позиции некото-

рого отрезка можно «считать» несколько серий по числу элементов в этом отрезке. В качестве первичной 

измеримой единицы используем длину серии, размер которой определяется числом занятых подряд 

мест в j-й однородной цепи. Наименьшая длина отрезка – единица. Для краткости будем употреблять 

термин «длина», величину которой обозначим τij (i – номер элемента в j-й однородной цепи). Назовем 

протяженностью данной серии логарифм ее длины lij = log2 τij. Очевидно, протяженность отдельно сто-

ящего элемента равна нулю. 

Сериальный объем j-й однородной цепи, составленной отрезками, определим в виде:  
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j
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V 

 , (1) 

где i – номер элемента в j-й однородной цепи, а nj – число серий в j-й однородной цепи (при чтении 

серий начиная с каждого отмеченного в ней сообщения). 

Средняя геометрическая длина серий в j-й однородной цепи определяется в виде:  

 
τ j

j

n
gj V . (2) 

При этом сериальный объем j-й однородной цепи можно определить как  
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Подставляя (1) в (2) определим τgj в виде: 
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Логарифмируя (1), получим суммарную протяженность (далее – протяжение) всех серий j-й одно-

родной цепи:  
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Определим из (3) протяжение серий в j-й однородной цепи на основе их средней геометрической 

длины: 

 2log τj j gjL n  .                                                   (4) 

Из (4) средняя протяженность серии в данной однородной цепи определится как 

2log τj gjl  . 

Суммарная и средняя длины всех серий j-й однородной цепи определяются, соответственно, в виде: 
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j
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Отношение средних длин (геометрического и арифметического) определим в виде: 

τ
τ

τ
gj

j
aj

  . 

Эта величина является средней относительной (нормированной) длиной серий в j-й однородной 

цепи. В некотором смысле она аналогична длительности ноты в музыке, измеряемой в долях такта. 

Очевидно, δτj максимально и равно единице, когда все отрезки в однородной цепи равны. Вероятно, 

эту величину можно назвать длительностью серий, или равносерийностью, или просто серийностью  

j-й однородной цепи. 

Сериальный объем полной неоднородной цепи определим произведением всех m j-х сериальных 

объемов: 

 
   

m

j j
VV

1
. (5) 

Суммарная и средняя длины всех серий m разных однородных цепей данного массива, соответ-

ственно, определяются как  
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где n – длина всей цепи данных. 

Определим среднюю геометрическую длину всех серий данного массива в виде: 

 τ
n

g V  . (6) 

Подставляя (1) в (5) и (5) в (6), определим эту величину как 
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При этом сериальный объем массива данных можно определить из (6) в виде: 

 
τn

gV  .  (7) 

Отношение средних длин (геометрического и арифметического) назовем средней относительной 

(нормированной) длиной серий в строе цепи определим в виде: 

τ
τ

τ
g

a

  . 

Эту величину можно назвать длительностью серий, или равносерийностью, или серийностью строя цепи. 

Логарифмируя (7) получим суммарную протяженность (протяжение) всех серий в полной неод-

нородной цепи: 

2log τgL n  . 

Средняя протяженность серий в полной неоднородной цепи определится в виде: 

2log τgl  . 

Назовем «полным» сериальным описанием строя цепи, образованного только сериями данных, 

распределения суммарных и средних протяженностей j-х однородных цепей вида: {Lj}, {<lj, nj>},  
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где j = 1, m. При компактном описании сериальных данных применимы разного рода числовые харак-

теристики протяженности серий, а именно средняя протяженность, дисперсия, или СКО, протяженно-

стей и центрированные моменты более высоких порядков. 

Наконец, отметим, что строй цепи, содержащий кроме «разряженных» данных также и их серии, 

следует описывать комплексами числовых характеристик и их распределений, учитывающих как ин-

тервалы и удаленности, так и длины серий и их протяженности. 

 

2. Интервально-сериальное описание строя цепи 

 

Рассмотрим массив, содержащий как отдельно стоящие чередующиеся разные сообщения, так и 

серии идущих подряд одинаковых данных. Для описания строя такой информационной цепи также 

необходима предварительная ее декомпозиция на однородные цепи. 

Неполная j-я однородная цепь, на позиции которой некоторые места заняты (одинаковыми сооб-

щениями), а другие пусты, может быть отображена как «интервальными», так и «сериальными» дан-

ными. При интервальном рассмотрении определяется упорядоченное множество интервалов вида:  

 
jnijjj j

 ,,,,, 21  . (8) 

При сериальном отображении получается кортеж длин серий вида: 

 
1 2τ ,τ , , τ , , τ

jj j ij n j
.                                                     (9) 

Последовательности интервалов и длин j-й однородной цепи (8) и (9) комплементарно допол-

няют друг друга следующим образом: если ∆ij ≥ 2, то τij = 1; если τij ≥ 2, то ∆ij = 1. 

При сериальном отображении всех m j-х неполных однородных цепей и целого массива данных 

получаем набор сериальных характеристик строя τij, Vτj, Vτ, τgj, τg, 2log τij ijl  , 
2log τj gjl  , 

2log τj j gjL n  , 
2log τgl  , 

2log τgL n  . 

При интервальном отображении j-х неполных однородных цепей и полной неоднородной после-

довательности ранее получен аналогичный набор интервальных характеристик строя со следующими 

(уточненными здесь) обозначениями и наименованиями:  

∆ij – интервал от i-го до (i + 1)-го ближайшего такого же сообщения в j-й однородной цепи; 

V∆j – интервальный объем j-й однородной цепи; 

V∆ – интервальный объем полной неоднородной цепи; 

∆gj – средний геометрический интервал в j-й однородной цепи; 

∆g – средний геометрический интервал в полной неоднородной цепи; 

ijijg  2log  – удаленность (i + 1)-го сообщения относительно i-го в j-й однородной цепи; 

gjjg  2log  – средняя удаленность сообщений в j-й однородной цепи; 

gg  2log  – средняя удаленность сообщений в полной неоднородной цепи; 

gjjj nG  2log  – суммарная удаленность, или удаление, сообщений в j-й однородной цепи (ра-

нее – глубина j-й цепи); 

gnG  2log  – суммарная удаленность, или удаление, полной неоднородной цепи (ранее – глу-

бина цепи). 

Отдельно запишем выражение, аналогичное (3), в котором интервальный объем j-й однородной 

цепи определен через средний геометрический интервал как 

jn

gjjV  . 

Произведение интервального и сериального объемов j-й однородной цепи назовем (полным) объ-

емом j-й однородной цепи и запишем в виде: 

 jjj VVV   . (10) 
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Используя комплементарную дополнительность интервального (8) и сериального (9) представ-

лений всех nj сообщений j-й однородной цепи, произведения пар интервалов и длин серий для каждого 

i-го сообщения запишем в виде: 

 
  jj

n

i

ij

n

i

ij

n

i

ijij VV
jjj





 
111

. (11) 

Из сравнения (10) и (11) видно, что одна и та же комплексная характеристика Vj может быть 

вычислена либо с раздельным определением интервальной и сериальной характеристик, либо – без 

раздельной оценки этих свойств j-й однородной цепи. 

Назовем емкостью i-го сообщения в j-й цепи произведение вида  

τij ij ij    . 

«Емкостное» представление j-й однородной цепи, определенное кортежем вида  

jnijjj j
vvvv ,,,,, 21  , 

не содержит компонентов, равных единице, так как vij ≥ 2 для любых компонентов, однако при этом 

интервальные и сериальные свойства цепи неразличимы. 

Для получения емкостных характеристик строя цепи применимы выражения, представленные 

выше. Введем обозначения и названия для некоторых из них  

vij – емкость i-го сообщения в j-й однородной цепи; 

Vj – (емкостной) объем j-й однородной цепи; 

V – (емкостной) объем массива данных; 

vgj – средняя геометрическая емкость сообщений в j-й однородной цепи; 

vg – средняя геометрическая емкость сообщений в массиве данных; 

ijijc  2log  – размер i-го сообщения в j-й однородной цепи; 

gjjc  2log  – средний размер сообщений j-й однородной цепи; 

gc  2log  – средний размер сообщений в массиве данных; 

gjjj vnC 2log  – (полный) размер j-й однородной цепи; 

gvnC 2log  – (полный) размер массива данных. 

Используя представленные характеристики, легко получить следующие выражения для ком-

плексных характеристик строя цепи: 

 τV V V  , ggg  , LGC  , lgc  ,                                  (12) 

Формула (12) в более подробном представлении имеет вид: 

 
2 2

1 1

log log τj j

m m
n n

gj gjn n
j j

c
 

      ,                                          (13) 

Для псевдотекстовых регулярных массивов данных, у которых ∆gj = ∆aj = n / nj, первое слагаемое 

в (13) для n → ∞ совпадает с энтропией; при любых других расположениях символов средняя удален-

ность сообщений в цепи, представленная первыми слагаемыми в (12) и (13), меньше числа идентифи-

цирующих информаций (по М. Мазуру, [6]), т.е. g < H, а средний геометрический интервал меньше 

числа описательных информаций (по М. Мазуру), т.е. ∆g < D. 

Важно заметить, что так же, как и у интервальных характеристик, время вычисления сериальных и 

емкостных характеристик линейно зависит от размера входных данных (длины последовательности). И, как 

следствие, они эффективны для обработки длинных последовательностей (больших массивов данных). 

 

Заключение 

 

Очевидно, что интервальные, сериальные и емкостные характеристики строя цепи попарно допол-

няют друг друга. Однако емкостные характеристики дают «полное» количественное описание массива 

данных, которое нельзя получить только интервальными или сериальными характеристиками. Полное 
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описание строя интервальными характеристиками возможно только для «текстовых» массивов данных, 

где τij = 1. Сериальные характеристики дают полное описание таких массивов, которые практически не 

имеют «точечных» данных, но состоят из длинных повторов (серий) одинаковых данных, где ∆ij = 1.  

Дальнейшая разработка средств описания и анализа строя предполагает исследование свойств вве-

денных здесь характеристик, а также возможную их модификацию. Так как представленные сериальные 

оценки предусматривают неоднократное чтение серий на позиции некоторого отрезка, в дальнейшем 

предусматривается разработка средств для однократного чтения отрезков с последующими исследова-

ниями и сравнением чувствительности сериальных и «отрезочных» характеристик строя цепи.  

Компьютерная обработка больших «текстовых» массивов данных (проза, стихотворения, нотные 

записи, нуклеотидные последовательности) показала высокую чувствительность интервальных харак-

теристик строя к оригинальному расположению компонентов (букв, слов, нот и т.п.) в длинных и очень 

длинных кортежах. Предполагается, что сериальные и емкостные характеристики строя обеспечат  

такие же свойства для массивов данных, содержащих длинные последовательности повторяющихся 

компонентов. Наконец, отметим, что разрабатываемые средства формального описания и анализа и 

большой набор его числовых характеристик отражают разнообразные свойства нового абстрактного 

объекта – строя информационной цепи. 
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The paper describes the concept of «order of data sequence», which is defined as a special kind of tuple – «vector of order». The 

components of order are integer numbers i that are not more than its length n; first encountered different numbers j ≤ m ≤ n are 

increasing by one. 

The works representing the means of formal description and analysis of order of data sequences, considered such long tuples 

(symbolic sequences, data sets), in which separate different components throughout the chain nearly always alternate, and the series 

(of the same elements arranged in row) are rare and short. Computer processing of large «text» data sets (prose, poems, musical 

compositions, nucleotide sequences) showed high sensitivity of characteristics of order to the arrangement of components (letters, 

words, notes, etc.) in long and very long tuples. The proposed means suggest representation of symbolic sequence with its order.  

The result of decomposition of order is congeneric sequences in each of which places occupied by similar elements (in amount of nj) 

are marked with integer number and all other positions are empty. In these congeneric sequences interval between the nearest occupied 

positions is used as basic measure and calculated as Δij – number of empty positions plus one.  

This paper discusses means for analysis of ordered data sets, which are mainly represented by alternating series of identical mes-

sages. This may be, for example, digitized images, sequences of measured values, etc. These means are represented by a set of «serial» 

characteristics of order, which are defined, named, marked in a similar way to the previously introduced «interval» characteristics  
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of order. Series length is used as basic measured value and its size is calculated as a number of occupied places in a row in the j-th 

congeneric sequence. The length of series is marked τij (i is the number of element in the n-th partial congeneric sequence). Below, 

some of the serial characteristics of the system are given. 

Serial volume of the j-th congeneric sequence is defined as (1), and serial volume of the complete sequence is defined as (2): 

 1
τ

j

j

n

ji
V 

 ,               (1) 

 
τ τ1 j

m

j
V V


 .  (2) 

The total spread of all series of the j-th congeneric sequence is defined as (3), and the total spread of all the series in the complete 

sequence is defined as (4): 

 2log τj j gjL n  ,    (3) 

 2log τgL n  .                                                                       (4) 

where τgj is the geometric mean length of the series in the j-th congeneric seqience; τg is the geometric mean length of the series in the 

complete sequence; lj = log2τgj is the average spread of the series in the j-th congeneric sequence; l = log2τg is the average spread of the 

series in the complete sequence. 

The «complete» serial description of an order is defined by the following distributions: {Lj}, {<lj, nj>}. 

The order of sequence containing, in addition to «sparse» data also a series of elements described by complexes of numerical 

characteristics and their distributions, taking into account both intervals ∆ij and remoteness gij = log2Δij and length of series τij and their 

spread lij = log2τij. Description of order of such sequence also requires preliminary decomposition into congeneric sequences. It is 

possible to carry out a separate interval and a serial description of an order.   

The concept of capacity of i-th message vij = Δij τij is introduced. Based on the capacity of messages set of «capacitive» characteristics 

of an order is defined, among which are following: 

V V V   , 
g g g     , C G L  , c g l  , 

where V and V∆ are complete and interval volume of order; G is the total remoteness (depth) of order; ∆g is the geometric mean interval 

and g is the average remoteness of messages in a complete sequence; C = log2V is the complete size of the data array; c = log2υg is the 

average size of messages in the data array. 

Developed tools and a large set of numerical characteristics reflect a variety of properties of the new abstract object – the order of 

information chain. 
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ОБОБЩАЮЩАЯ СПОСОБНОСТЬ АЛГОРИТМОВ ПО МЕРЕ КОМПАКТНОСТИ 

 
Рассматривается вычисление обобщающей способности семейств алгоритмов распознавания с бесконечной 

емкостью. Для оценки обобщающей способности предлагается использовать меру компактности, значения ко-

торой определяются в зависимости от размерности и состава набора признаков, количества удаляемых шумо-

вых объектов и числа объектов-эталонов минимального покрытия. 

Ключевые слова: мера компактности; шумовые объекты; информативные признаки; объекты-эталоны. 

 

Обобщающая способность относится к числу основных показателей, характеризующих качество 

распознающих алгоритмов [1]. Эта способность проявляется в умении определять принадлежность 

объектов к классам, которых алгоритм не видел в процессе обучения. Проверка истинности гипотезы 

о компактности лежит в основе многих критериев и методов теории распознавания образов. Так, в [1] 

описан профиль компактности для вычисления обобщающей способности семейств алгоритмов, име-

ющих бесконечную емкость в пространстве VC (Вапника–Червоненкиса) [2]. Для определения принад-

лежности произвольного допустимого объекта к классам при использовании таких семейств алгорит-

мов необходимо хранить в памяти всю выборку. Представителем семейства с бесконечной емкостью 

является алгоритм «ближайший сосед» (БС). 

В практических целях при вычислении обобщающей способности достаточно использовать ло-

кальные свойства (локальные ограничения) выборок объектов [1]. Локальным ограничением в [3] 

можно считать предложенный Н.Г. Загоруйко показатель компактности, определяемый по числу объ-

ектов-эталонов минимального покрытия, при котором распознавание объектов классов фиксированной 

выборки было корректным. 

Кроме показателя компактности кандидатами для включения в набор локальных ограничений 

являются число шумовых объектов, размерность признакового пространства, множество объектов обо-

лочек (подмножества граничных объектов) классов [4] по заданной метрике. Интерес представляет 

предельное значение размерности, при превышении которого показатель компактности [3] увеличива-

ется. Набор признаков, определяющий предельное значение, рассматривается как информативный для 

используемой меры близости. Размерность выше предельной приводит к размыванию сходства между 

объектами выборки. 

Существует потребность во введении новой меры измерения компактности с помощью безраз-

мерных величин со значениями в [0, 1]. Значения этих величин требуются для анализа того, насколько 

реально получаемая (по заданной мере близости) структура обучающей выборки отличается от иде-

альной для распознавания. Идеальной считается структура, в которой число объектов-эталонов мини-

мального покрытия равно числу классов. 

Меру компактности можно использовать для сравнения метрик и преобразований признакового 

пространства по отношению «лучше» на фиксированных выборках объектов. Анализ структуры выбо-

рок основывается на использовании свойств этого отношения. Методика анализа ориентирована на 

количественные показатели, вычисляемые по результатам разбиения объектов классов на непересека-

ющиеся группы [4]. Гарантией единственности разбиения по числу групп и составу входящих в них 

объектов служит устойчивость используемого алгоритма. 

Влияние шумовых объектов на показатели обобщающей способности алгоритмов многократно рас-

сматривалось в научных публикациях. По обширному перечню работ в [5] приводится обзор различных 
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методов обнаружения и удаления шумовых объектов. Большинство из этих методов ориентировано на 

использование правила БС. 

Качество распознавания по правилу БС существенно зависит от чувствительности метрики к раз-

мерности признакового пространства. Изменение размерности связано как с отбором информативных 

признаков, так и с переходом к описанию объектов в пространстве из латентных признаков. 

В качестве инструментария для перехода к латентным признакам в [4, 6] предлагалось использо-

вать два типа правил иерархической агломеративной группировки исходных признаков. Первый тип 

ориентирован на последовательное объединение двух признаков в один путем нелинейного отображе-

ния их значений на числовую ось. Группировка по правилам второго типа производится на основе 

значений критерия устойчивости объектов по заданной метрике в двухклассовой задаче распознава-

ния. По каждой группе признаков вычисляется обобщенная оценка объекта. 

Методы, реализующие два типа правил иерархической группировки, можно идентифицировать 

как нелинейные и линейные. Нелинейные методы являются инвариантными к масштабам измерений 

признаков. У линейных методов свойство инвариантности отсутствует. Последовательность формирова-

ния групп и латентных признаков на их основе по двум типам правил определяет порядок по отноше-

нию степени информативности. Информативность признака вычисляется как экстремум критерия  

разбиения его (признака) значений на непересекающиеся интервалы в форме проверки степени истин-

ности гипотезы: «Множества значений признака в описании объектов из разных классов при числе 

интервалов, равном числу классов, не пересекаются между собой». 

В данной работе рассматриваются непустые классы (множества) метрик, кластерные структуры 

обучающих выборок по которым совпадают (являются эквивалентными) по числу групп и составу вхо-

дящих в них объектов. Информация о кластерной структуре позволяет вести последовательный отбор 

объектов-эталонов минимального покрытия, в каждом из которых определена локальная метрика. Спо-

соб вычисления весов локальных метрик аналогичен используемому в методе FRiS STOLP [3]. 

Для оценки обобщающей способности алгоритмов метода БС предлагается применять критерий, 

значения которого вычисляются в зависимости от размерности и состава набора признаков, количества 

удаляемых шумовых объектов и числа объектов-эталонов минимального покрытия. Оценки по крите-

рию использовались для демонстрации устойчивости результатов отбора информативных признаков 

методом кросс-валидации на случайных выборках. 

 

1. О разбиении объектов классов на непересекающиеся группы 

 

Использование частично обученной выборки (ЧОВ) для задания условий группировки описано в [7]. 

Примером условия служит указание подмножества из пар объектов выборки, которые при разбиении 

не должны попадать в одну группу. Принадлежность объектов к непересекающимся классам служит 

источником дополнительной информации для исследования кластерной структуры с помощью различ-

ных мер близости.  

Основные идеи приводимого ниже метода изложены в [4]. Целями разбиения объектов классов 

на непересекающиеся группы являются: 

 вычисление и анализ значений компактности объектов классов и выборки в целом; 

 поиск минимального покрытия обучающей выборки объектами-эталонами.  

Рассматривается задача распознавания в стандартной постановке. Считается, что задано множество 

E0 = {S1, ..., Sm} объектов, разделенное на l (l > 2) непересекающихся подмножеств (классов) K1, ..., Kl,  

E0  =  
l

i

iK
1

.  Описание объектов производится с помощью набора из n  разнотипных признаков  

X(n) = (x1, ..., xn), ξ из которых измеряются в интервальных шкалах, (п – ξ) – в номинальной. На множе-

стве объектов E0 задана метрика ρ(x, y). 

Обозначим через L(E0, ρ) подмножество граничных объектов классов, определяемое на Е0 по 

метрике ρ(х, у). Объекты Si, Sj ∊ Kt, t = 1, ..., l считаются связанными между собой (Si ↔ Sj), если  
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{S ∊ L(E0, ρ) | ρ(S, Si) < ri and ρ(S, Sj) < rj} ≠  , где ri(rj) – расстояние до ближайшего от Si(Sj) объекта из 

CKt (CKt = Е0\Kt) по метрике ρ(x, y). 

Множество Gtv={
cvv SS ,...,

1
}, c ≥ 2, Gtv   Kt, v < |Kt| представляет область (группу) со связанными 

объектами в классе Kt, если для любых tvvv GSS
ji
,  существует путь ....

jki vvv SSS   Объект  

Si ∊ Kt, t = 1, ..., l принадлежит группе из одного элемента и считается несвязанным, если не существует 

пути Si ↔ Sj ни для одного объекта Sj ≠ Si и Sj ∊ Kt. Требуется определить минимальное число непере-

секающихся групп из связанных и несвязанных объектов по каждому классу Kt, t = 1, ..., l. 

Данная задача может рассматриваться и в альтернативной постановке (без задания признаков), 

если определена квадратная матрица близости {aij}m × m между m объектами и вектор F = (f1, ..., fm),  

fi ∊ {1, ..., l} принадлежности объектов к классам K1, ..., Kl. Вектор F служит дополнительной информа-

цией для задания условий группировки. 

При определении минимального числа групп из связанных и несвязанных объектов классов ис-

пользуется L(E0, ρ) – подмножество граничных объектов (оболочка) классов по заданной метрике ρ и 

описание объектов в новом пространстве из бинарных признаков. Для выделения оболочки классов 

для каждого Si ∊ Kt, t = 1, ..., l строится упорядоченная по ρ(х, у) последовательность 

 
.,,...,,

0110 iiiii SSSSS
m




                                      (1) 

Пусть 
i

S ∊ CKt – ближайший к Si объект из (1), не входящий в класс Kt. Обозначим через O(Si) окрест-

ность радиуса ri = ρ(Si,
i

S ) с центром в Si, включающую все объекты, для которых ρ(Si,
i

S )< ri,  

τ = 1, ..., β – 1. B O(Si) всегда существует непустое подмножество объектов 
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                           (2) 

По (2) принадлежность объектов к оболочке классов определяется как L(E0, ρ) = 
m

i

i

1

 . 

Множество объектов оболочки из Kt ∩ L(E0, ρ) обозначим как Lt(E0, ρ) = {S1, ..., Sπ}, π ≥ 1. Значе-

ние π = 1 однозначно определяет вхождение всех объектов класса в одну группу. При π ≥ 2 преобразуем 

описание каждого объекта Si ∊ Kt в Si = (yi1, ..., yiπ), где 
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                                                     (3) 

Пусть по (3) получено описание объектов класса Kt в новом (бинарном) признаковом простран-

стве, Ω = Kt, θ – число непересекающихся между собой групп объектов, Sμ Sη, Sμ Sη – соответственно 

операции дизъюнкции и конъюнкции по бинарным признакам объектов Sμ, Sη ∊ Kt. Пошаговое выпол-

нение алгоритма разбиения объектов Kt на непересекающиеся группы G1, ..., Gθ таково. 

Шаг 1: θ = 0. 

Шаг 2: Выделить объект S ∊ Ω, θ = θ + 1, Z = S, Gθ =  . 

Шаг 3: Выполнять Выбор S ∊ Ω and S Z = true, Ω = Ω\S, Gθ = Gθ S, Z = Z S пока  

{S ∊ Ω | S Z = true } ≠  . 

Шаг 4: Если Ω ≠  , то идти 2. 

Шаг 5: Конец. 

Разбиение объектов Е0 на непересекающиеся группы по описанному выше алгоритму используется 

для поиска минимального покрытия [4] обучающей выборки объектами-эталонами. Обозначим через 

RS = ρ(S, S ) расстояние от объекта S ∊ Kt до ближайшего объекта S  из противоположного к Kt классa  

( S ∊ CKt), через δ – минимальное число непересекающихся групп из связанных и несвязанных объек-

тов классов на Е0. 
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Упорядочим объекты каждой группы Gu ∩ Kt, u = 1, ..., δ, t = 1, …, l по множеству значений   .
uGSSR


 

В качестве меры близости между S ∊ Gu, и = 1, ..., δ и произвольным допустимым объектом S' исполь-

зуется взвешенное расстояние по локальной метрике d(S, S') = ρ(S, S') / RS. Решение о принадлежности 

S' к одному из классов K1, ..., Ki принимается по правилу: S' ∊ Kt если 

 d(Sμ, S') = 
0

min
ES j

d(Sj, S') and Sμ ∊ Kt and d(Sμ, S') ≠ 
tj CKS 

min d(Sj, S').        (4) 

Согласно принципа последовательного исключения, используемого в процессе поиска покрытия, 

выборка Е0 делится на два подмножества: множество эталонов Eed и контрольное множество Ek,  

Е0 = Eed   Ek. В начале процесса Eed = Е0, Ek = . Упорядочение по значениям из  
uGSSR


, и = 1, ..., δ 

используется для определения кандидата на удаление из числа объектов-эталонов по группе Gu. Идея 

отбора заключается в поиске минимального числа эталонов, при котором алгоритм распознавания по 

(4) остается корректным (без ошибок распознающим объекты) на Е0. 

Будем считать, что нумерация групп объектов отражает порядок |G1| ≥ ... ≥ |Gδ| и по группе Gp,  

p = 1, ..., δ не производился отбор объектов-эталонов. Кандидаты на удаление из Eed последовательно 

выбираются начиная с S ∊ Gp с минимальным значением RS. Если включение S в Ek нарушает коррект-

ность решающего правила (4), то S возвращается в множество Eed. 

 

2. О мерах компактности в задачах распознавания с учителем 

 

Меры компактности востребованы для оценки обобщающей способности распознающих алгорит-

мов. При вычислении оценок используются результаты поиска и удаления шумовых объектов, отбора 

информативных наборов признаков, число объектов-эталонов минимального покрытия обучающих 

выборок. Рассмотрим метод формирования множества шумовых объектов, мощность которого зависит 

от проверки предлагаемого ниже условия. 

Пусть Sk ∊ Ki, ρ(Sk, Sr) =
ij CKS 

min ρ(Sk, Sj) и Z = |{Sμ ∊ Ki| ρ(Sk, Sμ) < ρ(Sk, Sr)}|. Обозначим через Di (Di ∊ CKi) 

множество шумовых объектов класса Ki. Объект Sr ∊ CKi включается в Di и рассматривается как шумо-

вой, если выполняется условие:  

 

λ 1
,

i i

ZZ

K m K





                                         (5) 

где ZZ = |{Sμ ∊ Ki| ρ(Sr, Sk) < ρ(Sр, Sk) < ρ(Sη, Sk)}|, |λ| < 
li1

min |Ki|, ρ(Sη, Sk) =
 rij SCKS \

min


ρ(Sj, Sk). Значения Z и  

Z + ZZ можно рассматривать как число представителей класса Ki в гипершаре с центром в Sk ∊ Ki соот-

ветственно до и после удаления шумового объекта Sr. 

Селекция объектов обучающих выборок при некоторых ограничениях способствует повышению 

обобщающей способности алгоритмов распознавания. Считается, что обобщающая способность алго-

ритма повышается, если дать ему возможность ошибаться на определяемых объектах выборки.  

В нашем случае в качестве таковых рассматриваются объекты из 
l

i

iD
1

.  

Пусть представители класса 


















l

j

ji DEK
1

0 \ , i = 1, …, l разделены на минимальное число μ не-

пересекающихся групп объектов по алгоритму из п. 1, mij = |Gij|, j = 1, …, μ, .
1







j

iij mm  Для анализа 

результатов разбиения класса Ki на непересекающиеся группы с учетом их числа, представительности 

(по количеству объектов) и удаления шумовых объектов предлагается использовать такую структур-

ную характеристику, как оценка компактности:  
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                                                     (6) 

Очевидно, что множество допустимых значений Θi по (6) лежат в интервале 
1

,1 .
im

 
 
 

 Если группа 

Gi1 содержит все объекты из 
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j

ji DEK
1

0 \ , то Θi = 1. Усредненная оценка компактности обучаю-

щей выборки в целом производится с учетом доли 























m

DE
l

i

i
1

0 \

 исключенных из рассмотрения по (5) 

шумовых объектов как  
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                                 (7) 

Значения (6) и (7) косвенно свидетельствуют об однородности (неоднородности) структуры обу-

чающей выборки. Чем ближе сходство групп по числу входящих в них объектов класса, тем ближе 

значение (6) к 
im

1
, а (7) – к 

m

l
.  

Очевидно, что число и состав шумовых объектов зависят как от значения параметра λ в (5), так 

и от наборов признаков в описании объектов. Проблемой реализации вычислительных процедур явля-

ется согласование процессов отбора информативных признаков и удаления шумовых объектов. 

Пусть структура объектов классов на выборке Е0 вычисляется по алгоритму группировки из п. 1. 

Обозначим через Sh(λ, X(k)) число шумовых объектов Е0, определяемых в зависимости от значения λ 

по (5) на наборе признаков X(k) X(n), CF – число объектов-эталонов минимального покрытия обуча-

ющей выборки, из которой удалены Sh(λ, X(k)) шумовых объектов. Так как невозможно получить точ-

ное решение задачи отбора информативных признаков без перебора всех их сочетаний с учетом уда-

ления шумовых объектов, на практике рекомендуется использовать различные эвристические методы. 

Независимо от используемых методов качество отбора информативных признаков предлагается 

определять путем проверки двух условий: 

–  при удалении шумовых объектов Sh(λ, X(k)) из Е0 показатель минимального покрытия выборки 

объектами-эталонами  

 

  
     λ, λ,

,λ
m Sh X k m Sh X k

F X k
m CF

   
   
  
  

                       (8) 

стремится к максимальному допустимому значению
l

m
; 

–  произведение числа объектов-эталонов минимального покрытия на размерность признакового 

пространства  

 
   0

min
λ, E

k CF

m Sh X k





.                                                  (9) 
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Первое условие (8) необходимо для оценки компактности покрытия выборки объектами-эталонами, 

второе (9) – для оценки сложности вычислений. 

Для поиска информативных наборов {X(k) | X(k) X(n)} предлагается два критерия. Оба критерия 

явно не используют число объектов-эталонов минимального покрытия CF. Число шумовых объектов 

Sh(λ, X(k)) по (5) вычисляется по фиксированному значению λ. Такое λ для всех наборов X(k) X(n),  

k ≥ 2 определяется как 

 

  
1

0 η min
arg max ,η .

i
i l

K
F X n

 
 

                                              (10) 

Использование (10) основано на предположении, что вероятность отбора информативных набо-

ров признаков с более высоким значением компактности по (8) близка к нулю при λ, отличной от (10).  

В первом (в порядке изложения) критерии используются результаты покрытия объектов выборки  

гипершарами с учетом удаления шумовых объектов, во втором – оценки компактности по (7) на основе 

свойства связанности по объектам оболочек классов. 

Пусть O(Si, X(k)) (1 ≤ k < n) – окрестность объекта Si ∊ Е0 ∩ Kj, j = 1, …, l, определяемая как  

O(Si, X(k)) = {S ∊ Kj
 | ρ(S, iS ) < ρ(Si, iS )}, где iS ∊ CKj – ближайший к Si объект по метрике ρ(x, у) из 

дополнения к классу Kj по множеству признаков X(k). Определим оценку Si ∊ E0 на X(k) как 

 Z(Si, X(k)) = 
  kXSOSi ,

max


 |O(S, X(k))|.                                      (11) 

Признак xd ∊ X(n) является кандидатом на включение в набор X(k), если 

 

     ,,1, 



TS

i

TS

i

ii

kXSZkXSZ                                      (12) 

где X(k + 1) = X(k)  {xd}, T   E0 .  

Обозначим через P подмножество индексов признаков из X(n); Dj(P) – множество шумовых объ-

ектов класса Kj по (5) на наборе {xa}a∊P при значении λ, вычисленное по (10). Пошаговый отбор инфор-

мативных наборов признаков с использованием (11) и (12) реализуется следующим образом. 

Шаг 1: Выбор i1,  j1 ∊  {1, ..., n} .  P =  { i1,  j1}.  

Шаг 2: Выделить  PD
l

j

j
1

 по (5) на {xa}a∊P. T = E0\  PD
l

j

j
1

. Вычислить θ(P) =   
1

θ
m

i P  пo {xa}a∊P, 

где θi(P) = {Sμ, Si ∊ Kj
 | ρ(Si, Sμ) < ri, ri =

TCKS jt 
min ρ(Si,St)}. 

Шаг 3: u = 0. Z(P)  =   m

i Pz
1

, где z i(P) = 
 PS ji 

max |θj(P)|. Y  = 0. 

Для всех v ∊ {1, ..., n}\P 

выделить   vPD
l

j

j 



1

 пo (5) на    vPaax


, T = E0\   vPD
l

j

j 



1

, C =  
TS

i

i

Pz , 

вычислить       
1

θ θ
m

iP v P v    по    vPaax


, где   θi P v  {Sμ, Si ∊ Kj
 | ρ(Si, Sμ) < ri,  

ri =
TCKS jt 

min ρ(Si, St)}; 

вычислить Z(P {v}) =    m

i vPz
1

 , где   
  

  
θ
max θ

i j

i j
S P v

z P v P v
 

   , N =   



TS

i

i

vPz . 

Если N > C и N > Y, то Y = N,u = v; 

Шаг 4: Если Y > 0, то P = P  {u}, идти 2. 

Шаг 5: Вывод P. 

Шаг 6: Конец. 

Для отбора информативных наборов признаков по (7) предлагается следующий алгоритм.  

Шаг 1: Выбор i1, j1 ∊ {1, ..., n}. P = {i1, j1}. 
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Шаг 2: Выделить  PD
l

j

j
1

 по (5) на {xa}a∊P. T = E0\  PD
l

j

j
1

. Вычислить O(P) =   
TSi

i
PO


 пo 

{xa}a∊P, где      , ρ , , min ρ ,
t j

i i j i i i i t
S CK T

O P S S K S S r r S S 
 

 
    
 

. Вычислить разбиение на группы 

G11, ..., Glη, η ≥ l по (2) и (3) алгоритмом из п. 1, mij = |Gij|, mi = 
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Шаг 3: u = 0. Y = C. 

Для всех v ∊ {1, ..., n}\P 

выделить   vPD
l

j

j 
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Вычислить разбиение на группы G11, ..., Glη, η ≥ l по (2) и (3) алгоритмом из п. 1, mij = |Gij|, mi = 
j

ijm , 
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Если N > Y, то Y = N, u = v. 

Шаг 4: Если u > 0, то P = P   {u}, идти 2. 

Шаг 5: Вывод P. 

Шаг 6: Конец. 

Для удобства дальнейшего изложения алгоритмы отбора информативных признаков (в порядке 

их описания) будем идентифицировать как ALG1 и ALG2. Для ослабления зависимости результатов 

отбора от выбора начальных приближений можно использовать модификацию этих алгоритмов.  

Модификация заключается в сочетании принципов пошагового включения в набор информативных 

признаков и удаления из набора малоинформативных признаков. Для сравнения информативных набо-

ров, полученных по разным критериям, рекомендуется использовать (8) и (9). 

 

3. О единственности выбора кластерной структуры на обучающей выборке 

 

Исследование единственности выражается в доказательстве существования множеств (классов) 

метрик, кластерные структуры фиксированных обучающих выборок при использовании которых совпа-

дают по числу и составу групп объектов. Утверждается, что такому требованию удовлетворяют классы 

эквивалентных метрик {Ψ}. Например, эквивалентной к метрике ρ1 является метрика 1
2

1

ρ
ρ

1 ρ



. 

Из ρ1, ρ2 ∊ Ψ следует, что отношения близости между объектами на Е0 по метрике ρ1 остаются 

таковыми и по метрике ρ2. Другим следствием эквивалентности является сходство объектов оболочек 

классов, ближайших объектов из противоположных классов, числа групп и их состава на Е0 при реа-

лизации алгоритма группировки из п. 1. Для вычисления меры компактности по (6) и (7) можно  

использовать любую метрику из класса эквивалентности Ψ. 
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Кластерные структуры, получаемые по разным метрикам из класса Ψ, отличаются между собой 

лишь конфигурацией таксонов. Конфигурация таксонов влияет на значения весов локальных метрик, 

используемых в (4), а следовательно, на количество и состав объектов-эталонов минимального покрытия. 

Для сравнения кластерной структуры по метрике ρ ∊ Ψ на данных, отличающихся количеством 

представителей классов и выборок в целом, предлагается использовать вычисление оценки по (6). То-

гда компактность по обучающей выборке Е0 по набору признаков X(k), k ≤ п с учетом удаления шумо-

вых объектов по (5) будет выглядеть так: 

 
  

1
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1

, ,ρ,λ .
1

l
i

i i
i

K
K

m
U E X k

l



 
   

 



                                      (13) 

Интерес представляет анализ результатов алгоритмов ALG1 и ALG2 при отборе информативных 

наборов признаков. В общем случае наборы, полученные по ALG1 и ALG2, по ρ ∊ Ψ при совпадении 

номеров i1, j1 на первом шаге различаются друг от друга. Так как при вычислении оценок по (7) и (11) 

учитывается порядок следования объектов, то ρ ∊ Ψ и множество наборов совпадают по каждому  

алгоритму (ALG1 или ALG2), но не между алгоритмами. 

Локальные метрики объекта S ∊ Е0, формируемые из класса Ψ и используемые в (4), в общем 

случае не являются эквивалентными. Эта особенность класса Ψ объясняет различие числа объектов-

эталонов минимального покрытия обучающей выборки и его состава. 

 

4. Вычислительный эксперимент 

 

Для демонстрации методики вычисления мер компактности и отбора информативных наборов 

признаков использовалась выборка данных GERMAN из [8]. Выборка представлена двумя непересека-

ющимися классами K1 (700 объектов) и K2 (300 объектов). Объекты описываются 7 количественными 

и 13 номинальными признаками из набора X(20) = (х1, ..., x20). Для унификации масштабов измерений 

данных множество значений каждого количественного признаков пронормировано в [0, 1]. 

Зафиксируем одну метрику из класса эквивалентности Ψ и будем считать ее базовой для вычис-

лительного эксперимента. При вычислении меры близости между объектами в качестве базовой  

использовалась метрика Журавлева 
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yxyx

,,0
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,                                    (14) 

где I, J  {1, ..., 20} – множества номеров соответственно количественных и номинальных признаков. 

Из-за особенностей вычисления расстояний по локальным метрикам объектов Е0 число объек-

тов-эталонов минимального покрытия выборки для ρ1, ρ2 ∊ Ψ в общем случае различаются. Сходство 

топологических структур эквивалентных метрик выражается в совпадении как числа, так и состава 

шумовых объектов, определяемых по (5). Связь процесса выбора параметра λ в (5) с оценками ком-

пактности (8) показана в табл. 1. В скобках указано число объектов-эталонов, вычисляемых по взве-

шенным расстояниям на основе эквивалентной (14) метрике  
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1 ρ ,

x y
x y
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Таблица 1  

Оценки компактности по метрике (14) с учетом удаления шумовых объектов 

λ 
Число Оценка компактности  

по (8) на X(20) шумовых объектов объектов-эталонов 

2 119 203 (200) 3,8235 

1 148 171 (172) 4,2451 

0 217 161 (162) 3,8080 

–1 239 141 (140) 4,1072 

–2 261 122 (122) 4,4764 

–3 261 122 (122) 4,4764 
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Результаты анализа структуры выборки из табл. 1 показывают, что оптимальное отношение 

между числом объектов-эталонов минимального покрытия и числом удаляемых шумовых объектов по 

(5) на X(20) достигается при значении параметра λ = –2. На всех последующих этапах эксперимента 

число шумовых объектов по умолчанию определяется по λ = –2 в (5). 

Рассмотрим зависимость числа и состава наборов информативных признаков от выбора началь-

ных приближений в алгоритмах ALG1 и ALG2. Каждое начальное приближение (табл. 2, табл. 3) задано 

парой индексов-признаков. 

Таблица 2  

Отбор информативных признаков алгоритмом ALG1 

Начальное приближение 

 

Информативный набор 

i1 = 1, j1 = 2 x1, x2, x3, x4, x5, x13, x14 

i1 = 3, j1 = 4 x1, x2, x3, x4, x5, x13, x14 

i1 = 6, j1 = 13 x1, x2, x3, x5, x6, x8, x13, x14, x18, x20 

 
Таблица 3  

Отбор информативных признаков алгоритмом ALG2 

Начальное приближение 

 

Информативный набор Компактность пo (7) 

i1 = 1, j1 = 2 x1, x2, x4, x5, x6, x7, x12, x20 0,6688 

i1 = 3, j1 = 4 x1, x3, x4, x5, x6, x9, x13 0,6947 

i1 = 6, j1 = 13 x2, x5, x6, x13, x18 0,6417 

Анализ содержимого табл. 2 и табл. 3 показывает, что наборы признаков, полученные по алго-

ритмам ALG1 и ALG2, различаются при выборе одинаковых начальных приближений. 

Для демонстрации методики точности алгоритмов распознавания на выборке из 1 000 объектов 

будем использовать набор признаков, полученный по модифицированному алгоритму ALG1. Смысл 

модификации сводится к последовательному включению в набор двух информативных и удалению 

одного малоинформативного признака. При выборе в качестве начального приближения пары  

признаков (x17, x18) информативный набор был представлен X(7) = (x1, x2, x3, x4, x5, x13, x14). Значения 

показателей распознавания объектов по исходному X(20) и информативному X(7) наборам признаков 

с использованием базовой метрики (14) и эквивалентной ей метрике  
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приводятся 

в табл. 4. 

Таблица 4  

Точность распознавания по выборке GERMAN 

Вычисляемые показатели Исходный набор X(20) 
Информативный набор X(7) по метрике 

базовой (14) эквивалентной (14) 

Число шумовых объектов 261 220 220 

Число эталонов 122 109 109 

Среднее (8) по эталону 4,4764 5,5816 5,5816 

Число ошибок (точность, %) 156 (84,4%) 147 (85,3%) 143 (85,7%) 

Совокупный эффект от использования информативных наборов признаков (см. табл.4) с учетом 

удаления шумовых объектов более всего заметен по значениям (8) среднего числа объектов, притяги-

ваемых одним объектом-эталоном минимального покрытия. 

Для исследования обобщающей способности алгоритмов использовалось случайное деление вы-

борки на обучение и контроль в соотношении 9 : 1. Предварительный анализ результатов показывает, 

что определенное преимущество в смысле значений показателей обобщающей способности имеют 

наборы, полученные по алгоритму ALG2. Из табл. 5 видна прямая корреляционная зависимость между 

точностью распознавания и средним числом объектов, притягиваемых одним эталоном минимального 

покрытия.  
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Т а б л и ц а 5 

Обобщающая способность алгоритма по базовой метрике (14) 

Набор признаков Точность распознавания % Среднее по эталону 

Исходный X(20) 70,9 4,4407 

x1, x2, x3, x4, x5, x13, x14 72,46 5,7088 

x1, x2, x4, x5, x6, x7, x12, x20 72,82 5,8802 

x1, x3, x4, x5, x6, x9, x13 73,27 6,0136 

Оценки компактности (13) для ряда подмножеств объектов GERMAN приводятся в табл. 6. Вы-

числение оценок производится на исходном X(20) и информативном X(7) = (x1, x2, x3, x4, x5, x13, x14) 

наборах признаков. 
Таблица 6  

Оценки компактности по (13) 

№ |K1| + |K2| 
Набор признаков 

X(20) X(7) 

1 624 + 276 0,2710 0,3183 

2 633 + 267 0,2658 0,2470 

3 629 + 271 0,2596 0,2739 

4 641 + 259 0,2597 0,2719 

Отсутствие прямой коррелированности оценок (13) между наборами X(20) и X(7) (см. табл. 6)  

объясняется  тем, что существует подмножество объектов, на котором набор X(7) не является инфор-

мативным. 
 

Заключение 
 

Показаны пути повышения обобщающей способности алгоритмов распознавания через удаление 

шумовых объектов и отбор информативных наборов признаков с использованием критериев компакт-

ности обучающей выборки. Предложенная технология может применятся при интеллектуальном ана-

лизе данных для построения информационных моделей с использованием алгоритмов распознавания. 
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To estimate the generalizing ability of recognition algorithms, it is offered to use a measure of compactness. It is assumed that a 

training sample E0 = {S1,...,Sm} is defined, divided by disjoint classes K1, ..., Kl, l ≥ 2.  The objects of E0 are described by a set of 

different-type features of X(n) = (x1, ..., xn). The compactness value depends on the dimension and composition of the feature set, the 

number of noise objects to be deleted, and the number of objects-standards of the minimal coverage of E0. 

The compactness measure on the sample E0 in the set of features X(k) ⊂ X (n) (k ≤ n) is calculated as 

  
     , ,

, ,
m Sh X k m Sh X k

F X k
m CF

     
    

  
  

 

where CF is the number of objects-standards of the minimal coverage of the sample in which Sh(λ, X(k)) noise objects are removed. 

Let Sk ∊ Ki, ρ(Sk, Sr) =
ij CKS 

min ρ(Sk, Sj) and Z = |{S μ ∊  Ki
 | ρ(Sk, Sμ) < ρ(Sk, Sr)}| is the number of objects in the hypersphere with the 

center in Sk. The object Sr ∊ CKi is considered as the noise object if the condition holds 
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where ZZ = |{Sμ ∊ Ki| ρ(Sr, Sk) < ρ(Sр, Sk) < ρ(Sη, Sk)}|, |λ| < 
li1

min |Ki|, ρ(Sη, Sk) =
 rij SCKS \

min


ρ(S j ,  S k ) . The ZZ value is the number of 

representatives of the class Ki added to the hypersphere with center at Sk ∊ Ki after removing the noise object Sr. 

To find informative sets {X(k) | X(k) ⊂ X(n)}, two criteria are proposed. Both criteria do not explicitly use the number of objects-

standards of minimum coverage CF. The generalizing ability of algorithms was calculated by the method of Cross Validation on the 

initial and informative sets of features. The highest values were on the sets obtained according to the criterion 
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 → max, 

where mi is the number of Ki objects after removing the noise objects, Θi is the compactness which calculated by the minimal number 

of disjoint groups of objects of class Ki by the metric ρ. The set of admissible values R(E0, ρ) belongs to (0, 1] and can be interpreted 

in terms of fuzzy logic. 

A direct correlation is shown between values by the method of Cross Validation and the average number of objects attracted by  

the target object of the minimum coverage of the training sample. It is concluded that a measure of compactness F(X(k), λ) can serve 

as an indicator of the generalizing ability. This measure is recommended for evaluating the quality of recognition algorithms in the 

data mining. 
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ОБ ОДНОМ СЕМЕЙСТВЕ НЕАФФИННЫХ МОДЕЛЕЙ  

ВРЕМЕННОЙ СТРУКТУРЫ ДОХОДНОСТИ 

 
Рассматривается уравнение временной структуры для цены бескупонной облигации, решение которого в ана-

литическом виде известно в основном для простейших моделей и имеет аффинную структуру по отношению  

к краткосрочной ставке. Конструируются решения этого уравнения для некоторого семейства моделей времен-

ной структуры, которые основываются на процессах краткосрочной ставки, в стохастических дифференциаль-

ных уравнениях которых квадрат волатильности пропорционален третьей степени краткосрочной ставки.  

Решение уравнения ищется в виде определенного функционального ряда и в итоге приводится к вырожденной 

гипергеометрической функции. Рассматриваются три версии, лежащие в основе стохастических дифференци-

альных уравнений для процессов краткосрочной ставки: с нулевым дрейфом, с линейным дрейфом и с квадра-

тичным дрейфом. Приводятся численные примеры для кривой доходности и кривой форвардных ставок для 

указанных версий. Формулируются некоторые условия существования нетривиальных решений уравнения 

временной структуры в рассматриваемом семействе процессов. 

Ключевые слова: уравнение временной структуры доходности; цена бескупонной облигации; модель CIR(1980); 

модель Ана–Гао; кривая доходности; форвардная кривая. 

 

Предположим, что состояние финансового рынка описывается процентной ставкой r(t), которая 

следует однородному по времени марковскому процессу, порождаемому стохастическим дифферен-

циальным уравнением [1] 

dr(t)  (r(t)) dt + (r(t)) dw(t) 

с функцией дрейфа (x), функцией волатильности (x) и стандартным винеровским процессом w(t). 

Для удобства рассуждений будем обозначать функцию дрейфа т(r)  (r)  (r)(r) и функцию диф-

фузии s(r)  0,5 2(r). Здесь (r) – так называемая рыночная цена риска [2]. Ранее 3 рассматривалась 

задача определения временной структуры доходности бескупонной облигации [4], когда функции т(r) 

и s(r) являются полиномами. Выяснялось, могут ли в этом случае кривые доходности быть полиномами 

или степенными рядами по переменной r. Оказалось, что это имеет место, если только т(r) и s(r) – 

полиномы не более чем первой степени. В этом случае модели временной структуры доходности явля-

ются аффинными.  

В настоящей статье рассматривается подобная задача, но временная структура цены бескупон-

ной облигации ищется в виде функционального ряда, отличающегося от степенного. Выяснено, что 

для некоторых случаев такие решения существуют. Получающаяся временная структура оказывается 

неаффинной и описывается вырожденными гипергеометрическими функциями. В это семейство вхо-

дят такие известные модели процентных ставок, как модель CIR(1980) 5 и модель Ана–Гао 6. 

 

1. Общее уравнение для цены облигации и ее компонентов 

 

Рассмотрим уравнение временной структуры для цены бескупонной облигации P(r,) 7: 
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Здесь m(r) – функция дрейфа краткосрочной процентной ставки, а s(r) – квадрат ее волатильности. 
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Будем искать решение этого уравнения в форме 
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где a(),  и cn, n  0, 1, 2, ..., – функция и коэффициенты, подлежащие определению. 

Соответствующие производные, использованные в уравнении (1), имеют вид: 
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Предположим, что дрейф и волатильность краткосрочной процентной ставки таковы, что функции m(r) 

и s(r) являются полиномами порядка p и q соответственно: 
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Прежде чем подставлять явные выражения производных (3) и полиномов (4) в уравнение (1), преобра-

зуем второе и третье слагаемые в левой части уравнения (1) к более удобной форме. 
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Запишем в аналогичной форме также первое и четвертое слагаемые левой части уравнения (1): 
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Теперь, подставляя выражения (5)–(8) в уравнение (1), получим 
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Определенную сложность в выражении (9) вызывает тот факт, что суммирование по индексу j 

для каждого слагаемого начинается по-разному: для первого слагаемого j  0, для второго слагаемого  

j  1, для третьего слагаемого j  1  p, для четвертого слагаемого j  2  q. Поэтому в выражениях 

слагаемых появились множители I(j  k), представляющие индикаторные функции, равные единице, если 

j  k, и нулю в противном случае. Равенство (9) должно выполняться равномерно по переменной r.  

При этом, поскольку функции rj (j  0, 1, 2, ...) являются линейно независимыми, коэффициенты 

перед этими функциями в выражении (9) должны быть равными нулю. Это приводит к системе урав-

нений для неизвестных параметров , a() и cn, n  0, 1, 2, ..., в представлении (2) решения уравнения 

(1), если оно существует в таком виде. Заметим, что каждое слагаемое в каждом элементе суммы (9) 

имеет ненулевой множитель a(), поэтому для упрощения на него можно сократить во всех элементах 

суммы. 
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2. Модель с нулевым дрейфом 

 

Среди моделей процессов краткосрочной ставки r(t) с нулевым дрейфом широко известна модель 

CIR(1980) 5, в которой ставка порождается в общем случае диффузионным процессом 

 dwrdr  .                                                          (10) 

Для такого процесса плотность вероятностей f (х) выражается в виде [8]: 
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График этой плотности представлен на рис. 1 для случая   1,5, который чаще всего встречается в 

литературе. Именно в таком виде эту модель предлагали и авторы оригинальной статьи.  
 

 
Рис. 1. Плотность вероятностей краткосрочной ставки для модели CIR(1980) 

Несмотря на то что модель известна давно, до сих пор не была описана временная структура ее 

бескупонной доходности. Оказывается, предлагаемый способ нахождения временной структуры поз-

воляет это сделать. Примем в уравнении (10)   1,5 и s  0,5 2. Уравнение (1) для цены бескупонной 

облигации P(r,) приобретает вид 
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Будем искать решение этого уравнения в форме (2). Соответствующие производные имеют вид: 
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После подстановки этих выражений в уравнение (11) получаем следующее равенство: 
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Это равенство можно переписывается в более удобном виде: 
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Поскольку выражения (a()/r)k как функции переменной r для различных значений k являются линейно 

независимыми, а равенство должно выполняться равномерно по r, то коэффициенты перед этими вы-

ражениями для различных k должны быть равны нулю. И мы получаем систему уравнений относи-

тельно неизвестных , a() и сn, n  0, 1, 2, …: 

 s( + 1)  1,                                                     (12) 
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Из уравнения (12) определяется параметр : 
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Вообще говоря, уравнение (12) имеет два корня: положительный и отрицательный. Однако при 

отрицательном решении, как будет показано ниже, функция цены P(r,) приобретает свойства, кото-

рыми цена бескупонной облигации не обладает. Поэтому принимаем корень (14). Рассмотрим уравне-

ние (13) для n  0: 

.0])2)(1(1[)()( 1
2

0  scaca  

С учетом равенства (12) его можно переписать как 

 ,/2)()( 22  aa                                             (15) 

где для краткости обозначено   с1/с0. Равенство (15) представляет собой дифференциальное уравне-

ние относительно функции a(). Решение уравнения имеет вид: 
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с точностью до константы , которая при необходимости определяется из свойств цены облигации. 

Заметим, что из равенства (15) следует, что  
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Теперь рассмотрим уравнение (13) для произвольного n  1. Его можно записать как  рекуррентное 

соотношение, определяющее коэффициент сn1 через коэффициент сn: 
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Заметим, что 
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где для краткости обозначено   2(  1),   /. Таким образом, последовательность коэффициентов 

сn, n  0, 1, 2, … выглядит следующим образом: 
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Тогда решение (2) уравнения (11) можно представить в форме: 
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Заметим, что среди специальных функций имеется так называемая вырожденная гипергеометрическая 

функция (функция Куммера) 1F1(x,y,z) (в обозначениях системы Wolfram Mathematica), которая опре-

деляется соотношением 
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Используя эти обозначения, цену P(r,) можно записать в виде: 
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По своим экономическим свойствам цена облигации как функция срока до погашения  является 

непрерывной монотонно убывающей функцией, которая для всякого r  0 имеет пределы [9] 
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Эти требования можно удовлетворить, определяя соответствующим образом до сих пор неопределен-

ные константы с0 и . Окончательное выражение для цены бескупонной облигации приобретает вид:  
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где s  0,5 2,   0)1/41(5,0  s , а (х) – гамма функция. Здесь предполагается, что   0. Когда 

  0, используемая в формуле (19) гамма функция (х) может иметь нежелательные свойства. Напри-

мер, при целочисленных отрицательных значениях аргумента она имеет неограниченные разрывы, на 

интервалах (2, 2  1),   0, 1, 2, ..., она отрицательна и т.д., что не соответствует свойствам цены 

облигации. Поэтому отрицательные значения параметра  нежелательны. 

Обычно временную структуру на практике представляют не через цену облигации, а с помощью 

доходности. По определению доходность до погашения бескупонной облигации (кривая доходности) 

y(r, ) и доходность форвардных ставок (форвардная кривая) f(r, ) определяются выражениями [10]: 
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и, к сожалению, в компактном аналитическом виде не представляются и могут быть исследованы 

только численно. На рис. 2 представлены кривая доходности y(r,) и форвардная кривая f(r,) для сле-

дующих значений параметров: s  0,8; r  0,08. Для представления кривых «целиком» для всего интер-

вала возможных значений сроков до погашения   (0, ) использовано нелинейное преобразование 

сроков до погашения: u  1  e, которое отображает положительную полуось (0, ) в единичный 

интервал (0, 1). Принятое при расчетах численное значение   ln10/30  0,07675 соответствует тому, 

что сроки до погашения от 0 до 30 отображаются в интервал (0, 0,9). В связи с таким преобразованием 

изменены и обозначения кривых: y(r,)  Y(u), f(r,)  F(u). 
 

 
Рис. 2. Кривые доходности Y(u) (сплошные) и форвардные кривые F(u) (пунктирные)  

для модели CIR(1980) для значений ставки r  0,05; 0,08; 0,12 

Как это обычно бывает, кривые стартуют от одного и того же значения доходности, равного про-

центной ставке r, и с увеличением срока до погашения стремятся при    (u  1) к одному и тому 

же пределу, который в данном случае нулевого дрейфа равен нулю. 

 

3. Модель с линейным дрейфом 

 

Предположим теперь, что полиномы (4) определены так, что из их коэффициентов отличаются 

от нуля только два: m1  m  0, s3  s  0, т.е. m(r)  mr , s(r)  sr3. В этом случае из равенства (9) можно 

получить соотношения: 
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Из этих соотношений получаем следующие уравнения для , a() и cj, j  1: 
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Для параметра  получается квадратное уравнение и, соответственно, два решения – положительное и 

отрицательное: 
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Функция a() удовлетворяет дифференциальному уравнению первого порядка, которое имеет анали-

тическое решение  
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Наконец, коэффициенты cj, j  1, удовлетворяют следующему рекуррентному соотношению: 
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Используя уже полученное аналитическое выражение для функции a(), можно найти, что второй 

сомножитель этого выражения не зависит от  и имеет вид: 
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так что рекуррентное соотношение для cj можно представить в форме: 
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Используя полученные результаты, находим, что n-е слагаемое ряда (2) можно записать так: 
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Таким образом, цена бескупонной облигации P(r,) может быть представлена в аналитическом 

виде с помощью вырожденной гипергеометрической функции: 
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Наконец, выбирая параметр c0 так, чтобы удовлетворить поведению функции P(r,), получим 

окончательное выражение для этой функции:  
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Как и в предыдущем случае здесь используется положительный корень .  

Функции y(r,) и f(r,), определяемые формулами (20) через представление P(r,), можно ис-

следовать только численными методами. Правда, предельные значения этих функций могут быть 

найдены в аналитическом виде: 
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Рис. 3. Функции Y(u) (сплошные) и F(u) (пунктирные), вычисленные  

по формулам (20) для значений ставки r  0,08; 0,36; 0,6 

Как видно, левый предел определяется только состоянием рынка и не зависит от параметров мо-

дели, а правый предел определяется только структурой модели и не зависит от состояния рынка в опре-

деленный момент времени. На рис. 3 эти функции в форме Y(u) и F(u) представлены для следующих 

значений параметров: s  0,8; m  0,5.    
 

4. Модель с квадратичным дрейфом 

 

Пусть теперь полиномы m(r) и s(r) таковы, что p  2, q  3, т.е. 1  p  2  q   1. Тогда компо-

ненты суммы (9) будут отличаться от нуля только для j  1, причем первое слагаемое отличается от 

нуля только для j  0. В этом случае получаем следующую систему уравнений: 
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Из уравнения (21), которое в предположении, что с0  0, имеет вид: 1)1( 23  ms , опре-

деляется параметр : 
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Поскольку уравнение (21) – квадратное, оно имеет два корня, что означает, что решение уравнения (1) 

может иметь две составляющие вида (2), компромисс между которыми, а также начальное условие 

P(r,)  1 могут повлиять на выбор коэффициента с0.  

Уравнение (22) является обыкновенным дифференциальным уравнением относительно функции 

a(). Его решение имеет вид: 
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где для компактности обозначено   c0((1  )s2  m1),   c1(1  (  1)m2  (  1)(  2)s3), а   

постоянная интегрирования дифференциального уравнения, выбор которой делается в зависимости от 

свойств решения уравнения (1). 

Из уравнения (23) определяется коэффициент c2, а уравнение (24) можно рассматривать как ос-

нову для конструирования рекуррентной формулы вычисления коэффициентов cn1 через предыдущие 

коэффициенты cj, j  n. Рассмотрим сначала уравнение (24). Оно позволяет выразить коэффициент cj1 

через предыдущие коэффициенты cj, cj1, cj2 по формуле 
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Однако по определению коэффициентов cn в выражении (2) они должны быть постоянными ко-

эффициентами, не зависящими от переменной . То есть что в формуле (27) правая часть равенства не 

должна зависеть от . Это будет только тогда, когда m0  0, s0  0, s1  0, s2  0. Такое требование 

является необходимым условием существования нетривиального решения (2) и говорит о том, что не-

тривиальное решение имеет место не для любых полиномов m(r) и s(r) порядка 2 и 3 соответственно, 

а только для   

 m(r)  m1r  m2r2 ,  s(r)  s3r3 .                              (28) 

Подстановка выявленных необходимых условий в формулу (27) для коэффициента cn1 приводит к ре-

куррентному соотношению 
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Заметим, что знаменатель первого сомножителя правой части равенства (29) может быть представлен 

в виде 

(1    n) (2    n)s3  (1    n)m2  1  s3(1  n)(  n), 

где  
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При выполнении выявленных необходимых условий функция a(), определяемая по формуле (26), не-

сколько упрощается: 
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где   m1c0,   (1  (  1)m2  (  1)(  2)s3)c1. Подставляя в правую часть формулы (29) явное 

выражение функции a(), определяемой по формуле (20), получим 
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где   c1/c0. При этом зависимость от переменной  в правой части формулы (29) исчезает. Таким 

образом, рекуррентная формула (29) для коэффициента cn1 преобразуется к окончательному виду: 
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Теперь обратимся к решению последнего уравнения (23), из которого нужно определять c2. По-

скольку среди необходимых условий есть равенство s0  0, то уравнение (23) будет совпадать с урав-

нением (24) при n  1, а следовательно, коэффициент c2 вычисляется по формуле (31) при n  1. 
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Получается, что если полиномы m(r) и s(r) порядка 2 и 3 соответственно определяются выраже-

ниями (28), решение уравнения (1) может быть представлено в виде суммы двух рядов типа (2), каждый 

из которых имеет следующую структуру: 
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Используя вновь вырожденную гипергеометрическую функцию, полученный результат можно ком-

пактно записать в аналитическом виде 
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Как уже было сказано, поскольку уравнение (21) имеет два решения (25), решение уравнения (1) 

может состоять из двух компонентов вида (2) с различными наборами параметров (, ), значения ко-

торых определяются формулами (25) и (30):  
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Прежде чем конкретизировать решение, сделаем некоторый предварительный анализ. Вначале 

рассмотрим свойства диффузионного процесса, задаваемого дрейфом и волатильностью, определяе-

мыми функциями (4) и (28). Согласно принятым предположениям процесс краткосрочной процентной 

ставки r(t), соответствующий этим функциям, описывается уравнением: 

dr(t)  (m1r(t)  m2r(t)2) dt  32s r(t)3/2
 dt. 

Маргинальная плотность вероятностей этого процесса имеет вид: 
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где (х) – гамма функция. Принимая во внимание эти неравенства, обратим внимание, что параметры 

выражения (33) согласно формулам (25) и (30) принимают значения 1  0, 2  0, 2  0, а 1 может 

принимать положительные значения только тогда, когда параметр волатильности s3  4, что в реальных 

случаях практически не встречается.  

Как известно, цена облигации при r  0 является монотонно убывающей функцией по перемен-

ной   (0, ) от P(r,)  1 до P(r,)  0. Поэтому выражение (33) должно иметь такие же свойства. 

Функция 1F1(x, y, z) имеет подходящие свойства только при x  0, y  0, z  (, 0). Поэтому первое 

слагаемое в представлении (34) должно отсутствовать. Кроме того, чтобы аргумент z у 1F1 принимал 

значения в интервале (, 0) при изменении  в интервале (0, ), необходимо постоянную интегриро-

вания  в выражении (20) определить равенством   ln(s3)/c0m1. Тогда 
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Наконец, для того чтобы выполнялось требование P(r,)  1, необходимо, чтобы не определенный до 

сих пор параметр c0 определялся равенством c0  (  )/(). Таким образом, окончательный вид 

решения (2) уравнения (1) приобретает в рассматриваемом случае окончательный вид: 
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где параметры  и  определяются с помощью формул (25) и (30): 
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Заметим, что это решение полностью совпадает с решением, полученным другим путем в [6], где 

в обозначениях авторов m1    1  0, m2     2  0, s3  2/2. В принципе, используя выражение 

(23), можно по формулам (20) найти аналитические выражения для кривой доходности y(r,) и  

форвардной кривой f(r,). Однако эти выражения являются очень громоздкими, и практичнее привле-

кать численные методы для выражения этих функций для необходимых числовых параметров. На рис. 4 

представлены функции Y(u) и F(u), которые взаимно однозначно связаны с кривыми y(r,) и f(r,), как 

объяснено выше, для модели с квадратичным дрейфом при следующих значениях параметров:  

s  0,8; m1  0,2; m2  1. Предельные значения этих функций, как и в предыдущей модели, могут быть 

найдены в аналитическом виде: 
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Рис. 4. Кривые доходности Y(u) (сплошные) и форвардные кривые F(u) (пунктирные)  

для модели с квадратичным дрейфом для значений ставки r  0,08; 0,25; 0,6 

 

Заключение 

 

В статье представлены модели, для которых могут быть найдены кривые доходности бескупон-

ных облигаций и соответствующие форвардные кривые, не относящиеся к классу аффинных моделей.  

К сожалению, модели, допускающие такие решения, немногочисленны и, в частности, включают в себя 

некоторые известные модели: модель CIR(1980) 5 и модель Ана–Гао 6. Сформулируем требования 

к структуре модели краткосрочной процентной ставки, которая допускала бы получение временной 

структуры цены облигации в форме (2).  

Параметры ряда (2) определяются уравнением (9), из которого, собственно, получается система 

уравнений относительно неизвестных , a() и сn, n  0, 1, 2, …  

1. Для получения нетривиального решения (т.е. для наличия сn  0) необходимо, чтобы степени 

p и q полиномов т(r) и s(r), определяющих дрейф и волатильность краткосрочной процентной ставки, 

удовлетворяли одному из следующих условий: p  2, q  3, p  2, q  3, p  2, q  p  1. В этих 

случаях находятся уравнения, из которых определяется положительный параметр . 

2. Другое необходимое условие связано с существованием функции a(), не зависящей от ин-

декса суммирования ряда (2).  

3. Кроме того, необходимо, чтобы коэффициенты сn не зависели от переменной . 

Одновременное выполнение этих необходимых условий существенно сужает семейство моде-

лей, для которых решение уравнения временной структуры (1) имеет вид (2). 

Вообще говоря, удается найти только один основной случай p  2, q  3 – модель с квадратич-

ным дрейфом Ана–Гао 6, из которого при m2  0 получается модель с линейным дрейфом. И далее 

при m1  0 имеем модель CIR(1980) 5 с нулевым дрейфом. 
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On a family of non-affine models of the term structure of yield. 

Keywords: equation of term structure of yield; price of zero-coupon bond; CIR(1980) model; Ahn-Gao model; yield curve; for-

ward curve. 

 

DOI: 10.17223/19988605/42/6 

 

The equation of term structure for the price of a zero-coupon bond is considered, the solution of which in analytical form is known, 

basically, for the simplest models and has an affine structure with respect to the short-term rate. In this paper, we construct solutions 

of this equation for a family of term structure models that are based on short-term rate processes, in which the square of volatility is 

proportional to the third power of the short-term rate in stochastic differential equations. The solution of the equation is sought in the 

form of a definite functional series and, as a result, is reduced to a confluent hypergeometric function. Three versions of the underlying 

stochastic differential equations for short-term rate processes are considered: with zero drift, linear drift, and quadratic drift. Numerical 

examples are given for the yield curve and the forward rate curve for these versions. Some conditions for the existence of nontrivial 

solutions of the equation of term structure in the family of processes under consideration are formulated. 

Unfortunately, models that admit such solutions are few and, in particular, include some well-known models: the CIR (1980) model 

and the Ahn-Gao model. The requirements for the structure of the short-term interest rate model, which would allow the receipt of a 

term structure of the bond price in the form considered in the article, are reduced to the following.  

1. To obtain a non-trivial solution, it is necessary that the degrees of polynomials determining the drift and volatility of the short-

term interest rate satisfied certain constraints.  

2. Another necessary condition is connected with the fact that the functional series is power-law with respect to a function that does 

not depend on the index of summation of the series.  

3. In addition, it is necessary that the coefficients of the functional series do not depend on the maturity of the bond.  

Simultaneous fulfillment of these necessary conditions significantly narrows the family of models for which the solution of the 

time-structure equation has the form considered in the article. 
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АНАЛИЗ В ПЕРЕХОДНОМ РЕЖИМЕ СЕТИ  

С НЕТЕРПЕЛИВЫМИ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫМИ  

И ОТРИЦАТЕЛЬНЫМИ ЗАЯВКАМИ РАЗЛИЧНЫХ ТИПОВ 
 

Проведено исследование в переходном режиме открытой сети, в которую поступают простейшие потоки по-

ложительных и отрицательных заявок различных типов. Обслуживания требуют только положительных заявки. 

Время пребывания в очереди СМО для положительных и отрицательных заявок ограничено случайными вели-

чинами, имеющими экспоненциальное распределение с параметрами, различными для каждого типа заявок. 

Отрицательная заявка определенного типа, время ожидания в СМО которой закончилось, уменьшает количе-

ство положительных заявок такого же типа в СМО на единицу, если такие заявки в ней есть. Для нахождения 

нестационарных вероятностей состояний сети предложен модифицированный метод последовательных при-

ближений, совмещенный с методом рядов. 

Ключевые слова: G-сеть; положительные и отрицательные заявки различных типов; модифицированный ме-

тод последовательных приближений, совмещенный с методом рядов. 

 

Рассмотрим открытую G-сеть массового обслуживания [1] с n однолинейными системами мас-

сового обслуживания (СМО), в которую поступают положительные и отрицательные заявки r типов.  

В i-ю СМО из внешней среды поступает простейший поток обычных заявок (положительных) с интен-

сивностью 
  и дополнительный поток отрицательных заявок, который также является простейшим, с 

интенсивностью ni ,1,  . Все поступающие потоки независимы. Каждая положительная заявка 

входного потока независимо от других заявок направляется в i-ю СМО как заявка типа c c вероятно-

стью 
icp0 ,  
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0 .1  Длительности обслуживания положительных заявок в i-й СМО c-го типа рас-

пределены по  экспоненциальному закону с параметром iс . 

В сети циркулируют не только положительные заявки, но и отрицательные [2]. Каждая отрица-

тельная заявка входного потока независимо от других отрицательных заявок направляется в i-ю СМО 

как отрицательная заявка типа c c вероятностью 
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00 1,  и через случайное время уничто-

жает одну положительную заявку типа c. После окончания обслуживания положительной заявки типа c 

в i-й СМО она направляется в j-ю СМО с вероятностью 

icjsp  опять как положительная заявка типа s,  

а с вероятностью 

icjsp  – как отрицательная заявка типа s, и с вероятностью    
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уходит из сети, rscnji ,1,,,1,  .  

Каждая положительная заявка типа c, находящаяся в системе, имеет время ожидания, ограничен-

ное экспоненциально распределенной случайной величиной (СВ) с параметром ic . Отрицательная заявка, 

находящаяся в системе, остается в очереди случайное время, имеющее экспоненциальное распределе-

ние с параметром .,1,,1, rcniic   Положительная заявка типа c, время ожидания которой в очереди 

i истекло, мгновенно переходит в j-ю СМО и становится положительной заявкой типа s c вероятностью 



icjsq  или отрицательной заявкой типа s c вероятностью 
icjsq , а с вероятностью    
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Такую сеть можно применить при моделировании реальных сетей связи, в которых при передаче 

запроса (положительной заявки) в систему связи часто устанавливается так называемый тайм-аут, ис-

течение которого означает, что передача запроса не укладывается в планируемый интервал времени, 

после чего данный запрос удаляется из очереди. Отрицательные заявки при этом могут описывать ви-

русы в системе, которые начинают действовать через случайное время. 

Под состоянием сети будем понимать вектор 

   tlllllllllkkkkkkkkktlk nrnnrrnrnnrr ,,...,,,...,,...,,,,...,,,,...,,,...,,...,,,,...,,,, 212222111211212222111211


, 

который образует цепь Маркова с непрерывным временем и счетным числом состояний, здесь ick  
и icl

 
соответственно число положительных и отрицательных заявок типа c в i-й СМО в момент времени t, 

rcni ,1,,1  . Требуется найти вероятности состояний сети в переходном режиме. 

Следует отметить, что выражения для таких вероятностей состояний в стационарном режиме  

в форме произведения, когда под состоянием сети понимается вектор типов заявок, были найдены  

в работах [1–3].  При этом предполагается, что отрицательные заявки фиксированного типа воздей-

ствуют только на положительные заявки того же типа. В работе [4] рассматривалась марковская сеть 

со случайным временем пребывания в очередях различных типов положительных, отрицательных за-

явок и сигналов, причем очереди в СМО сеть отдельно формировались для этих типов заявок и сигна-

лов. Под состоянием сети понимался вектор числа заявок; также найдено стационарное распределение 

вероятностей сети в форме произведения. 

Для нахождения вероятностей состояний G-сети в переходном (нестационарном) режиме ранее 

применялся приближенный метод, основанный на использовании аппарата многомерных производя-

щих функций [5], при предположении, что СМО сети функционируют в условиях высокой нагрузки.  

В данной работе это предположение снято. 

 

1. Система разностно-дифференциальных уравнений Колмогорова  

для вероятностей состояний сети 

 

Пусть icI – нулевой вектор размерности rn , за исключением компоненты с номером   ,1 cir   

которая равна единице, 00I  – rn  вектор, состоящий из нулей,  tlkP ,,


 – вероятность состояния  tlk ,,


, 

 xu  – единичная функция Хевисайда. 

Возможны следующие переходы нашей цепи Маркова процесса в состояние  ttlk ,,


 за время 

Δt:  

1) из состояния  ,tlIk js


, , в этом случае в j-ю СМО за время Δt поступит положительная заявка 

типа s с вероятностью    0λ js jsu k t o t    , ;,1,,1 rsnj   

2) из состояния  t,Ilk js


, , при этом в j-ю СМО за время Δt поступит отрицательная заявка типа 

s с вероятностью    0λ ic icu l t o t    , ;,1,,1 rsnj   

3) из состояния  tlIk ic ,,


 , в этом случае за время Δt положительная заявка типа с после обслу-

живания или по истечении времени ожидания в i-й СМО уходит из сети во внешнюю среду; суммарная 

вероятность таких событий равна  0 0μ θ  ( )iс ic iс iсp q t o t    , ;,1,,1 rcni   

4) из состояния  t,IlIk iсiс 


, , в данном случае в i-ю СМО после истечения времени ожидания 

в ней отрицательной заявки типа с она уничтожает в этой СМО положительную заявку своего типа, 

вероятность такого события равна

 

 μ ,iс t o t  
 

;,1,,1 rcni   

5) из состояния  t,Il,k iс


, при этом в i-й СМО время ожидания отрицательной заявки типа c в  

i-й СМО закончилось, и в момент времени t в ней не было положительных заявок; вероятность такого 

события равна

 

    μ 1   iс iсu k t o t     , ;,1,,1 rcni   
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6) из состояния  tlIIk jsic ,,


 , в данном случае время обслуживания или ожидания положи-

тельной заявки типа c в i-й СМО закончилось, и она направляется в j-ю СМО снова как положительная 

заявка типа s с вероятностью      μ θic icjs ic icjs jsp q u k t o t     , ;,1,,,1, rscnji   

7) из состояния  tIl,Ik jsic ,


, при этом время обслуживания или ожидания положительной 

заявки типа c в i-й СМО закончилось и она направляется в j-ю СМО как отрицательная заявка типа с; 

вероятность такого события равна      μ θ  iс icjs ic icjs jsp q u l t o t     , ;,1,,,1, rscnji   

8) из состояния  tlk ,,


, в этом случае за промежуток времени t  состояние сети не изменилось, 

при этом в каждую СМО не поступает ни положительные ни отрицательные заявки любого типа, в них 

за время t  не обслужилось, ни ушло из очереди ни одной отрицательной заявки любого типа; вероят-

ность такого события равна  
1

1 λ λ μ θ  μ
n

iс iс iс

i

t o t  



 
          

 
 ;  

9) из остальных состояний с вероятностью )( to  . 

Тогда, используя формулу полной вероятности, получаем, что нестационарные вероятности со-

стояний рассматриваемой сети удовлетворяют следующей системе разностно-дифференциальных 

уравнений (РДУ): 
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                                 (1) 

 

2. Нахождение вероятностей состояний G-сети  

методом последовательных приближений 

 

Систему РДУ (1) можно представить в виде: 
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где 
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Из (2) следует, что 
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            (3) 

Пусть  tlkPq ,,


 – приближение  tlkP ,,


 на q-й итерации,  tlkPq ,,1




 – решение системы (2) , получен-

ное методом последовательных приближений. Тогда из (3) вытекает, что 
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           (4) 

В качестве начального приближения возьмем стационарное распределение  
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которое удовлетворяет соотношению 
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Для последовательных приближений справедливы следующие утверждения. 

Теорема 1. Последовательность    ...,2,1,0,,, qtlkPq


, построенная по схеме (4), при любом 

ограниченном по t нулевом приближении     1,,0,,,0  tlkPtlkP


 сходится при m  к единствен-

ному решению системы (2). 

Доказательство. Так как  tlkP ,,0


 – ограниченная по t функция, то в силу (4)  tlkP ,,1


 также 

ограничена, поэтому 

                 .,,,,, 01 lkCtlkPtlkP


                                          (5) 

Покажем, что имеет место неравенство  
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При q = 1 согласно (5) это неравенство выполняется. Предположим, что оно выполняется при  

q = N, и покажем его справедливость при q = N + 1. Имеем: 
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и из (8) следует, что неравенство (6) имеет место. 

Так как                
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     т.е. предел последовательности   ,,, tlkPq


 

...,,2,1,0q
 
существует, обозначим его  tlkP ,,


 . Если подставить  tlkP ,,


  в (3) вместо  tlkP ,,


, то 

видно, что  tlkP ,,


  является решением системы уравнений (2), удовлетворяющим начальным усло-

виям    0,,0,, lkPlkP


  согласно условиям предыдущей теоремы. 

Докажем единственность решения. Предположим, что существует другое решение  tlkP ,,*


, то-

гда для него справедливо (3), если заменить в нем  ,,, tlkP


 ,0,, lkP


   ,, , , , ,ic jc ic jcP k I I l t P k I l I t     

соответственно на  ,,,* tlkP
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,, , , , ,ic jc ic jcP k I I l t P k I l I t    . Поэтому, используя (3), 

получаем: 
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Аналогично, как при доказательстве неравенства (6), можно показать, что 
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Правая часть этого неравенства стремится к нулю, как общий член сходящегося ряда 
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, поэтому    .,,,,lim * tlkPtlkPq
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 Но ранее  уже получили, что 
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, значит    tlkPtlkP ,,,,*


 ,  что и доказывает единственность. 

Теорема 2. Любое приближение   1,,, qtlkPq


, представимо в виде сходящегося степенного ряда 
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коэффициенты которого удовлетворяют рекуррентным соотношениям (10) с учетом (11), (12), где 
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Доказательство. Докажем, что коэффициенты степенного ряда (9) удовлетворяют рекуррент-

ным соотношениям (10). Подставим последовательные приближения (9) в (4). Тогда, учитывая, что 

   

 
  








 














1

1

0

...,,2,1,0,
!

!
1

mj

mmt

mxktk m
j

k
l

k
dxxee






 

получим 

         





 



  






   lIIkdklkPetlkd jsicqm

l

n

ji

r

sc

icjs
tkm

m

qm

 

,0,,,
0 1, 1,0

 

          .,,,
1, 1,1, 1,

1




    
 



 


n

ji

r

sc
jsicqmicjs

n

ji

r

sc
jsicqmicjs IlIkdlkIlIkdk


 

Используя обозначения (10), этот ряд можно переписать в виде: 
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Поменяв местами индексы суммирования и разлагая   tke


  в ряд по степеням t, будем иметь 
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Приравнивая в левой и правой части выражения (13) коэффициенты при tm, получим соотноше-

ния (10) для коэффициентов ряда (9). 

Для нахождения радиуса сходимости степенного ряда (9) воспользуемся формулой Коши–Ада-

мара: 
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Из (10) следует, что        
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Используя метод математической индукции, покажем, что  
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Для m = 1 имеем: 
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где  lkCq
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 – некоторая ограниченная величина. Предположим, что (14) справедливо для m – 1, т.е. 
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Докажем справедливость неравенства (12) для m. Используя (8), получим 
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 – выражение, стоящее в фигурных скобках, т.е. неравенство (14) справедливо. 

Рассмотрим выражение 
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Поскольку 
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В [5] показано, что 
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Поэтому, как следует из (11), радиус сходимости степенного ряда (5) равен  . 

Отметим, что в работе [6] описывается метод решения линейных бесконечных систем дифферен-

циальных уравнений (ДУ) с постоянными коэффициентами, основанный на применении преобразований 

Лапласа к построению решений. В [7] устанавливается взаимно однозначное соответствие между реше-

ниями ДУ бесконечного порядка и бесконечной системы линейных ДУ первого порядка. В [6, 7] предло-

жено для нахождения решения ДУ бесконечного порядка использовать метод последовательных прибли-

жений, но сами приближения находятся достаточно сложно [8]. В данном подразделе для нахождения 

ожидаемых доходов в системах открытой G-сети МО предложена методика решения бесконечных си-

стем ДУ методом последовательных приближений, совмещенным с методом рядов. 

Пример 1. В данном примере количество СМО в сети n = 5. Пусть вероятности поступления 

заявок типа c в i-ю систему равны соответственно:  

;05,0;1,0;15,0 013012011   ppp ;04,0053043033   ppp ;05,0021 
p  

 
042032051041031023022 ;1,0;02,0;03,0 ppppppp  

041031021011052 ;06,0 ppppp  

;06,0;1,0 052042032022012051041   ppppppp  причем 1

5

1

3

1
0


 



i c
ic

p , 1

5

1

3

1

0 
 



i c

icp . 

Пусть интенсивности входящих потоков положительных и отрицательных заявок равны соответ-

ственно 100  и 90 . Пусть интенсивности обслуживания заявок типа c в СМО сети равны 

.5,1,50,40,30 321  iiii  Предположим, что .5,1,20,15,10,3,4,5 321321   iiiiiii  

Положим также, что вероятности перехода положительных и отрицательных заявок между СМО сети  
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 при условии, что состояние 

 1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2  было начальным. Расчёты показали, что   .1075
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Количество членов ряда, вычисляемых по формуле (5), находилось при использовании соотно-

шения   ,, **  lkdql
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   а количество итераций q, используя не-

равенство     .,,,,1  tlkPtlkP qq


 Получили, что количество итераций ,105* q а членов ряда 

.80* m   

 
Рис. 1. Вероятность состояния k


на отрезке времени [0; 6] 

Время выполнения программы на компьютере с параметрами Intel(R) Pentium(R) Dual CPU G860 @ 

3.00GHz 4Gb приблизительно равнялось 5 час. На рис. 1 представлен график этой вероятности.   

 

Заключение 

 

В работе проведено исследование марковской G-сети массового обслуживания с нетерпеливыми 

положительными и отрицательными заявками различных типов в случае, когда отрицательная заявка 

может уничтожать одну положительную заявку своего типа. Для нахождения нестационарных вероят-

ностей состояний предложено использовать модифицированный метод последовательных приближений, 

совмещенный с методом рядов, который позволяет сделать это за приемлемое процессорное время. 

Дальнейшие исследования в этом направлении могут быть связаны с нахождением ожидаемых 

доходов в таких сетях с доходами. 
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The article explores the network with impatient positive and negative applications of multiple classes, in the case where a negative 

customer removes one positive customer of its type. The i-th queuing system (QS) from the external environment receives the simplest 

flow of positive requests with intensity   and an additional flow of negative requests, which is also the simplest with intensity 

ni ,1,  . All incoming streams are independent. Each positive request of the input stream, regardless of other requests, is sent to 

the i-th QS as a request of type c with probability 

icp0 ,  
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Each negative entry of the input stream, regardless of other negative requests, is sent to the i-th QS as a negative claim of type c 

with probability  
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c
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00 1, , and after a random time destroys one positive claim of type c. After the end of the service of the 

positive requests of type c in the i-th QS, it is sent to the j-th QS with probability 
icjsp  again as a positive requests of type s, and with 

probability 

icjsp  as a negative request of type s, and with probability    
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Each positive claim of type c in the system has a waiting time limited by an exponentially distributed random variable with a 

parameter 
ic . A negative claim that is in the system remains in the queue a random time that has an exponential distribution with the 

parameter .,1,,1, rcniic 
 Positive request of type c, the waiting time in queue i has expired, instantly passes into the j-th of the 

QS and becomes a positive requests of type s with a probability 
icjsq  or negative requests of type s with probability 

icjsq , but with 

probability    
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In the first part (Theorem 1) a difference-differential equations system is derived, which is satisfied by the probabilities of the states 

of such a network. It can be represented in a general form 
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 (1) 

where  tlkP ,,


 is the probability of the state  tlk ,,


,         lkkkk icjsicjsicjs


,,,, 1    are some bounded negative functions. To solve 

system (1) it is suggested to use an algorithm based on the application of the modified method of successive approximations combined 
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with the method of series. This allows to find the probabilities of network states for acceptable CPU time. The tendency of successive 

approximations is proved for a stationary distribution of probabilities and their convergence to a unique solution of the system (1). 
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В работе исследована RQ-система с вытеснением заявок, простейшим входящим потоком, гиперэкспоненци-

альным распределением времени обслуживания и сохранением фазовой реализации обслуживания. Исследо-

вание системы проводилось методом асимптотического анализа в предельном условии большой задержки за-

явок на орбите. Показано, что предельная  характеристическая функция числа заявок на орбите является асимп-

тотически гауссовской. Найдены параметры этого распределения.  

Ключевые слова: RQ-система; вытеснение заявок; фазовая реализация; зоны орбиты; большая задержка. 

 

В литературе показано, что адекватными математическими моделями телекоммуникационных  

сетей связи являются RQ-системы (Retrial queueing system, или системы с повторными вызовами).  

Исследованием RQ-систем в настоящее время занято большое количество зарубежных и российских 

ученых. Значительный вклад в развитие теории внесли Г.И. Фалин, J.R. Artalejo [1], А.Н. Дудин [2],  

Г.П. Башарин, К.Е. Самуйлов. Однако этими учеными были получены аналитические формулы для 

систем с относительно простой конфигурацией, в то время как реальные системы являются сложными. 

RQ-системам с приоритетами посвящено немалое количество исследований, к которым можно отнести 

работы K. Avrachenkov [3, 4], G. Ayyappan, A. Muthu Ganapathi [5], П.П. Бочарова, О.И. Павловой [6], 

B. Krishna Kumar, A. Vijayakumar, D. Arivudainambi [7], C. Kim [8]. Кроме того, следует отметить ра-

боты, касающиеся изучения RQ-систем с дискретным временем. В работе I.M. Atencia [9] рассматри-

вается система с повторными вызовами с дискретным временем, в которой прибывшая заявка, обнару-

жившая прибор занятым, может решить, начать ли обслуживание или присоединиться к орбите и по-

вторить попытку позже согласно дисциплине FCFS (First Come First Served – первым пришел, первым 

обслужен). Современная литература по RQ-системам очень обширна и богата, последние обзоры 

можно найти в работе J.R. Artalejo. Однако в рассмотренных выше моделях приоритетных RQ-систем 

не учитывается эффект вытеснения требований, что существенно влияет на характеристики исследуе-

мых систем. Данная работа будет посвящена исследованию систем с вытеснением требований. 

 

1. Математическая модель и постановка задачи 

 

Рассмотрим RQ-систему с вытеснением заявок (рис. 1). 
 

 

Рис. 1. RQ-система M|E2|1 с вытеснением заявок 



73 

На вход системы поступает простейший поток заявок с интенсивностью λ. Требование, заставшее 

прибор свободным, занимает его для обслуживания в течение времени, подчиняющегося гиперэкспо-

ненциальному распределению B(x) с параметрами q, μ1, μ2. С вероятностью q заявка обслуживается 

экспоненциально распределенное время с параметром μ1 (1 фаза), с вероятностью 1 – q заявка обслу-

живается экспоненциально распределенное время с параметром μ2 (2 фаза). Если прибор занят, то  

поступившая заявка вытесняет обслуживаемую и сама занимает прибор для обслуживания, а заявка, 

которая обслуживалась, переходит на орбиту. Орбита разделяется на две зоны. Если заявка обслужи-

валась на первой фазе, то уходит в первую зону орбиты, если на второй фазе, то на вторую. В зонах 

орбиты заявки осуществляют случайную задержку, продолжительность которой имеет экспоненциаль-

ное распределение с параметром σ1 для первой зоны и σ2 для второй. Из орбиты после случайной за-

держки заявка вновь обращается к прибору с повторной попыткой его захвата. Дисциплина обращений 

заявок с орбиты принципиально отличается от дисциплины обращения заявок, которые впервые прибыли 

в систему, так как для первичных заявок номер фазы определяется случайным образом с вероятностью 

q, а при повторном обращении номер фазы выбирается однозначно по номеру зоны. Так как орбита 

разделяется на две зоны, то заявки, находящиеся на орбите в первой зоне, будут осуществлять задержку 

с экспоненциально распределенным временем с параметром σ1 = γ1σ, на орбите во второй зоне – с па-

раметром σ2 = γ2σ. 

Обозначим i1(t) – число заявок на орбите в первой зоне, i2(t) – число заявок на орбите во второй 

зоне. Пусть k(t) определяет состояние прибора следующим образом: 

0,   если прибор свободен,

( ) 1,    если прибор занят заявкой, находящейся на первой фазе обслуживания,

2,  если прибор занят заявкой, находящейся на второй фазе обслуживания.




 



k t  

Ставится задача нахождения совместного трехмерного распределения вероятностей чисел заявок  

в зонах на орбите и состояний прибора. 

 

2. Система уравнений Колмогорова  

для частичных характеристических функций 

 

Рассмотрим трехмерный процесс  1 2( ), ( ), ( )k t i t i t .  

Обозначим  1 1 2 2 1 2( ) , ( ) , ( ) ( , ),kP k t k i t i i t i P i i    0,1, 2k  стационарную вероятность того, 

что прибор в момент времени t находится в состоянии k, на орбите в первой зоне находится i1 заявок, 

на орбите во второй зоне находится i2 заявок.  

Введем частичные характеристические функции следующего вида: 

1 1 2 2

1 2

1 2 1 2
0 0

( , ) ( , ), 0,1,    2
 

 

  
ju i ju i

k k
i i

H i ku u e e P i , 

где 1j    – мнимая единица. 

Запишем систему для частичных характеристических функций: 
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Аналитически данную систему решить затруднительно. Будем решать ее методом асимптотиче-

ского анализа [10] в условии большой задержки, когда среднее время 
1



, а 0 , полагая что  

σ1 = σγ1, σ2 = σγ2.   
  

3. Асимптотика первого порядка 
 

Обозначим xn, n = 1, 2, – асимптотическое среднее значение числа заявок на n-й зоне орбиты, а Rk,  

k = 0, 1, 2, – распределение вероятностей состояний прибора. Сформулируем следующее утверждение. 

Теорема 1. Пусть i1(t) – число заявок на орбите в первой зоне, i2(t) – число заявок на орбите во 

второй зоне RQ-системы с вытеснением заявок и сохранением фазовой реализации. Тогда для после-

довательности характеристических функций выполняется равенство: 

   1 1 1 2 2 2 1 1 2 2
0

lim exp ( ) ( ) exp ,M ju i t ju i t ju x ju x


      

где x1, x2 являются решением системы уравнений 

 

1 1 0 2 2 1 1 1 2

2 2 0 2 2 1 1 1 2

( ) 0,

( ) 0,

x R x R x R

x R x R x R

       

       
 (1) 

а вероятности Rk, k = 0, 1, 2, находятся из системы 

1 1 2 2 0 1 1 2 2( ) 0,x x R R R         

 1 1 0 1 2 2 1 1 1 2( ) (1 ) ( ) 0,q x R q x R q x R               

      2 2 0 2 2 1 2 1 1 2(1 ) (1 ) 0,q x R q x R q x R                (2) 

0 1 2 1.R R R    

Из систем уравнений (1), (2) находятся средние числа x1, x2 заявок в зонах на орбите и распреде-

ление вероятностей Rk, k = 0, 1, 2, состояний прибора.  

Для более детального исследования рассмотрим асимптотику второго порядка. 
 

4. Асимптотика второго порядка 
 

Построим гауссовскую аппроксимацию числа заявок на орбите. 

Сформулируем следующее утверждение. 

Теорема 2. Пусть i1(t) – число заявок на орбите в первой зоне, i2(t)– число заявок на орбите во 

второй зоне RQ-системы с вытеснением заявок и сохранением фазовой реализации. Тогда имеет место 

предельное равенство:  

   
2 2

1 21 1 1 2 2 2
1 2 11 22 1 2 12

0

( ) ( )
lim exp exp ,

2 2

ju jui t x i t x
M ju ju Q Q ju ju Q



       
      

     

 

где x1, x2 являются решением систем уравнений (1), (2), величины Q11, Q12, Q22 находятся из неоднород-

ной системы линейных алгебраических уравнений 

 

 

11 1 0 1 2 1 0 0 1 0 1 1 2 1 1 2 2
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12 1 2 1 0 0 1 0 1 1 2 2 1 2 1 2 2 2 0 2 1 1

2 1 2 2 2 1 2 2 0 2 2 2 2 2 1 2 1 1 2 1

1 1 1

2 2 2
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2 2

Q R R R y R y R y R y

Q R R y R y R y R y qR x R R x

q R R x qR y x R y q R y x R y x R y

           

                

               

 (3) 
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11 1 2 1 0 0 1 0 1 1 2 1 1 22 12 1 0 1 2 2 0 2 1 2 0 0

2 0 2 2 1 1 2 1 2 1 0 0 1 0 1 1 2 2 1 2 1

22 2 1 2 0 0 2 0 2 2 1 2 2 1 1 2 1 1 1 2 2 1 1 0 1 1 1

1 1 2 1 (1

Q R R p R p R p R Q R R R R R p

R p R p R p R s R s R s R s

Q R R s R s R s R s R x R x x R p qR p

x R p q

                   

             

                   

    1 2 2 2 1 2 2 1 2 2 0 2 2 2 2 2 1 2 1 1 2 1) (1 ) .R p x R p qR s x R s q R s x R s x R s            

 

Величины z0, z1, z2; y0, y1, y2; p0, p1, p2; s0, s1, s2 определяются из систем уравнений (4)–(7) соответственно.  

Для z0, z1, z2: 

 

     

   

   

1 1 2 2 0 1 1 1 2 2 2 1 1

1 0 1 2 2 1 2 2 2 2 2

2 0 1 1 1 2 1 1 2 1 1

(1 ) ,

(1 ) (1 ) ,

.

x x z q x z q x z x

z q x z q x z x

z q x z q x z x

                

               

           

       (4) 

Для y0, y1, y2: 
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(1 ) ,
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.

x x y q x y q x y x
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y q x y q x y x

                

             

             

        (5) 

Для p0, p1, p2: 

 

     

   

   

1 1 2 2 0 1 1 1 2 2 2 2 2
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(1 ) ,
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.

x x p q x p q x p x
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     (6) 

Для s0, s1, s2: 

 

     

   

   

1 1 2 2 0 1 1 1 2 2 2 1 1

1 0 1 2 2 1 2 2 2 2 2

2 0 1 1 1 2 1 1 2 1 1

(1 ) ,

(1 ) (1 ) ,

.

x x s q x s q x s x

s q x s q x s x

s q x s q x s x

                

               

           

                 (7) 

Заметим, что доказать асимптотическую гауссовость распределения числа заявок можно, записав 

характеристическую функцию в виде произведения:  

2 2
1 2 1 2 1 2

1 2 11 22 12 1 2

( ) ( )
( , ) exp exp

2 2

ju ju ju ju u u
H u u Q Q Q j x j x

    
      

       

. 

Откуда, выполнив несложные преобразования, получаем 

2 2
1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 11 22 12

( ) ( )
( , ) exp

2 2

u u ju ju ju ju
H u u j x j x Q Q Q

  
     

      

. 

Последнее выражение доказывает, что двумерное распределение вероятностей числа заявок на 

орбите является асимптотически гауссовским.  

 

5. Численная реализация 

 

Были рассмотрены примеры численного решения систем (1)–(7) для различных значений парамет-

ров μ1 и μ2 функции распределения времени обслуживания B(x) с преобразованием Лапласа–Стилтьеса  

* 1 1

1 2

( ) (1 ) (1 )(1 )
x x

B x q q     
 

 

и параметров λ и σ1, σ2. 

Рассмотрим пример для случая 

λ = 2, q = 0,6, γ1 = 2, γ2 = 3.  
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На рис. 2 представлен график плотности P(x, y)  

 

2 2
1 1 2 2

122 222
11 2211 221211 22 12

1 1 ( ) ( )( ) ( )
( , ) exp 2

2 12 1

      
     

     

x x x x y x y x
P x y Q

Q QQ QQQ Q Q

 

двумерного распределения вероятностей числа заявок на орбите.  
 

 
Рис. 2. График плотности P(x, y) при значениях μ1 = 4 и μ2 = 5 

В работе [11] была рассмотрена RQ-система с вытеснением заявок, в которой обслуживание по-

сле прерывания начинается заново. Целесообразно выполнить сравнение значений асимптотических 

средних между средним X, полученным с помощью метода, предложенного в [11], и асимптотическим 

средним x = x1 + x2, полученным с помощью метода асимптотического анализа RQ-системы с вытесне-

нием заявок и сохранением фазовой реализации.   
Таблица 1  

Значения асимптотических средних числа заявок на орбите для различных RQ-систем при γ1 = γ2  

μ1 

μ2 

2 3 4 

x X x X x X 

20 0,341 0,913 0,194 0,707 0,141 0,582 

30 0,314 0,794 0,177 0,612 0,126 0,500 

40 0,302 0,738 0,169 0,566 0,119 0,460 

 

В табл. 1 приведены значения асимптотических средних для RQ-системы с вытеснением и со-

хранением фазовой реализации x и для RQ-системы, в которой после прерывания обслуживания у за-

явки обслуживание начинается заново, X при различных значениях параметров времени обслуживания. 

Как можно видеть из таблицы, среднее значение x суммарного числа заявок на орбите RQ-системы с 

вытеснением заявок и сохранением фазовой реализации в 3–4 раза меньше среднего числа заявок X  

RQ-системы с вытеснением заявок, в которой обслуживание после прерывания начинается заново. 

      

Заключение 

 

В данной работе была исследована RQ-система с вытеснением заявок и с сохранением фазовой 

реализации методом асимптотического анализа в предельном условии большой задержки заявок на 

орбите. Для нее получены уравнения для нахождения среднего числа заявок на орбите i(t) = i1(t) + i2(t),  

а также уравнения для нахождения стационарного распределения вероятностей состояний прибора. 

Модифицирован метод асимптотического анализа для исследования RQ-систем с сохранением фазо-

вой реализации и вытеснением заявок. Было показано, что асимптотическая характеристическая функ-

ция числа заявок на орбите является асимптотически гауссовской. Был проведен численный анализ 
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системы. Для конкретных значений параметров были получены асимптотические средние числа заявок 

на орбите, а также вторые центральные моменты и коэффициент корреляции между заявками на орбите 

в первой и второй зонах.  

Результаты выполненных исследований могут позволить решить задачи в области проектирова-

ния инфокоммуникационных систем, телекоммуникационных систем, управляемых протоколами слу-

чайного множественного доступа. 

Считаем целесообразным исследовать RQ-систему с дообслуживанием заявок и вытеснением.  
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The paper considers an RQ-system which could be used as a mathematical model of a 5G new generation telecommunication 

network. The input of the system is a simplest request flow with intensity λ.  

Request that found server free is then serviced for a duration of time that has hyper exponential distribution with parameters q, μ1, μ2. 

With probability q request that came from the flow is then serviced for an exponential time with parameter μ1 (1st phase), and with 

probability 1 – q the request is serviced for an exponential time with parameter μ2 (2nd phase). 

If the server is busy then the incoming request pushes the previous request out of service and takes its place, while the pushed out 

request goes to the orbit. Orbit is divided in 2 zones. If a request was being serviced at the 1st phase of hyper exponential distribution – 

it goes to the 1st zone of the orbit, and it was being serviced at the 2nd phase – it goes to the 2nd zone.  

At the orbit zones requests are randomly delayed and duration of delay has an exponential distribution with parameter σ1 for the 

1st zone and σ2 for the 2nd. From there, after a random delay, request again returns to the server. 

The appeal discipline of requests from the orbit is fundamentally different from the appeal discipline of requests that are new to 

the system, as for the new requests the phase number is determined randomly by the probability q, when the returning requests already 

have a zone number that determines the number of a phase. 

The research is conducted using the asymptotic analysis method in the limit condition of a large delay of requests on the orbit, 

characterized by a condition 0 , assuming that σ1 = σγ1, σ2 = σγ2.  
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In order to use this method we’ve obtained the Kolmogorov equation system for probability distribution of a 3-dimensional process 

of number of requests at the zones on an orbit and statuses of the server, we’ve also made transition from the equation system for 

probabilities to the Kolmogorov equation system for partial characteristic functions.  

The first order asymptote was reviewed. We’ve obtained equations for finding the distribution of probabilities of statuses of the 

server Rk, k = 0, 1, 2, and for finding asymptotic mean xn, n = 1, 2, of number of requests at the zones of the orbit. We’ve reviewed the 

second order asymptote. We’ve obtained equations for finding second asymptotic moments: variance and correlation coefficient be-

tween number of requests in the 1st and the 2nd zones. 

We’ve found limit characteristic function (at 0 ) of a normalized number of requests at the orbit that has the form 

2 2
1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 11 22 12

( ) ( )
( , ) exp

2 2

  
     

      

u u ju ju ju ju
H u u j x j x Q Q Q , i.e. the form of a characteristic function of the 2-dimen-

sional Gauss distribution. 

Numerical experiments were conducted for different parameter values of time of servicing and intensity of incoming flow.  

The obtained results of asymptotic mean of number of requests at the orbit of an RQ-system with request displacement and conservation 

of phase realization were compared to the asymptotic mean number of requests at the orbit of an RQ-system with request displacement 

and servicing returning requests as the new ones. 

It is established that by conserving phase realization the mean number of requests at the orbit is 3-4 times smaller than the mean 

number of requests at the orbit with servicing them as new each time. Obtained results could be useful in designing informational-

communicational systems controlled by random multiple access protocols.   

We’ve concluded it to be expedient to research the RQ-system with requests displacement and after service, because such a model 

would be very important in designing communication networks, since this problem wasn’t solved in science literature. 
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РАСПОЗНАВАНИЕ НЕПОЛНЫХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ,  

ОПИСЫВАЕМЫХ СКРЫТЫМИ МАРКОВСКИМИ МОДЕЛЯМИ,  

В ПРОСТРАНСТВЕ ПЕРВЫХ ПРОИЗВОДНЫХ  

ОТ ЛОГАРИФМА ФУНКЦИИ ПРАВДОПОДОБИЯ 
 

Предлагается метод распознавания неполных последовательностей, который заключается в классификации по-

следовательностей в пространстве признаков, образованном первыми производными от логарифма функции 

правдоподобия того, что случайный процесс, описываемый скрытой марковской моделью, сгенерировал рас-

познаваемую неполную последовательность. В качестве классификатора в предлагаемом методе применяется 

метод опорных векторов. 

Ключевые слова: скрытые марковские модели; машинное обучение; последовательности; пропущенные 

наблюдения; неполные данные. 

 

Теория скрытых марковских моделей (СММ) была представлена еще в 1970-х гг. Л. Баумом и его 

коллегами [1]. Изначально СММ применяли для распознавания речи. В конце 1980-х гг. СММ начали 

использовать в биоинформатике, например для обработки цепочек ДНК. Тем не менее наибольшую 

популярность СММ обрели после 1990-х гг., и данная тенденция продолжается и в настоящее время, 

что можно подтвердить частотой упоминания термина «hidden Markov model» в публикациях [2]. 

Однако в теории СММ остается малоизученная область, касающаяся вопросов применения СММ 

для анализа неполных данных. Данные вопросы являются актуальными, поскольку в сложных систе-

мах, например при приеме данных с космических и авиационных аппаратов, а также других источни-

ков, приходится иметь дело с потоками данных от различных датчиков в сложной помеховой обста-

новке, когда возможно пропадание информации или ее искажение. В настоящей работе рассматрива-

ется такой случай неполных данных, как наличие пропусков в распознаваемых последовательностях. 

Такие последовательности с пропусками будем называть неполными. В рассматриваемой ситуации 

пропуски не генерируются самим случайным процессом, описываемым СММ, а возникают в произ-

вольных местах последовательностей за счет внешних условий. 

Данная статья является продолжением исследований по распознаванию последовательностей, опи-

сываемых СММ, проводимых на кафедре теоретической и прикладной информатики Новосибирского 

государственного технического университета [3]. Отличие проводимого исследования заключается  

в том, что распознаваемые последовательности могут содержать пропуски. 
 

1. Описание скрытой марковской модели 
 

1.1. Структура скрытой марковской модели 
 

Скрытой марковской моделью называют модель, описывающую случайный процесс, находя-

щийся в каждый момент времени  1, ...,t T  в одном из N скрытых состояний  1,..., Ns s s  и в новый 

момент времени переходящий в другое или в прежнее состояние согласно некоторым вероятностям 

переходов. Состояния считаются скрытыми, однако они проявляются в тех или иных особенностях 

наблюдаемых последовательностей. В данной работе рассматриваются СММ с непрерывной плотно-

стью распределения наблюдений, когда в общем случае многомерные наблюдения – это векторы дей-

ствительных чисел. Значения наблюдаемых величин при условии того, что СММ находится в конкретном 

скрытом состоянии, подчиняются некоторым вероятностным законам. В случае СММ с непрерывной 
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плотностью распределения наблюдений эти вероятностные законы описываются функциями условной 

плотности распределений наблюдений. 

Рассмотрим параметры, которыми можно полностью задать конкретную СММ. Обозначим скры-

тое состояние, в котором находится описываемый СММ процесс в момент t, символом qt, многомерное 

наблюдение, которое он сгенерировал в момент времени t, – символом ot, а многомерное наблюдение, 

не привязанное к конкретному времени, – символом o. СММ с непрерывной плотностью распределе-

ния характеризуется вектором вероятностного распределения начального скрытого состояния 

  1π , 1,i ip q s i N     , матрицей вероятностей переходов из одного скрытого состояния в дру-

гое   1 | , , 1,ij t j t iA a p q s q s i j N     , а также функциями условной плотности распределений 

многомерных наблюдений     | , 1, , Z
i iB b f q s i N R    o o o  [4]. В данной работе в качестве 

функций условной плотности распределения наблюдений рассматривается смесь многомерных нор-

мальных распределений: 
1

( ) τ ( ;μ , ), 1, ,
M

Z
i im im im

m

b g i N R


   o o o , где M – число компонент в смеси 

для каждого скрытого состояния, τ 0im  – вес m-й компоненты смеси в i-м скрытом состоянии  

(
1

τ 1, 1,
M

im
m

i N


  ), μim – математическое ожидание нормального распределения, соответствующего 

m-й компоненте смеси в i-м скрытом состоянии, im  – ковариационная матрица нормального распре-

деления, соответствующая m-й компоненте смеси в i-м скрытом состоянии, а ( ;μ , ),  Z
im img Ro o  – 

функция плотности многомерного нормального распределения, т.е. ( ;μ , ) im img o

10,5( μ ) ( μ )1
,

(2π)

   
 



T
im im im Z

Z
im

e R
o o

o . Таким образом, некоторую конкретную СММ будем зада-

вать в виде набора определяющих ее параметров  λ , ,  A B . 

 

1.2. Распознавание целых последовательностей, описываемых СММ 

 

Пусть определено несколько классов, соответствующих некоторым различным случайным про-

цессам с номерами 1, D , которые описываются соответствующими СММ 1λ , ..., λD , а также имеется по-

следовательность многомерных наблюдений  1,..., TO  o o . Для классификации последовательности,  

т.е. определения того, каким именно процессом, описываемым соответствующей СММ, она была по-

рождена, как правило, применяют критерий максимума функции правдоподобия (МФП). В этом случае 

последовательность O относят к тому классу r*, для которого значение логарифма функции правдопо-

добия является максимальным: r*   
1,...

arg max ln | λ


 r
r D

p O . 

Для расчета логарифма функции правдоподобия того, что последовательность O была сгенери-

рована процессом, описываемым СММ λ, т.е.       
1 2

1 1 2
, ,...,

| λ ln ,..., , , ,..., | λ , 
T

T T
q q q

p O p q q qo o  обычно 

применяют алгоритм forward-backward [5]. Для вычисления самого значения  ln | λp O  необходима 

лишь первая часть forward-backward алгоритма, поэтому приведем только ее. 

Во оригинальном алгоритме forward-backward вероятности умножаются друг на друга, т.е. числа 

меньше единицы, имеющие, как правило, значения, обратные количеству скрытых состояний, умно-

жаются в количестве, пропорциональном длине последовательности. Для длинных последовательно-

стей (длиной более 100) данные произведения достаточно быстро становятся меньше минимальных 

аппаратно реализуемых чисел современных машин. Для исправления этой проблемы необходимо либо 

использовать длинную арифметику, что значительно замедлит вычисления, либо масштабировать все 
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промежуточные произведения, чтобы они не стремились к нулю. Эффективные методы масштабиро-

вания, которые практически не замедляют обучения, известны и приведены в [4]. 

Первая часть forward-backward алгоритма (ее достаточно для вычисления логарифма функции прав-

доподобия) производит вычисление отмасштабированных прямых вероятностей  1 2( , ,..., , | λ),t t ip q so o o

1, , 1,t T i N  , т.е. вероятностей того, что последовательность многомерных наблюдений  1 2, ,..., to o o  

была порождена процессом, описываемым моделью λ, и что данный процесс находился в скрытом со-

стоянии si в момент времени t. Алгоритм вычисления отмасштабированных прямых вероятностей и 

логарифма функции правдоподобия: 

1) инициализация: 

 1 1α ( ) π ( ), 1,i ii b i N o ; (29) 

2) индукция: 

 1 1
1

α ( ) ( ) α ( ) , 1, ,  1, 1
N

t i t t ji
j

i b j a i N t T 


 
    

 
o , (30) 
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.      (31) 

Определим параметр масштаба: 
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. 

Логарифм функции правдоподобия для последовательности наблюдений может быть вычислен 

с помощью параметров масштаба: 

  
1

ln |λ ln


    

T

t
t

p O c . (33) 

 

2. Распознавание неполных последовательностей, описываемых СММ 
 

Прежде чем производить распознавание неполных последовательностей, описываемых СММ, 

необходимо оценить параметры соответствующих СММ, т.е. обучить их. Вполне вероятно, что в реаль-

ной ситуации обучение придется также проводить на неполных последовательностях, соответственно, 

необходимо иметь алгоритмы обучения СММ по неполным последовательностям. Тем не менее в данной 

статье будет рассмотрен только вопрос распознавания неполных последовательностей. Вопрос обучения 

СММ на неполных последовательностях был рассмотрен автором в предыдущих работах [6, 7, 8], где 

был предложен алгоритм обучения СММ, основанный на маргинализации пропущенных наблюдений. 

 

2.1. Распознавание неполных последовательностей с помощью 

маргинализации пропущенных наблюдений 
 

Как и ранее, будем называть неполной, или «дефектной», последовательностью такую последо-

вательность O, в которой значение некоторых наблюдений не определено. Обозначим пропуск симво-

лом  . Тогда  *, 1,tO R t T  o ,  * ZR R   . 

Для получения алгоритма распознавания неполных последовательностей с помощью СММ необ-

ходимо прежде всего обратиться к формулам (29)–(33), по которым производится расчет прямых и  
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обратных вероятностей. Видно, что вычисление значений ( )i tb o , 1, , 1,i N t T  , в формулах (29)–(33), 

которые используются как в алгоритме обучения СММ, так и в алгоритме распознавания последова-

тельностей, невозможно, если t o , где символ   означает пропущенное наблюдение, так как не 

определено конкретное наблюдаемое значение, а значит, нельзя рассчитать значение ( )i tb o , которое 

соответствует данному наблюдению. Чтобы можно было использовать эти формулы в случае неполных 

последовательностей, нужно каким-то образом доопределить значение сомножителя ( ), 1, , ib i N  

для тех прямых вероятностей, которые рассчитываются по отсутствующим в последовательности 

наблюдениям. 

Предлагаемый в данной работе подход состоит в том, чтобы считать, что на месте пропуска 

могло стоять любое наблюдение из RZ [9]. Руководствуясь этой идеей, представим значение 

( ), 1, , ib i N  как интеграл по всем возможным значениям пропущенного наблюдения: 

 ( ) 1, 1,i ib b d i N    x x . 

Справедливость данного равенства обусловлена тем, что в один момент времени имеется только 

одно наблюдение x, а также тем, что bi(x) – условная плотность распределения наблюдения x в скрытом 

состоянии si, 1,i N . Руководствуясь теми же соображениями, определим значение плотности нормаль-

ного распределения, входящего в смесь, для наблюдения-пропуска [9]: 

( ,μ , ) ( ,μ , ) 1, 1, , 1,im im im img g d i N m M       x x . 

Теперь выражение ( ),i tb o  1, , 1, , i N t T  определено для всех 
*,t Ro  и формулы (29)–(33) рас-

чета прямых и обратных вероятностей можно расширить на случай неполных последовательностей. 

Модифицированный алгоритм вычисления прямых вероятностей (отмасштабированный), ис-

пользуемый при распознавании неполных последовательностей: 

1) инициализация: 

1

1

1

π , ,
α ( ) 1,

π ( ), иначе,


 


i

i i

i i N
b

o

o
; 

2) индукция: 

1

1

1

1

1

α ( ) , ,

α ( ) 1, , 1, 1

( ) α ( ) , иначе,
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t N
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, 

где 

1

α ( )
α ( ) ,  1, ,  1, 1

α ( )

t
t N

t
n

j
j j N t T

n


    



. 

Параметр масштаба вычисляется по формуле: 

1

1

α ( ) , 1,
N

t t
i

c i t T





 
  
 

. Логарифм функции прав-

доподобия вычисляется по формуле  
1

ln |λ ln


    

T

t
t

p O c . 

Назовем описанный выше прием доопределения неизвестных величин «маргинализацией пропу-

щенных наблюдений», так как здесь вычисляется маргинальное распределение ( )ib  , 1, ,i N  для 

случайной величины ,  которая может принимать любое значение из множества RZ. Легко видеть, 

что с помощью процедуры маргинализации можно проводить распознавание неполных последователь-

ностей по критерию МФП, поскольку необходимые формулы для вычисления логарифма функции 

правдоподобия доопределены на случай пропущенных наблюдений. 
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2.2. Распознавание неполных последовательностей в пространстве 

первых производных от логарифма функции правдоподобия 

 

Распознавание последовательностей, описываемых СММ, можно проводить не только с помо-

щью критерия максимума функции правдоподобия. Ранее был разработан и успешно применен метод 

распознавания последовательностей в пространстве первых производных от логарифма функции прав-

доподобия того, что случайный процесс, описываемый СММ, сгенерировал распознаваемую последо-

вательность, по различным параметрам СММ. Данный метод распознавания показал преимущество 

над критерием МФП в случаях близости СММ, описывающих классы, по параметрам, а также в усло-

виях, когда СММ обучались на последовательностях, подверженных разного рода помехам [3]. Тем не 

менее случая полностью пропущенных наблюдений в последовательностях в данном исследовании не 

рассматривалось. Поскольку пропуски в наблюдениях также можно интерпретировать как своего рода 

помехи, то целесообразно исследовать применимость данного метода к анализу неполных последова-

тельностей, описываемых моделями, обученными на неполных последовательностях. 

Далее приведено описание упомянутого выше метода. Для наглядности рассмотрим случай двух-

классовой классификации. Для каждой последовательности наблюдений O принадлежность к одной из 

двух моделей будем определять с помощью значений производных по различным параметрам модели. 

Пусть имеются обучающая выборка  1 2, , ..., KO O O  и две СММ λ1 и λ2. Для каждой обучающей по-

следовательности O из  1 2, , ..., KO O O  будет построен вектор вида 

2

1

1

2

λ

ln ( |λ )

η

ln ( |λ )
λη

|

|

p O

p O









 
 
 
 
 

. Транспониро-

ванные версии этих векторов объединяются вместе в обучающую матрицу X, в которой столбцы соот-

ветствуют признакам (производным по параметрам моделей), а строки – последовательностям наблю-

дений. Также составляется вектор правильных ответов  1, ..., KY y y , где  1,2Ky  – это номер 

СММ, которая соответствует случайному процессу, породившему Ok, 1,k K . Затем производится 

обучение классификатора по методу опорных векторов с помощью обучающей матрицы X и вектора 

правильных ответов Y. Для распознавания строится аналогичный вектор для рассматриваемой последо-

вательности O и определяется, к какой группе этот вектор ближе по методу опорных векторов [10]. 

Описанный двухклассовый случай легко обобщить на многоклассовый случай, используя стратегии 

«каждый против каждого» или «один против всех», часто применяемые для бинарных классификаторов. 

Далее приводится способ вычисления производных от логарифма функции правдоподобия по 

параметрам СММ [3]. 

Исходя из формулы (33), 

 
1 1

ln ( | λ) 1

η η

kK T
t

k
k t t

сp O

c 

 
      

. (34) 

Вычисление производной от параметра масштаба по некоторому параметру модели η произво-

дится следующим образом: 

 

2

1

α ( )
, 1,

η η

 
  

 

N
t t

t
i

c i
c t T . (35) 

Для вычисления , 1, ,
α ( )

η





t i N

i  продифференцируем по шагам алгоритм вычисления прямых 

переменных с масштабом: 

Шаг 1: 

 1 1α ( ) α ( )
, 1, .

η η

 
 

 

i i
i N  (36) 
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Шаг 2:  

 
 

      
 1

1 1
1 1

αα ( )
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η η η η

N Njit it
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aj b ti
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 (37) 

где 
 1 1 1

1 1

α α ( )
α ( )

η η η

  
 

  
 

  

t t t
t t

j с j
j c , 1, ,i N  2,t T . 

Таким образом, для вычисления значений 
α ( )

, 1, ,
η






t i
i N  нам потребуется вычислить производ-

ные 
1 ( )α ( )

, , , , 1, , 1, .
η η η


 

  

iji
ab ti

i j N t T  

В случае недиагональной матрицы при вычислении производной по элементу ковариационной 

матрицы придется дифференцировать элементы обратной матрицы, поэтому будем рассматривать слу-

чай, когда матрицы , 1, , 1, im i N m M  являются диагональными. 

Далее приведен способ вычисления производных 1 ( )α ( )
, ,

η η η



  

iji
ab ti

 для указанных значений 

параметра η (параметр η может принимать значения π , ,τ ,μ , , , 1, , 1, , 1,   z zz
i ij im im ima i j N m M z Z ): 
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i
i zz
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b
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i i N m M z Z
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 (48) 

Формулы (34)–(48) можно доопределить на случай неполных последовательностей, воспользовав-

шись приемом маргинализации пропущенных наблюдений, описанным в предыдущем подразделе. Таким 

образом, в формулах (34)–(48) будем считать ( ) 1, 1,ib i N   , а ( ,μ , ) 1, 1, , 1,im img i N m M     , где 

символ   означает пропущенное наблюдение. К тому же будут внесены дополнительные изменения 

в формулу (45): 

1

1

1

μ
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, 1, , 1, , 1, , 1, ,
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и формулу (47): 
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μ 1
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z z
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imimzz

i m

o
g o i i ob t

 

1, 1, , 1, , 1, , 1,i i N t T m M z Z    . 

3. Результаты вычислительного эксперимента 

 

В данном разделе разработанный метод распознавания неполных последовательностей в про-

странстве первых производных от логарифма функции правдоподобия сравнивается с методом распо-

знавания неполных последовательностей с помощью маргинализации пропущенных наблюдений. 

В качестве истинных СММ были взяты модели λ1 и λ2 со следующими характеристиками. Число 

скрытых состояний N = 3, количество компонент в смесях M = 3. Размерность векторов наблюдений  

Z = 2. Вектор распределения начального состояния:  1,0,0  , матрица вероятностей переходов:  

0,1 0,7 0,2

0,2 0,2 0,6

0,8 0,1 0,1

A A

A A A

A A

    
 

    
 
     

, 

веса компонентов смесей:  

 
0,3 τ 0,4 τ 0,3

τ , 1, , 1, 0,3 0,4 τ 0,3 τ

0,3 τ 0,4 0,3 τ

    
 

      
 
     

im i N m M  

(номеру строки соответствует номер скрытого состояния, а номеру столбца – номер компоненты 

смеси), векторы математических ожиданий компонент смесей:  

 

     

     

     

0 μ 0 μ 1 μ 1 μ 2 μ 2 μ

μ , 1, , 1, 3 μ 3 μ 4 μ 4 μ 5 μ 5 μ

6 μ 6 μ 7 μ 7 μ 8 μ 8 μ

T T T

T T T

im

T T T

i N m M

            
 
               
 
             
 

 

(номеру строки соответствует номер скрытого состояния, а номеру столбца – номер компоненты смеси), 

все ковариационные матрицы компонент смесей  , 1, , 1,im i N m M    были выбраны диагональными, 

значения всех элементов на диагонали были равны 0,1 σ . При этом у первой модели  
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ΔA = 0, Δτ = 0, Δμ = 0, Δσ = 0, а у второй модели ΔA = 0,05, Δτ = 0,05, Δμ = 0,01, Δσ = 0,01. Такой выбор 

параметров максимально усложняет задачу распознавания, поскольку случайные процессы, описыва-

емые такими моделями, очень близки по свойствам и порождаемые ими последовательности трудно 

различить. С помощью каждой из моделей λ1 и λ2 было сгенерировано K = 100 обучающих и тестовых 

последовательностей длиной T = 100, причем каждая из последовательностей содержала G пропусков 

(число G изменялось от 0 до 90 в ходе эксперимента) в случайных местах. С помощью обучающих 

неполных последовательностей были получены оценки моделей 1λ̂  и 2λ̂  по алгоритму обучения СММ 

по неполным обучающим последовательностям, основанному на маргинализации пропущенных 

наблюдений [6, 7, 8]. Также с помощью производных от обучающих последовательностей и оценок 

СММ был обучен классификатор метода опорных векторов, гиперпараметры которого подобраны с 

помощью кросс-валидации по четырем блокам. Затем с помощью 1λ̂  и 2λ̂  проводилось распознавание 

неполных тестовых последовательностей с помощью метода маргинализации пропущенных наблюде-

ний по критерию максимума функции правдоподобия (сплошная линия) и с помощью первых произ-

водных от логарифма функции правдоподобия, используя метод опорных векторов в качестве класси-

фикатора (рис. 1, штриховая линия), причем использовались производные по всем параметрам моде-

лей. Фиксировался процент верно распознанных последовательностей. На рис. 1 приведены усреднен-

ные результаты после 50 запусков описанного выше эксперимента с различными начальными значе-

ниями генератора случайных чисел. 
 

 
Рис. 1. Зависимость процента верно распознанных тестовых последовательностей  

от доли пропусков в обучающих и тестовых последовательностях 

Как видно, метод распознавания, основанный на производных, начинает превосходить метод, ос-

нованный на маргинализации пропущенных наблюдений, начиная примерно с 20% пропусков в обучаю-

щих и тестовых последовательностях. При этом преимущество метода на основе производных увеличи-

вается с увеличением процента пропусков, достигая 10% при 90% пропусков в последовательностях. 

 

Заключение 

 

В данной статье был предложен метод распознавания неполных последовательностей, который 

заключается в классификации последовательностей в пространстве признаков, образованном первыми 

производными от логарифма функции правдоподобия того, что случайный процесс, описываемый 

скрытой марковской моделью, сгенерировал распознаваемую неполную последовательность. Сравни-

тельный анализ предложенного метода и разработанного автором ранее метода распознавания неполных 

последовательностей, основанного на маргинализации пропущенных наблюдений, показал, что пред-

ложенный метод позволяет достичь большего процента верно распознанных последовательностей, чем 

метод маргинализации, начиная с некоторого (в проведенном эксперименте – более 20%) процента 

пропусков в обучающих и тестовых последовательностях. Таким образом, предложенный метод может 

быть рекомендован к применению в условиях сильных помех, когда имеется много пропущенных дан-

ных, однако распознавание неполных последовательностей все же необходимо проводить. 
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Hidden Markov model (HMM) conception was presented yet in 1970-s, however problems which concern using HMMs in case  

of incomplete data remain poorly investigated. These problems are quite relevant since in complex systems, e.g. when receiving signals 

from spacecrafts or aircrafts, one has to deal with datastreams of various sources in noisy environments when there is a high possibility 

of data loss or corruption. In this paper, we deal with the problem of missing observations in sequences. From now on we will refer  

to such sequences as incomplete. We consider a case when such missing observations are not generated by random process itself but 

rather occur randomly in sequences because of some external interference. 

We propose a method for recognition of incomplete sequences which is based on classification of incomplete sequences using first 

derivatives of likelihood function logarithm with respect to various HMM parameters. We use a support vector machine classifier for 

that purpose. The likelihood in that case is the probability of incomplete sequence being generated by a HMM. 

The proposed method was compared to a previously developed method for recognition based on marginalization of missing obser-

vations. The proposed method proved to be more effective than the other method in situation when the number of missing observations 

in training and testing sequences is high (more than 20% in our particular experiment). Thus, we propose to prefer the usage of the 

proposed method in situations when there is big loss of data but the recognition is still had to be done. 
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Inserting malicious sub-circuits that may destroy a logical circuit or provide leakage of confidential information from 

a system containing the logical circuit demands detection of such sub-circuits followed their masking if possible. We 

suggest a method of finding a set of sequential circuit nodes in which Trojan Circuits (TC) may be inserted. After 

simulating the sequential circuit on the proper input sequences we may find TC if it is present and mask it by the special 

sub-circuit. The method is based on applying the precise (not heuristic) random estimations of internal nodes control-

lability and observability calculated with using a structural description of the combinational part of the sequential cir-

cuit. These estimations are computed with applying a State Transition Graph (STG) description, if we suppose that  

TC may be inserted out of the working area (out of the specification) of the sequential circuit. In addition the algorithms 

of transfer sequence detection for a set of internal states are used. Reduced Ordered Binary Decision Diagrams  

(ROBDDs) for the combinational part and its fragments are applied for getting both the estimations and transfer se-

quences by means of operations on ROBDDs. It is known that these operations have a polynomial complexity. Note 

that if TCs are inserted out of the working area, they cannot be detected both under verification and testing in the 

working area. Techniques of masking TCs are proposed. The experimental results on ISCAS and MCNC benchmarks 

show applicability of the approach. Masking sub-circuits overhead is appreciated.  

Keywords: sequential circuits; controllability and observability of combinational circuit nodes; State Transition Graph 

(STG); Malicious circuit (Trojan Circuit); Reduced Ordered Binary Decision Diagram (ROBDD); working area. 

 

The enhanced utilization of outsourcing services for a part of VLSIs (Intellectual Property cores, repro-

gramming components based on FPGA and so on) to cut VLSI cost increases risk of inserting Trojan Circuits 

(TCs) that may destroy VLSI or provide leakage of confidential information [1–3]. TCs as a rule act in rare 

operation situations, therefore they are not detectable neither during VLSI verification nor VLSI testing.  

TC consists of two parts. Trojan trigger is switched on when the certain combination of signals appears on  

TC inputs. Trojan payload is operation unit that is switched on by trigger sub-circuit. It is necessary to detect 

such malicious sub-circuits and, if possible, to mask their actions. It is important to be more precise in finding 

circuit nodes suitable for inserting TC. 

In [4] a vulnerability analysis of circuits is performed at the behavioral level. In this paper a similar 

analysis is done at the gate level. It means that our proposed technique achieves detection rates that are not 

affected by synthesis and optimizations. 

Design-for-Trust (DFTr) techniques are proposed in [5]. Here prevention schemes based on inserting 

extra circuitry for obscuring the circuit at different levels of design abstraction making the reverse-engineering 

at the foundry difficult are presented. 

One of solutions is Split Manufacturing [6] that means segregation of fabrication steps among different 

foundries. These techniques can incorporate reconfigurable logic along with standard logic [7]. 

In [8], authors proposed an automated low-overhead online methodology to aid in the detection of TCs. 

They focus on the detection of small TC instances (with less than five logic gates) that cause logic malfunction 

on activation through rare internal logic conditions. These conditions are determined by using heuristic esti-

mations of controllability. The main advantage of the proposed technique is that the impact of the activated 
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TC need not propagate all the way to the primary output for the checker to detect it. This feature guarantees 

that a TC instance is detected as soon as it is triggered, independent of whether the logic malfunction caused 

by the TC actually propagates to the primary output. 

In [9] Functional Analysis for Nearly-unused Circuit Identification (FANCI) tool is suggested. It flags 

suspicious wires in design, which have the potential to be malicious. FANCI uses approximate Boolean func-

tional analysis to detect these wires. 

In this paper in contrast with [8, 9] detection of suspicious nodes is based on using precisely calculated 

random estimations of controllability and observability of a combinational part internal node. The suggested 

approach guarantees finding all internal states (compactly represented by ROBDD) that may provide triggering 

the node. The approach is oriented to a threat model when the designer in a design house is untrusted.  

The estimations calculations like those in [8, 9] are based on using structural description of the combinational 

part. In this paper representation of the sequential circuit behavior by State Transition Graph (STG) is addi-

tionally used. The calculations are executed with operations on Reduced Ordered Binary Decision Diagrams 

(ROBDDs, further just BDDs). The algorithms of transfer sequence detection for a set of internal states are 

also based on using BDD operations and directed toward BDD simplification. Techniques of masking TCs are 

proposed. The experimental results on benchmarks illustrate applicability of the suggested approach and show 

that overhead for masking TC may be rather small. 

In Section II techniques of precise calculation of controllability and observability estimations for combina-

tional part nodes of a sequential circuit are briefly described. In Section III the way of calculation of precise control-

lability estimations for combinational part nodes out of working area is given. In Section IV possibilities of detecting 

transfer sequence for a set of internal states both without finding the sequence itself and with finding one sequence 

are discussed. In Section V the techniques of masking TC are proposed and experimental results are considered. 

 

1. Precise calculation of controllability and observability estimations  

with using structural combinational part description 
 

1(0)-controllability of an internal node is a possibility of delivering 1(0) value to it, observability is a 

possibility of observation of changing 1(0) value of an internal node on the proper circuit output. Precise cal-

culation of random controllability and observability estimations is based on using of the corresponding BDDs 

[10] and operations on them. These estimations are derived for pair of nodes connected with the input and the 

output of a TC, correspondingly. 

To calculate precisely 1(0)-controllability estimation for internal node v [11] of combinational part C 

we derive BDD Rcont(1) (Rcont(0)) using the combinational circuit which output is pole v, and inputs coincide 

with circuit C inputs. (Rcont(0) is obtained from Rcont(1) by permutation of terminal nodes. 

To calculate precisely observability estimation for internal node v [11] of combinational part С and the 

proper circuit output we derive first BDD R(Cv) for sub-circuit Cv. The sub-circuit corresponds to the proper 

circuit C output and is obtained from circuit C under the condition that internal node v is an input of sub-circuit 

Cv [10]. During construction of BDD R(Cv) variable v is chosen as the first variable of the decomposition.  

It means that BDD R(Cv) root is marked by variable v. 

Let BDD R(Cv) implements function f. We derive from R(Cv)) BDDs 0( )vR f  , )( 1vfR  which roots are 

children nodes of R(Cv) root. These BDDs implement functions 0vf  and 1vf  accordingly. Multiplications

)()( 10  vv fRfR , )()( 01  vv fRfR  are executed and results are merged being represented by BDD obsR : 

 
obsR = )()( 10  vv fRfR   )()( 01  vv fRfR .                                 (1) 

Getting )( 0vfR , ( )( 1vfR ) from )( 0vfR , ( )( 1vfR ) is reduced to permutation of terminal nodes of 

the corresponding BDDs. Note that BDD operations have a polynomial complexity. 

Calculating precise controllability and observability estimations we suppose that 1 value probabilities 

of all input variables are equal to ½. Using BDDs Rcont(1) and Robs we calculate 1 controllability and observa-

bility random estimations for node v. 
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Probability )(p  of 1 value of Boolean function  , corresponding to a BDD internal node  is calcu-

lated with using probabilities )( 0


ixp , )( 1


ixp  of 1 values of functions 0


ix  and 1


ix , corresponding  

to children nodes of node in the following way (node   is marked by variable ix ):  

)()()()()( 01 



  ii x

i
x

i pxppxpp . 

Moving from 1 terminal node of the corresponding BDD with using the above mentioned formula for 

internal nodes we reach the BDD root. As a result random estimations of 1(0)-controllability or observability 

are calculated. 

Thus random estimations are obtained by using a structural description of a combinational part. But 

the behavior of this part as a rule is wider than the working area represented by a State Transition Graph 

(STG). The point is that a TC may be triggered just out of the working area (out of the specification). If we 

know the STG description (the specification) from which the combinational part of the sequential circuit is 

obtained, we may calculate precisely random estimations of controllability out of the working area. As for 

precise random observability estimations they are always calculated by using only structural description of 

the combinational part. 

 

2. Deriving precise controllability estimations out of working area 

 

Let a behavior of a sequential circuit be represented by STG. To derive a sequential circuit we have to 

encode internal states of STG. As a result we get system of incompletely specified Boolean functions. Chang-

ing this system for completely specified Boolean functions system we facilitate possibilities of TCs inserting. 

The matter is that getting minimized system of completely specified Boolean functions we, as a rule, increase 

both set-off and set-on area of these functions in comparison with the system of incompletely specified Boolean 

functions. As a result the full states (depending on input and state variables) that are out of the working area 

(it is represented by STG) appear. These full states cannot be reachable during sequential circuit verification 

and testing in the working area. If these full states are used for triggering TC, then we cannot detect TC in 

above mentioned way. We suggest calculate 1(0)-controllability precise estimations for internal nodes out of 

the working area. 

STG is known to be a description of Finite State Machine behavior in which symbols of input and output 

alphabets are encoded. Consider an example of STG (Table 1). 

Here x1, x2, x3 – input variables of the circuit and y1, y2, y3 – output variables. Columns of the table are 

derived into 4 sections. The first section represents input cubes (ternary vectors). The second section represents 

internal states. The third section represents next internal states. The forth section represents output vectors. 

After encoding internal states by 1-hot code (in our example), we derive system F of incompletely specified 

Boolean functions (Table 2). The table is also divided into 4 sections. The second and the third sections repre-

sent encoded internal states. 

Table  1   

State Transition Graph 

x1 x2 x3 q q' y1 y2 y3 

0  −  −  

−  0  –  

1  1  –  

1  

1  

1  

1  

1  

2  

0 0 1 

0 0 1 

1 0 1 

−  −  0  

−  −  1  

2  

2  

2  

3  

0 1 1 

1 1 1 

1  0  −  

0  −  −  

−  1  −  

3  

3  

3  

3  

4  

4  

0 1 0 

1 1 0 

0 1 1 

−  −  0  

−  −  1  

4  

4  

4  

1  

0 1 1 

1 1 1 



92 

Table  2   

System of incompletely specified Boolean functions 

x1 x2 x3 z1 z2 z3 z4 z1' z2' z3' z4' y1 y2 y3 

0  −  −  

−  0  –  

1  1  –  

1  0  0  0  

1  0  0  0  

1  0  0  0  

1  0  0  0  

1  0  0  0  

0  1  0  0  

0 0 1 

0 0 1 

1 0 1 

−  −  0  

−  −  1  

0  1  0  0  

0  1  0  0  

0  1  0  0  

0  0  1  0  

0 1 1 

1 1 1 

1  0  −  

0  −  −  

−  1  −  

0  0  1  0  

0  0  1  0  

0  0  1  0  

0  0  1  0  

0  0  0  1  

0  0  0  1  

0 1 0 

1 1 0 

0 1 1 

−  −  0  

−  −  1  

0  0  0  1  

0  0  0  1  

0  0  0  1  

1  0  0  0  

0 1 1 

1 1 1 

Change symbol «0» in code words of internal states for symbol «−» (don’t care). As a result we obtain 

system F* of completely specified Boolean functions (Table 3). This minimization is possible because we use 

the unordered code (1-hot) for encoding of internal states [12−13]. 

Table  3    

System of completely specified Boolean functions 

x1 x2 x3 z1 z2 z3 z4 z1' z2' z3' z4' y1 y2 y3 

0  −  −  

−  0  –  

1  1  –  

1  −  −  −  

1  −  −  −  

1  −  −  −  

1  0  0  0  

1  0  0  0  

0  1  0  0  

0 0 1 

0 0 1 

1 0 1 

−  −  0  

−  −  1  

−  1  −  −  

−  1  −  −  

0  1  0  0  

0  0  1  0  

0 1 1 

1 1 1 

1  0  −  

0  −  −  

−  1  −  

−  −  1  −  

−  −  1  −  

−  −  1  −  

0  0  1  0  

0  0  0  1  

0  0  0  1  

0 1 0 

1 1 0 

0 1 1 

−  −  0  

−  −  1  

−  −  −1  

−  −  −1  

0  0  0  1  

1  0  0  0  

0 1 1 

1 1 1 

The system products represented by cubes of the first and the second sections depend on input and state 

variables. Columns of the third and the forth sections correspond to functions representing next states and 

outputs of the sequential circuit. Each function f* of system F* is presented by Sum of Products (SoP) origi-

nated by cubes of Table 3 marked with 1 values in the column corresponding to the function f* of this table. 

Table III is used to derive the sequential circuit comprising from gates. Let С be the combinational part of the 

sequential circuit obtained and v – internal pole (Fig. 1). 

Note that cubes corresponding to the first and the second columns of Table II represent the working area 

of the sequential circuit. Form the SoP from these cubes. Derive BDD wR  from the SoP. Let nwR  be an inver-

sion of wR . Then 1(0)-controllability for node v within working area may be calculated using BDDs: 

 Rcont w(1) = Rcont(1)Rw,                                                            (2) 

 Rcont w(0) = Rcont(0)Rw,                                                           (3) 

and 1(0)-controllability out of working area may be calculated using BDDs: 

 
Rcont nw(1) = Rcont(1)Rnw,                                                       (4) 

 
Rcont nw(0) = Rcont(0)Rnw.                                                            (5) 

If among internal nodes there exist ones for which 1(0)-controllability estimations seemed less than the 

threshold given, then these nodes are included into set V of suspicious nodes. If we consider that Trojan Circuits 

are inserted in working area, we derive random controllability estimations applying BDDs Rcont w(1) (Rcont w(0)). 

If we suppose that Trojan Circuits are inserted out of working area, we derive estimations applying Rcont nw(1) 

(Rcont nw(0)). If we have only structural description of sequential circuit and know nothing about circuit working 

area, we derive estimations applying Rcont(1) (Rcont (0)). 

If among internal nodes there exist ones for which the chosen 1(0)-controllability estimations seem less 

than the threshold given, then these nodes are included into set V of suspicious nodes. But if the chosen con-

trollability for node v is equal to 0, then node v is excluded from further consideration. 
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We may cut set V using precise estimation of node v* observability: node v* is connected with TC output. 

If the precise estimation of node v* observability is more than the proper threshold, we exclude corresponding 

node v from further consideration. We use the observability estimation if we know possible type of TC. 

Instead of full observability estimation described above we suggest using partial estimation applying  

ROBDDs derived by the following multiplications: )()( 01  vv fRfR , )()( 10  vv fRfR . The proposed partial 

estimations of observability for node v* correspond 0, 1 values of the proper combinational part output. 

Note that inserting TC changes values both on pole v* and the proper output. If partial observability 

estimation for v* is equal to 0, we exclude pole v from consideration. Otherwise BDDs used for calculating 

random estimations for poles v, v* may be applied for evidence of existence of an activating sequence providing 

malicious TC action and finding the sequence itself if it is necessary. 

Node v may be also excluded from consideration if there is no rather short transfer sequence triggering 

TC with input v and output v*. 
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Fig. 1. Combinational circuit С and pole v 

Illustrate getting the estimations of controllability and observability for node v and output y3 of circuit C 

(Fig. 1) obtained from Table 3. Construct corresponding BDDs. Let (1)cont
vR  be (1)contR  for node v (Fig. 2a), 

wR  be BDD representing working area described by Table 2 (Fig. 2b), and BDD 
3
( )y vR C  be R(Cv) for output y3 

(Fig. 2c). BDDs )( 0vfR , )( 1vfR  are represented by Fig. 3a, 3b. BDD 
3,

obs
v yR  is obtained by formula (1) 

(Fig. 3c). 

a)  b)   c)
 

Fig. 2. a) BDD (1)cont
vR ; b) BDD 

wR ; c) BDD 
3
( )y vR C  

a) b) c) 
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  a)  b)          c)
 

Fig. 3. a) BDD R(f v=0); b) BDD R(f v=1); c) BDD 
3,

obs
v yR  

BDDs for calculating 1(0)-controllability for node v within working area by formulae (2) and (3) are 

represented on Fig. 4a, 4b. Similarly BDDs for calculating 1(0)-controllability for node v out of working area 

by formulae (4) and (5) are constructed (Fig. 4c, 4d). 

     a)         b)        c)        d)
 

Fig. 4. a) BDD (1)cont w
vR ; b) BDD (0)cont w

vR ; c) BDD (1)cont nw
vR ; d) BDD (0)cont nw

vR  

Using these BDDs we calculate 1(0)-controllability and observability random estimations for node v 

and output y3: 

p(
3,

obs
v yR ) = ½  1 + ½  (½  1 + ½  0) = 0.75, 

p( (1)cont w
vR ) = ½  (½  (½  0 + ½  (½  1 + ½  0)) + ½  0) + ½  0 = 0.0625, 

p( (0)cont w
vR ) = ½  (½  (½  (½  0 + ½  1) + ½  0) + ½  (½  (½  1 + ½  0) + ½  0)) + ½  (½  (½  (½  1 + 

+ ½  0) + ½  0) + ½  0) = 0.1875, 

p ( (1)cont nw
vR ) = ½  (½  (½  (½  1 + ½  0) + ½  0) + ½  0) + ½  0 = 0.0625, 

p( (0)cont nw
vR ) = ½  (½  (½  0 + ½  (½  0 + ½  1)) + ½  (½  (½  0 + ½  1) + ½  1)) + ½  (½  (½  0 +  

+ ½  1) + ½  1) = 0.6875. 

 

3. Finding transfer sequences for a set of internal states 

 

Execute multiplication BDD Rcont nw (1) or Rcont nw (0) for node v and BDD 
obsR for node v*. The multi-

plication result is represented by BDD
fR . Here we consider that a TC is inserted out of working area (out of 

specification). 

a) b) c) d) 

a) b) c) 
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Products originated by paths from 
fR  root till 1 terminal pole represent sets of full states of sequential 

circuit. Reaching any state from these sets provides malicious action of TC. Select from 
fR  a set of internal 

states and form from them the proper SoP depending on state variables. Derive BDD 0sR  from the SoP.  

The BDD represents a set of internal states so that reaching any state from the set and applying the corresponding 

input Boolean vector (this vector always exists) provide malicious action TC. The procedure of finding existence 

evidence of a transfer sequence (the length is not more preset value l) for some state from a set presented by 

BDD 0sR is described in detail in [11]. In this algorithm we did not derive the sequence itself but only set up 

its existence. 

Calculations of controllability and observability estimations for internal nodes of structural combina-

tional part of sequential benchmark circuits (ISCAS’89) are executed. The Table 4 contains the initial infor-

mation about benchmark circuits: name of benchmark (Circuit), number of inputs (N_Is), number of outputs 

(N_Os), number of flip-flops (N_FFs) and number of gates (N_Gs). 

Table  4  

Benchmark circuits 

Circuit N_Is N_Os N_FFs N_Gs 

s298 3 6 14 119 

s1196 14 14 18 529 

s400 3 6 21 162 

s641 35 24 19 380 

s1488 8 19 6 653 

Results of calculations of length of the transfer sequences are shown in Table 5. The nodes with the 

smallest value of controllability (VC) are chosen among all internal nodes. Minimal observability (VO) for output 

nodes of the corresponding gates that have the smallest value of controllability on input node is calculated. 

Here we consider inserting TC when input of the gate is v and output of the gate is v*. 

 

Fig. 5. Inserting malicious sub-circuit 

The corresponding gates are candidate places where TCs may be inserted (Fig. 5). For such a gate  

the set of internal states which can be reached and used for TC activation is constructed and represented by  

the ROBDD. After that we built transfer sequence with length l (l  1000) for one of the internal states from 

the proper set. Lengths of transfer sequences are presented in the fifth column (L_S) in Table V. If for nodes 

v, v* transfer sequences has l > 1000 or has no transfer sequences at all, the node v has to be removed from 

suspicious nodes. In Table V we have three such nodes. 
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Table  5  

Experimental results 

Circuit Gate VC VO L_S 

s298 n95 0.03125 0.0664062 No transfer sequence 

 n40 0.03125 0.5 7 

 n139 0.125 0.138749 9 

 n25 0.125 0.5 7 

s1196 n439 0.000030516 0.249458 1 

 n438 0.000070569 0.497288 No transfer sequence 

 n335 0.000137322 0.49707 1 

s400 n35 0.015625 0.5 38 

 n146 0.0156564 0.0593154 37 

 n147 0.0309255 0.0402537 33 

 n65 0.5044682 0.5 9 

s641 n491 0.000012144 0.25 No transfer sequence 

 n486 0.00245458 0.5 4 

 n489 0.00310373 0.09375 4 

s1488 n589 0.00390625 0.0494067 15 

 n98 0.00582886 0.5 4 

 n636 0.00775146 0.5 3 

 n619 0.0078125 0.0340039 5 

Then we may find the transfer sequence itself for each node of the obtained set V using algorithm [14]. 

This algorithm like algorithm in [11] is oriented to cutting calculations but it is more complicate in comparison 

with algorithm represented in [11]. Applying the derived transfer sequences for set V we may detect node v in 

which TC is inserted. Based on the result we may mask TC attack. 

 

4. Trojan Circuit masking 

 

If we suppose that Trojan Circuit is inserted not out of working are, we may mask it in the following 

way (Fig. 6). 

Here masking sub-circuit together with MUX and XOR are out of sequential circuit area. The sub-circuit 

implements the same function that the sub-circuit of the combinational part with output v*. When Trojan  

Circuit is triggered the proper output keeps the correct value. 

In the case of injecting Trojan circuit into out of working area we suggest the more simple way of 

masking (Fig. 7). The masking sub-circuit implements the function represented by BDD 
fR . Connecting the 

proper output with MUX we keep the correct behavior of a sequential circuit. 

MUX

Sequential 

circuit

.  .  .

v* Masking 

circuit (fv*)

.  .  .

Inputs

Output

 

Fig. 6. Masking TC scheme 

MUX

Sequential 

circuit

.  .  .

v* Masking 

circuit (Rf)

.  .  .

Inputs

Output

 

Fig. 7. Masking TC scheme inserted into out of working area 



97 

In this case we need STG description of the sequential circuit behavior and so we use MCNC [15] 

sequential benchmark circuits in KISS2 format for experiments. 

The set of circuits has been made from KISS2 format (from STG description) by 1-hot encoding of 

states and using a logic synthesis and optimization in ABC system [16]. 

For experiments we have limited to TCs which can be inserted into internal nodes with low controllability 

estimations without taking into consideration observability estimations. This approach is suited for any type 

of TC. When we know the type, we may use more simple BDDs 
fR and consequently to cut overhead. 

Experiments show that for each internal node with low controllability there exists rather short transfer 

sequence [11] triggering TC. For the benchmark circuits considered the transfer sequence lengths are not more 

than 8 (in average 1.1). 

Calculations of controllability estimations for internal nodes of combinational part of sequential circuits 

and the estimations out of working area are represented in Tables 6, 7. In these tables overhead estimations of 

masking sub-circuits corresponding to 10 nodes with lesser controllability estimations for each circuit are also 

presented. There are the  names of benchmarks (Circuits), numbers of gates (N_Gs), minimum nonzero values 

of controllability estimations (Min_VC), parts of gates (their output nodes) with values of controllability less 

or equal to 0.05 (%_Gs1), 0.005 (%_Gs2) and 0.0005 (%_Gs3) in percentage, sizes of minimum masking sub-

circuits as a percentage from initial circuit (%_Min) and  sizes of maximum masking sub-circuits as a percent-

age from initial circuit (%_Max) for 10 internal nodes with lesser controllability estimations. 

Benchmark circuits and masking sub-circuits are received in ABC and they consist of 2-input logic-gates. 

Table  6  

Experimental results for TC in working area 

Circuit N_Gs Min_VC %_Gs1 %_Gs2 %_Gs3 %_Min %_Max 

cse 145 0.0000305176 17.2 1.4 0.7 3.4 11.0 

dk14 102 0.03125 2.9 0.0 0.0 1.0 11.8 

dk16 142 0.015625 7.0 0.0 0.0 2.1 16.2 

ex1 176 0.0000305176 14.2 4.5 2.8 0.6 10.8 

keyb 193 0.00138255 16.1 1.6 0.0 1.0 33.2 

kirkman 126 0.0000305176 10.3 1.6 0.8 0.8 30.2 

sand 388 0.000000159256 10.1 2.8 0.8 0.3 12.9 

sse 88 0.000731945 10.2 1.1 0.0 2.3 23.9 

styr 305 0.000000953674 16.7 2.6 2.0 2.0 15.4 

tbk 669 0.000000000232831 21.5 3.9 2.2 0.4 6.0 

train11 44 0.03125 2.3 0.0 0.0 6.8 13.6 

Table  7  

Experimental results for TC out of working area 

Circuit N_Gs Min_VC %_Gs1 %_Gs2 %_Gs3 %_Min %_Max 

cse 145 0.000000238419 54.5 54.5 54.5 0.7 26.9 

dk14 102 0.000976562 58.8 34.3 0.0 2.0 14.7 

dk16 142 0.00000000186265 55.6 55.6 55.6 0.7 6.3 

ex1 176 0.000000178814 76.7 38.6 19.3 0.6 5.1 

keyb 193 0.0000000596046 58.5 58.5 58.5 0.5 9.8 

kirkman 126 0.000000476837 17.5 4.0 3.2 0.8 19.0 

sand 388 0.00000000000909495 52.8 52.8 52.8 0.3 1.5 

sse 88 0.0000038147 51.1 51.1 51.1 1.1 8.0 

styr 305 0.0000000000218279 58.4 58.4 58.4 0.3 11.5 

tbk 669 0.00000000000363798 60.7 60.7 60.7 0.1 23.8 

train11 44 0.000488281 59.1 15.9 2.3 4.5 13.6 

Masking TC with using out of working area requires as a rule smaller overhead (in average from 1.1%  

to 12.8%) in comparison with masking TC with using only structural description of a combinational part  

(in average from 1.9% to 16.8%). 
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Conclusion 

 

Possibilities of triggering TC are examined. The investigation is based on getting precise estimations of 

internal node controllability and observability by using structural combinational part description. The methods 

of getting precise estimations may be used for comparison with results of the different heuristic methods.  

The approach to TCs detection inserted out of working area may be applied when they are not detectable during 

sequential circuit verification and testing in working area. The experiments on benchmarks show applicability 

of the suggested approach. The techniques of masking TCs are proposed. Masking circuits overhead for chosen 

internal nodes of the benchmarks are acceptable. 
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Внедрение вредоносных подсхем (Trojan Circuits), которые могут разрушить логическую схему или обеспечить утечку 

конфиденциальной информации из системы, содержащей логическую схему, требует обнаружения таких подсхем и, если 

возможно, их маскирования. Мы предлагаем метод поиска множества полюсов последовательностной схемы, в которые могут 

быть вставлены вредоносные подсхемы. После моделирования последовательностной схемы на корректных входных 

последовательностях мы можем обнаружить вредоносную подсхему, если она присутствует, и замаскировать ее специальной 

подсхемой. Метод основан на применении точных (не эвристических) оценок управляемости и наблюдаемости внутренних 

полюсов, полученных с использованием структурного описания комбинационной составляющей последовательностной 

схемы. Эти оценки вычисляются с использованием микропрограммного описания автомата (STG) в предположении, что 

вредоносная подсхема может быть вставлена вне рабочей области функцонирования последовательнстной схемы, 

определенной спецификацией. Также используются алгоритмы поиска установочной последовательности для множества 

внутренних состояний. Для получения оценок управляемости и наблюдаемости, а также поиска усановочной последовательности 

используются сокращенные упорядоченные двоичные диаграммы решений (ROBDD-графы). Известно, что операции над 

ROBDD-графами имеют полиномиальную сложность. Следует учесть, что если вредоносные подсхемы вставлены вне 

рабочей области функционирования, то они не могут быть обнаружены как при верификации, так и при тестировании в 

рабочей области функционирования. Предложены методы маскирования вредоносных подсхем. 
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