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УДК 514.8, 62.342

С.А. Камчатный, Кузнецов В.М, А.В. Сковородин, Н.Р. Щербаков

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА
ФОРМООБРАЗОВАНИЯ ДЕТАЛЕЙ КОНИЧЕСКОГО

ПЕРЕДАТОЧНОГО МЕХАНИЗМА С ЭЦ-ЗАЦЕПЛЕНИЕМ

Формообразование поверхности детали передаточного механизма в самой
общей постановке является задачей сближения двух поверхностей (обраба-
тываемой детали и поверхности инструмента) в пространстве до состояния
касания, в котором поверхности имеют общую касательную плоскость. Ре-
шение задачи аналитического описания геометрии касания поверхностей
необходимо для нахождения наивыгоднейших методов и средств обработки
сложных поверхностей деталей на многокоординатных станках с ЧПУ. С
этих позиций в работе построена математическая модель процесса формо-
образования деталей конического передаточного механизма с эксцентрико-
во-циклоидальным зацеплением с помощью фрез двух видов. Получены
системы уравнений для определения местоположения фрезы в момент каса-
ния. Найдены аналитические или численные решения этих систем. Разрабо-
тан комплекс специальных компьютерных программ управления движением
фрезы, обрабатывающей деталь.

Ключевые слова: формообразование, эксцентриково-циклоидальное зацеп-
ление, касание поверхностей.

В [1] была рассмотрена геометрия касания поверхностей детали и инструмента
при формообразовании деталей цилиндрического передаточного механизма с экс-
центриково-циклоидальным зацеплением (ЭЦ-зацеплением [2]), т.е. устройства, у
которого оси вращения входной и выходной детали параллельны. В данной рабо-
те аналогичные задачи решены для конической передачи с ЭЦ-зацеплением, у ко-
торой оси вращения деталей пересекаются (рассмотрен случай пересечения под
прямым углом – см. рис.1).

Рис. 1. Входная и выходная детали конической передачи
в ЭЦ-зацеплении
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1. Параметрические уравнения поверхностей деталей

Параметрические уравнения поверхностей деталей

1

2

3

( u, v ),
( u, v ),
( u, v )

x f
y f
z f

=
=
=

будут записаны в виде вектор-функций двух аргументов, т.е. в виде:

( )
( )
( )
( )

1

2

3

,
, = , .

,

f u v
u v f u v

f u v

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

r
G

1 . 1 .  В ы х о д н а я  д е т а л ь

Пусть дана сфера радиуса R , которую можно задать вектор-функцией двух
аргументов u  и v , принимающих значения от 0 до 2π:

R cos cos
( , ) = R cos sin .

R sin u

u v
u v u v

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

S
G

Обозначим через 1z  количество зубьев входной детали (далее – шестерни), че-
рез 2z – количество зубьев выходной детали (далее – колеса), а через n  – переда-
точное отношение:

2

1
.

z
n

z
=

Циклоидальную кривую на сфере описывает точка окружности радиуса ε , ле-
жащей на сфере, при одновременных поворотах этой окружности вокруг своего

центра на угол α  и вокруг оси вращения колеса (ось OZ) на угол α
n

− . Такую ок-

ружность можно задать поворотом радиус-вектора точки
2 2R ε

= 0
ε

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎝ ⎠

M
JJG

вокруг оси OX:

( )(α) αQx=Okr M
JJJJG JJG

,

где ( )
1 0 0
0 cos sin
0 sin cos

Qx
⎛ ⎞
⎜ ⎟α = α − α
⎜ ⎟α α⎝ ⎠

– матрица поворота вокруг оси OX на угол α . Тогда циклоидальная кривая на
сфере (см. рис. 2) задаётся в виде вектор-функции:

( )(α) α (α),Qz=Sn Okr
JJG JJJJG

(1.1)
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где ( )

α αcos -sin 0

α αα sin cos 0

0 0 1

n n

Qz
n n

− −⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎝ ⎠

– матрица поворота вокруг оси OZ на угол α .
n

−

Рис. 2. Обозначено: 1 – циклоидальная кривая; 2 – окружность радиуса ε,
3 – точка, описывающая циклоиду

Поверхность колеса образована движением в пространстве кривой, называе-
мой профилем детали. В коническом ЭЦ-зацеплении профилем колеса является
эквидистанта циклоидальной кривой на сфере (1.1), т.е. огибающая семейства ок-
ружностей радиуса ρ< ε , лежащих на сфере, центры которых проектируются из
центра сферы в точки кривой (1.1). Для построения эквидистанты достаточно по-
вернуть радиус-вектор каждой точки циклоидальной кривой в нормальных плос-
костях этой кривой на угол

2 2ργ = arccos .R
R
−

Принимая в качестве базисных векторов нормальной плоскости в точке кривой
(1.1) ортогональные вектора (α)Sn

JJG
 и векторное произведение (α) (α)′×Sn Sn

JJG JJJG
, за-

пишем эквидистанту циклоидальной кривой на сфере в виде:

(α) (α)(α) cos γ (α) sin γ .
(α) (α)

R
′×

= ⋅ + ⋅ ⋅
′×

Sn SnEv Sn
Sn Sn

JJG JJJGJJJG JJG
JJG JJJG (1.2)
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На рис. 3 изображен фрагмент эквидистантной кривой – профиля колеса в ка-
сании с окружностью радиуса ρ  – профилем зуба шестерни для случая 1 3z = .

Рис 3. Обозначно: 1 – окружность радиуса ε; 2 – окружности радиуса ρ;
3 – эквидистантная кривая

Для построения поверхности колеса нужно эквидистанту циклоидальной кри-

вой поворачивать на угол υ
n

 вокруг OZ с одновременным уменьшением радиуса

сферы, на которой она расположена от R  до ( )R lr−  ( lr – ширина входной дета-
ли). Это приводит к записи уравнения поверхности колеса в виде вектор функции
двух аргументов:

( ) ( )(υ,α) υ υ (α),C Qz= ⋅Fk Ev
JJJG JJJG

(1.3)

где ( ) 1
1 1υ 1 υ, ,

2π
lr z

C c c
R

⋅
= − =

⋅

а параметр υ  изменяется от 0 до 
1

2π
z

.

При υ=0  координатная линия поверхности  (υ,α)Fk
JJJG

 лежит на сфере радиу-

са R , а при  
1

2πυ
z

=  – на сфере радиуса R lr
R
− .

В работе [3] было показано, что точки контакта профилей деталей в реальном
зубчатом ЭЦ-зацеплении лежат в достаточно узкой области в зоне перегиба цик-
лоидальной кривой. Поэтому достаточно вытачивать только часть поверхности
колеса, содержащую эту зону контакта. Эта часть поверхности определяется как
лежащая по одну сторону от конуса с вершиной в центре сферы и основанием –
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окружностью радиуса rk на сфере. Величина rk задается из тех соображений, что-
бы «обрезаемая» часть поверхности колеса не содержала точек зоны контакта. За-
пишем уравнения конуса, обрезающего зубья:

( )

2 2

2 2

cos

, sin .

R rk v

u v u R rk v
rk

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟−⎝ ⎠

Kon
JJJJG

На рис. 4 изображен фрагмент поверхности колеса и конус, «обрезающий» зуб
детали.

Рис. 4. Фрагмент зуба поверхности колеса и «обрезающий» конус

1 . 2 .  В х о д н а я  д е т а л ь

Поверхность зуба входной детали получается следующим образом. Дана сфера
радиуса R и круговой конус с вершиной в центре этой сферы, пересекающий её по
окружности радиуса ε. Поверхность зуба образована окружностями, лежащими на
концентрических сферах уменьшающихся радиусов, с центрами на конической
винтовой линии, причем по мере приближения к центру сферы уменьшаются и
радиусы окружностей (рис. 4). Наибольшая образующая окружность зуба лежит
на сфере радиуса R и имеет радиус ρ. Эту окружность можно задать в виде вектор
функции:

2 2 2 2

2 2 2 2

ρ ρ sinα

(α) ρ cos .

ρ ρ sinα

R R
R

R R
R

⎛ ⎞− ε ⋅ − + ε ⋅ ⋅⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⋅ α ⎟
⎜ ⎟

−ε ⋅ − + − ε ⋅ ⋅⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

okr
JJJG
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Тогда уравнение поверхности зуба шестерни можно записать в виде:
(υ,α) (υ) (υ) (α).C Qx=Fs okr

JJG JJJG
(1.4)

Уравнение конуса, на котором лежат центры окружностей, образующих зуб
шестерни, имеет вид:

2 2

( , ) cos .
sin

u R
u v u v

u v

⎛ ⎞− ε⎜ ⎟
= ⋅ε ⋅⎜ ⎟

⎜ ⎟⋅ ε ⋅
⎝ ⎠

kon
JJJJG

На рис. 5 изображён этот конус и один зуб шестерни.

Рис. 5. Поверхность одного зуба входной детали
на коническом барабане

2. Определение местоположения сферической фрезы
при обработке поверхностей деталей

Предлагаемый здесь алгоритм управления движением сферической фрезы
подходит для обработки как входной так и выходной детали. Поэтому в дальней-
ших рассуждениях мы будем пользоваться обозначением (υ,α)F

JJG
 считая

(υ,α) (υ,α)=F Fk
JJG JJJG

 (см. (1.3)), если речь идет об обработке поверхности колеса, и

(υ,α) (υ,α)=F Fs
JJG JJG

 (см. (1.4)) – для шестерни. Фреза вытачивает деталь последова-
тельным прохождением координатных линий поверхности детали, т.е. поверх-
ность фрезы должна в каждый момент движения касаться наперед заданной коор-
динатной линии обрабатываемой поверхности. Обозначим через 1Rc  и 0Rc
( 1 0Rc Rc> ) расстояния от центра сферы (фрезы) до оси вращения колеса в начале
и в конце обработки, причем эти величины задаются так, чтобы разность

1 0Rc Rc−  была несколько больше, чем ширина деталей lr . Таким образом, в про-
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цессе движения фрезы её центр находится на поверхности цилиндра переменного
радиуса с осью – осью вращения колеса. Запишем уравнения этого цилиндра в
виде вектор-функции:

cos
( , ) sin .k

k

k

Rx u
u v Rx u

v

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Cl
JJJG

Здесь через kRx  обозначен переменный радиус цилиндра:

1 0
1 ,k

Rc Rc
Rx Rc k

K
−⎛ ⎞= − ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
где K – число шагов изменения радиуса цилиндра, а k – это целое число, находя-
щееся в диапазоне от 0 до K.

Для каждого значения этого радиуса от 1Rc  до 0Rc  нужно найти координаты
центра сферы (фрезы), касающейся заданной линии на обрабатываемой поверхно-
сти. Линия задается фиксированным значением параметра α α0=  в уравнениях
поверхности (1.3) или (1.4). Это касание обеспечивается 1) наличием общей точки
у сферы диаметром df и у поверхности детали, что можно в векторной форме за-
писать в виде:

( , ) (υ,α0)
2k

dfu v − =Cl F
JJJG JJG

, (2.1)

и 2) параллельностью нормалей к этим поверхностям в точке касания (общая ка-
сательная плоскость). Поскольку нормаль к сфере определяется вектором

( , ) (υ,α0)k u v −Cl F
JJJG JJG

, а нормаль к поверхности детали перпендикулярна касатель-
ным к двум координатным линиям на этой поверхности, то условие 2) приводит к
ещё двум уравнениям:

(υ,α0)( , ) (υ,α0) 0,
υk u v ∂⎡ ⎤− ⋅ =⎣ ⎦ ∂

FCl F
JJGJJJG JJG

 (2.2)

(υ,α0)( , ) (υ,α0) 0
αk u v ∂⎡ ⎤− ⋅ =⎣ ⎦ ∂

FCl F
JJGJJJG JJG

.  (2.3)

Таким образом, получена система (2.1) – (2.3) из трёх уравнений на три неиз-
вестных: u, v, υ. Её аналитическое решение приводит к трансцендентному уравне-
нию на υ, корни которого находятся численно с помощью встроенных программ
пакета MathCad. Благодаря специальному созданному алгоритму нахождения на-
чальных приближений, корни находятся с высокой точностью (порядка 10−12мм).
На рис. 6 изображено положение сферической фрезы с центром на заданном ци-
линдре при касании фрезы с поверхностью зуба колеса в точке заданной линии на
этой поверхности.

3. Обработка деталей торической фрезой

При формообразовании поверхности детали малого размера, целесообразно
использование не сферической фрезы, а фрезы, режущая часть поверхности кото-
рой – тор, поскольку при этом достигается меньший радиус кривизны вытачи-
вающей поверхности фрезы.
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Рис. 6. Касание сферической фрезы с поверхностью выходной детали
в точке заданной линии. Показан цилиндр, на котором лежит центр фрезы

Зададим поверхность тора, полагая, что ось фрезы – это ось OZ, в виде вектор-
функции двух аргументов:

cos cos cos
2

( , ) sin cos sin
2

sin

df rf v rf u v

dfu v rf v rf u v

rf u

⎛⎛ ⎞ ⎞− +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟
⎛ ⎞⎜ ⎟= − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎝ ⎠

tor
JJJG

, (3.1)

где, df – диаметр фрезы, rf – радиус кривизны боковой поверхности тора.

3 . 1 .  Ф о р м о о б р а з о в а н и е  п о в е р х н о с т и  з у б а  к о л е с а

При обработке поверхности зуба колеса фреза перемещается в пространстве,
сохраняя положение своей оси параллельным оси вращения колеса (ось OZ). При
касании с поверхностью колеса в точке координатной линии, задаваемой фикси-
рованным значением параметра α α0=  в уравнениях этой поверхности (1.3), по-
ложение фрезы определяется значениями трех смещений поверхности тора (3.1)
относительно координатных осей. Обозначая величины этих смещений через Rx,
Ry, Rz, запишем уравнения поверхности торической фрезы в касании с зубом ко-
леса в виде:

cos cos cos
2

( , ) sin cos sin
2

sin

df rf v rf u v Rx

dfu v rf v rf u v Ry

rf u Rz

⎛⎛ ⎞ ⎞− + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟
⎛ ⎞⎜ ⎟= − + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

⎜ ⎟+⎝ ⎠

TR
JJJG

. (3.2)
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Определим дискретный набор точек на линии α α0=  значениями параметра υ
в уравнении поверхности колеса (1.3) по формуле:

1

2πυ ,k
k

z K
=

где K – число шагов изменения параметра υ , а k – целое число, изменяющееся от
0 до K. Задача определения местоположения фрезы при обработке зуба колеса
сводится к тому, чтобы для каждого значения k, т.е. для каждой из K точек на ли-
нии α α0= , найти величины смещений Rx, Ry, Rz, исходя из условий касания по-
верхностей фрезы (3.2) и детали (1.3). Эти условия: 1) наличие общей точки у по-
верхностей (3.2) и (1.3) и 2) параллельность нормалей к поверхностям в точке ка-
сания. Из первого условия, приравнивая правые части (3.2) и (1.3), получаем вы-
ражение смещений Rx, Ry, Rz через параметры u и v:

(υ ,α0) ( , ).k

Rx
Ry u v
Rz

⎛ ⎞
⎜ ⎟ = −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Fk tor
JJJG JJJG

(3.3)

Для записи соотношений, к которым приводит условие 2), обычным образом
найдем вектор нормали к поверхности тора (3.1):

cos cos
( , ) ( , )( , ) || cos sin

sin

u v
u v u vu v u v
u v u

⎛ ⎞∂ ∂ ⎜ ⎟= ×
⎜ ⎟∂ ∂
⎝ ⎠

tor torNt
JJJG JJJGJJG

.

Аналогично, дифференцируя по параметрам υ  и α  вектор-функцию (1.3),
найдем вектор нормали к поверхности зуба колеса:

1 2

1 2

0

υ υ(υ,α) cos (υ,α)sin

υ υ(υ,α) (υ,α)sin (υ,α) cos ,

(υ,α)

f f
n n

f f
n n
f

⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎝ ⎠

Nk
JJJG

где обозначено:

( ) ( )0 0 0 1 1 0 1 1 0 1
(υ)(υ,α) (α) (α) (α) (α) (α) (α) (α) (α) ,Cf Ev Ev Ev Ev Ev Ev Ev Ev c
n

′ ′ ′ ′= + + −

( )
( )

1 0 2 1 2 2 1 1

2 1 2 0 2 2 0 1

(υ)(υ,α) (α) (α) (α) (α) (α) (α) ,

(υ)(υ,α) (α) (α) (α) (α) (α) (α) .

Cf Ev Ev Ev Ev Ev Ev c
n

Cf Ev Ev Ev Ev Ev Ev c
n

′ ′ ′= − + −

′ ′ ′= − + −
(3.4)

В соотношениях (3.4) скалярные функции: (α)
i

Ev , и (α)iEv′  (i = 0,1,2) – это

координаты вектор-функции (α)Ev
JJJG

 из (1.2) и ее производной по параметру α , а
( )υC  и 1c  введены в (1.3).

Из условия 2) параллельности нормалей ( , )u vNt
JJG

 и (υ ,α0)kNk
JJJG

 получаются два
соотношения на параметры u и v, из которых удается выразить эти параметры че-
рез υk  и α0 . Таким образом, для каждой точки ( υk ) на линии α0  получаем зна-
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чения параметров u и v, при подстановке которых в (3.2) получаем координаты
точки касания фрезы и детали, а при подстановке этих значений в (3.3) находим
величины смещений Rx, Ry, Rz, определяющих положение фрезы в пространстве в
момент касания с деталью. На рис. 7 показан фрагмент поверхности зуба колеса в
касании с торической фрезой в точке линии α α0= .

Рис. 7. Фрагмент поверхности зуба колеса
в касании с торической фрезой

3 . 2 .  Ф о р м о о б р а з о в а н и е  п о в е р х н о с т и  з у б а  ш е с т е р н и

Запишем уравнения обрабатываемой поверхности зуба шестерни (1.4) в раз-
вернутом виде:

0

1 2

1 2

(α)
(υ,α) (υ) (α) cos υ (α) sin υ ,

(α) sin υ + (α) cos υ

okr
C okr okr

okr okr

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Fs
JJG

(3.5)

где (α)iokr  (i = 0,1,2) – координаты вектор-функции (α)okr
JJJG

, задающей наиболь-
шую образующую окружность зуба шестерни (см. n.1.2). Параметр α на поверх-
ности зуба шестерни считается заданным (α = α0) – тем самым на этой поверхно-
сти выделяется винтовая линия, которой касается фреза при обработке детали.
Вектор нормали в произвольной точке поверхности (3.5) имеет вид:

0

1 2

1 2

(υ,α)
(υ,α) (υ,α) cos υ (υ,α)sin υ ,

(υ,α)sin υ (υ,α) cos υ

g
g g
g g

⎛ ⎞
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟

−⎝ ⎠

Ns
JJJG
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где обозначено:
( ) ( )

( )
( )

0 1 1 2 1 2 2 1 1

1 2 0 1 0 1 2 1

2 1 0 1 0 2 1 1

(υ,α) (α) (α) (υ) (α) (α) (α) (υ) (α) ,
(υ,α) (α) (α) (α) (α) (υ) (α) ,
(υ,α) (α) (α) (α) (α) (υ) (α) ,

g okr okr C okr c okr okr C okr c
g okr okr c okr okr C okr c
g okr okr c okr okr C okr c

′ ′= − + +
′ ′= − − −
′ ′= − + +

а (α)iokr′  – (i = 0,1,2) – координаты производной вектор-функции (α)okr
JJJG

.
При обработке поверхности зуба шестерни ось фрезы находится в плоскости

П, перпендикулярной оси вращения шестерни (ось OX), смещаясь вместе с этой
плоскостью вдоль оси OX на величину Rx. Кроме того, ось фрезы поворачивается
в плоскости П на угол φ, а поверхность тора смещается вдоль этой оси на величи-
ну Ht. Эти три величины определяют положение фрезы в каждый момент времени
обработки детали (т.е. для каждой точки (υ ,α0)kFs

JJG
 заданной линии α = α0 на об-

рабатываемой поверхности) и должны быть найдены из условия касания взаимо-
действующих поверхностей. Запишем уравнения поверхности фрезы с учетом
этих смещений в виде:

1 0 0 0
( , , , , ) 0 cos sin ( , ) 0 0

0 sin cos 0

Rx
u v Rx Ht u v

Ht
+

⎛ ⎞ ⎛ ⎛ ⎞⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟φ = φ φ ⋅ +
⎜ ⎟ ⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟− φ φ⎝ ⎠ ⎝ ⎝ ⎠⎠ ⎝ ⎠

Tr tor
JJG JJJG

.

Тогда единичный вектор нормали поверхности тора в точке с криволинейным
координатами (u, v) имеет вид:

.

cos cos
( , , ) sin sin cos cos sin

cos sin sin cos sin

u v
u v u u v

u u v

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

φ = φ + φ
φ − φ

Nt
JJG

Чтобы найти точки касания поверхности детали и тора (фрезы), используем
два условия: параллельность нормалей этих поверхностей в точке касания, и при-
надлежность этой точки обеим поверхностям.

Из условия параллельности нормалей:
( , 0) ( , , ) 0k u vυ α × φ =Ns Nt

JJJG JJG

при α = α0 получаем 2 уравнения на 3 неизвестных, u, v, φ, из которых можно вы-
разить u и v через φ:

1 2
2 2

0 1

1 2

0

sin(υ +φ) (υ ,α0) cos(υ +φ) (υ ,α0)
tan( ) ,

(υ ,α0) (υ ,α0)
cos(υ +φ) (υ ,α0) sin(υ +φ) (υ ,α0)

tan( ) .
(υ ,α0)

k k k k

k k

k k k k

k

g g
u

g g
g g

v
g

−
=

+
+

=
(3.6)

Условие наличия общей точки у поверхностей:
,( , , , , ) ( 0)ku v Rx Htφ = υ αTr Fs

JJG JJG

приводит к ещё трём уравнениям на 3 неизвестных φ Rx и Ht (после подстановки в
эти уравнения соотношений (3.6)). Аналитическое решение этой системы приво-
дит к трансцендентному уравнению на φ, корни которого находятся численно с
помощью встроенных программ пакета MathCad. Благодаря специальному соз-
данному алгоритму нахождения начальных приближений, корни находятся с вы-
сокой точностью (порядка 10−12 мм). На рис. 8 изображено положение торической
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фрезы при её касании с поверхностью зуба шестерни в точке заданной линии на
этой поверхности.

Рис. 8. Контактное взаимодействие поверхности зуба шестерни
с торической фрезой

Решенные в данной работе задачи были использованы при разработке компь-
ютерных программ для станка с ЧПУ, управляющих движением фрез при формо-
образовании деталей различных механизмов с ЭЦ-зацеплением. Эти программы
успешно применяются при изготовлении в ЗАО «Технология маркет» (г. Томск)
опытных образцов конических тяговых редукторов для железнодорожного транс-
порта и двухступенчатого редуктора [3], который прошел успешные испытания на
фирме SEW (Германия).
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Статья поступила 14.03.2014 г.

Kamchatnyi S.A., Kuznetsov V.M., Skovorodin A.V., Scherbakov N.R. MATHEMATICAL
SIMULATION OF THE FORMBUILDING OF THE CONIC DRIVING GEAR DETAILS
WITH EC-GEARING. Formbuilding of the surface of a driving gear detail, in the most general
formulation, is the task of two surfaces (the processed detail and the instrument’s surface) closing
in up in the space to the point of contact where the surfaces have the common contact plane.
Solving the problem of analytical description of the geometry of the surface contact is necessary
for finding optimum methods and tools of processing details on multicoordinate NC units. In this
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aspect, a mathematical model for the formbuilding of conic driving gear details with EC-gearing
has been constructed in this work using milling cutters of two types. Systems of equations for the
determination of the milling cutter location, at the point contact, have been derived. Analytical
and numerical solutions of these systems are found. The complex of special computer programs to
control the milling cutter moving while processing the detail was developed.

Keywords: formbuilding, eccentrically cycloidal (EC) gearing, contact of surfaces
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ АКЦЕССОРНЫХ ПАРАМЕТРОВ
ДЛЯ ОТОБРАЖЕНИЯ НА СЧЕТНОУГОЛЬНИК

Метод П.П. Куфарева определения акцессорных параметров в интеграле
Кристоффеля-Шварца распространяется на случай конформного отображе-
ния верхней полуплоскости на счетноугольник с симметрией переноса вдоль
вещественной оси на 2π.

Ключевые слова: конформное отображение, счетноугольник, симметрия
переноса, акцессорные параметры, метод П.П. Куфарева.

Область ∆ называют областью с симметрией переноса вдоль вещественной оси
на 2π, если при линейном преобразовании L(w) = w + 2π область остается неиз-
менной L(∆) = ∆.

Область ∆ называют область типа полуплоскости, если при преобразовании
L(w) = w + 2π среди всех простых концов границы области ∆ в бесконечно уда-
ленной точке неподвижным остается только один простой конец.

Определение 1. Счетноугольником с симметрией переноса вдоль веществен-
ной оси на 2π называют [1] односвязную область ∆ типа полуплоскости, c сим-
метрией переноса вдоль вещественной оси на 2π, такую, что часть границы облас-
ти ∆ от точки w0 до точки w0 + 2π состоит из конечного числа прямолинейных от-
резков и лучей.

Двигаясь по границе счетноугольника ∆ от точки w0 до точки w0 + 2π в поло-
жительном направлении, обозначим последовательно встречающиеся угловые
точки границы через 0 0 0 1

1 2 1, ,..., ,nA A A A , 1 0
1 1 2A A= + π , n ∈N , а углы счетноуголь-

ника обозначим соответственно через α1π, α2π ,…, αnπ, α1π. Для вершин 0
kA  в ко-

нечной части плоскости ( ) ( ]0,1 1, 2kα ∈ ∪ , если вершина 0
kA  находится в беско-

нечно удаленной точке, то αk = 0. Из геометрических соображений видим, что
α1 + α2 +…+ αn = n. Остальные вершины m

kA  определяются сдвигом вершин 0
kA

вдоль вещественной оси 0 2m
k kA A m= + π , m ∈Z , k = 1,…,n.

Согласно теореме Римана существует отображение f однолистно и конформно
переводящее верхнюю полуплоскость { }: Im 0z z+Π = ∈ >C  на счетноугольник
∆. Интерес к конформным отображениям верхней полуплоскости на счетноуголь-
ники с симметрией переноса вдоль вещественной оси на 2π появился в последние
десятилетия [2, 3] благодаря приложению к некоторым задачам гидродинамики,
задачам теплопроводности, СВЧ теории и др.. Интегральная формула Кристоффе-
ля-Шварца записана для отображения f  верхней полуплоскости на счетноуголь-
ники с симметрией переноса вдоль вещественной оси на 2π И.А. Александро-
вым [4] с использованием принципа симметрии Римана-Шварца, С.А. Копаневым
и Л.С. Копаневой [1] с помощью формулы типа формулы Шварца в следующей
теореме.
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Теорема 1. Для отображения f, переводящего верхнюю полуплоскость на
счетноугольник и удовлетворяющему условию ( )

Im
lim ( ) 0
z

f z z
⇒+∞

− = , имеет место

формула (типа формулы Кристоффеля-Шварца)
10

1 2
10

( ) sin ,
2

kz n
k

k

a
f z c d c

α −

=

⎛ ⎞− ζ
= ζ +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏∫  (1)

где c1, c2, – комплексные постоянные, [ )0 0,2ka ∈ π  – прообразы вершин счетно-
угольника с углами αkπ.

На отображение f наложено дополнительно условие
( )

Im
lim ( ) 0,
z

f z z
⇒+∞

− =

предел здесь равномерный относительно Re z. Заметим, что это условие влечет за
собой свойство f(z + 2πm) = f(z) + 2πm, m ∈Z .

В задачах на нахождение конформного отображения задаются вершины облас-
ти, а прообразы вершин ka  и константы c1, c2, называемые акцессорными пара-
метрами, как и в классической формуле Кристоффеля-Шварца остаются неиз-
вестными. К настоящему времени разработаны различные эффективные методы
численного определения этих параметров в классической формуле Кристоффеля-
Шварца. Один из таких методов определения акцессорных параметров восходит к
работе П.П. Куфарева [6] (см., более подробно, [7]). Использую параметрический
метод Левнера, П.П. Куфарев показал, что для отображения с внутренней норми-
ровкой определение акцессорных параметров в интеграле Кристоффеля-Шварца
может быть сведено к задаче интегрирования некоторой системы дифференци-
альных уравнений с начальными условиями Коши. Первые доведенные до конца
расчеты выполнены Ю.В. Чистяковым [8]. Метод П.П. Куфарева получил разви-
тие в работе [9], в работе [10] применительно к случаю конформного отображения
верхней полуплоскости на многоугольник при наличии граничной нормировки. В
работе [11] с использованием идеи П.П. Куфарева и аппарата краевых задач Гиль-
берта с кусочно-гладкими коэффициентами и вариации решений таких задач по-
лучен новый приближенный метод нахождения акцессорных параметров в инте-
грале Кристоффеля-Шварца. В настоящей статье метод П.П. Куфарева определе-
ния акцессорных параметров распространяется на случай конформного отображе-
ния верхней полуплоскости на счетноугольник с симметрией переноса вдоль ве-
щественной оси на 2π.

Пусть D есть односвязная область с симметрией переноса вдоль вещественной
оси на 2π типа полуплоскости, представляющая собой плоскость C  с разрезами
по попарно не пересекающимся простым кривым γm, уходящим на бесконечность,
γm = γ0 + 2πm, m ∈Z , где γ0 имеет некоторую параметризацию [ )0 : 0,γ +∞ → C ,

γ0 = γ0(ξ). Часть кривой γ0, когда [ ) [ ), 0,sξ ∈ +∞ ⊂ +∞  обозначим через ( )
0
sγ , то есть

[ )( )
0 : ,s sγ +∞ → C , ( )

00 ( )sγ = γ ξ .
Согласно теореме Римана для каждого [ )0,s ∈ +∞  существует однолистное и

голоморфное отображение :s
+Ψ Π → C , ( ) ( , )s z z sΨ = Ψ = Ψ  такое, что
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( ) ( )\ \ ( ), .s
s m m

m m
s+

∈ ∈

⎧ ⎫
Ψ Π = γ = γ ξ ≤ ξ < +∞⎨ ⎬

⎩ ⎭
∪ ∪
Z Z

C C

Ясно, что ( )0 D+Ψ Π = . Выберем параметризацию кривой ( )0 0 0( ) ( )s t tγ = γ = γ

так, чтобы 0 t≤ < +∞  и выполнялось
( )( )

Im
lim , 0.
z

z t z
⇒+∞

Ψ − =

Обозначим ( ) ( )t D t+Ψ Π = . При фиксированном t D(t) является частным случаем

счетноугольника с симметрией переноса вдоль вещественной оси на 2π.
Семейство отображений ( ),z tΨ  удовлетворяет дифференциальному уравне-

нию типа уравнения Левнера [12]
( ) ( ), , ( )ctg .

2
z t z t t z
t z

∂Ψ ∂Ψ λ −
=

∂ ∂
 (3)

Заметим, что λ(t) при каждом фиксированном t – точка вещественной оси, являю-
щаяся прообразом конца кривой γ0(t).

Построим континуальное семейство областей ( )D t , 0 < t < ∞, сходящееся к
счетноугольнику ∆ как к ядру относительно точки w0 при t стремящемся к нулю,
где w0 принадлежит области ∆. Соединим какую-нибудь вершину 0

kA ,

{ }1,...,k n∈ , и вершины 0 2m
k kA A m= + π , m ∈Z , счетноугольника ∆ с бесконечно

удаленной точкой параллельными лучами 0
ml , целиком лежащими вне ∆. Прове-

дем переменные разрезы 0 ( )m tγ , m ∈Z , удлиняющиеся из бесконечно удаленной

точки по лучам 0
ml  до начала этих лучей, получим семейство областей

( )0 0\ ( )m

m
D t t

∈

= γ∪
Z

C , 00 t t< ≤ < ∞ . Каждому разрезу может принадлежать не-

сколько вершин счетноугольника ∆, выделим какие-нибудь из них с одинаковой
мнимой координатой. Выпустим из выбранных вершин прямолинейные разрезы

1 ( )m tγ  вдоль некоторых сторон 1
ml  счетноугольника ∆ примыкающих к лучам 0

ml
в этих вершинах так, чтобы подвижные концы разрезов при изменении  t от t0 до
некоторого t1, 1 00 t t≤ ≤ , проходили путь равный длине стороны 0

1l  счетно-
угольника ∆. Можем считать, что на этом и последующих этапах построения,
для отображения ( ), : ( )z t D t+Ψ Π →  выполняется условие (2). Если

( )1 0 1\ ( ) \ ( )m m

m m
D t t t

∈ ∈

⎛ ⎞
= γ γ ≠ ∆⎜ ⎟

⎝ ⎠
∪ ∪
Z Z

C , то 1 0t >  и в этом случае продолжаем по-

строение, принимая область ( )1D t  за исходную и проводя в ней разрезы 2 ( )m tγ

вдоль некоторых сторон 2
ml  счетноугольника, примыкающих к 0 1

m ml l∪ . Получим

область ( )
2

2
0

\ ( )m
k

m k
D t t

∈ =

= γ∪ ∪
Z

C , 2 10 t t≤ < . После n аналогичных шагов будет
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построена полигональная область 
1

0
\ ( )

n
m
k

m k
t

−

∈ =

γ∪ ∪
Z

C  без внешних точек, содержа-

щая счетноугольник ∆ и не включающая в свою границу сторон m
nl , m ∈Z , это-

го счетноугольника. Проведя надлежащие разрезы m
nγ , m ∈Z , вдоль этих сто-

рон счетноугольника ∆, получим семейство областей, сходящееся к счетно-
угольнику ∆ как к ядру относительно точки w0 при t  стремящемся к нулю.

Семейство отображений : ( )D t+Ψ Π →  можем выбрать таким образом, чтобы

выполнялось условие (2) и ( ) 0
10, t AΨ =  для всех [ )0,t ∈ ∞ . Равномерная сходи-

мость внутри верхней полуплоскости семейства отображений ( ),z tΨ  к отобра-
жению f следует из следующей теоремы.

Теорема 2. Пусть { }n nD ∈N  – последовательность односвязных областей,

nD ⊂ C . Все области Dn, n ∈N , содержат точку w0 вместе с некоторой ε-
окрестностью, границе каждой области Dn, n ∈N , принадлежат точки w1, w2, w3.
При n стремящемся к бесконечности последовательность областей Dn сходится к
ядру D относительно точки w0, причем границе области D принадлежат точки w1,
w2, w3. Тогда последовательность отображений :nf

+Π → C , ( )n nf D+Π = , нор-

мированных условиями 1(0)nf w= , 2(1)nf w= , 3( )nf w∞ = , сходится к отображе-

нию :f +Π → C , ( )f D+Π = , при n стремящемся к бесконечности равномерно

внутри +Π , причем 1(0)f w= , 2(1)f w= , 3( )f w∞ = .

Доказательство. Пусть последовательность отображений :ng +Π → C ,

( )n ng g= ζ , ( )n ng D+Π =  удовлетворяет условиям ( )0 0ng wζ = , ( )0 0ng ′ ζ > ,

n ∈N , где 0
+ζ ∈ Π . Согласно теореме Каратеодори о сходимости последователь-

ности областей к ядру, последовательность отображений gn равномерно сходится
к голоморфному однолистному отображению g, ( )g D+Π =  внутри верхней по-

луплоскости. Обозначим прообразы точек w1, w2, w3 при отображении g через a, b,
c соответственно, пусть, для определенности, a < b < c. Обозначим прообразы то-
чек w1, w2, w3 при отображении gn через an = a + αn, bn = b + βn, cn = c + γn соответ-
ственно.

Построим последовательность дробно-линейных отображений ( )n n zζ = ζ ,
удовлетворяющую условиям ( )0n naζ = , ( )1n nbζ = , ( )n ncζ ∞ = . Предположим
сначала, что точки a, b, c – конечные, тогда отображение ζn будет иметь вид

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )

.n n n n n n
n

n n n n

z b a c b c a
z

z b a b c
− + β − α + γ − − + β − γ + α

ζ =
− + β − α − − + β − γ

При n стремящемся к бесконечности последовательность отображений ζn сходит-
ся к отображению

( ) ( ) ( )
( ) ( )

.
z b c c b c a

z
z b c b c

− − −
ζ =

− − −
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Покажем, что последовательность отображений ζn сходится равномерно внут-
ри верхней полуплоскости к отображению ζ, т. е. что для всякого ε > 0 существует
такой номер N, что ( ) ( )n z zζ − ζ < ε  при любом n > N и для всякого z K∈ , где
K – компакт, содержащийся в верхней полуплоскости. Поскольку z принадлежит
замкнутому, ограниченному множеству K, то существуют max | |

z K
z

∈
 и min Im

z K
z

∈
,

обозначим их соответственно M и m. Последовательности an, bn, cn сходятся к
числам a, b, c, следовательно, можно указать такой номер N, что при n > N выпол-
няется |αn| < δ, |βn| < δ, |γn| < δ, для любого δ > 0, пусть

| |
3

b a−
δ ≤ . (4)

Оценим модуль разности отображений ζ и ζn для n > N, имеем

( ) ( )
( )

2| | | |
,

( )
n n n

n
n n n n

z A z B C
z z

z b a c b z b c c b
+ +

ζ − ζ ≤
− + β − α + − + γ − β − + −

     (5)

где последовательности An, Bn, Cn выражаются через a, b, c, αn, βn, γn. Оценим
сверху последовательность An, имеем

( )( ) ( )2 2( ) ( ) ( ) | | 2 .n n n nA b a b a a b a b a= γ − + − β − ≤ δ − + − δ

В силу (4), заключаем, что
,nA A≤ δ

где 25 ( )
3

A b a= −  – константа. Аналогично, для Bn, Cn получаем

,nB B≤ δ  .nC C≤ δ

Оценим знаменатель правой части неравенства (5). Для первого множителя, учи-
тывая (4) получаем

( )

( )

Im
1| | 2 Im | | Im ,
3

n n n n n nz b a c b b a z

b a z b a z

− + β − α + − + γ − β ≥ − + β − α ≥

≥ − − δ ≥ −

и для второго
( ) | | Im .z b a c b b a z− + − ≥ −

Таким образом
( ) ( ) ,n z z Rζ − ζ ≤ δ

где
2

2 23 .
( )

M A MB CR
m b a

+ +
=

−

Для заданного ε > 0 возьмем δ > 0 удовлетворяющее условию (4) и 
R
ε

δ ≤ , полу-

чим
( ) ( ) .n z zζ − ζ ≤ ε

Рассмотрим теперь случай когда c = ∞ . Отображение
( )( )n n n nz z b a aζ = − + β − α + + α
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переводит верхнюю полуплоскость на верхнюю полуплоскость так, что
(0)n naζ = , (1)n nbζ = , ( )n ncζ ∞ =  и при n стремящемся к бесконечности сходится

к отображению
( ) ( ) .z z b a aζ = − +

Покажем, что последовательность отображений ζn сходится равномерно внут-
ри верхней полуплоскости к отображению ζ. Пусть z K∈ , где K – компакт, обо-
значим max | |

z K
z

∈
 через M. Зафиксируем ε > 0. Возьмем такое N, чтобы |αn| < δ,

|βn| < δ, при всех n > N, где

.
2 1M

ε
δ =

+
Оценим модуль разности отображений ζ и ζn для n > N, имеем

( )( ) ( ) | || | | || | | | (2 1) .n n n n n n nz z z z z Mζ − ζ = β − α + α ≤ β + α + α ≤ δ + ≤ ε

Таким образом, последовательность отображений ζn сходится равномерно
внутри верхней полуплоскости к отображению ζ, ( )0 aζ = , ( )1 bζ = , ( ) cζ ∞ = .

Пусть точка z K∈ , K – компакт, K +⊂ Π . Начиная с некоторого номера N1,
образ точки z при отображении ζn содержится в ( )

1
( )U zε ζ  – окрестности точки

ζ(z) радиуса ε1. Функция | |: ( )g K′ ζ → R  непрерывна, задана на компакте, и, в си-
лу теоремы Вейерштрасса, принимает в ζ(K) наибольшее значение, ( )g h′ ζ ≤ < ∞
для всех ( )Kζ ∈ ζ . Следовательно, при достаточно малых ε1, окружность

1( )zζ − ζ = ε  переходит в кривую, такую, что расстояние от любой ее точки до
окружности ( ) 1( )w g z h− ζ = ε  является малой высшего порядка относительно ε1

т. е. образ окрестности ( )
1

( )U zε ζ  содержится в окрестности точки ( )( )g zζ  ра-

диуса ε1(h+1). Пусть 1 .
2( 1)h

ε
ε =

+
 Получаем, что

( ) ( ) 1( ) ( ) ( 1) ,
2ng z g z h ε

ζ − ζ < ε + ≤

для всех z K∈  при 1n N≥ . Начиная с некоторого номера N2 для всех
z K∈ выполняется

( ) ( )( ) ( ) .
2n n ng z g z ε

ζ − ζ ≤

Из неравенства треугольника следует, что начиная с номера N = max(N1, N2) вы-
полняется

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,n n n n n ng z g z g z g z g z g zζ − ζ ≤ ζ − ζ + ζ − ζ ≤ ε

для всех z K∈ .
Получаем, что композиция ( )( ) ( )n n ng z f zζ =  сходится равномерно внутри

верхней полуплоскости к отображению f. Теорема доказана.
Теорема 2 обычным образом обобщается на случай континуального семейства

областей.
Теорема 2 может быть получена с помощью [13, теорема 14.6].



24 И.А. Колесников

Таким образом, для отображения f, переводящего верхнюю полуплоскость +Π
на счетноугольник ∆, существует производящая функция ( ),z tΨ , совпадающая с
отображением f при t = 0.

Зафиксируем на границе счетноугольника ∆ точки 0
* * 2mA A m= + π , m ∈Z , где

0
*A  – точка, принадлежащая части границы счетноугольника от точки 0

1A  до точ-

ки 1
1A  и 0 0

* 1A A≠ , 0 1
* 1A A≠ . Из точек *

mA  проведем прямолинейные разрезы
φm = φ0 + 2πm, m ∈Z , переменной длины, зависящие от вещественного параметра
φ0 = φ0(t), 0 t ′≤ ≤ τ , внутрь области ∆. С увеличением параметра t от 0 до некото-
рого ′′τ , 0 ′′ ′≤ τ ≤ τ , разрезы φm удлиняются соответственно до точек

0
* * ( ) 2m m′′Λ = Λ τ + π , 0

* 0
lim ( )

t
A t

→+
= ϕ . Обозначим прообраз конца разреза 0

* ( )tΛ  че-

рез ( )tλ , пусть 0 ( ) 2t< λ < π  при 0 t ′≤ ≤ τ . Углы, образованные разрезом φm(t) с
границей области ∆, обозначим через αn+1π, αn+2π. При t стремящемся к ′τ , разре-
зы φm(t)  могут замкнуться на границу счетноугольника ∆, в этом случае точка

0
* ( )′Λ τ  попадает на часть границы счетноугольника от точки 0

1A  до точки 1
1A  и

0 0
* 1( ) A′Λ τ ≠ , 0 1

* 1( ) A′Λ τ ≠ . Обозначим через ∆(t) область ∆ с разрезами, ∆(t) являет-
ся счетноугольником с симметрией переноса вдоль вещественной оси на 2π.

Обозначим через f(z,t) отображение, переводящее верхнюю полуплоскость
+Π  на счетноугольник с разрезами ∆(t), такое, что ( ),0f +Π = ∆ ,

( )( )
Im

lim , 0
z

f z t z
⇒+∞

− =  и ( ) 0
10,f t A= . Отображение f(z,t) удовлетворяет диффе-

ренциальному уравнению (2). C другой стороны отображение f(z,t), согласно тео-
реме 1 представляется интегралом

( )
02

0
1

10

( )( ), ( ) sin sin ,
2 2

kz n
k

k

a ttf z t c t d A
σ+

=

⎛ ⎞− ζλ − ζ
= ζ +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏∫ (6)

где 0
1na + , 0

2na +  – прообразы точки 0
*A , 0

1 0a = , λ(t) – прообраз подвижного конца

разреза 0
* ( )tΛ , 0 0

1 20 ( ) 2n na t a+ +< ≤ λ ≤ < π , 1k kσ = α − , k = 1,…,n+2. Отметим, что

параметры αn+1 и αn+2 связаны соотношениями αn+1 + αn+2 = 1, если 0 0
* kA A≠ ,

k = 1,…,n  и αn+1 + αn+2 = αk, если 0 0
* kA A= , k = 1,…,n.

Пусть при t = 0 известны значения всех параметров, входящих в формулу (6),
то есть известно конформное отображение :f +Π → ∆ , ( ),0f f z= . Требуется

определить конформное отображение : ( )f t+Π → ∆ ,  f = f (z,t), при всех допусти-
мых значениях параметра t, иначе говоря, найти при таких t акцессорные пара-
метры 0 ( )ka t , λ(t), c(t). Для определения акцессорных параметров отображения f
получен следующий результат.

Теорема 3. Для всех 0 't≤ ≤ τ  акцессорные параметры удовлетворяют системе
дифференциальных уравнений

0 0( ) ( ) ( )1 ctg ,
2 2

k kda t t a t
dt

λ −
= −  2,..., 2k n= + , (7)
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02

1

( ) ( )( ) 1 ctg ,
2 2

n
k

k
k

t a td t
dt

+

=

λ −λ
= − σ∑    (8)

1( ) constc t c= = ,  (9)
с начальными условиями

( )0 00 , 2,..., 2,k ka a k n= = +

( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 0
1 2 *0 0 0 ,0 .n na a f A−

+ += = λ =

Замечание 1. Если 0 0
* pA A= , p = 2,…,n, то в формуле (7) отсутствует уравне-

ние при k = p, а в формулах (8), (9) должно отсутствовать слагаемое при k = p.
Доказательство. Рассмотрим функцию ( ) ( ), ln ,zz t f z t′Φ = , которая удовле-

творяет дифференциальному уравнению

( ) ( ) 2, , ( ) 1 ( )ctg sin .
2 2 2

z t z t t z t z
t z

−∂Φ ∂Φ λ − λ −
= +

∂ ∂
   (10)

Поскольку

( )
02

1

( )( ), ln ( ) ln sin ln sin ,
2 2

n
k

k
k

a t zt zz t c t
+

=

−λ −
Φ = + + σ∑

то ее частные производные относительно параметра t и переменной z имеют вид

( ) ( )
02

0

1

, ( )( ) ( )( ) ctg ( ) ctg ,
( ) 2 2

n
k

k k
k

z t a t zc t t zt a t
t c t

+

=

′∂Φ −λ − ′′= + λ + σ
∂ ∑  (11)

( ) 02

1

, ( )1 ( ) 1ctg ctg .
2 2 2 2

n
k

k
k

z t a t zt z
z

+

=

∂Φ −λ −
= − − σ

∂ ∑     (12)

Подставляя (11) и (12) в уравнение (10) получим соотношение

( )
02

0

1
02

2 2

1

( )( ) ( )( ) ctg ( ) ctg
( ) 2 2

( )1 ( ) 1 ( ) 1 ( )ctg ctg ctg sin ,
2 2 2 2 2 2 2

n
k

k k
k
n

k
k

k

a t zc t t zt a t
c t

a t zt z t z t z

+

=
+

−

=

′ −λ − ′′+ λ + σ =

−λ − λ − λ −
= − − σ +

∑

∑
    

которое должно выполняться при всех значениях параметра t и всех z из верхней
полуплоскости.

Приравнивая вычеты левой и правой частей уравнения (13) в точках 0 ( ),kz a t=
λ(t) и, сравнивая свободные члены, получим следующую систему обыкновенных
дифференциальных уравнений

0 0( ) ( ) ( )1 ctg ,
2 2

k kda t t a t
dt

λ −
= −  2,..., 2k n= + , (14)

02

1

( ) ( )( ) 1 ctg ,
2 2

n
k

k
k

t a td t
dt

+

=

λ −λ
= − σ∑ (15)
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2

1

ln ( ) 1 1 ,
2 2

n

k
k

d c t
dt

+

=
= + σ∑

с начальными условиями

( )0 0

0
lim ,k kt

a t a
→+

=  2,...,k n= ,

( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 0
1 2 *0 0 0

lim lim lim ,0 ,n nt t t
a t a t t f A−

+ +
→+ →+ →+

= = λ =  (16)

( ) 10
lim

t
c t c

→+
= .

Так как 
2

1
1

n

k
k

+

=
σ = −∑ , то

1( ) const (0)c t c c= = = .         (17)
Теорема доказана.
Уравнения (14), (15), (17) вместе с начальными условиями (16) для акцессор-

ных параметров позволяют путем интегрирования найти их значения в любой
момент времени t, 0 t ′≤ ≤ τ .

Предположим, что разрез φ0 выходит не из вершины счетноугольника ∆. Обо-
значим длину прямолинейного отрезка 0 0

* *, ( )A tΛ  через s. Поскольку

( ),
,

f tds
dt t

∂ λ
=

∂

то, используя уравнение (3) и (6), можем показать что
02

1

( ) ( )
( ) sin .

2

kn
k

k

a t tds c t
dt

σ+

=

⎛ ⎞− λ
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏

Таким образом, значение ′′τ  параметра t, до которого проводится интегриро-
вание, определяется в процессе интегрирования из соотношения

02
0 0
* *

10

( ) ( )
, ( ) ( ) sin ,

2

kn
k

k

a t t
A c t dt

σ′′τ +

=

⎛ ⎞− λ
′′Λ τ = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏∫

если разрез φ0 выходит не из вершины счетноугольника, и соотношением
02

0 0
* *

1,0

( ) ( )
, ( ) ( ) sin ,

2

kn
k

k k p

a t t
A c t dt

σ′′τ +

= ≠

⎛ ⎞− λ
′′Λ τ = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏∫

если разрез выходит из вершины 0
pA .

Для определения значения ′′τ  параметра t, до которого проводиться интегри-
рование, также можно воспользоваться соотношением

( )

( )

0
1

02
0 0
* * 1

1

( )( ), ( ) sin sin ,
2 2

k

n

n
k

ka

a
A c d

+

σ′′λ τ +

=′′τ

⎛ ⎞′′′′ τ − ζλ τ − ζ′′Λ τ = ζ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∏∫

если разрез φ0 выходит не из вершины счетноугольника, и соотношением
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( )

( )

0
1

02
0 0
* * 1

1,

( )( ), ( ) sin sin ,
2 2

k

n

n
k

k k pa

a
A c d

+

σ′′λ τ +

= ≠′′τ

⎛ ⎞′′′′ τ − ζλ τ − ζ′′Λ τ = ζ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∏∫

если разрез выходит из вершины 0
pA .

Теорему 3 можно применять и в том случае, когда разрезы φm замыкаются на
границу счетноугольника. Тогда при t стремящемся к ′τ , r прообразов вершин

0 ( )ka t  стягиваются в одну точку 0 0 0
1lim ( ) lim ( ) ... lim ( )j j j rt t t

a t a t a t+ +′ ′ ′→τ →τ →τ
= = = . Число r

равно числу вершин счетноугольника ∆(t), которые отделяются от счетноуголь-
ника ∆ разрезом φ0.
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Kolesnikov I.A. DETERMINATION OF ACCESSORY PARAMETERS FOR MAPPING ONTO
A NUMERABLE POLYGON. We consider a simply connected region of the half-plane type
with symmetry of translation along the real axis by 2π and such that a part of the boundary from a
point w0 to a point w0+2π consists of a finite number of straight line segments and rays. The re-
gion is called a numerable polygon with symmetry of translation along the real axis by 2π. Con-
formal mappings of the upper half-plane onto a numerable polygon find applications in some
problems of hydrodynamics, heat conduction problems, microwave theory, etc. The representa-
tion of conformal mappings of the half-plane onto a numerable polygon with symmetry of trans-
lation along the real axis by 2π is known in a form of the Christoffel–Schwarz type integral. Dif-
ferent efficient numerical methods of finding the accessory parameters included in the classical
Christoffel–Schwarz integral have been developed; one of them was proposed by P.P. Kufarev. In
this paper, the problem of finding the accessory parameters in the Christoffel–Schwarz integral
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for mapping onto a numerable polygon with symmetry of translation by 2π along the real axis is
reduced to the problem of integrating a system of ordinary differential equations with Cauchy ini-
tial conditions by use of an idea of P.P. Kufarev. The system of differential equations is derived
using the Christoffel–Schwarz formula for mapping onto a numerable polygon and the differential
equation of the Loewner type for mapping the half-plane onto the plane with cuts along pairwise
disjoint simple curves γm tending to infinity, γm = γ0 + 2πm, m ∈Z .

Keywords: conformal mapping, numerable polygon, symmetry of translation, accessory parame-
ters, P.P. Kufarev’s method.
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УДК 517.54

Г.Д. Садритдинова

ЭКСТРЕМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ДЛЯ ОДНОГО ФУНКЦИОНАЛА
НА КЛАССАХ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Исследования, проведённые в данной работе, относятся к геометрической
теории функций комплексного переменного. А именно, продолжается реше-
ние экстремальной задачи о нахождении управляющих функций в уравне-
нии Лёвнера, приводящих к граничным функциям системы функционалов,
зависящих от значения функции и её производной в фиксированной точке,
на некоторых классах однолистных функций.

Ключевые слова: граничная функция, класс голоморфных однолистных
функций, максимальное значение функционала, минимальное значение функ-
ционала, уравнение Лёвнера, экстремальная управляющая функция.

Задача о нахождении множества значений функционалов, зависящих от значе-
ния функции и её производных в фиксированной точке, является классической за-
дачей геометрической теории функций комплексного переменного. Подобными
функционалами занимались такие авторы как Л. Бибербах, Г.М. Голузин, И.Е. Ба-
зилевич, П.П. Куфарев, И.А. Александров и другие. Для исследований использо-
вался, среди прочих, метод параметрических представлений Лёвнера, в основе ко-
торого лежит обыкновенное дифференциальное уравнение, в частном случае
уравнение Лёвнера.

Пусть S – класс голоморфных однолистных в единичном круге { }: 1E z z= <
функций f(z), нормированных условиями f(0) = 0, f′(0) = 1. Пусть Sp (p=1,2,…) –
подкласс класса S функций, обладающих p-кратной симметрией вращения отно-
сительно нуля, т.е. таких что

( ) ( )
2 2

, 1, 2, , 1
k ki i

p pf e z e f z k p
π π

= = −… .

Подкласс Sp выделяется в самостоятельный класс функций, причём S1=S.
Рассмотрим уравнение Лёвнера

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
, ,

, , ,0
,

p p

p p
d z z

z z z
d z

ς τ μ τ + ς τ
= −ς τ ς =

τ μ τ − ς τ
, (1)

1, 0z < ≤ τ < ∞ ,

в котором управляющая функция μ(τ), |μ(τ)| = 1, является непрерывной или кусоч-
но-непрерывной на [0,∞). Функции ( ) ( )lim ,f z e zτ

τ→∞
= ς τ , которые мы называем

предельными для решений уравнения Лёвнера, образуют плотный подкласс клас-
са Sp.

Ставится задача выделить управляющие функции в уравнении Лёвнера, при-
водящие к так называемым граничным функциям системы функционалов
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

ln , arg , ln , arg , ln , arg
f z f z f z f z

f z f z
z z zf z zf z

⎧ ⎫′ ′⎨ ⎬′ ′⎩ ⎭
на классах S и Sp, т.е. к функциям, вносящим граничные точки в область значений
этих функционалов, обнаружить закономерности. Эта задача была решена для
arg f′(z) на классе S  И.А. Александровым и А.И. Александровым [1], на классе Sp
(p = 2,3,…) Г.Д. Садритдиновой [2], для ln|f′(z)| на классах S и Sp (p=2,3,…)
Г.Д. Садритдиновой [3−4].

В настоящей работе задача решается для функционала ( )ln
f z

I
z

=  на классах

S и Sp.
Выполним над уравнением (1) некоторые преобразования. Будем иметь

( ) ( )

1 2 1 21

ln1 2 2

p p

p p p p

p p

p p p p

d d
d d

d e d e

d de

τ τ

τ

ς ς ς ς⎛ ⎞= − − ⇒ ς + = − ⇒⎜ ⎟ς τ ς τ⎝ ⎠μ − ς μ − ς
ς ςς ς

⇒ = − ⇒ = −
τ τς μ − ς μ − ς

Проинтегрировав последнее равенство по τ, 0<τ< ∞, получим

( ) ( )
( ) ( )0

,
ln 2

,

p

p p
f z z

d
z z

∞ ς τ
= − τ

μ τ − ς τ∫ , (2)

где ( ) pf z S∈ .

Множество значений функционала ( )ln
f z

z
 не зависит от arg z , поэтому далее

будем считать z = r, 0 < r < 1.
Введём обозначения

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,r r r r y rς τ = ρ τ ς τ μ τ = ρ τ τ . (3)

Тогда уравнение Лёвнера (1) после некоторых преобразований примет вид

( ) ( ) ( )
( ) ( )

ln , 1 , ,
1 , ,

p p

p p
d r r y r

d r y r
ς τ + ρ τ τ

= −
τ − ρ τ τ

.

Из этого равенства следует, что

( ) 2

2
ln , 1

1

p

p p

d r
d y

ρ τ − ρ
= −

τ − ρ
, (4)

и ( ) ( )
2

arg ,

1

p p p

p p

y yd r
i

d y

ρ −ς τ
= −

τ − ρ
. (5)

Равенство (2) с учётом обозначений (3) преобразуется к виду

( )

0

ln 2
1

p p

p p
f r y d

r y

∞ ρ
= − τ

− ρ∫ .

Заменим в последнем интеграле τ на ρ, используя формулу (4), которая свидетель-
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ствует об убывании функции ρ(τ), причём ( ) ( ),0 , lim , 0r r r
τ→∞

ρ = ρ τ = . Тогда

( ) ( )

( )

2 11

2 2
0 0

1
2

2
0

11
ln 2 2

1 1 1

12 ln 1 .
1

p p p pp pr rp p

p p p p

r p
p p

p

y yyf r y d d
r y

dy r
p

−−

−

ρ − ρ− − ρρ
= ⋅ ρ = − ρ =

− ρ − ρ − ρ

ρ ρ
= − − −

− ρ

∫ ∫

∫

Положив в полученном интеграле 
1

1
1

ps
s

−⎛ ⎞ρ = ⎜ ⎟+⎝ ⎠
, будем иметь

( ) ( )
1

21 1ln ln 1p pf r dsy r
r p s pσ

= − − −∫ , (6)

где 1
1

p

p
r
r

−
σ =

+
. Заменим в (6) функцию y(r,s) на вещественнозначную функцию

t(r,s) по формуле 
1
pi ty

i t
+⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

. Получим

( ) ( )2
1 12

2 2
1 1 1 2ln ln 1

1 1

pf r t ds i t dsr
r p s p p st tσ σ

−
= − − +

+ +∫ ∫ .

Таким образом,

( ) ( ) ( )2
11 1ln , ln 1

pf r
g s t ds r

r p pσ

= − −∫ , (7)

где ( )
2

2
1 1,
1

tg s t
st

−
= ⋅

+
.

Условие g′t(s,t) = 0 даёт t(s) = 0 и t(s) = ∞.
Вычислив в (7) интеграл при t(s) = 0, приходим к минимальному значению

( )2/
1ln

1
ppr+

 функционала ( )ln
f r

r
 [5].

Восстановим μ(τ), соответствующую минимуму функционала I. При t = 0 име-
ем y = 11/p. Проинтегрировав при таких y уравнение (4) с начальным условием
ρ(r,0) = r, получаем

( )
( )( )

( )

1
2

1

1

1 1 4
,

4

pp

p

K r e
r

K r e

− τ

− τ

⎡ ⎤− −⎢ ⎥
ρ τ = ⎢ ⎥

⎣ ⎦
,

где ( )
( )

1 2
1

p

p

rK r
r

=
+

. Уравнение (5) при y = 11/p принимает вид ( )arg ,
0

d r
d
ς τ

=
τ

.

С учётом начального условия arg ς(r,0) = 0 находим arg ς(r,τ) = 0.
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Поскольку получили ς(r,τ) = ρ(r,τ), то из формул (3) следует, что 1/1 pμ =  и, со-
ответственно, μ = 11/p – экстремальные управляющие функции, дающие функцио-
налу I минимум.

Интегрирование уравнения Лёвнера (1) с μ = 11/p даёт решение

( )
( )( )

( )

1
2

1

1

1 1 4
,

4

pp

p

K z e
z

K z e

− τ

− τ

⎡ ⎤− −⎢ ⎥
ς τ = ⎢ ⎥

⎣ ⎦
.

Однозначная ветвь функции ς выбирается в соответствии с условием

ς(z,τ) = e−τz+…. Функция ( ) ( )
( )2/lim ,
1

ppp

zf z e z S
z

τ

τ→∞
= ς τ = ∈

+
 является гранич-

ной функцией относительно функционала I, на которой функционал достигает
своего минимального значения.

Вычислив теперь интеграл в (7) при t = ∞, приходим к максимальному значе-

нию 
( )2/

1ln
1

ppr−
 функционала ( )ln

f r
r

 [5].

Восстановим μ(τ), соответствующую максимуму функционала I. При t = ∞ по-
лучаем y = (−1)1/p. Интегрирование уравнения (4) с такими y и с начальным усло-
вием ρ(r, 0) = r даёт решение

( )
( )( )

( )

1
2

2

2

1 1 4
,

4

pp

p

K r e
r

K r e

− τ

− τ

⎡ ⎤− +⎢ ⎥
ρ τ = ⎢ ⎥

⎣ ⎦
,

где ( )
( )

2 2
1

p

p

rK r
r

=
−

. Уравнение (5) при y = (−1)1/p с начальным условием

arg ς(r,0) = 0 даёт arg ς(r,τ)=0. Таким образом, из формул (3) следует, что
μ = (−1)1/p – экстремальные управляющие функции, приводящие к максимуму
функционала I.

Проинтегрировав уравнение Лёвнера (1) с μ = (−1)1/p, получаем

( )
( )( )

( )

1
2

2

2

1 1 4
,

4

pp

p

K z e
z

K z e

− τ

− τ

⎡ ⎤− +⎢ ⎥
ς τ = ⎢ ⎥

⎣ ⎦
.

Тогда ( ) ( )
( )2/lim ,
1

ppp

zf z e z S
z

τ

τ→∞
= ς τ = ∈

−
 – граничная функция для функциона-

ла I, на которой функционал достигает своего максимума.
Итак, экстремальные управляющие функции, приводящие к граничным значе-

ниям функционала I на классе Sp, найдены.
Положив везде p = 1, найдём экстремальные управляющие функции для функ-

ционала I на классе S. Так, μ = 1 приводит к минимальному значению, а μ = −1 – к
максимальному значению данного функционала.
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Добавим, что экстремальные управления на классе Sp (p=1,2,…) для функцио-

нала ( )ln
f z

z
оказываются такими же, как и для функционала ln|f′(z)| [3−4].
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Статья поступила 17.11.2013 г.

Sadritdinova G. D. EXTREME CONTROL FOR A FUNCTIONAL ON CLASSES OF ANA-
LYTICAL FUNCTIONS.

Keywords: Boundary function, class of univalent holomorphic functions, the maximum value of
the functional, minimal value of the functional, Loewner’s equation, extreme control function.

Let S be the class of holomorphic univalent functions f(z) normalized by conditions f(0) = 0,
f′(0) = 1 in a unit circle { }: 1E z z= <  functions f(z), rated conditions f(0)=0, f′(0)=1. Let Sp

(p = 1, 2, …) is a subclass of the class S of functions possessing p-multiple symmetry of rotation
with respect to zero, that is, such that

( ) ( )
2 2

, 1,2, , 1
k ki i

p pf e z e f z k p
π π

= = −… .

The subclass Sp is distinguished as an independent class of functions, and S1=S.
We consider Loewner's equation

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ), ,
, , ,0

,

p p

p p
d z z

z z z
d z

ς τ μ τ + ς τ
= −ς τ ς =

τ μ τ − ς τ

1, 0z < ≤ τ < ∞ ,

in which control function μ(τ), |μ(τ)|=1, is continuous or piecewise-continuous on [0,∞). Func-
tions ( ) ( )lim ,f z e zτ

τ→∞
= ς τ  which we call limiting for solutions of the Loewner equation form a

dense subclass of the class Sp.
In this article the problem of finding control functions leading to boundary functions of the

functional ( )ln
f z

I
z

=  in Loewner's equation on classes S and Sp is solved by the parametrical

method.
The set of values of this functional does not depend on arg z therefore, from now on we sup-

pose z=r, 0<r<1.
Executing some transformations over Loewner's equation, introducing the designations

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,r r r r y rς τ = ρ τ ς τ μ τ = ρ τ τ
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and substituting 
1

1
1

ps
s

−⎛ ⎞ρ = ⎜ ⎟+⎝ ⎠
 and 

1
pi ty

i t
+⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

, we have

( ) ( ) ( )2
11 1ln , ln 1

pf r
g s t ds r

r p pσ

= − −∫ ,

where ( )
2

2
1 1,
1

tg s t
st

−
= ⋅

+
, 1

1

p

p
r
r

−
σ =

+
.

The condition g′t(s,t) = 0 yields t(s) = 0 and t(s) = ∞. The solution t(s) = 0 leads to extreme
control functions μ=11/p, providing a minimum to the studied functional. Function

( )
( )2 /
1

ppp

zf z S
z

= ∈
+

, as applied to the functional I, is a boundary function at which the func-

tional reaches the minimum value.  As t(s) = ∞,  we find extreme control functions μ = (–1)1/p,

leading to a maximum of the functional I. The boundary function ( )
( )2 /
1

ppp

zf z S
z

= ∈
−

 pro-

vides a maximum to the functional I.
Setting everywhere p = 1, we find extreme control functions for the functional I on the

class S.
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МЕХАНИКА

УДК 532.542

Е.И. Борзенко, О.А. Дьякова

ИССЛЕДОВАНИЕ ЯВЛЕНИЯ ПРОСКАЛЬЗЫВАНИЯ В СЛУЧАЕ
ТЕЧЕНИЯ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ В ИЗОГНУТОМ КАНАЛЕ1

Исследуется напорное течение вязкой несжимаемой жидкости в изогнутом
под прямым углом канале. Рассматриваются три модели взаимодействия
жидкости с твердой стенкой, которые соответствуют следующим граничным
условиям: прилипание, проскальзывание по закону Навье и проскальзыва-
ние с предельным напряжением. Задача решается численно с помощью ко-
нечно-разностного алгоритма. В результате расчетов получены картины ус-
тановившегося течения с образованием циркуляционных зон вблизи угло-
вых точек. Проведены параметрические исследования влияния моделей
взаимодействия и основных параметров на картину течения.

Ключевые слова: течение, вязкая жидкость, граничное условие, изогну-
тый канал, численное моделирование.

В технологии переработки полимерных материалов широко реализуются тече-
ния в различных элементах технологической оснастки. Полимерная композиция в
текучем состоянии являются вязкой жидкостью. При математическом моделиро-
вании на стенке традиционно используется условие прилипания. Однако, экспе-
риментальные данные [1−2] показывают нарушение условия прилипания на твер-
дой стенке, в результате чего реализуется условие скольжения. Подобные явления
могут привести к дефектам в готовом изделии, в частности, эффекту «акульей ко-
жи» («shark-skin effect») [3].

В работе [4] на примере задачи о течении в плоском канале рассматриваются
модели взаимодействия жидкости с твердой стенкой, в которых касательная ско-
рость является функцией нормального и касательного напряжений. Установив-
шееся течение при заданном перепаде давления в плоском канале с различной
геометрией поперечного сечения с учетом условия скольжения Максвелла иссле-
дуется в [5]. Численная реализация условия скольжения Навье для метода конеч-
ных элементов применительно к плоским и пространственным течениям подроб-
но рассмотрена в работе [6]. Исследования течений вязкой жидкости в микро ка-
налах с учетом условия проскальзывания на твердых стенках проводятся в [7, 8].

В настоящей работе исследуется плоское течение несжимаемой ньютоновской
жидкости в изогнутом под прямым углом канале. При этом рассматриваются три
задачи с различными граничными условиями на твердой стенке: прилипание, про-
скальзывание Навье и проскальзывание с предельным напряжением.

                                                          
1 Работа выполнена при финансовой поддержки Российского фонда фундаментальных исследований
(№12-08-00313а) и в рамках госзадания Минобрнауки РФ (регистрационный номер НИР 7.3960.2011).
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Постановка задачи

Исследуется плоское течение вязкой несжимаемой жидкости в изогнутом ка-
нале с заданным постоянным расходом во входном сечении. Математическая по-
становка течения включает уравнение Навье-Стокса и неразрывности, которые в
безразмерных переменных в векторном виде записываются следующим образом:

( ){Re ,
0,

p⋅∇ = −∇ + ∆
∇ ⋅ =

U U U
U

(1)

где U = (U,V) – вектор скорости, p – давление, Re = ρU0L/µ – число Рейнольдса, ρ
– плотность жидкости, µ – динамическая вязкость. В качестве безразмерных мас-
штабов длины, скорости, времени, давления используются величины: L – ширина
входного канала, U0 – среднерасходная скорость во входном сечении, L/U0, µU0/L
соответственно.

Область течения представлена на рис.1. Жидкость подается через входное се-
чение Г2. При этом профиль скорости совпадает с параболическим профилем, ха-
рактерным для установившегося течения ньютоновской жидкости в плоском бес-
конечном канале с заданным единичным расходом и соответствующими физиче-
ской постановке условиями на твердой стенке. В выходном сечении Г3 использу-
ются мягкие граничные условия, заключающиеся в равенстве нулю производных
по нормали к границе от компонентов вектора скорости. Входная и выходная гра-
ницы находятся на достаточном удалении от уступа во избежание влияния по-
следнего на характер течения в окрестности Г2 и Г3. Отношение поперечных раз-
меров входного и выходного каналов составляет 1:4.
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Рис. 1. Область течения

На твердой стенке на ряду с традиционным условием прилипания U=0 (модель
1) рассматривается условие проскальзывания Навье (модель 2), в соответствии с
которым касательная скорость на твердых границах Г1 пропорциональна каса-
тельному напряжению. В условиях данной постановки в безразмерной форме оно
имеет вид

β ,

0,

s
s

n

u
u

n
u

∂⎧ =⎪
∂⎨

⎪ =⎩
(2)

где β = β*μ/L – безразмерный коэффициент проскальзывания, β* – размерный ко-
эффициент проскальзывания, us – касательная скорость, un – нормальная скорость.
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Третьей исследуемой моделью является модель проскальзывания с предель-
ным напряжением, согласно которой жидкость на твердой стенке Г1 начинает
проскальзывать вдоль нее, если касательное напряжение на стенке превышает не-
кое предельное напряжение. Особенностью такой модели является то, что при ее
использовании на твердой границе возникают участки, на которых выполняется
условие прилипания. Условие проскальзывания для модели с предельным напря-
жением в безразмерной форме записывается в виде

0

0 0

0, 0,если τ τ

β τ , 0,если τ > τ

s n

s
s n

u u  
du

u u
dn

= = ≤⎧
⎪

⎛ ⎞⎨ = − =⎜ ⎟⎪⎩ ⎝ ⎠

, (3)

где 
*
0

0
L

U
τ

τ =
μ

 – безразмерный критерий, su
n

∂
τ =

∂
 – касательное напряжение, *

0τ  –

размерное предельное напряжение. Условие проскальзывания (3) для модели с пре-
дельным напряжением при τ0 = 0 переходит в условие проскальзывания Навье (2).

Таким образом, решение задачи сводится к отысканию полей скорости и дав-
ления, которые будут удовлетворять уравнениям системы (1) с заданными гра-
ничными условиями.

Метод решения

Поставленная задача решается численно с помощью конечно-разностного ме-
тода. Для нахождения полей скорости и давления в расчетных узлах разнесенной
сетки используется алгоритм PISO [9], широко применяемый для решения задач о
течении вязких жидкостей. Расчет на каждом итерационном шаге состоит из двух
стадий. На первой стадии рассчитывается поле скорости, а на второй – корректи-
руются поля давления и скорости, чтобы последнее удовлетворяло уравнению не-
разрывности.

Для проверки аппроксимационной сходимости был проведен ряд расчетов на
последовательности сеток. На рис. 2 представлено распределение скорости U в се-
чении x = 2, проходящим через циркуляционную зону вблизи уступа E. Результаты
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Рис. 2. Распределение скорости U в сечении x =2
(Модель 2, Re = 40, β = 0,2)
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на сетках с шагом по пространству 1/20 и 1/32 практически не отличаются, поэтому
все дальнейшие расчеты проводились на сетке с шагом по пространству 1/20.

Сравнение результатов расчета течения с учетом условия прилипания по опи-
санной методике с результатами, полученными с помощью пакета прикладных
программ с открытым исходным кодом OpenFOAM, представлено на рис. 3. На-
блюдается качественное и количественное согласование результатов.
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Рис. 3. Линии тока при Re = 40
(а – настоящая работа, б – пакет OpenFOAM)

Результаты расчетов

Численные расчеты показали, что для описанных выше моделей взаимодейст-
вия жидкости с твердой стенкой формируется установившийся режим течения. В
окрестностях входной и выходной границ реализуются плоскопараллельное тече-
ние с параболическим профилем скорости; в окрестности угловых точек образу-
ются циркуляционные зоны.

Вначале исследовалось течение с моделью 2. Граничное условие на входе, со-
ответствующее установившемуся течению в плоском бесконечном канале с за-
данным постоянным расходом, имеет вид:

2( )
6 ( )

1 6вх xV x x= − − − β
+ β

,

На рис. 4 представлены распределения линий тока в окрестности угловой точки,
демонстрирующие картину течения для различных значений коэффициента про-
скальзывания β. Пунктирная линия отделяет основной поток от циркуляционной
зоны. Из рисунка видно, что при увеличении β происходит уменьшение циркуля-
ционной зоны вблизи верхней угловой точки B и увеличение размеров циркуля-
ционной зоны за уступом E. Так при β=0 (рис.4,а) длина циркуляционной зоны 2
составляет 7,9 безразмерных единиц, а при β=0.8 (рис.4,в) – 12,5 безразмерных
единиц. Дальнейшее увеличение β практически не влияет на размеры циркуляци-
онных зон в окрестности точки E, а зона вблизи точки B исчезает.

Далее исследовалось влияние граничных условий на твердой стенке на рас-
пределение кинематических характеристик вдоль нее. На рис. 5 (а, б) приведено
распределение скорости на границе AB, которое подтверждает постепенное
уменьшение циркуляционной зоны, соответствующей отрицательным значениям
скорости, вблизи верхней угловой точки B. Таким образом, при β = 0.5 нет отри-
цательной области значений касательной скорости, то есть зона отсутствует.
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Рис. 4. Распределение линий тока при различных β
(Re = 40, а – модель 1, модель 2: б – β = 0,2, в – β = 0,8)

Распределения касательной скорости на границе EF представлено на рис. 5, в.
На участке твердой стенки в окрестности входа значение скорости совпадает со
значением Vвх (1), соответствующей установившемуся течению жидкости в плос-
ком бесконечном канале. С ростом координаты у начинает проявляться влияние
уступа, которое в направлении, противоположном течению, тем больше, чем
меньше β.

При увеличении значений коэффициента проскальзывания амплитуда распре-
деления скорости на границе ED (рис. 5, г) возрастает, что соответствует увеличе-
нию интенсивности и размеров циркуляционной зоны вблизи уступа E; экстре-
мальные значения распределения скорости соответствуют максимальным значе-
ниям касательного напряжения, достигаемым как внутри циркуляционной зоны,
так и за ее пределами.

В свою очередь распределение скорости на выходе при увеличении β стано-
вится более пологим, что свидетельствует об усилении явления проскальзывания,
и совпадает с аналитическим решением для течения ньютоновской жидкости в
плоском бесконечном канале с заданным постоянным расходом и соответствую-
щими физической постановке условиями на твердой стенке.

На рис. 6 приведено поле давления для рассматриваемой модели. При этом для
удобства анализа на выходе устанавливается нулевое значение с учетом того, что
давление определяется с точностью до константы. Параллельное распределение
изолиний в окрестности входной и выходной границ свидетельствует о плоскопа-
раллельном течении. При этом наиболее высокие давления возникают в окрестно-
сти входной границы и верхней угловой точки B, чему соответствуют более свет-
ло окрашенные области, а наименьшие значения давлений достигаются в области
циркуляционной зоны сразу за уступом E.
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Рис. 5. Распределение скорости вдоль границ при различных β
(Re = 40; а, б – граница AB, в – граница EF, г – граница ED)
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При исследовании динамических характеристик от параметра модели было ус-
тановлено, что при увеличении β разность давлений на входе и на выходе ∆P
уменьшается, что демонстрирует рис. 7, а. Для достаточно больших β касательная
скорость на твердых стенках достигает максимальных значений, соответствую-
щих заданному расходу. При этом в областях одномерного течения профиль про-
дольной скорости стремится к однородному распределению и стенки практически
не создают сопротивления, чем объясняется асимптотическая сходимость к нулю
∆P. Результаты исследования влияния числа Re на характеристику ∆P для различ-
ных коэффициентов проскальзывания представлены на рис. 7, б. Из рисунка вид-
но, что с ростом числа Re перепад давления ∆P уменьшается, что объясняется
снижением влияния вязких сил. При этом увеличение коэффициента проскальзы-
вания способствует уменьшению значений перепада давления.
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Рис. 7. Зависимость разности давлений на входе и выходе
(Re = 40, а – от коэффициента проскальзывания β, б – от Re)

Далее рассматривалась третья модель взаимодействия, при этом распределе-
ние скорости во входной границе задавалось формулой

( ) 20
вх 0

6 1 6
( ) ( )

1 6
V x x x

+ βτ
= − − − β − βτ

+ β
,

Было установлено, что течение носит аналогичный предыдущей модели характер
с образованием циркуляционных зон в окрестности угловых точек и формирова-
нием плоскопараллельного течения вблизи входной и выходной границ. Исследо-
вание картины течения показало, что увеличение предельного напряжения спо-
собствует изменению размеров циркуляционных зон. Поэтому далее проводилось
исследование зависимости размеров циркуляционных зон от τ0. На рис.8 приведе-
ны зависимости высоты h1 (кривая 1) и длины L1 (кривая 2) циркуляционной зоны
вблизи верхней угловой точки B от предельного напряжения. Из рисунка видно,
что сначала увеличение значения τ0 приводит к росту этих размеров, а при дости-
жении некоторых максимальных значений они начинают уменьшаться и в резуль-
тате асимптотически стремятся к значениям, характерным для условий прилипа-
ния. Это объясняется тем, что рост τ0 приводит к выполнению условия прилипа-
ния на всех стенках. Аналогичное поведение имеют размеры циркуляционных зон
за уступом E (рис. 8, б, в).
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Параметрические исследования кинематических характеристик на границе по-
зволяют сделать вывод, что с ростом τ0 длина участков, на которых выполняется
условие прилипания, увеличивается. Приведенное на рис. 9, а распределение ско-
рости на границе AB показывает, что при τ0 = 0 на этой границе выполняется
только условие проскальзывания, а, например, при τ0 = 2 длина участка, на кото-
ром выполняется условие прилипания, составляет уже порядка 1 безразмерной
единицы. При достижении критического напряжения τ0 = 6 на стенке выполняется
только условие прилипания. Аналогичная зависимость от τ0 наблюдается и для
распределения скорости на других границах. В частности, на границе ED
(рис. 8, б) жидкость полностью начинает прилипать при τ0 = 2, а на границе EF –
при τ0 = 11.

Заключение

Исследование течения в изогнутом канале с заданным постоянным расходом
на входе показало, что в случае установившегося движения характерным является
наличие в потоке циркуляционных зон в окрестностях угловых точек. Продемон-
стрировано изменения размеров циркуляционных зон в зависимости от типа гра-
ничных условий на твердой стенке: прилипание, скольжение и скольжение с пре-
дельным напряжением. Проведены параметрические исследования распределения
полей скоростей и давления в широком диапазоне изменения параметров моделей
взаимодействия жидкости с твердой стенкой. Условие скольжение задавалось по
закону Навье. С ростом коэффициента скольжения наблюдался рост скорости на
твердых стенках. Начиная с некоторого значения, дальнейшее увеличение коэф-
фициента практически не влияет на картину течения, а разность давлений на вхо-
де и выходе ассимптотически стремиться к нулю. В случае модели скольжения с
предельным напряжением для малых значений предельного напряжения картина
течение имеет аналогичный предыдущему случаю характер. Однако с его ростом
на стенках появляются участки, где скольжение отсутствует. Дальнейшее увели-
чение предельного напряжения приводит к реализации течения, характерного для
условия прилипания.
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Borzenko E.I., Diakova O.A. STUDYING THE SLIP PHENOMENON FOR A VISCOUS
FLUID FLOW IN A CURVED CHANNEL. The pressure flow of a viscous uncompressible fluid
in a channel curved at the right angle is studied. We consider three models of the interaction be-
tween the fluid and solid wall that satisfy the following boundary conditions: no-slip, Navier slip,
and slip with a limit stress. The problem is solved numerically using a finite-difference algorithm
based on the SIMPLE scheme. The steady pattern flow with the formation of the circulation areas
around corner points is demonstrated. It is characterized by one-dimensional flow regions near
inlet and outlet boundaries. Parametric studies of the influence of interaction models and main pa-
rameters on the flow pattern are performed. In particular, tangent velocity profiles at the solid
wall as functions of the slip length, circulation areas' sizes, and limit stress are constructed.

Keywords: flow, viscous fluid, boundary condition, curved channel, numerical simulation

BORZENKO Evgeniy Ivanovich (Candidate of Physics and Mathematics, Assoc. Prof.,
Tomsk State University, Tomsk, Russian Federation)
E-mail: borzenko@ftf.tsu.ru

DIAKOVA Olga Alekseevna (Tomsk State University, Tomsk, Russian Federation)
E-mail: olga.dyakova.1992@mail.ru

REFERENCES

 1. Neto C., Evans D., Bonaccurso E. Boundary slip in Newtonian liquids: a review of experi-
mental studies. (2005) Reports on Progress in Physics. V.39, pp. 2859−2897.

 2. Yankov V.I. Pererabotka voloknoobrazuyushchikh polimerov. Osnovy reologii polimerov i
techenie polimerov v kanalakh. – Moskva-Izhevsk.: NITs «Regulyarnaya i khaoticheskaya di-
namika», Institut komp'yuternykh issledovaniy, 2008.  264p. (in Russian)

 3. Rudolf J. Koopmans, Jaap Molenaar. The “sharkskin effect” in polymer extrusion (1998)
Polymer Engineering & Science. V.38, pp.101−107.

 4. Rao I.J., Rajagopal K.R. The effect of the slip boundary condition on the flow of fluids in a
channel (1999) Acta Mechanica. V.135, pp.113−126.

 5. Bahrami M., Tamayol A., Taheri P. Slip-flow pressure drop in microchannels of general cross
section (2009) Journal of Fluids engineering. V.131, pp.031201-1 – 031201-8.

 6. Volker J. Slip with friction and penetration with resistance boundary conditions for the Navier-
Stokes equation – numerical test s and aspects of the implementation (2002) Journal of com-
putational and applied mechanics. V.147, pp.287−300.

 7. Minakova A., Rudyak V., Dektereva A., Gavrilov A. Investigation of slip boundary conditions
in the T-shaped microchannel (2013) International Journal of Heat and Fluid Flow. V. 43,
pp.161–169.

 8. Hoomana K., Hooman F., Famouri M. Scaling effects for flow in micro-channels: Variable
property, viscous heating, velo`city slip, and temperature jump (2009) International Communi-
cations in Heat and Mass Transfer. V. 36., pp.192–196.

 9. Issa R.J. Solution of the implicity discretized reacting flow equations by operator-splitting
(1986) Journal of computational physics. V.62, pp. 40−65.



ВЕСТНИК ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА

2014 Математика и механика № 2(28)

УДК 533.17

А.Б. Ворожцов, А.А. Глазунов, Л. ДеЛюка,
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ВЛИЯНИЕ ПРИМЕНЕНИЯ НАНОАЛЮМИНИЯ НА ГАЗОДИНАМИКУ
ВЫСОКОЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ УСТАНОВОК1

На основе математического моделирования двухфазного течения в энерге-
тических установках, проанализированы газодинамическая картина двух-
фазного течения и уровень потерь удельного импульса на двухфазность, в
зависимости от вида функции распределения частиц по размерам во вход-
ном сечении сопла.

Ключевые слова: газовая динамика, двухфазное течение, наноалюминий,
коагуляция, дробление, двухфазные потери

Широкое применение различных силовых установок космических систем обу-
славливает проведение работ по их совершенствованию. Они связаны, в частно-
сти, с повышением удельного импульса тяги РДТТ за счет повышения энергети-
ческих характеристик топлива. В настоящее время для увеличения энергетики
смесевых твердых топлив в их состав добавляют порошки легких металлов. На
практике это обычно порошок алюминия. Хотя отмечено, что можно для улучше-
ния характеристик применять бериллий или гидриды алюминия или бериллия [1].
В последнее время, в связи с определенными достижениями в порошковой техно-
логии, появилась возможность получать порошки алюминия с меньшей дисперс-
ностью, вплоть до наноразмеров. Разработаны технологии, позволяющие ввести
их в состав смесевого топлива. Такие составы топлив с мелкодисперсными части-
цами в настоящее время интенсивно изучаются [2−4]. Так рассматриваются во-
просы по определению скорости их горения и по спектру образующихся окислов
металлов. Эта информация важна для изучения газодинамической картины тече-
ния продуктов сгорания в сопле и определения уровня двухфазных потерь удель-
ного импульса. Некоторые аспекты газодинамической картины течений при сго-
рания таких топлив отражены в работах [5−7]. При численном исследовании
двухфазных течений в соплах необходимо задавать распределение частиц окислов
на входе в сопло. К настоящему времени пока таких данных явно недостаточно.
Поэтому применяют различные упрощенные подходы. Так в работе [5] в квазиод-
номерном приближении выполнено численное исследование течение продуктов
сгорания с ультрадисперсными частицами окиси алюминия на основе одномо-
дальной функции распределения с уменьшенным средним размером частиц. От-
мечено, что в этом случае процессы коагуляции частиц значительно ниже по
сравнению с топливами с обычным порошком алюминия, что в итоге приводит к
уменьшению потерь удельного импульса на двухфазность. Экспериментальные
данные по горению смесевого твердого топлива с добавками наноалюминия пока-

                                                          
1 Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ в рамках государственного задания
№2014/223 (код проекта 2382).



46 А.Б. Ворожцов, А.А. Глазунов, Л. ДеЛюка и др.

зывают, что функция распределения частиц по размерам имеет двухмодальный
вид. В работе [6] рассмотрена газодинамическая картина течения в модельном со-
пле при различных двухмодальных формах функций распределений в трехмерных
соплах. Показано, что картина течения сильно зависит от начальной функции
распределения что приводит к существенной неравномерности течения и транс-
формации дисперсности конденсата в газодинамическом тракте сопла.

Цель настоящей работы состояла в изучении картины двухфазного течения и
потерь удельного импульса на двухфазность в соплах с учетом эксперименталь-
ной информации по горению прорабатываемых составов с частичной заменой
дисперсного алюминия на нанодисперсный алюминий.

2. Постановка задачи

Для описания двухфазного течения в соплах использовалась многожидкостная
модель сплошной среды. В соответствии с ней все уравнения, описывающие
двухфазное течение, условно можно разделить на подсистему уравнений для га-
зовой фазы и N  подсистем для фракций частиц. Учёт взаимного влияния выде-
ленных «сплошных» сред осуществляется записью соответствующих «свобод-
ных» членов уравнений. Подсистема трёхмерных стационарных уравнений для
газовой фазы в форме законов сохранения записанная в декартовой ( , ,x y z ) сис-
теме координат имеет вид [6]:
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Эта подсистема замыкается уравнением состояния:
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Подсистемы, описывающие пространственное течение фракций частиц, запи-
сываются следующим образом:
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Для описания процессов коагуляции и дробления частиц конденсата использу-
ется непрерывный подход, метод «меченых» частиц и «полидисперсная» модель
осколков, предложенная Шрайбером А.А. В этом случае коагуляционные члены

jiQ  имеют следующий вид [6,7]:
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Здесь 2 2i в i iE c T= +V , 2 2kji в kji kjiE c T= +V , ( )kji j k jT T T T= + γ − ,

( )kji j k jV V V V= + β − , ( ) ( )ij i j i j i j i jM r r m m m m= − + +V V ,
, ,u v w  – проекции вектора скорости. Индексы i, j, k относятся к номерам фракций

частиц, в – к веществу частиц, величины без индексов относятся к газу. T, p, ρ –
температура, давление и плотность. H – энтальпия торможения, cp – теплоёмкость
газа при постоянном давлении, ni – количество частиц i-й фракции в единице объ-
ёма, m – масса частицы, E – полная энергия, Kji – константа взаимодействия, Эji –
коэффициент осаждения, Фji – математическое ожидание отношения изменения
массы крупной частицы к общей массе столкнувшихся с ней мелких частиц, αkji –
массовая нормированная функция распределения по размерам осколков i, образо-
вавшихся при столкновении частицы k-й фракции с j-й. Vkji, Ekji, Tkji – начальные
значения скорости, полной энергии и температуры осколков. Vji, Eji – начальные
скорости и энергия той части массы частиц фракции i, которая приходит в неё из
более мелкой фракции j. ϕRi и ϕαi – параметры динамического и теплового взаи-
модействия частиц с газом. Эмпирические величины β = 0,08, γ = 0,01.

Все выражения для требуемых коэффициентов и параметров взяты из [8].

3. Метод решения

Вся область течения разбивается на две подобласти: до-трансзвуковую и
сверхзвуковую. В первой подобласти для решения используется метод квазиуста-
новления. Во второй подобласти осуществляется совместное решение стационар-
ных уравнений для газовой фазы и фракций частиц маршевым методом.

Для решения нестационарных уравнений для газовой фазы на входе в сопло
задаются четыре граничных условия, на стенке – одно, на выходе из первой по-
добласти, где течение уже сверхзвуковое, граничные условия не выставляются.
Если есть плоскость симметрии, то задаются условия симметрии.

Для подсистем фракций частиц на входе в сопло задается число условий, сов-
падающее с числом уравнений. Здесь течение полагается равновесным и поэтому
такие параметры частиц, как скорости и температуры, полагаются равным соот-
ветствующим параметрам газовой фазы. Кроме того, задаются плотность, число и
квадраты моментов вращения частиц. На стенке сопла выставляется условие при-
липания. На входе в сверхзвуковую часть сопла задаются 5 условий для газовой
фазы и аналогичные параметры для фракций частиц, которые выбираются из ре-
шения в первой подобласти.

Как частный случай, эта методика позволяет проводить расчеты для осесим-
метричного течения с учетом изменения соответствующих граничных условий.
Квазиодномерное приближение осуществляется на основе решения обратной за-
дачи теории сопла Лаваля. В этом случае для заданного контура сопла задается
распределение давления вдоль сопла соответствующее «равновесному» двухфаз-
ному течению.

4. Результаты расчётов

Расчёты проводились в косинусо-коническом сопле Лаваля (рис. 1). Контур
профиль сопла в до-трансзвуковой области описывается косинусом, в сверхзвуко-
вой – конусом с углом наклона образующей 20°. Радиус минимального сечения r*
= 0.082 м. Все линейные размеры нормировались к r*. В безразмерном виде ради-
ус входного сечения сопла равнялся rвх = 2.2, rвых = 7.85, длина сопла l = 20.9.
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Рис. 1. Профиль сопла

Параметры газовой фазы для модельного состава принимались следующими:
давление и температура в камере сгорания P0 = 7.4 МПа, T0 = 3336 К; молекуляр-
ный вес и показатель адиабаты газообразных продуктов сгорания M = 23.883
кг/кмоль, γ = 1.205. Весовая доля частиц конденсированной фазы z = 0.3.

В ходе численных расчетов исследовалось влияние вида двухмодальной функ-
ции распределения частиц по размерам на величину двухфазных потерь импульса
тяги, в зависимости от весовой доли конденсированной фазы z = 0.2, 0.3, 0.4, и ра-
диуса минимального сечения сопла r* = 0.05, 0.082, 0.1 м. При выборе вида двух-
модальной функции распределения предполагалось, что увеличение количества
ультрадисперсного порошка алюминия вводимого в качестве частичной замены
обычного порошка алюминия, приводит к увеличению первой моды. Ширина
диапазонов первой и второй мод оставались постоянными. Это означает что вве-
дение ультрадисперсного порошка алюминия приводит к увеличению максимума
первой моды. Вторая мода обусловлена наличием в потоке частиц конденсиро-
ванной фазы, образовавшихся в результате окисления обычного порошка алюми-
ния.

Двухмодальная функция распределения частиц оксида алюминия по размерам
имеет вид:

( ) exp( ) exp( ( )).g x Ax bx B p x qα β= − + − −

где A, B, b, α, β, p, q – постоянные коэффициенты.
Для проведения расчетов использовалось шесть вариантов функции распреде-

ления отличающихся d43 = 2.82, 3.23, 3.69, 4.18, 4.64, 4.84 мкм. Варьировалась до-
ля частиц мелких (первая мода) и крупных (вторая мода) фракций. Во всех вари-
антах максимум первой моды приходится на 1.0  мкм, второй моды на – 4.8  мкм.
Число фракций N = 15. Минимальный и максимальный радиусы частиц во вход-
ном сечении rmin = 0,25 мкм, rmax = 7,25 мкм.

Вид полученных распределений показан на рис. 2 – 7, где представлены гисто-
граммы начальных распределений частиц по фракциям.

В качестве базового варианта для расчетов выбрано сопло с радиусом мини-
мального сечения r* = 0.082 м, и весовой долей конденсированной фазы z = 0.3. На
рис. 8 представлено изменение среднемассового диаметра частиц конденсирован-
ной фазы оксида алюминия на вдоль сопла в квазиодномерном приближении для
шести вариантов функции распределения. Видно, что в до-трансзвуковой части
сопла идет интенсивное взаимодействие частиц различных фракций, и за счет
коагуляции происходит значительное увеличение среднемассового диаметра.
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Рис. 2. Двухмодальная функция
распределения, d43 = 2.82 мкм

Рис. 3. Двухмодальная функция
распределения, d43 = 3.23 мкм

Рис. 4. Двухмодальная функция
распределения, d43 = 3.69 мкм

Рис. 5. Двухмодальная функция
распределения, d43 = 4.18 мкм

Рис. 6. Двухмодальная функция
распределения, d43 = 4.64 мкм

Рис. 7. Двухмодальная функция
распределения, d43 = 4.84 мкм

При этом процессы коагуляции протекают интенсивнее, в случае меньших d43 на
входе в сопло. За минимальным сечением происходит дробление частиц во всех
вариантах расчетов. Далее также преобладают процессы коагуляции, а начиная с
сечения на расстоянии двух радиусов от минимального сечения определенную
роль играет дробление частиц за счет столкновений. В результате d43 незначи-
тельно уменьшается до среза сопла. Несколько иначе протекают процессы взаи-
модействия в первом варианте (d43 на входе равно 2.82 мкм), где коагуляция за
счет большого количества мелких фракций происходит наиболее интенсивно. Да-
лее на расстоянии калибра от минимального сечения, происходит еще один цикл
дробления. Дальнейшее взаимодействие частиц в этом варианте не приводит к
существенному изменению d43. Анализ данных представленных на рис. 8 показы-
вает, что большое количество частиц мелких фракций приводит к более интен-
сивному росту d43.



Влияние применения наноалюминия на газодинамику высокоэнергетических установок 51

Рис. 8. Распределение среднемассового диаметра частиц
конденсированной фазы вдоль оси сопла

Описанные выше процессы обуславливают отличие изменения величины
двухфазных потерь по сравнению с одномодальными функциями распределения
частиц по фракциям с одинаковыми d43 на входе. В табл. 1 и 2 приведены значения
среднемассовых диаметров частиц на входе и выходе из сопла, а также величины
двухфазных потерь ξ для z = 0.3 в рассмотренных вариантах. Для одномодальной
функции распределения двухфазные потери растут с увеличением среднемассово-
го диаметра частиц (табл. 2). В случае двухмодальных функций распределения

Т а б л и ц а  1

Двухфазные потери для вариантов с добавками частиц ультрадисперсного алюминия
(двухмодальные функции распределения)

№ 1 2 3 4 5 6
d43in, мкм 2,82 3,23 3,69 4,18 4,64 4,84
d43out, мкм 10,71 11,00 10,92 10,87 10,83 10,85

ξ, % 1,769 1,777 1,769 1,763 1,756 1,753

Т а б л и ц а  2

Двухфазные потери для вариантов с добавками частиц обычного алюминия
(одномодальные функции распределения)

№ 1 2 3 4 5 6
d43in, мкм 2,82 3,23 3,69 4,18 4,64 4,84
d43out, мкм 10,97 11,00 11,68 11,45 11,35 11,19

ξ, % 1,487 1,636 1,828 1,927 1,984 1,988
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двухфазные потери имеют одинаковый уровень для всех вариантов расчетов, что
обусловлено интенсивным взаимодействием большого количества мелких частиц
с более крупными. При этом в большинстве вариантов двухфазные потери в топ-
ливах с добавками ультрадисперсного алюминия ниже чем в топливах с добавка-
ми обычного алюминия (см. табл. 1 и 2).

Из табл. 1 видно, что среднемассовый размер конденсированной фазы к срезу
сопла увеличивается, особенно в вариантах 1 – 3. Это происходит в основном за
счет процессов коагуляции и, следовательно, уменьшения доли мелких фракций.
В подтверждение этому на рис. 9 – 14 показан спектр распределения частиц кон-
денсированной фазы оксида алюминия на срезе сопла для рассмотренных выше
вариантов расчета. Следует отметить, что в вариантах 1 – 5 самая мелкая фракция
полностью уходит, в варианте 6 – исчезают частицы первых 6 фракций.

Рис. 9. Спектр частиц на срезе сопла,
d43in = 2.82 мкм

Рис. 10. Спектр частиц на срезе сопла,
d43in = 3.23 мкм

Рис. 11. Спектр частиц на срезе сопла,
d43in = 3.69 мкм

Рис. 12. Спектр частиц на срезе сопла,
d43in = 4.18 мкм

Рис. 13. Спектр частиц на срезе сопла,
d43in = 4.64 мкм

Рис. 14. Спектр частиц на срезе сопла,
d43in = 4.84 мкм
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В табл. 3 и 4 представлены результаты численных исследований по определе-
нию двухфазных потерь удельного импульса для рассмотренных вариантов в слу-
чае z = 0.2 и 0.4. Анализ результатов показывает, что процессы коагуляции также
играют значительную роль в случае большого количества мелких частиц на входе
в сопло. Это также приводит к возрастанию d43, и выравниванию двухфазных по-
терь. В вариантах расчета с z = 0.2 не наблюдается дробление частиц оксида алю-
миния. В вариантах расчета с z = 0.4 за счет большего расхода частиц среднемас-
совый размер в результате процессов коагуляции растет быстрее, затем последо-
вательно происходит несколько циклов дробления.

Т а б л и ц а  3

Двухфазные потери (двухмодальные функции распределения), z = 0.2

№ 1 2 3 4 5 6
d43in, мкм 2,82 3,23 3,69 4,18 4,64 4,84
d43out, мкм 9,24 9,10 8,99 8,92 8,87 8,85

ξ, % 0,850 0,856 0,860 0,861 0,863 0,862

Т а б л и ц а  4

Двухфазные потери (двухмодальные функции распределения), z = 0.4

№ 1 2 3 4 5 6
d43in, мкм 2,82 3,23 3,69 4,18 4,64 4,84
d43out, мкм 11,75 11,43 12,16 12,00 11,96 12,04

ξ, % 3,056 2,980 3,148 3,103 3,085 3,108

Результаты расчетов по оценке влияния на двухфазные потери изменения ра-
диуса минимального сечения сопла приведены в табл. 5 и 6. Видно, что двухфаз-
ные потери, аналогично случаю с одномодальной функцией распределения, воз-
растают с уменьшением радиуса минимального сечения сопла (табл. 1, 5), и
уменьшаются с его увеличением (табл. 1, 6). Следует отметить, что для сопла с

Т а б л и ц а  5

Двухфазные потери (двухмодальные функции распределения), z = 0.3, r* = 0.05 м

№ 1 2 3 4 5 6
d43in, мкм 2,82 3,23 3,69 4,18 4,64 4,84
d43out, мкм 9,37 9,22 9,80 8,97 8,89 8,92

ξ, % 2,295 2,278 2,249 2,224 2,207 2,213

Т а б л и ц а  6

Двухфазные потери (двухмодальные функции распределения), z = 0.3, r* = 0.1 м

№ 1 2 3 4 5 6
d43in, мкм 2,82 3,23 3,69 4,18 4,64 4,84
d43out, мкм 11,81 11,72 11,65 11,60 11,58 11,60

ξ, % 1,600 1,593 1,589 1,585 1,579 1,577



54 А.Б. Ворожцов, А.А. Глазунов, Л. ДеЛюка и др.

r* = 0.05 м d43 на срезе сопла меньше, чем для сопел с большим радиусом мини-
мального сечения. Анализ распределения d43 вдоль сопла показывает, что в соплах
с относительно малыми r* в окрестности трансзвукового сечения сопла интенсив-
но протекают процессы коагуляции частиц, а вниз по потоку их дробление.

На рис. 15 – 17 приведены результаты расчетов в осесимметричном профили-
рованном сопле с двухмодальными функциями распределения частиц. На рис. 15
показано распределение чисел Маха для z = 0.3 и r* = 0.082 м, на рис. 16 распре-
деление среднемассового диаметра частиц конденсированной фазы и на рис. 17
плотность «газа» частиц. В области до-трансзвуковой части сопла за счет процес-
сов коагуляции наблюдается рост d43, наиболее сильно это происходит в окрест-
ности стенки сопла (рис. 16). Плотность «газа» частиц в окрестности стенки при
этом уменьшается (рис. 17).

Рис. 15. Распределение чисел Маха

Рис. 16. Распределение среднемассового диаметра частиц
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Рис. 17. Распределение плотности «газа» частиц конденсированной фазы

Заключение

В случае частичной замены обычного алюминия ультрадисперсным, с одной
стороны уменьшается среднемассовый размер частиц конденсированной фазы во
входном сечении сопла, а с другой возрастают процессы коагуляции между час-
тицами. Для исследованных составов это приводит к большему уровню d43 вдоль
сопла, и практически одинаковому уровню двухфазных потерь удельного импуль-
са (табл. 1, 3 – 6). Но эти потери интегрально несколько ниже потерь на двухфаз-
ность по сравнению с составами топлив включающих только обычный алюминий
(табл. 1 и 2).

Для дальнейшего изучения возможности использования составов с ультрадис-
персными порошками алюминия необходимо проведение дополнительных иссле-
дований по горению таких составов и получению информации о «реальных»
спектрах частиц срываемых с поверхности горения.
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Vorozhtsov A.B., Glazunov A.A., DeLuca L., Kuvshinov N.E., Eremin I.V., Tyryshkin I.M., Fas-
sina M. GAS DYNAMICS ASPECTS OF NANOALUMINUM USE FOR HIGH ENERGY
SYSTEMS. In the paper, based on mathematical modeling of the two-phase flow in high energy
systems, the gas-dynamic two-phase flow pattern and levels of losses of specific impulse for the
biphasity has been analyzed depending on the particle size distribution function at the nozzle in-
let. The function was specified using experimental information on the combustion of the studied
compositions with partial replacement of the dispersed aluminum by nanodispersed aluminum.
The calculations were performed under different conditions (pressure in the combustion chamber,
weight fraction of condensate, and minimum diameter of the nozzle) in the quasi-one-dimensional
and axisymmetric approximations and taking into account coagulation, crushing, and rotation of
the condensate particles. To describe the processes of coagulation, the model of "tagged" particles
and polydisperse fragment model was used. It is shown that the flow pattern and the level of loss
in the specific impulse for biphasity are different in the cases of two-modal and one-modal parti-
cle size distribution functions at the nozzle inlet. The processes of coagulation for the two-modal
function occur more rapidly, and the level of two-phase losses upon varying the proportion of
nanodispersed aluminum, all other things being equal, remains almost at the same level.
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ТЕОРЕТИКО-ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ОЦЕНКА СТОЙКОСТИ
СОТОВЫХ ПАНЕЛЕЙ КОСМИЧЕСКОГО КОРАБЛЯ ПРИ
ВОЗДЕЙСТВИИ МЕТЕОРНО-ТЕХНОГЕННЫХ ЧАСТИЦ

В статье приводятся результаты теоретического и экспериментального ис-
следования баллистических характеристик сотовых панелей космического
аппарата при воздействии метеорно-техногенных частиц.

Ключевые слова: космический мусор, соты, защита от загрязнений, ги-
перскоростное воздействие, баллистическая кривая ограничения.

Существует два типа частиц, представляющих опасность для космического
корабля при гиперскоростном воздействии: естественные метеорные тела и ис-
кусственные частицы орбитального космического мусора (КМ). Метеорные тела –
это фрагменты комет или астероидов на околосолнечных орбитах. Частицы КМ
характеризуются либо как более крупные, прослеживаемые фрагменты, либо как
меньшие по размерам, неотслеживаемые частицы на околоземных орбитах.

Ударное повреждение при воздействии частиц космического мусора или мете-
орных тел на элементы конструкции космического корабля может вызывать ши-
рокий диапазон различных эффектов. Оценка степени риска при таких воздейст-
виях необходима при проектировании КА и его систем, чтобы построить косми-
ческий корабль, защищенный от угрозы воздействия этих частиц.

Количество пробоев зависит от интенсивности воздействующих потоков и кри-
терия разрушения, который определяется толщиной защитного экрана и его свойст-
вами. Широко используемый критерий разрушения − полное проникновение (то
есть, «перфорация») стенки защищаемой структуры. Но также возможны другие
критерии разрушения, такие как образование отверстия, превышающего заданный
критический размер, глубина проникновения, которая превышает заданную, или
образование кратера, по объему превышающего заданное значение, и т.д.

Чтобы определить условия воздействия (то есть размер частицы, плотность
частицы, скорость воздействия и угол воздействия), которые приводят к порогу
повреждения определенных компонент или подсистем КА, разрабатываются бал-
листические предельные уравнения (БПУ). Для определения БПУ необходимо ис-
пользовать базу данных результатов испытаний по гиперскоростным воздействи-
ям и их исследований.

В работах [1−3] рассматривались проблемы защиты космических аппаратов с
использованием экранов  различных конструкций: сплошных, разнесенных и се-
точных. Исследования защитных свойств таких конструкций основывались на ба-
зе проведенных баллистических экспериментов и численного моделирования.

Структуры космического корабля должны обеспечить требуемую стойкость к
метеорно-техногенным воздействиям для защиты полезной нагрузки от воздейст-
вия метеорно-техногенных тел (МТТ). Масса структур должна быть как можно
более низкой, чтобы обеспечить максимум полезной нагрузки. Поэтому космиче-
ский корабль, как правило, представляет собой легковесовую конструкцию, со-
стоящую из окруженных тонкой стенкой структурных элементов, которые могут
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быть локально усилены (защищены) или выполнены в виде многослойных пане-
лей или оболочек.

В дополнение к инерционным нагрузкам, возникающим вследствие ускорения
и оказывающим давление на составные части КА в герметичных частях структу-
ры (камеры высокого давления или герметичные модули), структура должна за-
щитить полезную нагрузку от гиперскоростных воздействий, которые возникают
от микрометеорных тел или от частиц орбитального космического мусора. Слож-
ность этой задачи становится важным соображением при конструировании беспи-
лотного космического корабля. Необходимо избегать критического повреждения
нагруженных структур (камеры высокого давления, герметичные модули) также и
как вероятного источника новых частиц КМ.

Воздействие частиц на тонкостенные структуры сопровождается высоким дав-
лением и повышением температуры, что может привести к плавлению или даже ис-
парению материала и образованию кратера, объем которого будет намного больше,
чем объем частицы. Если частица будет достаточно большой (приблизительно
10−15 % толщины стенок для скорости частицы приблизительно 7 км/с [4]), то про-
изойдут перфорация тонкой структуры и образование трещин. Частица будет фраг-
ментирована, а фрагменты проникнут внутрь структуры и произведут дальнейшие
повреждения. В случае герметичных структур, возникающие трещины могут пре-
высить критическую длину, приводящую к катастрофическому разрыву.

Сотовые панели представляют собой два тонких листа, соединенных легким
заполнителем. Сотовые заполнители разделяют листы и несут сдвиговые нагруз-
ки, в то время как листы очень эффективно несут нагрузки на изгиб. По отноше-
нию к ударным нагрузкам, две обшивки работают подобно щитовой структуре. В
этом случае они менее эффективны, поскольку каналы сотового заполнителя про-
пускают облако осколков.

В конструкции беспилотных космических кораблей, как правило, используют-
ся сотовые структуры, то есть обшивки, соединенные сотовыми ячейками (рис. 1),
обычно используемый материал для обеих обшивок и сот – алюминий или угле-
пластик. Как правило, толщина обшивки может колебаться от 0,25 мм до 2 мм, с
размерами ячейки в диапазоне от 3 мм до 25 мм.  Полная толщина сотовой струк-
туры может находиться между 4 и 50 мм.

Рис. 1. Стандартная сотовая панель с ЭВТИ

Назначение каждой обшивки в структуре панели:
- Выдерживать прямые нагрузки (растяжение и сжатие), которые вызывают

расширение и сужение.
- Нести внутренние сдвиговые нагрузки и нагрузки на изгиб обшивки.
Сотовый заполнитель  в структуре вносит следующий вклад:
- Стабилизация обшивок в пространстве, чтобы обеспечить необходимое соот-

ношение сила/вес и жесткость.
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- Обеспечение сопротивления поперечной сдвиговой нагрузке, для воспрепят-
ствования сдвигу плоскостей.

С целью улучшения терморегулирования обшивки могут быть покрыты таки-
ми материалами, как многослойная изоляция (ЭВТИ) или тефлон.

Для сотовой структуры из алюминиевого сплава наблюдалось несколько вари-
антов повреждения при высокоскоростном воздействии.

1) Первичное и внутреннее повреждение
Этот тип повреждения относится к пробою ударником и косвенному повреж-

дению передней и задней обшивок и внутреннего сотового заполнителя. Внутрен-
нее повреждение, как правило, намного серьезнее, чем отверстие в обшивке (см.
рис. 2; параметры соударения – снаряд 1,74 мм, 7,2 км/с, угол подлета 45 град).
Повреждение отдельных сотовых ячеек может классифицироваться как выпучи-
вание стенки (перфорация ячейки отсутствует), разрыв (перфорация ячейки) и,
наконец, уничтожение (распад ячейки). Повреждение всей структуры происходит
при наличии перфорации на задней обшивке. Совместный эффект наличия пер-
форированных обшивок и пустот в сотовых ячейках создает местные концентра-
ции напряжения. Случайное распределение пустот в сотах может способствовать
местной стабильности поврежденной структуры, что может быть крайне важным
с точки зрения точности используемого расчетного инструментария. Разрыв ячей-
ки может привести к потере структурной целостности клеевого состава соседних
металлических конструкций, сопряженных с сотовой панелью. Это может привес-
ти в результате к отрыву установленного оборудования.

Рис. 2. Типовое ударное повреждение сотовых ячеек в сотовой панели

2) Повреждение облаком осколков
Это повреждение относится ко вторичному облаку высоко- и низкоскоростных

частиц, образующемуся при перфорации обшивки.
Возникновение вторичного облака осколков, образующегося в случае перфо-

рации структуры, приводит к наиболее высокому риску механического поврежде-
ния полезной нагрузки, расположенной на корпусе КА. Особенно это относится к
оборудованию, установленному непосредственно на уязвимых лицевых панелях
корпуса или близко к ним. Для установленного снаружи оборудования поврежде-
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ние облаком осколков возможно от рикошета частицы, воздействующей на сосед-
нюю поверхность под наклонным углом.

Эффект воздействия низкоэнергетического облака состоит в эрозии поверхно-
сти оборудования, тогда как воздействие высокоэнергетического облака может
привести к проникновению вторичных частиц внутрь через алюминиевые стенки
корпуса оборудования.

3) Загрязнение
Если соударение со стенкой происходит под достаточным наклоном, то могут

появиться фрагменты вторичного извержения (рикошет), которые могут воздей-
ствовать на другие части космического корабля или загрязнить полезную нагруз-
ку и подсистемы.

Уравнения повреждения и БПУ

Баллистические предельные зависимости для сотовых конструкций в целом
плохо определены для находящихся в широком диапазоне диаметров частицы и
скоростей. В связи с этим невозможно сравнение относительного исполнения раз-
личных конфигураций. Однако ключевые механизмы повреждения могут быть
идентифицированы следующим образом:

- Значительное отслаивание сотового заполнителя от обшивок происходит
выше баллистического предела [5].

- Облако осколков направлено по определенному руслу и для нормальных и
для наклонных углов воздействия [6−8].

- Внутреннее повреждение ячеек сот может быть, по крайней мере, на порядок
больше, чем изначальный диаметр снаряда [9].

- Тип алюминиевого сплава, используемого в сотовом заполнителе, не влияет
на направление ударной волны [10].

- Существует зависимость баллистического предела от угла воздействия [8,  9].
- ЭВТИ увеличивает баллистический предел структуры в целом.
Баллистический предел для сотовой конструкции − функция толщины обшив-

ки, размеров ячейки и толщины стенки ячейки, глубины сотовой структуры и ис-
пользуемых материалов. В настоящее время не существует уравнений, которые
объединяют все эти параметры. Возможно использование измененного уравнения
Кур-Паласа (Christiansen-Cour-Palais) для защиты Уиппла (см. ниже), расчетные
значения которого могут быть сопоставлены с экспериментальными данными ис-
пытаний воздействия с соответствующими параметрами. Однако, при таком под-
ходе влияние сотового заполнителя в уравнении не представлено.

Для некоторых сотовых конфигураций это уравнение может быть совместимо
с известными данными, в которых используется либо эквивалентный интервал
[10], либо эквивалентная толщина задней обшивки [6].

Для Vn ≤ 3 км/с:
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Для 3 ≤ Vn ≤ 7 км/с:
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где K3S = 1 (базовый вариант);
K3D = 0,16 (базовый вариант);
dc – предельный минимальный диаметр пробивающей частицы (см);
v – скорость (км/с);
vn – нормальная компонента скорости (км/с);
θ – угол воздействия, измеренный от нормали к поверхности (град);
tb – толщина бампера, т.е. передней обшивки (см);
tw – толщина задней стенки (обшивки) (см);
ρp – плотность снаряда (г/см3);
ρw – плотность задней стенки (г/см3);
ρb – плотность бампера (г/см3);
τ – напряжение текучести (в фунт/дюйм2);
S – интервал между бампером и задней стенкой (см).

Из-за влияния угла соударения на стойкость сотовой структуры уравнение
Christiansen-Cour-Palais не может использоваться как представление функции угла
воздействия для мишеней с сотовой структурой. В случае наклонных воздейст-
вий, линия полета снаряда многократно пересекается с тонкими алюминиевыми
листами (сотовый заполнитель). Сотовое ядро в этом случае действует как много-
слойный щит. Для определения стойкости мишени в качестве функции энергии
воздействия, может использоваться баллистический предел мишени как функция
энергии удара. Экспериментальные данные [8] показали, что при соударении под
углом 45 град, требуется ~ в 2,3 раза большая энергия воздействия, чтобы достичь
баллистического предела по сравнению с соударением 0 град. Это соотношение
справедливо для глубины сотового заполнителя 22 мм. Для глубины сотового за-
полнителя 45 мм (двойной сотовый заполнитель) в таком случае для достижения
баллистического предела потребуется энергия воздействия ~ в 4,6 раза больше.

Экспериментальные испытания стойкости
сотовых панельных конструкций

Проблема стойкости сотовых панелей и конструк-
ций, устанавливаемых на их обшивке с внутренней
стороны, является весьма распространенной при прове-
дении расчетов вероятности непробоя (ВНП) для КА и
их систем при воздействии метеорно-техногенных час-
тиц. Данные о стойкости таких конструкций к воздей-
ствию МТТ были получены, в частности, в НИИ ПММ
ТГУ при проведении экспериментальных работ по оп-
ределению стойкости типовых конструкций КА
«Спектр-УФ» для НПО им. С.А. Лавочкина [11]. В ка-
честве объекта испытаний был взят фрагмент типового
радиатора КА (см. рис. 3).

В качестве метательной установки была выбрана
пороховая пушка калибром 8 мм. Ниже приведена
сводная таблица, составленная по протоколам прове-
денных экспериментов на данной конструкции.

Рис. 3. Элемент профиля
тепловой трубы радиатора
с обшивкой (образец № 1)
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Т а б л и ц а  1

Результаты экспериментов по пробою радиатора

№
опыта

Материал
ударника

Размер
ударника

мм

Скорость
ударника
км/с

Результаты опыта

1 графелон цилиндр
∅2х2 1,76 сквозное пробитие (радиатор)

2 графелон цилиндр
∅2х2 1,51 Пробита внешняя оболочка + закладная

трубки, вторая оболочка не пробита

3 графелон цилиндр
∅2х2 1,9 (оценка) Пробита внешняя оболочка + закладная

трубки, вторая оболочка не пробита

4 графелон цилиндр
∅2х2 2,0 Пробита внешняя оболочка +

закладная трубки + сама трубка

5 незачётный

6 графелон цилиндр
∅2х2 2,17 сквозное пробитие (радиатор)

7 графелон цилиндр
∅2х2 1,28 Пробита внешняя оболочка +

закладная трубки,

8 графелон цилиндр
∅2,5х2,5 1,59 Пробита внешняя оболочка +

закладная трубки,

9 графелон цилиндр
∅2,5х2,5 1,64 Пробита внешняя оболочка +

закладная трубки,

Картины взаимодействия ударников с образцом № 1 приведены на рис. 4 – 5.

    
 Рис. 4. Лицевая поверхность образца Рис. 5. Тыльная поверхность образца

В опытах №№ 1, 6 осуществлялось воздействие непосредственно на сотовую
панель (минуя профильную тепловую трубу), и это привело к сквозному проби-
тию радиатора (т.е. перфорации задней стенки). Для того, чтобы нанести эти
экспериментальные точки на теоретическую баллистическую кривую, уравне-
ние (2) было модифицировано с целью введения в него зависимости от угла воз-
действия.
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Для Vn ≥ 7 км/с:
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Рис. 6. Баллистическая предельная зависимость для сотовой панели
(углы соударения 0, 15, 30 и 45º)

Рис. 7. Баллистическая предельная зависимость для сотовой панели
и экспериментальные точки
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Расчетные баллистические предельные зависимости, полученные для рассмат-
риваемой сотовой панели по формулам (1, 2, 4) для углов соударения от 0º до 45º,
показаны на рис. 6. На рис. 7 на графике нанесены экспериментальные точки, в
качестве которых взяты опытные выстрелы с результатом «сквозное пробитие
(радиатор)». При этом учитывалось, что масса шара диаметром 2,3 мм соответст-
вует массе цилиндра диаметром 2 и высотой 2 мм. Зона расположения имеющих-
ся экспериментальных точек не противоречит предельной баллистической зави-
симости, построенной для данной структуры на основании соотношений (1, 2, 4).

Улучшение стойкости сотовых панелей к повреждению
от воздействий высокоскоростных частиц

Технологии усиления сотовой структуры КА и/или многослойной теплоизоля-
ции применялись ранее на беспилотных космических кораблях [12, 13]. Они в
первую очередь включали в себя повышение стойкости ЭВТИ с помощью тканей
и материалов, таких как некстел, проволочная сетка и стекловолоконная ткань.
Набор стратегий защиты беспилотных КА на основе базовой структуры для низ-
коорбитальной космической станции [14] представлен в табл. 2.

Т а б л и ц а  2

Защитные возможности для сотовых структур

Тип защиты Ожидаемое улучшение от защиты
1 Изменение толщины стенок ячеек

сот
Изменяет эффект направления облака осколков.
Меняется зависимость от угла соударения

2 Изменение размера сотовой ячейки Изменяет эффект направления облака осколков.
Меняется угловая зависимость

3 Увеличение глубины сот Увеличение разброса облака осколков
4 Варьирование толщины обшивки

лицевой стороны
Увеличенное разрушение снаряда

5 Варьирование толщины обшивки
внутренней стороны

Увеличенная стойкость к воздействию облака
осколков

6 Использование многослойных со-
товых структур

Эффект, подобный многослойной защите

7 Сотовая + ламинат Разнообразие структур повышает сопротивле-
ние при соударении, чтобы увеличить стой-
кость к разрушению

8 ЭВТИ + не-
кстел/кевлар/стекловолоконная
ткань спереди

Эффект многослойной защиты и повышенное
разрушение снаряда

9 ЭВТИ + некстел/кевлар/ стеклово-
локонная ткань сзади

Эффект многослойной защиты и улучшенное
сдерживание облака осколков

10 ЭВТИ + некстел/кевлар/ стеклово-
локонная ткань средним слоем

Эффект многослойной защиты и улучшенное
рассеивание облака осколков

11 ЭВТИ + разделительные стержни Эффект многослойной защиты
12 Соты + некстел/кевлар внутри КА Защта чувствительного внутреннего оборудо-

вания КА
13 Соты + отстоящий бампер Эффект защиты Уиппла
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Варианты, перечисленные в табл. 2, ограничены многими техническими усло-
виями. Оптимальная силовая структура – глубокие соты, массивные стенки и ма-
ленькие размеры ячейки. Там, где в структуре должны быть установлены вставки,
их интервал и нагрузка являются функцией от размера ячейки. Глубина сот также
зависит от вставок.

Особенно интересный вариант в таблице – замена стандартной одиночной со-
товой структуры кратным числом (например, двойной) сотовой структурой внут-
реннего заполнителя (рис. 8).

Рис. 8. Двойная сотовая панель с ЭВТИ

Данные структуры особенно рекомендуются для самых уязвимых поверхно-
стей КА [14], например, тех, которые установлены по направлению скорости КА.
Двойная сотовая структура эффективна для гашения эффекта воздействия на-
правленного облака осколков, а также для сокращения размера самых больших
фрагментов в облаке. Однако необходимо принять во внимание, что использова-
ние двойной сотовой структуры могло бы привести к дополнительным техниче-
ским проблемам по сравнению с одинарной сотовой конфигурацией. Например,
может быть уменьшена теплопередача. Кроме того, не представляется возможным
использование тонкослойных покрытий из-за деформирования во время изготов-
ления.
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А.Ю. Крайнов, К.М. Моисеева

РЕЖИМЫ ГОРЕНИЯ БЕДНОЙ МЕТАНО-ВОЗДУШНОЙ СМЕСИ
В U-ОБРАЗНОЙ ГОРЕЛКЕ1

Проведено численное исследование горения бедной метано-воздушной сме-
си в U-образной трубке в случае инициирования процесса горения предва-
рительно разогретой внутренней стенкой трубки. Показано, что в зависимо-
сти от безразмерного параметра интенсивности теплообмена реакционной
смеси на внешней стенке трубки и безразмерного параметра течения смеси в
системе может реализоваться высокотемпературное или низкотемператур-
ное стационарное состояние, либо колебательный режим горения.

Ключевые слова: бедная метано-воздушная смесь, процессы тепло- мас-
сопереноса, зажигание внутренней стенкой, устойчивые и неустойчивые
режимы работы горелочного устройства.

Задача по сжиганию бедных газовых смесей является актуальной по несколь-
ким причинам. Во-первых, существует проблема сокращения выбросов в атмо-
сферу вредных газов и продуктов недогорания. Во-вторых, привлекает внимание
задача полезной утилизации низкокалорийных топлив. Зажечь бедную метано-
воздушную смесь трудно, так как на концентрационном пределе горение стано-
вится неустойчивым, а ниже этого предела – невозможным. В настоящее время
продолжаются разработки методов, позволяющих стабилизировать процесс горе-
ния бедных смесей [1]. Например, в [1] предлагается метод беспламенного горе-
ния или горения в пористых матрицах.

На устойчивость и эффективность работы горелочного устройства существен-
ное влияние оказывает его конструкция [2]. Меняя форму горелочного устройства
или добавляя в конструкцию различные теплообменные системы, можно изме-
нить характер протекания процесса горения. В [3] предлагается сжигать низкока-
лорийные топлива в реакторе с пористым фильтрационным слоем. Введение по-
ристого слоя обеспечивает сжигание низкокалорийного топлива, и дает возмож-
ность управлять процессом горения через изменение характеристик пористого
слоя. В работе [4] была предложена модель проточного реактора с инертным
внутренним телом. Присутствие инертного тела внутри горелочного устройства
приводит к изменению процесса теплообмена внутри реактора, и позволяет по-
влиять на режимы его работы.

Теплообмен реакционной смеси с боковой поверхностью может приводить к
затуханию пламени или, наоборот, способствовать стабилизации процесса горе-
ния для критических условий существования пламени. В работах [5–7] рассмат-
ривалось горение газа в узких трубках с диаметром меньше критического. В таких
каналах теплопотери через боковую поверхность могут привести к затуханию
пламени. В [5] предлагалось подогревать стенки канала на одном из участков. Не-
однородный нагрев стенок позволяет стабилизировать фронт пламени в нагретой

                                                          
1 Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ в рамках государственного задания
№2014/223 (код проекта 1943).
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части канала. В [6] рассматривался противоточный теплообменник, состоящий из
двух прилегающих друг к другу трубок, входящая смесь в нем подогревалась за
счет взаимного теплообмена газов через перегородку. Было показано, что при ин-
тенсивном теплообмене между трубками теплообменника существует принципи-
альная возможность организации процесса горения бедных реакционных смесей в
каналах с радиусом меньше критического. В [7] рассматривалось горение водоро-
до-воздушной смеси в кольцеобразной микрогорелке. Реакционная смесь проте-
кала в полости между двумя концентрическими трубками. Внутренняя трубка бы-
ла заполнена азотом, а внешняя образовывала наружную поверхность горелочно-
го устройства. Расчеты показали, что азот, заполняющий внутреннюю трубку, по-
зволял стабилизировать фронт пламени, несмотря на большие теплопотери от
смеси через внешнюю стенку.

В настоящей работе на основе подходов [4, 6] ставится задача о зажигании и
горении бедной метано-воздушной смеси в U-образной трубке, внешние стенки
которой считаются холодными, а внутренняя стенка, представляющая собой ана-
лог инертного тела из [4], инициирует процесс горения. На схеме (рис. 1) приве-
ден внешний вид конструкции. Холодная реакционная смесь со скоростью v, тем-
пературой Tv, относительной концентрацией горючей компоненты аv подается в
устройство на границе x = 0 (область I на рис. 1b). Смесь проходит через трубку и
на границе x = L меняет направление своего движения, на границе x = 2L смесь
вытекает через выходную трубку (область III, рис. 1b). На рис. 1а внутренняя
стенка показана толстой черной линией на торце устройства, на рис. 1b внутрен-
ней стенке соответствует область II, расположенная между входной и выходной
трубкой. Температура смеси на рис. 1b обозначена Т, температура внутренней
стенки – Т1, температура внешних стенок – ТS, температура поверхности внутрен-
ней стенки – Т1,S. Внутренняя стенка обменивается теплом с реакционной смесью,

a b

Рис. 1. Поля: а – модель U-образного горелочного устройства;
b – горелочного устройства. I – входная трубка, II – внутреннее
тело, III – выходная трубка

протекающей через входную и выходную части трубки. Реакционная газовая
смесь обменивается теплом с внутренней и внешней стенкой с коэффициентами
теплообмена αS и α1 соответственно. Полагается, что в трубке протекают экзотер-
мические химические реакции с аррениусовской кинетикой первого порядка. При
постановке задачи приняты следующие допущения: расход газовой смеси счита-
ется постоянным, учитывается распределение температуры смеси и выгорания го-
рючей компоненты только вдоль трубок, температура внутренней стенки опреде-
ляется только вдоль трубок и в поперечном направлении считается однородной.
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Для записи системы уравнений математической модели введем обобщенную
координату x вдоль трубок горелочного устройства. Тогда общая длина трубок в
этих координатах – 2L, длина внутренней стенки устройства – L. Газ, протекая
вдоль трубок, обменивается теплом с поверхностью внутренней стенки, длина ко-
торой составляет 2L. Ввиду предположения об однородности температуры стенки
в поперечном направлении для температуры поверхности внутренней стенки T1,S
выполняются равенства T1,S(x) = T1(x) при 0 < x< L и T1,S(x) = T1(2L–x), при
L < x < 2L.

С учетом сделанных допущений математическая постановка задачи в безраз-
мерных переменных имеет вид:

( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

1 1,2

1, 1 1, 1

, exp , 0 2 ,
1

, , , 0 ; , 2 , , 2 .

v S S S L

S L S L L L

A I I
Ar

∂θ ∂θ ∂ θ θ⎛ ⎞+ = + θ ξ τ − θ + θ − θ + η ≤ ξ ≤ ξ⎜ ⎟∂τ ∂ξ + θ⎝ ⎠∂ξ
θ ξ τ = θ ξ τ ≤ ξ ≤ ξ θ ξ τ = θ ξ − ξ τ ξ ≤ ξ ≤ ξ

(1)

2

2 exp , 0 2 .
1v LA Le Td

Ar
∂η ∂η ∂ η θ⎛ ⎞+ = − η ≤ ξ ≤ ξ⎜ ⎟∂τ ∂ξ + θ⎝ ⎠∂ξ

(2)

( )( ) ( )( )
2

1 1 1 1
1, 1,2 , 2 , , 0 .S L S L

c c

I I
k

k kχ
ρ ρ

∂θ ∂ θ
= + θ ξ τ − θ + θ ξ − ξ τ − θ ≤ ξ ≤ ξ

∂τ ∂ξ
 (3)

Краевые условия:
( ) ( ) ( )1 10 : ,0 , ,0 , ,0 .b b bτ = θ ξ = θ θ ξ = θ η ξ = η (4)

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )10, 0, 0,
0 : 0, , 0, 0, 1 .v v vA Le A

∂θ τ ∂θ τ ∂η τ
ξ = = θ τ − θ = = η τ −

∂ξ ∂ξ ∂ξ
(5)

( )1 ,
: 0.L

L
∂θ ξ τ

ξ = ξ =
∂ξ

(6)

( ) ( )2 , 2 ,
2 : 0.L L

L
∂θ ξ τ ∂η ξ τ

ξ = ξ = =
∂ξ ∂ξ

(7)

В задаче (1) – (7) безразмерные параметры и переменные определяются соот-
ношениями:
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Здесь Tм – масштабная температура, с – теплоемкость, ρ – плотность, λ – коэффи-
циент теплопроводности, v – скорость течения смеси, Е – энергия активации, Q –
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тепловой эффект реакции, х – пространственная координата, d – ширина трубки, а
– концентрация горючей компоненты, R – универсальная газовая постоянная, k0 –
предэкспонент в законе Аррениуса, w0* – скорость химической реакции при тем-
пературе Tм и начальном значении концентрации горючей компоненты аb. Индек-
сами 1, S, b, v – отмечены параметры внутренней и внешней стенки трубки, на-
чальные и входные параметры соответственно, 1,S – параметры поверхности
внутренней стенки. Параметр ξL соответствует длине горелочного устройства и
внутренней стенки, отсюда общая протяженность трубок горелочного устройства
– 2ξL. Параметр IS характеризует интенсивность теплообмена газа с внешней стен-
кой, I1 – с поверхностью внутренней стенки, Av – скорость течения газа, Ar, Td, Le
– числа Аррениуса, Тодеса и Льюиса.

Решение задачи проводилось методом прогонки по неявной разностной схеме.
В качестве горючей смеси была взята 2 % смесь метана и воздуха. Рассчитанные
для нее безразмерные параметры: kcρ = 221.8, Ar = 0.03, ηb = 1, Td = 4.74·10−2,
kχ = 0.51, Le = 1, θv = −21.8, θb = −21.8, I1 = 2.19. Расчеты проводились для значе-
ния ξL = 27.54, общая длина трубок равнялась 2ξL = 55.08. Начальная температура
внутренней стенки Т1b принималась за масштабную, тогда соответствующая без-
размерная температура равнялась θ1b = 0. Расчеты показали, что в зависимости от
значений параметров IS и Av в системе реализуются высокотемпературное или
низкотемпературное стационарное состояние, либо колебательный режим.

На рис. 2 показано изменение положения фронта пламени вдоль оси реактора
во времени. За фронт пламени выбиралась точка пространства ξf, в которой значе-
ние концентрации горючей компоненты равнялось η = 0.5. Согласно рис. 2 окон-
чательное установление режима работы происходит при больших временах τ, это
связано с относительно большой протяженностью расчетной области. Кривая 1 на
рис. 2 соответствует установившемуся колебательному режиму работы. Амплиту-
да и положение колебаний фронта горения определяется координатами
11 ≤ ξ ≤ 28.
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Рис. 2. Зависимость координаты положения фронта пламени от времени.
Кривые: 1 – IS = 1,18·10−2, Av = 3; 2 – IS = 1,18·10−2, Av = 4; 3 – IS = 1,76·10−2, Av = 4
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Распределения температуры и концентрации за период установившегося коле-
бания представлен на рис. 3. Волна горения периодически перемещается из пер-
вой половины входной трубки в начало выходной трубки. При этом температура
смеси в выходной трубке постоянна во времени и монотонно убывает от θ = 0 до
θ = −7 от поворота до выхода. Кривые 1, 2, 3 на рис. 3 соответствуют этапу накоп-
лению горючей компоненты и охлаждению реакционной смеси. Затем происходит
вспышка (кривая 4), формирование и распространение пламени навстречу потоку
(кривые 5, 6, 7), которое из-за повышенной теплоотдачи в начале трубки останав-
ливается (кривая 8), и затем цикл повторяется.
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Рис. 3. Распределения температуры (а) и концентрации (b) по длине U-об-
разной трубки в последовательные моменты времени через ∆τ = 1.2 за один
период колебания.  IS = 1,18·10−2, Av = 3

При увеличении Av от 3 до 4 изменяется характер устанавливающегося режима
работы – от колебательного режима работы система переходит к высокотемпера-
турному стационарному состоянию (рис. 2, кривая 2). Характерное распределение
температуры и концентрации для этого режима представлено на рис. 4. Согласно
рис. 4 стационарное состояние устанавливается на глубине ξ = 6.74.

В стационарном высокотемпературном режиме фронт пламени при одинако-
вых значениях параметра Av и разных IS может находиться на различном расстоя-
нии от входа в реактор. Изменение параметра IS до значения IS = 1,76·10−2 приво-
дит к перемещению фронта горения вглубь реактора (рис. 2, кривая 3, ξf = 8.65).
Увеличение IS приводит к увеличению теплоотдачи от смеси во внешнюю среду.
Если параметр IS превышает некоторое критическое значение, то за счет высокой
теплоотдачи система не успевает накопить достаточного количества тепла, чтобы
произошло воспламенение, и реакционная смесь протекает через трубку без выго-
рания. Если параметр IS не превышает критического значения, в системе устанав-
ливается высокотемпературное стационарное состояние.
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Рис. 4. Распределения температуры газа и температуры поверхности внут-
ренней стенки θ и θ1,S (a), относительной концентрации метана, η (b) по дли-
не U-образной трубки в момент времени τ = 10000. IS = 1.18·10−3, Av = 4.
Кривые: 1 – θ(ξ, τ), 2 – θ1,S(ξ, τ)

Проведенные расчеты показали, что высокотемпературное стационарное со-
стояние или колебательный режим устанавливаются для малых значений пара-
метра IS. Высокотемпературное стационарное состояние устанавливается при зна-
чениях Av в интервале 2.9 ≤ Av ≤ 6, колебательный режим устанавливается для
значений параметра 1.5 ≤ Av ≤ 3. Уменьшение параметра Av при малых значениях
параметра IS приводит к тому, что в системе реализуется низкотемпературный
режим горения, при этом горючая компонента практически полностью выгорает
до выхода из реактора. Расчеты для значений Av = 1.4, IS = 1.18·10−2 показали, что
максимальная температура смеси для установившегося состояния не превышает
значения θ = 2.2, и достигается в середине входной трубки. Горючая компонента
интенсивно выгорает во входной трубке (0 ≤ ξ ≤ 27.6), в выходной трубке
(27.6 ≤ ξ ≤ 55.2) относительная концентрация горючего уменьшается от 0.05 до
0.01. Температура поверхности внутренней стенки возрастает, максимум достига-
ется в области перегиба U-образной трубки.

Были проведены расчеты реактора в два раза меньшей длины, 2ξL = 27.54. Так
как длина трубки по сравнению с предыдущим вариантом уменьшена в два раза,
то сократилось время пребывания смеси в трубке. Смесь меньше времени обме-
нивается теплом с внутренней стенкой, это приводит к сокращению диапазона
безразмерных параметров Av и IS, для которых устанавливается высокотемпера-
турное стационарное состояние или колебательный режим работы. Расчеты
показали, что высокотемпературное стационарное состояние устанавливается для
диапазона значений параметров 2.9 ≤ Av ≤ 3.5, 0 ≤ IS ≤ 3.5·10−3. Колебательный ре-
жим работы реализуется в диапазоне значений параметров 2.6 ≤ Av ≤ 2.9,
0 ≤ IS ≤ 1.2·10−3. Увеличение IS приводит к тому, что смесь не успевает достаточно
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прогреться, и воспламенение не происходит. При увеличении Av фронт пламени
выносится входящим потоком за пределы трубки, уменьшение параметра Av при-
водит к затуханию колебательного режима и срыву системы на низкотемператур-
ное состояние.

Выводы

Проведено численное исследование воспламенения и горения 2 % метано-
воздушной смеси в U – образной трубке. Показано, что в зависимости от значений
параметра теплообмена IS, и параметра течения смеси Av в системе устанавливает-
ся высокотемпературное или низкотемпературное стационарное состояние, либо
колебательный режим.

Определено, что при увеличении длины трубки расширяются диапазоны зна-
чений параметров IS, и Av, при которых происходит полное сгорание метано-
воздушной смеси с низкой концентрацией метана. Показано, что для реактора
большой длины возможно установление низкотемпературного режима горения
смеси, в ходе которого горючая компонента практически полностью выгорает при
относительно невысокой температуре реакционной смеси.
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Krainov A.Yu., Moiseeva K.M. COMBUSTION MODES OF THE LEAN METHANE-AIR
MIXTURE IN A U-SHAPED BURNER. Base on the model of a flowing reactor with an inert
internal body, a numerical study of a lean methane-air mixture burning in a U-tube is carried out
in the case of initiation of the combustion process by a preliminarily heated internal wall of the
tube. The calculations were carried out for two values of a tube extent for revealing qualitative
distinctions between established operating regimes. It is shown that, depending on the dimen-
sionless parameter of heat exchange intensity in the reaction mixture on an external wall of the
tube and dimensionless parameter of the mixture current, a high-temperature or low-temperature
stationary regime, or an oscillatory operating mode can be implemented in the system. It is deter-
mined that the high-temperature stationary state is established at some distance from the input of
the tube, and oscillatory modes are implemented in the top part of the tube; at the same time, the
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mixture in the bottom part of the tube has a decreasing temperature profile. It is shown that the
parameter of heat exchange intensity of the mixture at the external wall of the tube determines the
depth of establishing the high-temperature steady state.

Keywords: lean methane-air mixture, heat and mass transfer process, ignition by the inner wall,
steady and unstable operation modes of a burner
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УДК 539.4

Ю.В. Советова, Ю.Н. Сидоренко, В.А. Скрипняк

МНОГОУРОВНЕВЫЙ ПОДХОД К ИССЛЕДОВАНИЮ
ВЛИЯНИЯ ОБЪЕМНОГО СООТНОШЕНИЯ КОМПОНЕНТОВ
ВОЛОКНИСТОГО ОДНОНАПРАВЛЕННОГО УГЛЕПЛАСТИКА

НА ЕГО МЕХАНИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ

Рассматривается проблема прогнозирования эффективных механических
свойств композиционных материалов. Задача решается с использованием
многоуровневого подхода к описанию структуры материала. На каждом
структурном уровне композита рассматривается влияние процесса накопле-
ния повреждений на формирование его механических свойств. На примере
модельных углепластиков с объемным содержанием углеродных волокон от
7 % до 50 % показана возможность исследования в рамках предложенной
вычислительной методики влияния эффектов микро- и мезомасштабного
уровня на формирование эффективных механических свойств композитов.

Ключевые слова: композиционные материалы, механическое поведение,
эффективные механические свойства, накопление повреждений, прочность,
разрушение, численное моделирование, метод конечных элементов, много-
уровневый подход

В настоящее время одним из наиболее распространенных типов конструкци-
онных материалов являются композиты. Широкое применение этих материалов
связано с возможностью комбинирования при их создании свойств, присущих со-
ставляющим их компонентам, что, в частности, позволяет создавать материалы с
заданными, зачастую уникальными, свойствами. Одним из типичных примеров
материалов такого рода, нашедших широкое применение в машиностроении, яв-
ляются углепластики, в которых сочетаются высокие жесткость и прочность ар-
мирующих углеродных волокон и малый удельный вес полимерных матричных
материалов. Как и в случае любых других композиционных материалов, одной из
наиболее актуальных задач при проектировании изделий из углепластиков явля-
ется решение проблемы надежного прогнозирования эффективных физико-
механических характеристик такого материала на основе информации о свойствах
его компонент и параметров структуры армирования. Одним из перспективных
направлений для решения этой задачи является развитие методов численного мо-
делирования в материаловедении.

Повышение надежности прогнозирования механических свойств композитов
может быть достигнуто, в частности, за счет учета при моделировании  возможно
большего количества значимых факторов, влияющих на  формирование механи-
ческих свойств этих материалов. Как показывают современные исследования, та-
кие факторы по сути своей характеризуют результаты протекания различных про-
цессов, сопровождающих деформирование материала. Примерами таких процес-
сов могут служить накопление микроповреждений, твердофазные превращения,
образование пор и трещин, разрушение межфазных границ и т. п. Важно, что та-
кие процессы развиваются и проявляют себя, как правило, на разных масштабных
уровнях материала: от уровня кристаллической решетки до макроскопического
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(уровня эффективных свойств). Наличие разноуровневых процессов и явлений,
имеющих место в процессе деформирования композитов, обуславливает необхо-
димость развития многоуровневых подходов к моделированию поведения таких
материалов. Использование многоуровневых представлений при моделировании,
в частности, позволяет естественным образом учесть различие масштабов прояв-
ления всех тех процессов, совокупная реализация которых проявляется как отклик
материала на внешнее воздействие, т. е., в конечном счете, формирует механиче-
ские свойства этого материала. Примеры построения многоуровневых моделей
структурно-неоднородных сред различного типа приведены, в частности, в рабо-
тах [1−4]. В случае композитов на развитие таких процессов значительное влия-
ние оказывает структура армирования материала [5−8].

Применительно к композитам представляется естественным выделить три
уровня моделирования материала: микромасштабный – для объемов, полностью
принадлежащих той или иной компоненте материала; мезомасштабный – для ло-
кально-представительных объемов материала, выбор размеров которых осущест-
вляется с учетом локальных особенностей структуры армирования; макромас-
штабный – для представительных (эффективно-гомогенных) объемов композита
[9].

Введенная таким образом иерархия масштабных уровней композита использу-
ется в данной работе для исследования влияния объемного содержания армирую-
щих элементов волокнистого однонаправленного углепластика на его физико-
механические свойства с учетом накопления повреждений в процессе деформиро-
вания. Полагается, что, с точки зрения влияния на механические свойства компо-
зита, повреждения на каждом масштабном уровне проявляют себя по-разному.
Например, повреждение (включая полное разрушение) единичного объема мик-
ромасштабного уровня, может проявиться в некотором снижении локальных ме-
ханических свойств материала в непосредственной окрестности этого объема, но
практически не скажется на эффективных механических свойствах композита.
Фактически, учитывая неидеальный характер реальных технологий получения
композитов, подобные единичные повреждения могут появляться уже на стадии
производства материалов [10]. При этом условия нагружения такого объема и па-
раметры его напряженно-деформированного состояния, а, следовательно, и ха-
рактер разрушения, в значительной степени определяются конфигураций элемен-
тов структуры армирования в пределах конкретного объема мезомасштабного
уровня, содержащего данный микрообъем.

В свою очередь, накопление микромасштабных повреждений в пределах еди-
ничного объема мезомасштабного уровня способно привести к его фактическому
разрушению, что может проявиться как разрушение отдельного включения, либо
фрагмента матрицы между соседними включениями в композите. Такое повреж-
дение уже можно рассматривать как признак начала макроскопического разруше-
ния материала, однако наличие отдельных разрушенных фрагментов еще не озна-
чает разрушения всего композита. Лишь в том случае, когда количество таких
фрагментов достигнет некоторой критической величины, либо в своем взаимном
расположении разрушенные фрагменты образуют некоторую специфическую
конфигурацию, факт возникновения которой может интерпретироваться, напри-
мер,  как признак  образования магистральной трещины, можно говорить о пол-
ном (макроскопическом) разрушении материала. При этом каждый объем мезо-
масштабного уровня вследствие хаотической природы структуры армирования
композита должен характеризоваться собственными уникальными значениями
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физико-механических характеристик (иными словами, в каждом таком объеме
реализуются свои собственные значения локальных свойств композита).

Таким образом, многоуровневая модель композита должна учитывать возмож-
ность разрушения объемов материала на каждом масштабном уровне, а также
обеспечивать возможность передачи информации об условиях нагружения и со-
стоянии разномасштабных объемов между уровнями модели.

При описании состояния материала компонент композита на микромасштаб-
ном уровне полагаются справедливыми обычные соотношения теории малых уп-
ругих деформаций с тем исключением, что при определении упругих свойств
компонент учитывается информация о локальном состоянии материала на мезо-
масштабном уровне. Поскольку в данной работе полагается, что основное влия-
ние на локальное состояние композита оказывает процесс накопления поврежде-
ний в сравнительно малой окрестности исследуемого микрообъема, то в качестве
характеристик локального состояния используются параметры повреждаемости
компонент Пk:

*
, 1,.. ,k

k
k

V
П = k K

V
= (1)

где Vk
* – поврежденный объем k-й компоненты материала в составе объема мезо-

масштабного уровня, Vk – полный объем k-й компоненты в том же объеме, K –
 количество компонент композита. Необходимость «покомпонентного» учета
накопления повреждений связана с тем, что для дискретно гетерогенных
материалов (какими и являются композиты)  при оценке прочности каждого
объема  мезомасштабного уровня полагается справедливой модель «слабейшего
звена», в соответствии с которой объем сохраняет свою несущую способность до
тех пор, пока для каждой из его структурных компонент выполняется условие

  max
k kП < П , (2)

где max
kП  – предельно допустимая величина удельного объема повреждений в k-й

компоненте композита, величина которой должна задаваться с учетом как физи-
ческих соображений, так и требований к устойчивости вычислительного метода.
Нарушение условия (2) рассматривается как признак разрушения моделируемого
элементарного структурированного объема мезоскопического уровня (мезообъе-
ма), и вместе с тем – как признак локального повреждения композита на макро-
уровне.

Система уравнений, описывающих поведение материала на микромасштабном
уровне, включает в себя уравнения равновесия

 0,j ij =∇ σ  (3)

уравнения Коши

( ), ,
1 ,
2ij i j j i= U +Uε (4)

уравнения состояния

( ) ,ij ij k= f ,Пσ ε (5)

где σij, εij – компоненты тензоров напряжений и деформаций соответственно, Ui –
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компоненты вектора перемещений, индекс после запятой означает операцию
дифференцирования по соответствующей координате, Пk – параметр повреждае-
мости компоненты композита.

Параметры повреждаемости компонент композита (Пk) рассчитываются на ос-
нове оценки состояния каждого из микромасштабных объемов в составе модели-
руемого мезообъема. Для определения состояния микрообъемов  используется
критерий прочности Цая-Ву [11]:

1,ij ij ijkl ij klF + Fσ σ σ ≥ (6)

где коэффициенты Fij и Fijkl вычисляются по значениям пределов прочности ком-
понент материала при одноосном растяжении и сжатии, а также их сдвиговой
прочности. Выполнение микромасштабного критерия прочности (6) позволяет от-
нести соответствующий микрообъем к категории «поврежденных» при вычисле-
нии величины поврежденного объема k-й компоненты материала Vk

* в соотноше-
нии (1). Найденные значение параметров повреждаемости (1) позволяют для каж-
дой компоненты рассчитать локальное значение модуля упругости компоненты Ek
с учетом повреждений, накопленных данной компонентой на мезомасштабном
уровне:

(1 ) , 1,.. ,0
k k kE = E П k K− =                             (7)

где Ek
0 – модуль упругости k-й компоненты в отсутствие повреждений. Такой

подход позволяет оценивать усредненное по объему мезомасштабного уровня
влияние микроуовневых повреждений на локальные механические свойства мате-
риала.

Поскольку система уравнений (1) − (7) физически нелинейна, для расчета па-
раметров напряженно-деформированного состояния (НДС) мезообъема при за-
данном уровне внешних воздействий используется метод пошагового нагруже-
ния. Поскольку при вычислении полей напряжений и деформаций для текущего
уровня нагружения значения параметров повреждаемости компонент композита
априори не известны, решение задачи на каждом шаге по нагрузке ищется с ис-
пользованием вычислительной схемы «предиктор-корректор» (схема Хойна) [12].

Задача расчета параметров НДС мезообъема решается численно методом ко-
нечных элементов. Найденные поля параметров НДС на каждом шаге по нагрузке
усредняются по мезообъему, что позволяет  рассчитывать для данного объема его
эффективные свойства. В частности, при граничных условиях, соответствующих
случаю одноосного нагружения мезообъема, могут быть найдены значения моду-
ля упругости в направлении нагружения (El) и коэффициента Пуассона (νl):

1
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,lE
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=

ε
 2

1
,l

ε
ν = −

ε
(8)

где угловые скобки (<…>) обозначают операцию усреднения по объему, индекс 1
соответствует направлению нагружения, индекс 2  – направлению, ортогонально-
му к направлению нагружения. Поскольку эти  свойства в общем случае зависят
от конфигурации элементов структуры армирования в пределах данного конкрет-
ного мезообъема, их значения являются характеристикой локальных свойства
композита в точке, соответствующей расположению данного мезообъема  в пре-
делах представительного объема материала макромасштабного уровня. Нагруже-
ние объема продолжается до тех пор, пока выполняется критерий локальной
прочности (2). По результатам численного эксперимента может быть построена



Многоуровневый подход к исследованию влияния объемного соотношения компонентов 81

локальная диаграмма деформирования материала, а также получена информация
о развитии процесса накопления повреждений в локальной области, соответст-
вующей выбранному мезообъему.

Оценка макроскопически эффективных свойств хаотически армированного
композита может быть получена на основе анализа результатов совокупности
численных экспериментов по нагружению представительной выборки мезообъе-
мов. Такая выборка, в первую очередь, должна достаточно полно характеризовать
возможные варианты локальных конфигураций элементов структуры армирова-
ния композита.

Для формирования такой выборки формируется геометрическая модель струк-
туры армирования композита, в пределах которой случайным образом выбирают-
ся фрагменты, рассматриваемые в качестве объемов мезомасштабного уровня.
Принципы выбора размеров таких объемов обсуждаются, в частности, в [13]. При
таком подходе к моделированию композита полагается, что его свойства на мак-
роуровне  представляют собой случайные функции координат, вид которых обу-
словлен хаотическим характером структуры армирования. Усреднение парамет-
ров поведения мезообъемов, входящих в состав представительной выборки, по-
зволяет получить оценки характеристик механических свойств композита на мак-
роуровне. Таким образом, наряду с определением макроскопически эффективных
свойств композита, использованный подход дает возможность детального иссле-
дования механического поведения материала в представительной выборке точек в
пределах его модельного макрообъема.

 Наличие информации о механическом поведении материала в разных точках
макрообъема, в частности, позволяет использовать методы кластерного анализа
для оценки предельных значений механических характеристик, соответствующих
условиям макроскопического разрушения материала. С этой целью вводится
представление о возможности существования каждой рассматриваемой точки
макрообъема композита в одном из двух возможных состояний: исходном («непо-
врежденном») и конечном («разрушенном»). Переход точки из одного состояния в
другое можно рассматривать как особый вид изменения фазового состояния этой
точки. В соответствии с представлениями кластерного анализа, точки, находя-
щиеся в одном и том же состоянии образуют некую совокупность – кластер. В ус-
ловиях отсутствия внешнего воздействия все точки находятся в исходном состоя-
нии и образуют единый кластер, охватывающий весь макрообъем композита. По
мере возрастания внешних воздействий отдельные точки переходят в новое («по-
врежденное») состояние, что приводит к возникновению новых кластеров – кла-
стеров повреждений. В дальнейшем происходит рост и слияние кластеров повре-
ждений с одновременным сокращением исходного кластера (кластера неповреж-
денных точек). Полагается, что критерием перехода всей системы в новое состоя-
ния (условием макроскопического разрушения композита) является образование
соединяющего кластера повреждений. Задачу об определении условий возникно-
вения соединяющего кластера принято назвать задачей о перколяции [14].

Для реализации этого подхода к оценке предельных свойств композита иссле-
дуется конфигурация поля кластеров повреждений в процессе его  эволюции, вы-
званной ростом внешних нагрузок. Для решения вопроса о  принадлежности то-
чек тому или иному кластеру строится триангуляционный граф на всем множест-
ве точек, входящих в представительную выборку. Необходимыми признаками
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принадлежности двух точек одному кластеру являются совпадение состояний то-
чек (поврежденное или неповрежденное) и их принадлежность одному и тому же
ребру триангуляционного графа. Определение конфигураций кластеров повреж-
дений выполняется для каждого шага по нагрузке, что позволяет отслеживать
эволюцию поля кластеров повреждений в течение всего процесса нагружения мо-
дельного макрообъема.

Для идентификации соединительного кластера повреждений используется его
характеристика («размах»), которая вычисляется как максимальное расстояние
между точками, принадлежащими кластеру, по каждому из координатных на-
правлений:

max min 1,..3,i i il = x x , i =−  (9)
где xi – координаты точек, принадлежащих кластеру, в i-м координатном
направлении. Признаком образования соединительного кластера является выпол-
нение хотя бы для одного из координатных направлений неравенства:

, 1,..3,i il > k L i = (10)
где Li – соответствующий «размах» расчетной области, величина коэффициента k
принимается несколько меньшей 1. Значения внешних воздействий и макроско-
пических параметров напряженно-деформированного состояния композита, при
которых происходит образование соединительного кластера повреждений, при-
нимаются в качестве их предельных значений, соответствующих переходу мате-
риала в макроскопически разрушенное состояние.

Изложенный подход был использован для исследования влияния объемного
соотношения компонентов волокнистого однонаправленного углепластика на его
эффективные механические свойства. Задача решалась в двумерной постановке
для случая одноосного статического нагружения по нормали к направлению ар-
мированию. В качестве значений механических характеристик компонентов были
приняты следующие [10]: Ei = 200 ГПа, νi = 0,30, Em = 3,4 ГПа, νm = 0,22, где Ei,
Em  – модули упругости волокон и матрицы соответственно, νi, νm – коэффициенты
Пуассона волокон и матрицы. Объемное содержание волокон варьировалось в
пределах от 7 % до 50 %. Для каждого из рассмотренных значений объемного со-
держания волокон строилась геометрическая модель структуры армирования (мо-
дель макрообъема). Каждая модель представляла собой квадрат с размером сто-
роны L, в котором случайным образом размещались круговые включения диамет-
ром d. Количество включений в каждом случае составляло 200−225, при этом от-
носительные линейные размеры моделей (L/d) варьировались от 100 (при объем-
ном содержании включений 7 %) до 34 (при 50 %). Принятые соотношения разме-
ров L и d позволяют считать построенные модели представительными в геометри-
ческом смысле.

Для каждой из моделей структуры армирования случайным образом выбира-
лись точки, в которых определялись локальные свойства модельных материалов.
Количество точек, необходимых для обеспечения статистической представитель-
ности результатов, выбиралось таким образом, чтобы обеспечивался приемлемый
уровень погрешности при определении среднего значения модуля упругости ком-
позита (т. е., значения эффективного модуля упругости) по выборке локальных
свойств. Для оценки погрешности использовалось известное соотношение [15]

t
=

N
α σ

∆ , (11)
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где N – объем выборки, tα – коэффициент Стьюдента для заданного уровня значи-
мости α (принят равным 90 %), σ – среднеквадратичное отклонение по выборке,
∆ – абсолютная величина погрешности определения среднего значения по выбор-
ке. Результаты оценок погрешностей показали, что при выбранном объеме выбо-
рок, равном 500 точек, погрешности определения среднего значения модуля упру-
гости не превышают 3 %, что можно считать достаточным с точки зрения обеспе-
чения их статистической представительности.

Для оценки влияния хаотичности расположения включений на результаты мо-
делирования расчеты для каждой модельной структуры проводились трижды на
вновь формируемых для этого выборках точек. В процессе численного экспери-
мента для модельных материалов определялись модули упругости в направлении
нагружения в отсутствие повреждений, вид диаграмм деформирования с учетом
накопления повреждений, предельные значения напряжений и деформаций, а
также величина работы разрушения.

На рис. 1 приведена полученная в результате моделирования зависимость мо-
дуля упругости композита от объемного содержания армирующих волокон. Для
сравнения на графике показаны верхняя (кривая 1) и нижняя (кривая 2) границы
вилки Хашина-Штрикмана [11]. Видно, что полученная зависимость практически
совпадает с нижней границей вилки, хотя с увеличением содержания армирую-
щих элементов  до 30 % и более значения упругих модулей  отклоняются в сторо-
ну верхней границы вилки. Полученные результаты достаточно хорошо согласу-
ются с экспериментальными данными, приведенными в [16].
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Рис. 1. Зависимость модуля упругости композита
от объемного содержания армирующих волокон
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На рис. 2 показаны эффективные диаграммы деформирования модельных ма-
териалов. При построении диаграмм в каждом из трех проведенных модельных
испытаний выполнялось усреднение локальных напряжений для ряда значений
макродеформации ε1, выбранных в области выполнения  критерия локальной
прочности (2):

1 1
1

1 ,
N

n

nN =
σ = σ∑ (12)

где N – объем выборки локальных свойств. На рисунке представлены результаты
усреднения найденных диаграмм по трем проведенным испытаниям. Видно, что
во всех рассмотренных случаях накопление повреждений с ростом деформации
материала приводит к существенному снижению упругих свойств композита.
Видно также, что если диаграммы деформирования модельных материалов с со-
держанием армирующих волокон 7 %, 14 % и 20 % расположены достаточно
близко друг от друга, то увеличение доли волокон до 30 % и более приводит к
существенному возрастанию упругих свойств материала, которые растут тем бо-
лее быстро, чем выше содержание волокна в композите. Результаты повторных
вычислений эффективных значений модуля упругости характеризуются высокой
повторяемостью, вследствие чего величина доверительных интервалов, построен-
ных для уровня значимости 90% весьма мала и сравнима с элементами графиче-
ского представления результатов.
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Рис. 2. Диаграммы деформирования модельных материалов

На рис. 3 представлены предельные значения главного напряжения (σ1) и де-
формации (ε1), полученные в результате проведенных расчетов. Точки, показан-
ные на рисунке, соответствуют моменту образования соединительного кластера
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повреждений в представительном объеме материала.  На рисунке показаны также
доверительные интервалы (для уровня значимости 90 %), характеризующие раз-
брос величин, полученный при повторных расчетах. Как видно из представлен-
ных на рисунке данных, предельные значения главного напряжения возрастают
при увеличении объемного содержания армирующих волокон. В отличие от этого,
зависимость предельного значения главной деформации от содержания волокон
является существенно немонотонной: наблюдается рост предельной деформации
при увеличении содержания волокон от 7 % до 30 %, увеличение содержания во-
локон от 30 % до 40 % не приводит к существенному изменению величины пре-
дельной деформации, дальнейшее увеличение доли армирующих элементов до
50 % сопровождается снижением величины предельной деформации.
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Рис. 3. Предельные значения главного напряжения  и деформации

Полученные результаты хорошо согласуются с экспериментальными данными,
приведенными в [16] для случая сжатия композита поперек волокон, которому
наиболее полно соответствует использованный в расчетной методике критерий
прочности. Отмеченный факт снижения предельной деформации с одновремен-
ным ростом предельного напряжения при увеличении содержания армирующих
волокон можно интерпретировать как признак появления у материала характер-
ных особенностей  хрупкого разрушения. Данные, приведенные на рис. 3, позво-
лили построить кривую «предельных состояний» (σ*, ε*), которая показана на
рис. 2 пунктиром. Эта кривая разделяет области «допустимых» и «недопустимых»
состояний композита. В первом случае в представительном объеме материала по-
вреждения либо отсутствуют, либо сосредоточены в отдельных локализованных
фрагментах материала. Во втором случае в представительном объеме имеется со-
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единительный кластер повреждений, что в соответствии с принятым критерием
макроскопической прочности является признаком разрушения композита.

Представляет интерес также изменение величины доверительных интервалов,
характеризующих разброс результатов повторных вычислений, при возрастании
содержания армирующих волокон. В тех случаях, когда содержание волокон не
превышает 30 %,  повторные расчеты характеризуются достаточно малыми раз-
бросами результатов при определении предельных значений напряжений и суще-
ственно большими разбросами при определении значений предельных деформа-
ций. Результаты, полученные для модельного материала с содержанием волокон
40 %, характеризуются максимальными разбросами результатов и по деформаци-
ям, и по напряжениям. Увеличение доли армирующих волокон  до 50 % сопрово-
ждается резким уменьшением разброса результатов при определении значений
предельных деформаций. Можно полагать, что отмеченные особенности разбро-
сов результатов моделирования являются следствием того, что при разных объ-
емных соотношениях компонентов композита условия развития процессов накоп-
ления повреждений в компонентах существенно различаются.

Полученные в результате моделирования данные о виде диаграмм деформиро-
вания и предельных значениях главного напряжения и деформации позволили
оценить влияние объемного содержания армирующих волокон на удельную рабо-
ту разрушения композита:

*

1 1
0

W = d
ε

σ ε∫ , (13)

Характер изменения удельной работы разрушения модельных композитов с
увеличением объемного содержания включений показан на рис. 4.
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Рис. 4. Изменение работы разрушения с увеличением объемного содержания включений
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На рисунке также показаны доверительные интервалы для уровня значимости
90 %. Как видно из представленных результатов, при увеличении содержания во-
локон в композите от 7 % до 50 % величина удельной работы разрушения увели-
чивается в 3,5 раза. Как видно из представленных данных, связь между удельной
работой разрушения и содержания волокон в композите (C, %) хорошо аппрокси-
мируется линейной зависимостью вида

W a b C= + , (14)

где С – объемное содержание волокон (в процентах), значения коэффициентов:
a = 0,064, b = 0,008. Поскольку вычисленная величина удельной работы разруше-
ния непосредственно зависит от результатов, представленных на рис. 3, характер
изменения разбросов результатов при повторных вычислениях в обоих случаях
совпадает.

Таким образом, изложенный подход к моделированию композиционного мате-
риала, основанный на представлениях о многоуровневом характере процессов
формирования его механических свойств, дает возможность оценки эффективных
свойств композита на основе данных о механических характеристиках его компо-
нент и параметров структуры армирования. Достоинством такого подхода являет-
ся возможность анализа влияния процессов, протекающих на разных структурных
уровнях, на формирование эффективных механических свойств материала. Пока-
зано, что решение задачи о макроскопической прочности композита может быть
получено в результате исследования эволюции поля кластеров повреждений в
представительном объеме материала в процессе его нагружения. Полученные
данные свидетельствуют, что на свойства композита существенное влияние ока-
зывают как объемное соотношение его компонент, так и условия развития про-
цессов накопления повреждений на микро- и мезоскопическом масштабных уров-
нях.
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Sovetova Yu.V.,  Sidorenko Yu. N., Skripnyak V. A.  the Multilevel approach to studying the influ-
ence of the volumetric ratio in components of unidirectional carbon fiber composite on its me-
chanical properties. The problem of predicting effective mechanical properties of composite mate-
rials is considered. This problem is solved on the basis of the multilevel approach to the descrip-
tion of the material structure. For every level of the composite structure, the influence of damage
accumulation on the formation of mechanical properties of the material is considered. The possi-
bility of a detailed investigation of the influence of micro- and mesoscopic level effects on the
formation of effective mechanical properties of the composites is shown. The proposed numerical
procedure is used for the estimation of effective properties of model composites with volume ra-
tios of carbon fiber ranging from 7% to 50%. The task of estimating local properties of materials
is solved by the finite elements method. The ultimate values of strength and strain of the compos-
ite are determined as a result of studying the evolution of clusters of damages in representative
volumes of the material. It is shown that these values grow nonmonotonically with an increase in
the volume ratio of reinforcements. The results obtained have a good compliance with known ex-
perimental data.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ЛАМИНАРНОГО ЗАКРУЧЕННОГО ТЕЧЕНИЯ
В ВИХРЕВОЙ КАМЕРЕ1

В работе рассматривается численное моделирование закрученного ламинар-
ного течения вязкого газа в вихревой камере, которая используется для раз-
деления тонкодисперсных порошков на мелкую и крупную фракцию по за-
данному размеру частиц. Для повышения эффективности процесса фракци-
онного разделения частиц предлагается дополнительно закручивать стенки
вихревой камеры, что способствует выравниванию поля окружной скорости
и тем самым стабилизирует баланс центробежных и аэродинамических сил,
действующей на сепарируемые частицы. При такой постановке задачи су-
щественное влияние оказывает выбор геометрических параметров вихревой
камеры. Достоверность результатов и выводов, представленных в работе,
основывается на тестовых расчетах, а также на сопоставлении численных
решений, полученных в переменных вихрь – функция тока – окружная со-
ставляющая скорости и в переменных скорость – давление.

Ключевые слова: закрученные течения, скорость, градиент давления,  ро-
тор скорости, функция тока, ламинарный поток, вихревая камера.

Закрученные течения в вихревых камерах представляют практический интерес
при рассмотрении процессов сепарации и классификации для получения порош-
ков заданного гранулометрического состава. Вихревые камеры предназначены
для разделения на фракции в воздушном потоке частиц различных порошковых
материалов и могут быть использованы в производстве стройматериалов, керами-
ки, абразивных материалов, порошковой металлургии, химической, атомной и
других отраслях промышленности.

Физическая и математическая постановка

В настоящей работе для численного исследования аэродинамики классифика-
тора в качестве прототипа выбрана вихревая камера [1], которая представляет со-
бой цилиндрическую область с не вращающимися  стенками (рис.1). В камере та-
кого типа, закрученный поток газа вместе с частицами через сечение А-А посту-
пает в вихревую камеру и под действием перепада давления вместе с мелкой
фракцией частиц выходит через сечение  E-E. Крупная же фракция частиц, за счет
действия на нее центробежной силы, которая преобладает над аэродинамической
силой сопротивления частиц, отбрасывается на периферийную стенку классифи-
катора и, оседая по ней, попадает в крупный продукт фракционного разделения.
Известно, что вихревые камеры такого типа обладают достаточно большой произ-
водительностью по расходу несущей среды и твердой фазы. Однако эффектив-
ность фракционного разделения частиц по размерам существенно ниже, чем в
воздушно-центробежных классификаторах [2−3]. С нашей точки зрения, одной из
причин относительно низкой эффективности процесса фракционного разделения
                                                          
1 Работа поддержана грантом РФФИ 13-08-00367 А.
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мелкодисперсных порошков является существенная неоднородность поля окруж-
ной скорости. Для ее выравнивания будем использовать дополнительное враще-
ние стенок вихревой камеры с угловой скоростью вращения Ωd.

0
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z

B3 B r

E
B1B2

AA

1

2
3

4
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Рис. 1. Расчетная область

Таким образом, аэродинамику закрученного течения в зоне сепарации (рис. 1,
область BB1B2B3), показанной на рис. 1 будем проводить с учетом возможного
вращения всех стенок вихревой камеры. Движение закрученного потока несущей
среды описывается уравнениями Навье-Стокса, которые с учетом осевой симмет-
рии в цилиндрической системе координат в безразмерном виде можно предста-
вить:
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∂ ∂
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Здесь безразмерная форма уравнений получена путём введения масштабов длины
R (радиус вихревой камеры) и скорости U0 (среднерасходное значение скорости
на входе в вихревую камеру), τ=tU0/R – безразмерное время, Re = U0R/ν – число
Рейнольдса, h=H/R, где H – высота вихревой камеры. В силу небольших скоро-
стей, плотность газа считается постоянной, и безразмерная форма давления опре-
деляется с помощью постоянной плотности и квадрата скорости U0.

Для получения единственного решения ставятся следующие граничные усло-
вия. На стенках камеры радиальные и аксиальные составляющие вектора скорость
равны нулю. На оси симметрии задаются условия Неймана для осевой состав-
ляющей скорости и равенство нулю для радиальной компоненты скорости. Опре-
деление граничных условий для окружной компоненты скорости на входе в вих-
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ревую камеру и на вращающихся стенках даёт два дополнительных критерия: Rg
=Ωg R/U0  и Rd =Ωd R/U0. Здесь Ωg –  средняя угловая скорость вращения газа на
входе в вихревую камеру и Ωd – угловая скорость стенок зоны сепарации. Таким
образом, закрученное течение  в вихревой камере определяется тремя критерия-
ми: Re, Rg и Rd.  Последние два критерия, по сути, есть обратные числа Россби.

Решение в переменных функция тока, вихрь, окружная скорость

Для решения уравнений Навье-Стокса для осесимметричного случая в пере-
менных «вихрь – функция тока» воспользуемся определениями завихренности ω
и функции тока ψ следующими зависимостями:

1
ru

r z
∂Ψ

=
∂

;   1
zu

r r
∂Ψ

= −
∂

; (5)

r zu u
z r

∂ ∂
ω = −

∂ ∂
. (6)

После подстановки составляющих вектора скорости (5) в зависимость определе-
ния вихря (6), получим уравнение Пуассона для определения функции тока ψ

2 2

2 2
1 ,r
r rr r

∂ Ψ ∂ Ψ ∂Ψ
+ = ω +

∂∂ ∂
(7)

Эллиптическое уравнение (7) можно перевести в параболическое относительно
времени, так как рассматривается стационарное решение задачи. В результате по-
лучим:

2 2

2 2
1

1r
r rr r

⎛ ⎞∂Ψ ∂ Ψ ∂ Ψ ∂Ψ
− + = −ω −⎜ ⎟∂τ ∂∂ ∂⎝ ⎠

. (8)

Здесь τ1 – безразмерное время, которое фактически является итерационным пара-
метром при численном решении уравнения (8).

Перекрестным дифференцированием уравнений (1) и (2) с последующим вы-
читанием второго из первого, получим уравнение переноса вихря ω

( ) ( ) 2 2
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(9)

Таким образом, решение задачи сводится к решению дифференциальных
уравнений (3), (8)-(9). Для получения единственного решения задаются следую-
щее граничные условия. На входе в вихревую камеру: функция тока определяется
интегрированием осевой скорости  по зависимости (5); вихрь равняется нулю в
силу постоянства осевой составляющей скорости; окружная скорость определяет-
ся формулой  uϕ=r Rg . На оси симметрии: ψ=0, ω=0, uϕ=0. На стенках вихревой
камеры имеем: ψ=const, вихрь определяется формулой Тома [4], uϕ=r·Rd. На вы-
ходе из вихревой камеры для всех искомых функций используется условие Ней-
мана ∂/∂z=0.

Решение в физических переменных скорость – давление

Для проверки достоверности полученных результатов поставленная задача
решается также в переменных «скорость-давление». Решение безразмерной сис-
темы уравнений (1) – (4) проводится методом физического расщепления полей
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скорости и давления с использованием разнесенной разностной сетки [5]. Пред-
ставим  кратко методику расчета на основе этого метода. Уравнение переноса им-
пульса символически в векторном и безразмерном виде можно записать:

21( )
Re

u u u u р∂
+ ⋅∇ − ∇ = −∇

∂τ

G G G G . (10)

Применяя метод физического расщепления полей скорости и давления, задача
разбивается на два этапа:

( ) 2* *
* *

1
Re

n
nu u

u u u p
−
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δτ

G G
G G G ; (11)

1
* ( )

nu u
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+ −
= −∇ δ

δτ

G G
. (12)

Здесь сумма уравнений (11) и (12) аппроксимирует уравнение (10), символом δ
обозначается приращение функции, а звездочкой обозначается промежуточный
вектор скорости. Умножая на градиент уравнение (12) и, учитывая выполнение
уравнения неразрывности для вектора скорости на n+1 временном слое, получим
уравнение Пуассона для определения поправки к давлению δp

( ) ( )2 * .
u

p
∇ ⋅

∇ δ =
δτ

G
(13)

После расчета уравнения (11) определяется значение промежуточного вектора
скорости, затем из уравнения Пуассона (13) определяется поправка к давлению.
Зная величину вектора скорости на промежуточном временном слое и поправку к
давлению, можно перейти к расчету скоростей и давления на n+1 временном слое
с помощью зависимости (12)

( )1
*

nu u p+ = − ∇ δ δτ
G G ;

1n np p p+ = + δ .
На всех границах для поправки к давлению δp на всех границах используется

условия Неймана в соответствии с работой [5], а граничные условия для скоро-
стей представлены выше.

Численный метод решения

Решение системы уравнений в переменных вихрь-функция тока и в перемен-
ных скорость-давление можно привести к решению системы нестационарных
скалярных уравнений переноса, которые решаются эволюционным методом до
установления по времени. Для каждого скалярного уравнения переноса в системе
уравнений вихрь-функция тока и скорость-давление используется обобщенный
неявный метод переменных направлений в дельта форме, который имеет второй
порядок точности по времени [6]. Представим нестационарное уравнение перено-
са субстанции Ф в операторной форме
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.
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В результате расщепления задача сводится к решению системы уравнений:
*

*1 ( )
2

n
r fδΦ

− Λ δΦ =
δτ

;

** *
**1 ( )

2 z
δΦ δΦ

− Λ δΦ =
δτ δτ

;

1 **n n+Φ = Φ + δΦ ,

где ( ) ( )n n n
r zf W= Λ Φ + Λ Φ + .

Результаты численных расчетов

Достоверность получаемых решений определялась тестовыми исследованиями
на сеточную сходимость, а также сравнением численных решений полученных с
использованием двух подходов: вихрь-функция тока и скорость-давление. На
рис. 2 показано сравнение радиальной, окружной и осевой составляющих вектора
скорости в среднем сечении 2 (рис.2а) и в выходном сечении E-E вихревой каме-
ры (рис.2б). На рис.2 сплошные кривые соответствуют методу решения в пере-
менных вихрь-функция тока, а точками показано решение в переменных ско-
рость-давление.
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Рис. 2. Сравнение результатов численного решения двумя подходами: вихрь-функ-
ция тока и cкорость-давление при параметрах закрученного течения Re = 10, Rg = 1,
Rd = 1, h = 1.5

Численные исследования поля окружной скорости показали, что вблизи стенок
вихревой камеры образуются существенные градиенты окружной скорости при
отсутствии вращения стенок, что может стать причиной попадания крупных час-
тиц в мелкий продукт процесса фракционного разделения. В случае же вращения
стенок камеры поле окружной скорости существенно выравнивается не только
вблизи стенок аппарата, но также во всей области (примерно при r > 0.4), где соб-
ственно и происходит сепарация крупных частиц. Для иллюстрации сказанного на
рис. 3 показано распределение изолиний окружной скорости при вращающихся
стенках камеры, а на рис. 4 – без вращения стенок при тех же параметрах потока.
На рис. 5 показано распределение линий тока в вихревой камере.
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Рис. 3. Изолинии окружной
составляющей скорости в
вихревой камере при пара-
метрах Re=10, Rg=1, Rd=1,
h = 1.5.

Рис. 4. Изолинии окружной
составляющей скорости в
вихревой камере при пара-
метрах Re=10, Rg=1, Rd=0,
h=1.5.

Рис. 5. Распределение ли-
ний тока в вихревой камере
при параметрах потока
Re=10, Rg=1, Rd=1, h=1.5.

При уменьшении в два раза высоты вихревой камеры показаны аналогичные
распределения изолиний окружной скорости при вращении стенок камеры (рис. 6)
и без вращения стенок (рис. 7), а также распределение линий тока (рис. 8) при тех
же параметрах закрученного течения.
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Рис. 6. Изолинии окружной
составляющей скорости в
вихревой камере. Re=10,
Rg=1, Rd=1, h=0.75.

Рис. 7. Изолинии окружной
составляющей скорости в
вихревой камере. Re=10,
Rg=1, Rd=0, h=0.75.

Рис.8. Распределение линий
тока в вихревой камере.
Re=10, Rg=0, Rd=1, h=0.75.
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На рис. 9, а и рис. 9б показано изменение осевой составляющей вектора скоро-
сти в сечениях 1, 2, 3 (рис. 9а) вихревой камеры и в сечениях E-E,4,5 (рис.9б), ме-
стоположение сечений показано на рис.1. Из рис.9а хорошо видно, что в области
сепарации, т.е. примерно при r>0.4 распределение осевой скорости существенно
не меняется, а значение радиальной скорости существенно меньше осевой. Таким
образом, добиваясь стабильности окружной составляющей скорости за счет вра-
щения стенок камеры, получаем в области сепарации постоянное поле скорости,
что несомненно, должно привести к повышению эффективности процесса фрак-
ционного разделения частиц.
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Рис.9. Изменение вертикальной составляющей вектора скорости в а) средних сече-
ниях расчетной области и б) в выходной части вихревой камеры.  Re=10, Rw=1,
Rd=1, h=1.5.

Заключение

В работе представлено моделирование закрученного потока вязкого газа в
вихревой камере с вращающимися твердыми границами. Достоверность прове-
денного исследования обоснована тестовыми исследованиями, а также путем
сравнения решений полученных на основе двух подходов: вихрь-функция тока и
скорость-давление. В работе показано влияние геометрического параметра h и
критериев вращения Rg и Rd на распределение поля скорости несущей среды в
вихревой камере. Анализ аэродинамики закрученного ламинарного течения пока-
зал, что дополнительное вращение стенок вихревой камеры позволяет существен-
но уменьшить градиенты окружной скорости в зоне сепарации частиц и тем са-
мым получить более равномерное поле вектора скорости, что, несомненно, при-
ведет к более благоприятному режиму фракционного разделения мелкодисперс-
ных частиц.
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Shvab A.V., Popp  M.Yu. MODELING OF THE LAMINAR SWIRLING FLOW IN A VORTEX
CHAMBER. In this paper, numerical modeling of the swirling laminar viscous flow in the vortex
chamber used for the separation of fine powders into small and large fractions by a given particle
size is considered. To enhance the efficiency of particle separation, it is proposed to additionally
tighten the walls of the vortex chamber to equalize the circumferential velocity field and thereby
to stabilize the balance of centrifugal and aerodynamic forces acting on the separated particles. In
this formulation of the problem, the choice of geometrical parameters of the vortex chamber is of
great importance. Reliability of the results and conclusions presented in the paper is based on test
calculations, as well as on a comparison of the numerical solutions obtained in the vortex – stream
function – circumferential velocity variables and in the speed–pressure variables.

Keywords: swirling flows, speed, pressure gradient, vorticity, stream function, laminar flow, vor-
tex chamber.
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