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Ц.Д. Норбосамбуев

РАНГ ФОРМАЛЬНОЙ МАТРИЦЫ. СИСТЕМА ФОРМАЛЬНЫХ
ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ. ДЕЛИТЕЛИ НУЛЯ

Вводится понятие ранга формальной матрицы со значениями в данном ком-
мутативном кольце и рассматриваются системы формальных линейных
уравнений. Приводятся некоторые свойства ранга. Получены необходимые
и достаточные условия существования решения однородной системы фор-
мальных линейных уравнений. Находится условие, при котором формальная
матрица будет левым или правым делителем нуля.

Ключевые слова: кольцо, формальная матрица, ранг формальной матри-
цы, система формальных линейных уравнений.

Везде далее R – коммутативное кольцо с единицей; Rm – R-модуль всех вектор-
столбцов длины m; M(n×m, R) – множество матриц размера n×m с элементами из
кольца R; Coli (A) и Rowj (A) – i-й столбец и j-я строка матрицы А соответственно;
K = M(n, R, Σ) – кольцо формальных матриц порядка n над кольцом R, с системой
множителей Σ = {sijk | i, j, k = 1,…,n}.

Подробно познакомиться с формальными матрицами и кольцами формальных
матриц можно в [1−4].

1. Ранг формальной матрицы

Напомним сначала определение ранга матрицы над произвольным коммута-
тивным кольцом с единицей (см.[3]).

Пусть ( , )A M n m R∈ × .
Определение 1. Для всякого t = 1,…,r = min{m,n} через It (A) будем обозначать

идеал в R, порожденный всеми (t×t)-минорами матрицы A.
Таким образом, для нахождения  It (A) необходимо вычислить определители

всех (t×t)-подматриц в матрице А и затем взять идеал, порожденный ими. По тео-
реме Лапласа всякий (t+1)×(t+1)-минор матрицы А лежит в  It (A). Поэтому имеет
место следующая цепочка вложений идеалов в R:

1 2 1( ) ( ) ... ( ) ( )r rI A I A I A I A R−⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ .
Кажется логичным продолжить определение идеала It (A) на все целые числа

следующим образом:

{(0),  если min{ , };( )
,  если 0.t

t m nI A
R t

>
=

≤
Тогда 1 1 2 1 00 ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( )r r rI A I A I A I A I A I A R+ −= ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ = .
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Определение 2. Аннулятором непустого множества S в кольце R называется
множество ( ) { | 0, }RAnn S r R s r s S= ∈ ⋅ = ∀ ∈ .

Найдя аннуляторы идеалов It (A), получим вложения:

0 1 2

1

(0) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ...
... ( ( )) ( ( )) ((0)) .

R R R R

R r R r R

Ann R Ann I A Ann I A Ann I A
Ann I A Ann I A Ann R+

= = ⊆ ⊆ ⊆
⊆ ⊆ = =

Заметим, что если AnnR(It (A)) ≠ (0), то AnnR(Ik (A)) ≠ (0) для всех k ≥ t.
Определение 3. Рангом матрицы ( , )A M n m R∈ × , обозначаемым через rk(A),

назовем следующее число: ( ) max{ | ( ( )) (0)}R trk A t Ann I A= ∈ =] .
Теперь определим ранг формальной матрицы в кольце K = M(n, R, Σ), введён-

ном выше. Далее увидим, что на самом деле можно определить n рангов.
Пусть A K∈ . Зафиксируем число {1,..., }l n∈ . Существует гомоморфизм ко-

лец ηl : K→M(n, R), ( ) ( )ij ij ija t a⋅6 , где ij ijlt s= ∈ Σ  (см. [1]). Другими словами,
ηl (aij) = (sijl · aij).

Определение 4. Назовем Σ-рангом, l-рангом или просто рангом rl (A) матрицы
A K∈ ранг матрицы ( ) ( , )l A M n Rη ∈ . То есть rl (A) = rk(ηl (A)). Подробнее –

( ) max{ | ( ( ( ))) (0)}l R t lr A t Ann I A= ∈ η =] .
Итак, имеем n рангов – r1 (A), r2 (A), r3 (A),…, rn (A) матрицы A K∈ .
Замечание 1. Эти ранги у одной и той же матрицы могут не совпадать для

разных l∈{1,…,n}.
Пусть теперь ( , )A M m n R∈ × , то есть A – прямоугольная матрица размера

m×n. Определим ранг матрицы А относительно кольца формальных матриц
K = M(n, R, Σ).

Пусть m<n. Тогда можно «дополнить» матрицу А до матрицы порядка n, допи-
сав к А снизу (n–m) нулевых строк. Полученную матрицу будем обозначать через

0
A⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

:

11 12 1

1 2

... ...

... ...
0 0 ... ... 00

0 0 ... ... 0

n

m m mn

a a a

A a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎛ ⎞ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

# # #

# # #

.

Полагаем ( )
0l l
Ar A r ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
.

Теперь пусть m>n. Также «дополним» матрицу А до матрицы порядка n, допи-
сав к А справа (m–n) нулевых столбцов. Полученную матрицу будем обозначать
через (A | 0):

( )
11 12 1

1 2

... 0 ... 0
| 0

... 0 ... 0

n

m m mn

a a a
A

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠
# # # # # .

Полагаем rl (A) = rl (A | 0).
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Приведем далее несколько простых фактов, непосредственно вытекающих из
определения ранга формальной матрицы.

Лемма 1. Пусть ( , )A M m n R∈ × , K = M(n, R, Σ) – кольцо формальных матриц.
Имеют место следующие соотношения и импликации для любого фиксированно-
го l∈{1,…,n}:

1) 0 ( ) min{ , }lr A m n≤ ≤ ;
2) ( ) ( ), , ( ( , , ))l lr A r PAQ P Q U M n R= ∀ ∈ Σ ;
3) 1( ) 0 ( ( ( ))) (0)l R lr A Ann I A= ⇔ η ≠ ;
4) Если m = n, то ( ) ( ) ( )lr A n d A Z R< ⇔ ∈ , где d(A) – определитель формаль-

ной матрицы А, Z(R) – множество делителей нуля кольца R.
Доказательство. Пункты 1), 3) и 4) прямо следуют из определения Σ-ранга

формальной матрицы и леммы 4.11 в [3].
2) Для всяких матриц B ∈ ( , )M m p R×  и C∈ ( , )M p n R×  справедлив следую-

щий факт [5]: ( ) ( ) ( )t t tI BC I B I C⊆ ∩ , t∀ ∈] . Теперь можем заключить:
1( ( )) ( ( )) ( ( ( ))) ( ( ))t l t l t l t lI PA I A I P PA I PA−η ⊆ η = η ⊆ η , то есть ( ( )) ( ( ))t l t lI PA I Aη = η ,

t∀ ∈] , 1, ,{ }l n∈∀ … . Аналогично можем проверить равенство:
( ( )) ( ( ))t l t lI PAQ I PAη = η , t∀ ∈] , 1, ,{ }l n∈∀ … . Откуда прямо следует:
( ) ( ), , ( ( , , ))l lr A r PAQ P Q U M n R= ∀ ∈ Σ .,
Следствие 1. Так как определитель формальной матрицы не зависит от выбора

номера {1,..., }l n∈ , то из пункта 4) леммы 1 вытекает, что если rl (A) < n хотя бы
для одного l, то он не равен n ни для какого другого номера {1,..., }k n∈ .

2. Системы формальных линейных уравнений

Пусть ( , )A M m n R∈ ×  и m<n. Под системой формальных линейных уравнений
(СФЛУ) понимаем матричное уравнение

0 l l
A X B⎛ ⎞ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
D ,

где Xl – квадратная матрица порядка n с элементами x1,x2,…,xn в l-м столбце и ну-
лями на всех остальных местах, Bl – аналогичная матрица, но с элементами
b1,b2,…,bn. То есть, в полном виде:

11 12 1

1 1

2 21 2

... ...
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0... ...

0 0 ... ... 0
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 ... ... 0

n

m m mn

n n

a a a
x b
x ba a a

x b

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟
⎝ ⎠

… … … …# # #
… … … …D # # # # # # # # # #
… … … …# # #

.

Замечание 3. В данном случае в l-м столбце матрицы Bl последние n–m эле-
ментов всегда равны нулю.

Если ( , )A M m n R∈ ×  и m>n, то, аналогично, системой формальных матричных
уравнений назовем матричное уравнение:

( )| 0 l lA X B=D ,



8 Ц.Д. Норбосамбуев

где Xl – квадратная матрица порядка m с элементами x1,x2,…,xn,0,…,0 в l-м столбце
и нулями на всех остальных местах, Bl – квадратная матрица порядка m с элемен-
тами b1,b2,…,bm в l-м столбце и нулями на всех остальных местах.

В частности, при m = n, то есть, если A – квадратная матрица, имеем систему
l lA X B=D , или

11 12 1 1 1

21 22 2 2 2

1 2

... 0 0 0 0 0 0 0 0

... 0 0 0 0 0 0 0 0

... 0 0 0 0 0 0 0 0

n

n

n n nn n n

a a a x b
a a a x b

a a a x b

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

… … … …
… … … …D# # # # # # # # # # # # #
… … … …

.

Далее везде будем писать l lA X B=D . Если матрица А прямоугольная, то до-
писывая в систему формальных линейных уравнений нулевые строки или столб-
цы всегда можем получить систему с квадратной матрицей.

Перемножая матрицы A и Xl, имеем равенство

1 1
1

1

22 2
1

1

0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 00 0 0 0 .

0 0 0 0

0 0 0 0

n

kl k k
k
n

kl k k
k

nn

nkl nk k
k

s a x

b
bs a x

b

s a x

=

=

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

∑

∑

… …
… …
… …… …

# # # # #
# # # # # … …

… …

 ( ∗ )

Замечание 4. В зависимости от выбора l∈{1,…,n} получим n различных
СФЛУ, не обязательно эквивалентных между собой.

Предложение 1. Система формальных линейных уравнений l lA X B=D  экви-
валента обычной системе линейных уравнений ηl (A) · X = B над кольцом R, где X
и B – вектор-столбец неизвестных и вектор-столбец (b1,b2,…,bn)T длины n соответ-
ственно.

Доказательство. Действительно, отбросив в равенстве ( ∗ ) нулевые столбцы,
получим n линейных уравнений над R, которые можно объединить в систему

11 11 1 12 12 2 1 1 1

21 21 1 22 22 2 2 2 2

1 1 1 2 2 2

...

...

...

l l nl n n

l l nl n n

n l n n l n nnl nn n n

s a x s a x s a x b
s a x s a x s a x b

s a x s a x s a x b

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨
⎪

+ + + =⎪⎩
# .

Матрица

11 11 12 12 1 1

21 21 22 22 2 2

1 1 2 2

...

...

...

l l nl n

l l nl n

n l n n l n nnl nn

s a s a s a
s a s a s a

s a s a s a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

# # #

является образом матрицы A относительно гомоморфизма ηl.
Очевидно, что решение этой системы nRξ ∈  будет решением и для

СФЛУ l lA X B=D , если записать его в виде матрицы с нулями везде, кроме l-го

столбца, в который нужно вписать вектор nRξ ∈ .,
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Если Bl  = 0, то система 0lA X =D  называется однородной. У такой системы
всегда имеется, по крайней мере, одно решение, а именно Xl = 0, называемое три-
виальным или нулевым.

Следующий результат, являющийся аналогом теоремы Маккоя [7], дает необ-
ходимые и достаточные условия для существования нетривиального решения од-
нородной системы формальных линейных уравнений.

Теорема 1. Пусть ( , )A M m n R∈ × . Однородная СФЛУ 0lA X =D  имеет нетри-
виальное решение тогда и только тогда, когда rl (A) < min{m,n}.

Доказательство. Согласно предложению 1, однородная система 0lA X =D
имеет нетривиальное решение тогда и только тогда, когда имеет нетривиальное
решение однородная система ηl (A) · X = 0. Тогда по теореме Маккоя (см. [5], тео-
рема 5.3) последнее эквивалентно неравенству rk(ηl (A)) < min{m,n}. Осталось за-
метить, что rl (A) = rk(ηl (A)) по определению ранга rl (A).,

Следствие 2. Однородная СФЛУ имеет нетривиальное решение, если количе-
ство уравнений в ней меньше числа неизвестных.

Доказательство. Действительно, пусть 0lA X =D  – система, в которой коли-
чество уравнений меньше числа неизвестных, то есть m < n. По пункту 1) леммы 1
rl (A) ≤ min{m,n} = m < n. Тогда по теореме 1 система 0lA X =D  имеет нетриви-
альное решение. ,

Далее будем говорить о неоднородных системах, то есть Bl – не обязательно
нулевая матрица.

 Комбинируя предложение 1 и теорему 5.17 из [5], несложно убедиться в том,
что правило Крамера остается справедливым для СФЛУ.

Теорема 2 (Правило Крамера). Пусть A K∈  и ( ) ( )d A U R∈ , другими слова-
ми, пусть А – обратимая формальная матрица. Тогда для любой матрицы Bl с l-м
столбом 1 2Col ( ) ( , ,..., )T n

l l nB b b b R= ∈  и нулями на всех остальных местах урав-
нение l lA X B=D  имеет единственное решение – матрицу lΛ ∈K с l-м столбцом

1 2Col ( ) ( , ,..., )T n
l l ny y y RΛ = ∈ , где

11 11 1, 1, 1 1 1 1, 1, 1 1 1 1

1 21 21 2, 1, 2 1 2 2, 1, 2 1 2 2

1 1 , 1, 1 , 1, 1

d( ) det , 1,..., ,

l j l j j l j nl n

l j l j j l j nl n
j

n l n n j l nj n n j l nj nnl nn

s a s a b s a s a
s a s a b s a s a

y A j n

s a s a b s a s a

− − + +

− − − + +

− − + +

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⋅ ∀ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

… …
… …

# # # # #
… …

и нулями на всех остальных местах.
Итак, если А – обратимая формальная матрица, то СФЛУ l lA X B=D  имеет

единственное решение для любой lB ∈K. Следующая теорема дает необходимые
условия, при которых уравнение l lA X B=D  имеет решение для любой

( , )A M m n R∈ ×  и любой lB ∈K.
Теорема 3. Пусть ( , )A M m n R∈ × . Допустим, что СФЛУ l lA X B=D  имеет

решение. Тогда It (ηl (A)) = It (ηl (A) | Coli (Bl)), для любого {1,..., }t n∈ , где
(ηl (A) | Coli (Bl)) – матрица ηl (A) с приписанным справа l-м столбцом матрицы Bl.

Доказательство этой теоремы следует из предложения 1 и теоремы 5.21 в [5].
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Замечание 5. В теореме 3 мы могли сразу считать, что m ≤ n.
Доказательство. Действительно, пусть ( , )A M m n R∈ ×  и m>n. Легко видеть,

что It (A) = It (A | 0), где | 0A  – матрица А с дописанными справа (m–n) нулевыми
столбцами. Матрица A | 0 имеет размерность n×n. Смысл вышесказанного в том,
что, переходя от А к A | 0, можем, без потери общности, считать, что m ≤ n. ,

В общем случае выполнение равенства It (ηl (A)) = It (ηl (A) | Coli (Bl)) не гаран-
тирует существование решения для системы l lA X B=D . Следующий результат,
аналогичный теореме Камиона – Леви – Манна [6] для систем линейных уравнений
над кольцом R, дает достаточные условия для разрешимости СФЛУ l lA X B=D .

Можем полагать Bl ≠ 0 и m ≤ n.
Через Im (ηl (A) | B)* будем обозначать идеал в R, порождаемый всеми

(m×m)-минорами матрицы(ηl (A) | Coli (Bl)), которые включают элементы
последнего столбца. Другими словами, Im (ηl (A) | B)* порождается множеством

1 1 1 1 1{ ( ,..., ; ,..., , 1) |1 ... }m m mi i j j n j j n− −∆ + ≤ < < ≤ .
Теорема 4. Пусть ( , )A M m n R∈ × , m ≤ n и rl (A) = 0. Допустим, что

в R существует идеал W и неделитель нуля z∈R такие, что
( ( ) | )* ( ( ))m l m lWI A B Rz WI Aη ⊆ ⊆ η . Тогда СФЛУ l lA X B=D  имеет решение.
Доказательство этой теоремы следует из предложения 1 и теоремы 5.25 в [3].
Следствие 3. Пусть матрица ( , )A M m n R∈ ×  такая, что Im (ηl (A)) = R для неко-

торого фиксированного {1,..., }l n∈ . Тогда для любой lB K∈  СФЛУ l lA X B=D
имеет решение.

3. Делители нуля в кольце формальных матриц

Формальная матрица A из кольца K = M(n, R, Σ) формальных матриц порядка n
над кольцом R с системой множителей { ( ) | , , 1,..., }ijks C R i j k nΣ = ∈ =  называется
левым делителем нуля, если 0A B =D  для некоторой ненулевой формальной мат-
рицы B из K. Аналогично, A∈K – правый делитель нуля, если 0B A =D  для какой-
то ненулевой B∈K. Следующая теорема характеризует делители нуля в K.

Теорема 5. Пусть A∈K. Эквивалентны следующие утверждения:
1) A – левый делитель нуля в K;
2) A – правый делитель нуля в K;
3) ( ) ( )d A Z R∈ ;
4) rl (A) < n для любого l∈{1,…,n}.
Доказательство. Схема доказательства: 4)↔3), 4)→1), 2)→3), 1)→2).
4)↔3) По лемме 1.
4)→1). Так как rl (A) < n для любого l∈{1,…,n}, то по теореме 1 СФЛУ 0lA X =D

имеет нетривиальное решение. Таким образом, A – левый делитель нуля в K.
2)→3). Пусть R̂  – кольцо частных кольца R. Ясно, что существует кольцо

формальных матриц ˆ ˆ( , , )K M n R= Σ . Считаем, что ˆR R⊆  и ˆK K⊆ . Допустим,

что d(A) – неделитель нуля. Значит, d(A) – обратимый элемент в R̂ . Тогда по [1]
матрица A обратима в K̂ .

Из равенства 0B A =D  получаем B = 0. Но по условию B ≠ 0. Противоречие.
Итак, ( ) ( )d A Z R∈ .
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1)→2). Пусть ,A B K∈  – ненулевые формальные матрицы и 0A B =D . Тогда в
кольце KT будет справедливо равенство: BT*AT = 0, то есть AT – правый делитель
нуля в KT. Тогда по 2)→3)→1) AT – также левый делитель нуля в KT. Значит, най-
дется ненулевая матрица C∈K, для которой AT*C = 0. Возвращаясь в кольцо K,
получаем равенство 0TC A =D . То есть A – правый делитель нуля в K. ,

Таким образом, правые и левые делители нуля в кольцах формальных матриц
со значениями в данном коммутативном кольце R совпадают и их определители –
делители нуля в R.
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ON AN EXTREMAL PROBLEM FOR NONOVERLAPPING DOMAINS1

The paper considers the problem of finding the range of the functional
( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0( , , , )I J f z f z F F= ζ ζ  defined on the class M  of functions pairs

( ) ( )( ),f z F ζ  that are univalent in the system of the disk and the interior of the
disk, using the method of internal variations. We establish that the range of this
functional is bounded by the curve whose equation is written in terms of elliptic
integrals, depending on the parameters of the functional I.

Keywords: Method of internal variations, Univalent function, Nonoverlapping
domains, Functional range, Elliptic integrals.

1. Introduction

In the geometric theory of univalent functions there are a number of papers and
books devoted to the problem of nonoverlapping domains. These problems were
developed by M.A. Lavrentiev [1], G.M. Goluzin [2], James A. Jenkins [3], Z. Nehari
[4], N.A. Lebedev [5], M. Shiffer [6], R. Kühnau [7] and others. A summary of results
in this area is contained in [8].

Let D  and D∗ be nonoverlapping simply connected domains in the -w plane such
that 0 D∈  and *D∞ ∈ . Assume that :f E D→  and * *:F E D→  are holomorphic
and meromorphic (respectively) univalent functions normalized by the conditions

(0) 0f =  and ( )F ∞ = ∞ . Here { }: 1E z z= ∈ <^  and { }* : 1E z= ζ ∈ >^ . The
family of all such pairs ( ) ( )( ),f z F ζ  is called the class M . Some extremal problems
for this class were studied in [5, 9, 10].

Let :J G → ^  and ( )1 2 3 4, , ,J J= ω ω ω ω  is an analytic in some domain 4G ⊂ ^
nonhomogeneous and nonconstant function.

Now we fix an arbitrary points z0∈E, ζ0∈E∗ and define on the class M  a functional
( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 0: ,   ( , ) , , ,I I f F J f z f z F F→ = ζ ζ^M . (1)

This paper considers the problem of finding the range ∆  of the functional I  on the
class M . Since together with pair ( ) ( )( ),f z F ζ  the class M  contains the following

pairs of functions ( ) ( )( ),i if ze F eϕ ψζ  for any parameters ,ϕ ψ ∈\ , then we reduce the

initial problem to an equivalent one for the functional
( ) ( ) ( ) ( )( ), , ,I J f r f r F F= ρ ρ ,

where ( )0 0,1r z= ∈ , ( )0 1,ρ = ζ ∈ +∞ . Further on we will solve this problem. We
note that the class of such problems has a long history. Its special cases have been
studied in the works [11, 12].
                                                          
1 The second author was supported by RFBR Grant no 18-31-00011.
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Taking into account that the class M  contains the pair of functions
( ) ( )( )1,f zt F t−ζ  for any [ ]0,1t ∈  (see [9]), we have that the range ∆  of the functional

(1) is a connected set. Note that if the class M  complement the pair of functions
( )( ),f z ∞ , where ( )f z , (0) 0f = , is a holomorphic univalent function in E , then ∆

will be a closed set [13]. Hence, it suffices to find the boundary Γ  of the set ∆ .
A point 0I ∈ Γ  is called a nonsingular boundary point if there exists an exterior

point Ie for ∆  such that the distance between Ie and I0 is equal to the distance between Ie
and the set ∆ , i.e.

0 infe eI
I I I I

∈∆
− = − . (2)

The set Г0 of nonsingular boundary points is dense in Γ  [14]. Thus, the initial
problem of finding the range ∆  of (1) is replaced by an equivalent extremal problem:
find the minimum of the real-valued functional eI I−  on M  for all possible eI ∉ ∆ .

The functions giving nonsingular boundary points of a functional are called the
boundary functions of this functional; i.e., these are the functions at which the values of
the functional are nonsingular boundary points.

In this paper, to solve the problem we apply Schiffer’s method of internal variations
[15] using pairs of varied functions from [5]. In [10, 16] this method has been
developed to studying the range of some functionals defined on the classes of pairs
functions.

Main results are given in the following Section 2.

2. Differential equations for the boundary functions.
The equation of the boundary of ∆

Now write the variational formulas for boundary functions ( )f z  and ( )F ζ  on the
class M  in the form

( ) ( ) ( ) ( , )f z f z P z o zε = + ε + ε ,

( ) ( ) ( ) ( , )F F Q oε ζ = ζ + ε ζ + ζ ε

for ε  positive and sufficiently small. Because the functional (1) is Gâteaux
differentiable, we can rewrite it in the form

0 0 0 0
*

1 2 3 4

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

J J J J
I I P r P r Q Q o

∂ ω ∂ ω ∂ ω ∂ ω⎧ ⎫
= + ε + + ρ + ρ + ε⎨ ⎬

∂ω ∂ω ∂ω ∂ω⎩ ⎭
,

where ( )* ( ), ( )I I f z Fε ε= ζ , ( ) ( ) ( ) ( )( )0 , , ,f r f r F F Gω = ρ ρ ∈ .

Let ( )( ), ( )f z F ζ  be a boundary pair of functions of this functional giving the point
I0. The equality (2) implies that

* 0e eI I I I− ≥ − .
From here each boundary pair of functions satisfies the necessary condition

[ ]Re ( ) ( ) 0pP r qQ+ ρ ≥ (3)

where 0 0

1 2

( ) ( )i iJ J
p e e− α α∂ ω ∂ ω⎛ ⎞

= + ⎜ ⎟∂ω ∂ω⎝ ⎠
, 0 0

3 4

( ) ( )i iJ J
q e e− α α∂ ω ∂ ω⎛ ⎞

= + ⎜ ⎟∂ω ∂ω⎝ ⎠
and ( )arg I Iεα = − .



On an extremal problem for nonoverlapping domains 15

Lemma 1. Let ( ), ( )f z F ζ  be boundary functions of functional (1). Then the union

of domains D  and *D  has no exterior points in w^ .
Proof. Suppose that *D D∪  has at least one exterior point 0w  in the w-plane. Then

by definition of the exterior point there exists a neighborhood of the point 0w
consisting of exterior points. Using the pair of varied functions

0
0

( )( , ) ( )
( )
f zf z f z A

f z w
ε = + ε

−
, 0

0

( )( , ) ( )
( )
FF F A

F w
ζ

ζ ε = ζ + ε
ζ −

,

where 0w  is an exterior point for D  and *D  simultaneously and A0 is an arbitrary
complex constant, as the comparison pair in (3), rewrite it as

( )( )
0

0
0 0

( )
Re 0

( ) ( )
R w

A
f r w F w

⎛ ⎞
≥⎜ ⎟− ρ −⎝ ⎠

, (4)

where 0( )R w  is a linear polynomial. The fraction in the condition (4) is equal to zero,
otherwise in view of the arbitrariness of 0arg A  we can choose it so that the left side will
be negative. Therefore 0( ) 0R w = . It is possible only for a single point, while inequality
(4) should be performed for any point from the neighborhood of the w0. This
contradiction proves the lemma.

Further, to obtain differential equations for the boundary functions of the functional
(1) we consider the following pairs of variational formulas from [5]:

1) 0
0 2

0 00 0

( )( ) ( )( , ) ( )
( ) ( ) ( )

f zf z zf zf z f z A
f z f z z zz f z

⎛ ⎞′
ε = + ε − +⎜ ⎟⎜ ⎟− −′⎝ ⎠

2
0

0 2
00 0

( ) ( ) ( , )
1( )

f z z f zA o z
z zz f z
′

+ε + ε
′ −

, (5)

0
0

( )( , ) ( )
( ) ( )

f zF F A
f z F

ζ ε = ζ + ε
− ζ

,

where 0z E∈ , 0A  is an arbitrary complex constant;

2) 0
0

( )( , ) ( )
( ) ( )

f zf z f z A
f z F

ε = + ε
− ζ

,

2
0

0 2 2
0 00 0

( )( ) ( )( , ) ( )
( ) ( ) ( )

FF FF F A
F F F

⎛ ⎞′ζζ ζ ζ
ζ ε = ζ + ε − +⎜ ⎟⎜ ⎟ζ − ζ ζ − ζ′ζ ζ⎝ ⎠

0
0 2 2

00 0

( ) ( ) ( , )
1( )

F FA o
F

′ζ ζ ζ
+ ε + ζ ε

′ − ζ ζζ ζ
, (6)

where *
0 Eζ ∈ , 0A  is an arbitrary complex constant.

Theorem 2. Every boundary pair of functions ( ) ( )( ),f z F ζ  of the functional (1)

satisfies in E  and *E  the system of functional-differential equations

( )( )
( )

2
1 2( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) ( )(1 )
C f z C f z A

f z f z f r f z F z r z rz
′−

=
− − ρ − −

, (7)
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( )( )
( )

2
1 2( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) ( )(1 )
C F C F B

F F f r F F
′ζ − ζ

=
ζ ζ − ζ − ρ ζ ρ − ζ − ρζ

, (8)

where 1 ( ) ( )C pf r qF q= + , 2 ( ) ( ) ( )C p q f r F q= + ,

2(1 )  ( ) 0A r rp f r′= − − > , 2( 1)  ( ) 0B qF ′= ρ − ρ ρ > .
Proof. If we choose the variational formula (5), then (3) takes the form

2
0 0

0 0 0 02 2
0 0 000 0 0 0

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )Re 0
( ) ( ) ( ) ( )1( ) ( )

f z f zf r rf r r f r FpA pA pA qA
f r f z r z F f zr zz f z z f z

⎡ ⎤′ ′ ρ
− + + ≥⎢ ⎥− − ρ −′ ′−⎣ ⎦

.

Replacing the third summand under the real part by its conjugate, we have
2

0 0
0 2 2

0 0 000 0 0 0

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )Re 0
( ) ( ) ( ) ( )1( ) ( )

f z f zpf r rf r r f r qFA p p
f r f z r z F f zr zz f z z f z

⎡ ⎤′ ′ ρ
− + + ≥⎢ ⎥

− − ρ −′ ′−⎢ ⎥⎣ ⎦
.

In this condition, the expression in parentheses is equal to zero; otherwise, under an
appropriate choice of 0arg A  we would get that the left-hand side of the last inequality is
negative. This leads to the equality

2
0

2
0 0 0 00 0

( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 1( )

f zpf r qF rpf r rpf r
f r f z F f z r z rzz f z

⎛ ⎞′ρ ′+ = −⎜ ⎟− ρ − − −′ ⎝ ⎠
.

Since, in this equation, 0z  is an arbitrary point of E , replacing 0z  by z , and in view
of ( ) 0pf r′ < , we obtain a differential equation for the boundary function ( )f z . The
calculations show that it has the form (7).

The deduction of (8) repeats (7); for this we must apply (3) together with the
variational formulas (6) and use inequality ( ) 0qF ′ ρ > . The theorem is proved.

From the analytic theory of differential equations [17], we conclude that the
boundary functions ( )f z  and ( )F ζ  satisfying their equations are holomorphic not only

in E  and *E , but also on the unit circle 1z = ζ = . From here and because the union
*D D∪  does not contain exterior points, we have that the domains D  and *D  are

bounded by some closed analytic Jordan curve.
Further, to find the equation of the boundary of the range ∆  of the functional (1) we

integrate (7) and (8).
Extract the square root from both sides of (7) and integrate the result by z  from 0

to r . Consider the left-hand side:

( )
1 2

0

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ))

r C f z C
J f z dz

f z f z f r f z F
− ′=

− − ρ∫ .

Changing the integration variable ( ) / ( )t f z f r= , we have
1

0 (1 )(1 )( )
t bJ a dt

t t ct t b
−

=
− − −∫ ,

where 1
( )
( )

f ra C
F

=
ρ

, 2

1 ( )
C

b
C f r

= , ( )
( )

f rc
F

=
ρ

.
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Putting 1/t x=  in J , we infer

1 1( 1)( )(1 ) ( 1)( )(1 )
dx dxJ a ab

x x x c bx x x c bx

∞ ∞

= −
− − − − − −∫ ∫ .

Performing the change of variables ( 1) /( 1)y b x bx= − −  in the integrals, after
transformations we obtain

( , )J ph n k= − Π ,

where 
/ 2

2 2 2
0

( , )
(1 sin ) 1 sin

dtn k
n t k t

π

=
+ −

∫Π

is the complete elliptic integral of the third kind,
2

2

( ( ) ( )) ( )f r F f rh
C

− ρ
= , 1n

b
= − , qk

p q
=

+
.

Here 2 21 sink t−  stands for the branch of the function assuming 1  at 0t → .
Now integrate the right-hand side:

0 ( )(1 )

r dzJ A
z r z rz

=
− −∫ .

Changing the integration variable /x z r= , we have

2  ( )J A r= Κ ,

where
2 2

0

( )
1 sin

dtr
r t

π

=
−

∫Κ

is the complete elliptic integral of the first kind.
Thus, upon integration, we can rewrite (7) as

( , )  ( )ph n k A r− =Π Κ . (9)
Integrate (8) after extracting the square root with respect to ζ  from ρ  to ∞ . First
consider the left-hand side:

( )
* 1 2( )

( )
( )( ( ) ( )) ( ) ( )

C F C
L a F d

F F F F f r

∞

ρ

ζ − ′= ζ ζ
ζ ζ − ρ ζ −∫ .

Changing the integration variable ( ) / ( )t F F= ζ ρ , we have
*

*
* *

1 (1 )(1 )( )

t bL a dt
t t c t t b

∞ −
=

− − −
∫ ,

where *
1

( )
( )

Fa C
f r

ρ
= , * 2

1 ( )
C

b
C F

=
ρ

, * ( )
( )

Fc
f r

ρ
= .

Putting 1/t x=  in L , we infer
1 1

* * *
* * * *

0 0( 1)( )(1 ) ( 1)( )(1 )

dx dxL a a b
x x x c b x x x c b x

= −
− − − − − −

∫ ∫ .
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Performing the change of variables * *(1 ) /( 1)u b x b= − −  in the integrals, after
calculation we come to equality

( )02 ( , , ) ( , )L l m k h k= φ − φΠ F ,

where
2 2

0

( , )
1 sin

dtk
k t

φ

φ =
−

∫F

is the incomplete elliptic integral of the first kind;

2 2 2
0

( , , )
(1 sin ) 1 sin

dtm k
m t k t

φ

φ =
+ −

∫Π

is the incomplete elliptic integral of the third kind;

( )

*

1 ( ) ( ) ( )
cl C

p q f r F
=

+ − ρ
,

( )*
1arcsin

1k c
φ =

−
, ( )* 1m k c= − , 0

( )f rh
h

= .

On the right-hand side

( )(1 )
dJ B

∞

ρ

ζ
=

ζ ρ − ζ − ρζ∫ ,

changing the integration variable /τ = ρ ζ , we have

12 BL ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠
K .

Hence, integrating (8), we obtain

( )0
1( , , ) ( , ) Bl m k h k ⎛ ⎞φ − φ = ⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠

Π F K . (10)

Now in the w-plane, take the point (1) ( )iF f e α= − . Integrate the equalities that are
obtained from the system (7)–(8) by extracting the square root in first over z  from 0
to 1− , and then over the arc 1z =  counterclockwise from 1−  to ,ie α−  and in the
second, over ζ  from 1  to ρ .

Write the integrals on the left-hand side of (7):

( )( )

( 1)
1 2

0 ( ) ( )

f C w C
dw

w w F w f r

− −
− ρ −∫ ,

( )( )

(1)
1 2

( 1) ( ) ( )

F

f

C w C
dw

w w F w f r−

−
− ρ −∫ .

Proceed with the integral on the left-hand side of (8)

( )( )

( )
1 2

(1) ( ) ( )

F

F

C w C
dw

w w F w f r

ρ −
− ρ −∫ .
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Summing up these integrals, we have

( )( )

( )
1 2

0 ( ) ( )

F C w C
T dw

w w F w f r

ρ −
=

− ρ −∫ .

Making the change of variables / ( )t w F= ρ , note that
1 *

*
* *

0 (1 )(1 )( )

t bT a dt
t t c t t b

−
=

− − −
∫ .

Using 1/t x= , we find

* * *
* * * *

1 1( 1)( )(1 ) ( 1)( )(1 )

dx dxT a a b
x x x c b x x x c b x

∞ ∞

= −
− − − − − −

∫ ∫ .

Changing the integration variable * *(1 ) /( 1)y b x b x= − −  in the integrals and performing
the corresponding transformations, we obtain

* *2 ( , )T iqh n k ′= Π ,

where
2

*

2

( ( ) ( )) ( )f r F Fh
C

− ρ ρ
= , 21k k′ = − , *

*
1n
b

= − .

Integrate the right-hand sides of (7). First, integrate over z  from 0  to 1−
0

1
1 ( )(1 )

dzT A
z r z rz−

=
− −∫ .

Performing the change of the integration variable (1 ) /(1 )x z z= + −  and applying a
formula from [18], we obtain

2
1 ( 1 )T Ai r= −Κ .

Integrate the right-hand side over the arc β  of the unit circle counterclockwise from

1−  to ie α− :

2 ( )(1 )
dzT A

z r z rzβ

=
− −∫ .

Substituting iz e ϕ= −  in 2T , where 0 ≤ ϕ ≤ α , we infer

( )
2

0 ( )(1 )

i

i i i

d e
T A

e r e re

ϕα

ϕ ϕ ϕ

−
=

− + +
∫ .

Performing the change of variable it e ϕ= − , we find

2
2  ( )T A rα

= −
π

K .

Finally, integrate the right-hand side of (8) over ζ  from 1  to ρ :

3
1 ( )(1 )

dT B
ρ ζ

=
ζ ρ − ζ − ρζ∫ .
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Changing the integration variable /u = ρ ζ , we have

3 2
1 1BT

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠

K .

Summing 1T , 2T  and 3T  yields

2
2

1 2( 1 )  1  ( )BAi r A r
⎛ ⎞ α

− + − −⎜ ⎟ρ πρ⎝ ⎠
Κ K K .

Thus, integrating the equalities (7) and (8), we come to

* * 2
2

1( , )  ( 1 )  1  ( )
2 2
A Bqh n k r i A r

⎛ ⎞ α′ = − + − −⎜ ⎟ρ πρ⎝ ⎠
Π Κ K K .

Excluding the constants A  and B  from this equality by using (9) and (10), we
obtain the following equation

2* * 2
0

1 1
( , , ) ( , )( , ) 1 ( 1 ) 1 

1( , ) 2 ( ) 2 ( , )
l m k h kqh n k r i

ph n k r ph n k

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

′ φ − φ ρ− α⎝ ⎠− = − +
π⎛ ⎞

⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

K
Π FΠ Κ

Π Κ Π K
. (11)

Hence, we have proved:
Theorem 3. The range ∆  of the functional (1) on the class M  is bounded by the

curve defined by equation (11) for 0 2≤ α < π .
Note that Theorem 3 implies the following result, established in [10].
Corollary 4. Let ( ) ( )( ),f z F ζ ∈M and r , ρ  are fixed points in E  and *E

respectively. Then the range of the functional 1 ( )ln
2 ( )

f r
F

ξ =
ρ

 is bounded by the curve

82

2 1
1

1 1( ) ln 16
2 1

n

n
n

dd
d

∞

−
=

⎛ ⎞⎛ ⎞+⎜ ⎟ξ λ = − ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠
∏ , (12)

where d e−πμ= , 
( )

( )
2

12

1

 11 ( 1 )
2 ( )

r i
r

ρ

ρ

⎧ ⎫−−⎪ ⎪μ = + + λ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

KΚ
Κ K

, 0 2≤ λ < .

In Figures 1 and 2 below we can see the curve (12) for some fixed parameters r  and ρ .
Corollary 4 allow us to obtain the new estimates for the moduli of the functionals on

the class M .
Proposition 5. On the class M  for any ( )0,1r ∈  and ( )1,ρ ∈ ∞ , the following

inequality holds

2 (0)( )
( )

f r e
F

ξ≤
ρ

.



On an extremal problem for nonoverlapping domains 21

ρ = 16 ρ = 8 ρ = 4 ρ = 2

1.5

1

0.5

0

–0.5

–1

–1.5

–1.4 –1.2 –1.0 –0.8 –0.6–1.6

Fig. 1. Curve (12) for 0.5r =  and 2,4,8,16ρ =

r = 0.8 r = 0.4 r = 0.2 r = 0.1

1.5

1

0.5

0

–0.5

–1

–1.5

–1.4 –1.2 –1.0 –0.8 –0.6 –0.4

Fig. 2. Curve (12) for 0.1,  0.2,  0.4,  0.8r = and 2ρ =

Proof. Using the equality (12) and formulas from [18], it is easy to show that

( )
( )

( )
( )

82

2 1
1

82

2 (0)
2 1

1

1( ) 16
( ) 1

1
16 ,

1

ni
i

nin

ni

nin

e ef r e e
F e e

e e
e e

e e

−πν −πλ∞
−πν −πλ

−−πν −πλ=

−πν −πλ∞
−πν ξ

−−πν −πλ=

⎛ ⎞+ ⋅⎜ ⎟≤ ⋅ ⋅ ≤⎜ ⎟ρ ⎜ ⎟− ⋅⎝ ⎠

⎛ ⎞+ ⋅⎜ ⎟≤ ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟− ⋅⎝ ⎠

∏

∏

where
( )

( )
2

12

1

 11 ( 1 )
2 ( )

r
r

ρ

ρ

⎧ ⎫−⎪ ⎪−
⎨ ⎬ν = +
⎪ ⎪⎩ ⎭

KΚ
Κ K

.

Hence Proposition 5. Next we establish the auxiliary inequality.
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Proposition 6. Let ( )ξ λ  describes by the equality (12). Then

( )( )
2 (0)

2 21 1

re
r

ξ ≤
− ρ −

for any ( )0,1r ∈  and ( )1,ρ ∈ ∞ .
Proof. Taking into account the formulas from [18] for the elliptic integrals, we have

42
1

1 2 12 1 1

1
4

11

n

n
n

qr q
qr

∞

−
=

⎛ ⎞+
= ⎜ ⎟

+⎝ ⎠−
∏ ,  

2( 1 )
( )

1

r
rq e
−

−π
=

Κ
Κ .

42
2

2 2 12 1 2

11 4
11

n

n
n

q
q

q

∞

−
=

⎛ ⎞+
= ⎜ ⎟

+⎝ ⎠ρ −
∏ ,  

2( 1 1/ )
(1/ )

2q e
− ρ

−π
ρ=

Κ
Κ .

One can check that for any m ∈`

( ) ( ) ( )/ 2 / 2
1 1 1

m m ma b a be e e++ ≤ + + ,    ( ) ( ) ( )/ 2 / 2
1 1 1

m m ma b a be e e+− ≥ − − .

From here we obtain

( )( )

82
2 (0)

(2 1)
1

4 42 2

(2 1) (2 1) 2 21 1

116
1

1 14 4
1 1 1 1

n

n
n

n a n b
a b

n a n b
n n

ee e
e

e e re e
e e r

− πν∞
ξ −πν

− − πν
=

− π − π∞ ∞
−π −π

− − π − − π
= =

⎛ ⎞+
= ⋅ ≤⎜ ⎟

+⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +
≤ × =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ − ρ −

∏

∏ ∏ ,

where a bν = + , 
21 ( 1 )

2 ( )
ra

r
−

=
Κ

Κ
, 

( )
( )

2
1

1

 11
2

b ρ

ρ

−
=

K

K
.

Hence Proposition 6.
From Proposition 5 and Proposition 6 we come to the corollaries.
Corollary 7. On the class M  for any ( )0,1r ∈  and ( )1,ρ ∈ ∞ , the following

inequality holds

( )( )2 2

( )
( ) 1 1

f r r
F r

≤
ρ − ρ −

.

Corollary 8. On the class M  the following estimates hold:

1) the range of functional (0)
( )

f
F

′
ρ

 is a punctured disc

( )
( )

2
1

1

 1(0) 4exp
( ) 2

f
F

ρ

ρ

⎧ ⎫−′ π⎪ ⎪≤ −⎨ ⎬
ρ ⎪ ⎪

⎩ ⎭

K

K
,

2) the range of functional ( )
( )

f r
F ′ ∞

 is a punctured disc

2( ) ( 1 )4exp
( ) 2 ( )

f r r
F r

⎧ ⎫π −⎪ ⎪≤ −⎨ ⎬′ ∞ ⎪ ⎪⎩ ⎭

Κ
Κ

.
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В статье методом внутренних вариаций решается задача о нахождении множества
значений функционала ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 0, , ,I J f z f z F F= ζ ζ , определенного на классе M  пар

функций ( ) ( )( ),f z F ζ  однолистных в системе круг – внешность круга. Устанавливается,
что множество значений функционала ограничено кривой, уравнение которой записано
через эллиптические интегралы, зависящие от параметров функционала I.
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ИССЛЕДОВАНИЕ НЕОДНОРОДНОСТИ
ПЛАСТИЧЕСКОЙ ДЕФОРМАЦИИ И РАЗРУШЕНИЯ

ПРИ РАСТЯЖЕНИИ КОРРОЗИОННОСТОЙКОГО БИМЕТАЛЛА1

Рассматривается эволюция очагов локализации пластической деформации
коррозионно-стойкого биметалла на основе соединения аустенитной нержа-
веющей стали марки 12Х18Н9Т и низкоуглеродистой конструкционной ста-
ли Ст3 в условиях агрессивной водородосодержащей среды. Методом кор-
реляции цифровых спекл-изображений получены картины локализации пла-
стической деформации в процессе одноосного растяжения. Рассмотрен ха-
рактер разрушения биметаллического материала в исходном состоянии и
после электролитического наводороживания. Проведен анализ стадийности
деформационных кривых.

Ключевые слова: локализация деформации, пластическое течение, корре-
ляция цифровых спекл-изображений, водородное охрупчивание, сталь.

Локализация пластической деформации проявляется на всех масштабных
уровнях процесса в виде полос и пачек скольжения, дислокационных субструктур
(ячейки, полосовые структуры, фрагменты), фронтов пластической деформации,
полос сброса, пространственно-временных осцилляций пластической деформации
и т.п. [1−5]. Явления пространственно-временной локализации пластической де-
формации в твердых телах являлись предметом большого интереса на протяже-
нии последних десятилетий, были предприняты значительные усилия их интер-
претации в рамках современных подходов к описанию процессов самоорганиза-
ции в системах, далеких от равновесия. Процесс неоднородного развития пласти-
ческой деформации, по крайней мере в металлах, подвергаемых одноосной пла-
стической деформации, имеет многомасштабную природу, зависящую от величи-
ны средней пластической деформации, ее скорости, температуры и других факто-
ров. Изученные к настоящему времени закономерности пластической деформации
на микро-, мезо- и макроскопическом масштабных уровнях установлены на ши-
роком классе чистых металлов или сплавов [1−5]. Различные формы процесса ло-
кализации пластической деформации на макроскопическом уровне могут рас-
сматриваться как разные типы автоволн, зависящие от действующего на данной
стадии закона деформационного упрочнения [4, 5].

Деформационному поведению многослойных материалов при интенсивной
пластической деформации посвящено ограниченное количество работ. Такие ма-
                                                          
1 Работа выполнена в рамках Программы фундаментальных исследований Государственной академии
наук в 2013-2020 гг. и гранта РФФИ №16-08-00385-a.
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териалы могут быть изготовлены с помощью соединения разнородных металлов в
монолитную композицию, сохраняющую надежную связь составляющих при
дальнейшей технологической обработке и в условиях эксплуатации. К числу та-
ких материалов относятся двухслойные металлические композиты – биметаллы, в
том числе и антикоррозионные биметаллы, которые достаточно устойчивы к воз-
действию агрессивных сред и обладают высокими механическими характеристи-
ками [6−9]. Наибольшая доля в выпуске коррозионно-стойкого биметалла прихо-
дится на композиции углеродистых и коррозионно-стойких сталей в виде тонких
и толстых листов, а также в виде труб в химической, нефтеперерабатывающей и
целлюлозно-бумажной, пищевой промышленности и судостроении.

Водородосодержащая среда, проникая в объем элементов конструкции и дета-
лей, приводит к значительным ухудшениям кратковременных и длительных ме-
ханических характеристик материала, что вызывает изменение напряженно-
деформированного состояния и приводит к значительному уменьшению несущей
способности и сокращению долговечности конструкций [10−13]. Коррозия и во-
дородное охрупчивание металлических материалов тесно связаны с определен-
ными элементами их микроструктуры и, в частности, с сегрегационными и диф-
фузионными процессами, протекающими на внутренних структурно-фазовых по-
верхностях (границах) раздела и ассоциированных дефектах дислокационного ти-
па; микромеханизмы таких процессов мало изучены. Фундаментальные знания о
природе водородного охрупчивания металлов и сварных соединений необходимы
для стандартизации материалов, применяемых при создании водородной инфра-
структуры. Необходимы фундаментальные исследования для раскрытия механиз-
мов локализации деформации, водородной деградации и разрушения, что позво-
лит усовершенствовать конструкционные материалы.

Настоящая работа посвящена изучению особенностей пластической деформа-
ции и разрушения биметаллической композиции на основе соединения углероди-
стой стали и высокохромистой нержавеющей стали при одноосном растяжении в
условиях агрессивной водородосодержащей среды.

Материалы и методы исследования

Исследовались образцы биметаллического соединения, вырезанные из полосы,
полученной по следующей схеме: между вставленными в изложницу листами
плакирующего металла –12Х18Н9Т – в качестве основного металла заливалась
Ст3 (T = 1500 °С) с последующей горячей прокаткой полученного трехслойного
листа при Т = 1200−1400 °С. По внешнему краю образца с обеих сторон располо-
жен плакирующий слой из стали 12Х18Н9Т толщиной ≈ 750 мкм, в центре – ос-
новной металл ≈ 6.7 мм Ст3 [6−9].

Насыщение водородом исследуемого металла проводилось электролитическим
методом в трехэлектродной электрохимической ячейке при постоянном контро-
лируемом катодном потенциале в 1N растворе серной кислоты в течение 6 [14].

Механические испытания на одноосное растяжение проводились при
T = 300 К со скоростью деформации 6.67·10−5 с−1 на испытательной машине LFM-
125 плоских образцов в исходном состоянии – 1 и после электролитического на-
сыщения водородом – 2 (рис. 1).

Требования к методике исследования локализации пластического течения в
деформируемых материалах являются ключевыми при поиске главных закономер-
ностей пластического течения. Эти требования практически очевидны: методика
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Рис. 1. Схематическое изображение образца биметаллического материала
Fig. 1. Schematic representation of a sample of bimetal material

должна сочетать точность измерения количественных характеристик процесса
пластического течения на уровне разрешения оптического микроскопа (~10−6 м) с
размером поля зрения порядка длины исследуемого образца (~10−1 м). Выполне-
ние первого требования необходимо для обеспечения достаточной чувствитель-
ности прибора, а второго – продиктовано необходимостью наблюдения деформа-
ции образца в целом. Детальное исследование картин локализации пластического
течения на макромасштабном уровне проводилось с использованием универсаль-
ного измерительного комплекса ALMEC-tv для цифровой регистрации полей век-
торов смещений и компонент тензора пластической дисторсии [15]. При исполь-
зовании этого комплекса растягиваемый образец освещается когерентным светом
полупроводникового лазера с длиной волны 635 нм и мощностью 15 мВт. Полу-
ченные изображения деформируемого образца с наложенными спекл-картинами
регистрируются цифровой видеокамерой PixeLink PL-B781. Для каждой точки
изображения формируется последовательность отсчетов, характеризующая вре-
менной ход ее яркости, вычисляются дисперсия и математическое ожидание яр-
кости мерцания спеклов, которые используются для отображения зон локализа-
ции деформации. Используя такую методику, удается in situ регистрировать об-
ласти, в которых при заданном приросте общего удлинения образца локализуется
деформация материала.

Экспериментальные результаты

Изучение микроструктуры методами оптической металлографии позволило
выявить 3 основные области материала: основной материала Ст3, переходную об-
ласть и плакирующий слой материала из аустенитной нержавеющей стали
12Х18Н9Т (рис. 2).

Из рис. 2 видно, что в трехслойном образце после прокатки границы раздела
разнородных материалов четкие и тонкие, поры и неметаллические включения
отсутствуют, что свидетельствует о сплошности и высоком качестве соединения.
В стали Ст3 основой фазой является феррит, а в стали 12Х18Н9Т – аустенит.
Структура основного металла (стали Ст3) на расстоянии ≈ 2 мм от границы со-
единения предоставляет собой матрицу феррита с колониями перлита, что являет-
ся типично для низкоуглеродистой стали. На расстоянии около 200 мкм от грани-
цы соединения обнаружена область частичного обезуглероживания, которая явля-
ется переходной от структуры основного металла к ферритной структуре. По гра-
нице соединения металлов со стороны стали Ст3 образовался обезуглероженный
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слой, состоящий полностью из зерен феррита. В зоне частичного обезуглерожи-
вания стали Ст3 по границам ферритных зерен выявлены отдельные включения и
прослойки перлита.

1 2 3

Рис. 2. Оптическая металлография биметалла:
1 – область плакирующего слоя металла
12Х18Н9Т; 2 – переходная область (зона со-
единения); 3 – область основного металла Ст3
Fig. 2. Optical metallography of bimetal: 1, area of
the cladding layer of 12Х18Н9Т (12H18N9Т);
2, transition area (interface); and 3, area of the ba-
sic metal Ст3 (St3)

В результате проведения механических испытаний были получены деформа-
ционные кривые биметалла в исходном состоянии 1 и состоянии 2 после насыще-
ния водородом в течение 6 ч (рис. 3).

0 0.1 0.2 0.3 ε

100

200

300

σ, 
МПа

1 2

1
2

Рис. 3. Диаграмма нагружения биметалла в исход-
ном состоянии 1 и состоянии 2 после электролити-
ческого насыщения водородом в течении 6 часов
Fig. 3. Loading diagram for bimetal (1) in the initial
state and (2) after 6-hour electrolytic hydrogenation



Исследование неоднородности пластической деформации и разрушения при растяжении 29

Деформационные кривые в состояниях 1 и 2 можно отнести к диаграммам об-
щего типа, которые принято описывать параболической функцией вида

0
nKσ = σ + ε , (1)

где K – коэффициент деформационного упрочнения; n ≤ 1 – показатель деформа-
ционного упрочнения.

Анализ стадийности деформационных кривых в состояниях 1 и 2 позволил
выделить следующие стадии пластического течения: зуб и площадку текучести,
стадию линейного деформационного упрочнения, стадию параболического де-
формационного упрочнения и стадию предразрушения. В результате электроли-
тического насыщения водородом в течение 6 ч произошло незначительное
уменьшение прочности и увеличение пластичности биметалла.

Использование метода корреляции цифровых спекл-изображений позволило
на всех стадиях деформационного упрочнения для образцов состояний 1 и 2 рас-
смотреть эволюцию картин локализации пластической деформации во внешнем
слое нержавеющей стали 12Х18Н9Т, основном слое низкоуглеродистой стали Ст3
и переходном слое (зоне соединения) материала. Прирост деформации растяже-
ния между отдельными кадрами составил 0.002. Контраст для изображений обыч-
но выбирается таким образом, чтобы темные области соответствовали деформи-
рующимся в данный момент объемам, а светлые указывали на пассивные объемы,
где пластического течения в момент наблюдения нет. Интенсивность окраски
пропорциональна амплитуде локальной деформации (рис. 4).
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б
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Рис. 4. Картина распространения фронтов локализации пластической
деформации для материала в состоянии 2, при общей деформации:
а – 1,7 %, б – 2,6 %
Fig. 4. Pattern of the propagation of localized bands of plastic deformation
for material in the state 2 at the total deformation ε of (а) 1.7 % and
(b) 2.6 %

Анализ картин локализации пластической деформации биметалла в состоянии
(1) и (2) показал, что на площадки текучести в области внешнего и переходного
слоя материала формируется общая система подвижных очагов локализации пла-
стической деформации (рис. 4, а). Далее, в процессе деформирования от них, в
области переходного слоя на глубине 0,7 мм от поверхности, отделяются одиноч-
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ные фронты, которые продолжают согласованное движение вдоль оси растяжения
материала, но уже с другими скоростями, в отличие от очагов локализации де-
формации слоя нержавеющей стали (рис. 4, б).

На стадии линейного деформационного упрочнения для состояний 1 и 2 по-
мимо описанной выше картины в области основного материала Ст3 формируются
четыре эквидистантно расположенных подвижных очага локализации пластиче-
ской деформации. Однако подвижные очаги в нержавеющей стали 12Х18Н9Т и
очаги пластической деформации в переходной области материала препятствуют
их распространению с постоянной скоростью по длине образца.

На стадии параболического деформационного упрочнения при общей дефор-
мации ε = 12 % для состояния 1 и ε = 13 % для состояния 2 формируются стацио-
нарные системы эквидистантно расположенных очагов локализации пластической
деформации.

На стадии предразрушения в состоянии 1 и 2 неподвижные ранее очаги лока-
лизации пластической деформации начинают согласованное движение с тенден-
цией к их слиянию к высокоамплитудному максимуму локальных деформаций,
который формируется в том месте образца, где происходит разрушение (рис. 5).
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Рис. 5. Образование трещины образца в состоянии 2 и распреде-
ление локальных удлинений на стадии предразрушения
Fig. 5. Formation of a sample crack in the state 2 and distribution of
the local extensions at the prefracture stage

Характер разрушения материала в двух состояния 1 и 2 отличен друг от друга.
В состоянии 2 разрушение имеет более вязкий характер. В исходном состоянии 1
в области макроконцентратора напряжений на стадии образования шейки при
общей деформации ε = 32,6 % формируются две макрополосы локализованной
пластической деформации, распространяющиеся по направлениям максимальных
касательных напряжений, образуя магистральную трещину. Магистральная тре-
щина зарождается в области защитного слоя биметалла и быстро распространяет-
ся через все сечение образца (рис. 6, а).

В состоянии 2 после электролитического наводороживания биметалла, при
общей деформации ε = 31,7 %, формируется одна макрополоса локализованной
пластической деформации (рис. 6, б) и наблюдается повышенное сопротивление
разрушению по сравнению с состоянием 1. В процессе движения основная маги-
стральная трещина разделяется на ряд отдельных мелких трещин, которые
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а

б

Рис. 6. Визуализация полос локализованной пластической
деформации на стадии предразрушени: а – в состоянии 1 при
общей деформации ε = 32,6 %, б – в состоянии 2 при общей
деформации ε = 31,7 %
Fig. 6. Visualization of the localized bands of plastic deformation
at the prefracture stage: (a) in the state 1 at the total deformation
of ε = 32.6 % and (b) in the state 2 at the total deformation of
ε = 31.7 %

уменьшают скорость распространения магистральной трещины и увеличивают
вязкость разрушения материала. Магистральная трещина имеет зигзагообразный
вид и распространяется рывками, меняя свое положение и направление распро-
странения в процессе движения. Следует отметить, что траектория трещины обу-
словлена расположением зон локализации пластической деформации на ранних
стадиях пластического течения, которые являются предвестниками будущего раз-
рушения.

Заключение

В настоящей работе установлено, что при растяжении биметаллических образ-
цов Cт3+12Х18Н9Т как в исходном состоянии поставки 1, так и в состоянии 2 по-
сле электролитического наводороживания в течение 6 ч на всем протяжении пла-
стического течения в основном, защитном и переходном слое биметалла форми-
руются и эволюционируют очаги локализации пластической деформации. Уста-
новлено, что в исходном состоянии 1 в биметалле со стороны стали Ст3, образу-
ется обезуглероженный слой, а со стороны стали 12Х18Н9Т – науглероженный
слой. Процесс разрушение биметалла в состояниях 1 и 2 обусловлен формирова-
нием концентраторов напряжений в области переходного слоя биметалла. Карти-
ны распределение локальных удлинений на стадии предразрушения в виде высо-
коамплитудного максимума локальных деформаций позволяют за 5 % до предела
прочности определить место зарождения и распространения трещины. Характер
разрушения образцов после легирования водородом имеет более вязкий характер
по сравнению с исходным материалом, что свидетельствует о том, что в данном
случае атомы водорода способствует увеличению пластичности слоя нержавею-
щей аустенитной стали рассматриваемого биметалла.
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This paper is aimed to study particularities of the plastic deformation and fracture of bimetal
composition based on the compound of carbon steel and high-chromium stainless steel exposed to
a uniaxial tension in aggressive hydrogen-containing medium.

The investigation of microstructure in a region of bimetal compounds is carried out by optical
microscopy. A detailed macro-scale study of the patterns of plastic flow localization was carried
out using the DIC method.
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Bimetal plastic deformation arises from the nucleation of stress concentration in the bimetal
transition area. In the basic layer, localized deformation areas propagate along a bimetal axis with
different velocity. Cladding layer does not suppress the formation of localized deformation areas
in the basic layer. As a result of 6-hour electrolytic hydrogenation, the strength of bimetal has
decreased insignificantly while its plasticity has increased. The fracture of the samples after
hydrogenation is more ductile as compared with that of primary material.

In this study, it was found that the localized plastic deformation areas are formed and evolve
during the tension of 301 bimetal samples as in the initial state 1 and after 6-hour electrolytic
hydrogenation throughout the plastic flow in the primary, protective, and transitional layers of
bimetal.

Keywords: deformation localization, plastic flow, digital image correlation, hydrogen
embrittlement, steel.
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ГИСТЕРЕЗИС АЭРОДИНАМИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК
И ЕГО ВЛИЯНИЕ НА ПАРАМЕТРЫ ДВИЖЕНИЯ

ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ ТЕЛ

Исследования направлены на решение задачи влияния гистерезиса аэроди-
намических характеристик на кинематические параметры движения осесим-
метричных тел. Показано, что наличие гистерезиса в коэффициенте момента
тангажа приводит к «раскачке» амплитуды колебаний углов атаки

Ключевые слова: аэродинамические характеристики, гистерезис, пере-
стройка обтекания, отрывные течения, динамическая устойчивость, ки-
нематические параметры движения.

Среди явлений нестационарной аэродинамики отчетливо выделяются гистере-
зисные процессы, привлекающие интерес с точки зрения как фундаментального
исследования, так и практики.

Для современных летательных аппаратов (ЛА) изменение аэродинамических
сил и моментов, связанное с нестационарностью и отрывами потоков обтекающе-
го газа, могут оказаться весьма существенными и значительно повлиять на харак-
тер движения. Вследствие этого, интерес к изучению нелинейных аэродинамиче-
ских характеристик и отрывных течений значительно возрос из-за потребности
практики в соответствующих данных. Известно, что для некоторых тел аэродина-
мические характеристики при определенных числах Маха неоднозначно зависят
от угла атаки. Это связано с определенными гистерезисными явлениями при пере-
стройке структуры обтекания таких тел. При наличии гистерезиса в перестройке
структуры обтекания значения аэродинамических характеристик зависят не толь-
ко от величины угла атаки, но и от направления его изменения. Несмотря на то,
что само явление аэродинамического гистерезиса известно давно с точки зрения
приложения к динамике, оно еще недостаточно изучено.

Гистерезис характеристики zm (α) обуславливает при колебаниях тела появле-
ние на каждом полуцикле колебаний дополнительной энергии. В зависимости от
ее знака, что определяется реализуемой схемой течения, будет происходить или
«раскачка», или затухание колебаний. Анализ этого явления показывает, что на-
личие в характеристике zm (α) даже небольшой по величине гистерезисной петли
может привести к «раскачке» колебаний и что неучет влияния гистерезиса ведет к
качественно неправильной оценке аэродинамических свойств летательных аппа-
ратов.

Наиболее ярко аэродинамический гистерезис проявляется при трансзвуковых
скоростях обтекания тел с изломами образующих (комбинации цилиндрических и
конических поверхностей, тела вращения с сегментальными и торцевыми затуп-
лениями, со стержневыми надстройками), когда происходит изменение хотя бы
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одного из следующих параметров: скорости невозмущенного потока, угла атаки
или числа Рейнольдса [1,2].

mZ( )α

−0.1

0 α1 10 α2 α

Рис. 1. Гистерезис в коэффициенте момента тангажа
Fig. 1. Hysteresis in the torque moment ratio

Неоднозначность структур течения в диапазоне сверхзвуковых скоростей про-
является также с изменением угла атаки цилиндрических тел. На рис. 1 показана
зависимость коэффициента момента тангажа Zm (α), полученная эксперимен-
тально при прямом увеличении и обратном уменьшении угла атаки тела цилиндри-
ческой формы с сегментальным затуплением, обтекаемого сверхзвуковым потоком
воздуха (М∞ = 1,1) [3]. Для нулевых и малых значений α имеет место структура с
головным скачком уплотнения передней локальной зоны отрыва и скачком вто-
ричного сжатия потока. Увеличение угла атаки до 12.5° незначительно изменяет
моментную характеристику, структура обтекания остается прежней. При дости-
жении некоторого критического значения угла атаки 2α , равного для рассмат-
риваемого случая обтекания 12.5°, происходит резкое изменение коэффициента
момента Zm , что обусловлено почти мгновенной перестройкой структуры обтека-
ния. Объясняется это следующими причинами. Повышенное давление с наветрен-
ной стороны распространяется на всю цилиндрическую поверхность, включая и
подветренную. Для углов атаки 2α < α  распространяющиеся возмущения не спо-
собны вызвать отрыв с подветренной стороны. Если 2α =α , то происходит слия-
ние локальной отрывной зоны с отрывом на подветренной поверхности. За счет
существования кольцевого отрывного течения возмущения распространяются на
наветренную поверхность, что приводит к образованию развитого отрывного те-
чения вокруг всей поверхности. Скачок вторичного сжатия становится несиммет-
ричным и с наветренной стороны прижимается к внешней границе области отры-
ва. Дальнейшее увеличение угла атаки 2α >α  изменяет лишь геометрические па-
раметры зон отрыва.

При уменьшении угла атаки зависимость коэффициента момента Zm (α) в диа-
пазоне 1α ≥ α  остается непрерывной. До этих же значений угла атаки сохраняется
неизменным и тип структуры обтекания. Угол 1α  является вторым критическим
углом атаки, приводящим к обратной перестройке отрывного обтекания на струк-
туру течения с локальными зонами отрыва. Характеристика коэффициента мо-
мента Zm (α) изменяется скачком, а с дальнейшим уменьшением угла атаки до
нуля изменяется непрерывно. Двузначность аэродинамического момента проявля-
ется при углах атаки α  = 5 – 12.5°.
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Математическая модель и результаты расчета
кинематических параметров движения летательного аппарата

Влияние гистерезиса на параметры движения осесимметричного ЛА исследо-
вались с использованием математической модели движения твердого тела [4].
Кинематические уравнения движения центра масс записаны в стартовой системе
координат; динамические уравнения движения центра масс – в траекторной сис-
теме координат; уравнения вращательного движения ЛА – в связанной системе
координат.
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На рис. 2 − 4 представлены расчеты кинематических параметров движения для

однозначной зависимости mZ(α), а также для «гистерезисной» характеристики mZ(α).



38 В.И. Биматов, И.А. Бородачева, А.Н. Лавронович, Н.В. Савкина

0

4

8

12
αпр

40 60 80 100 X

а б

40 60 80 100 X

Рис. 2. Изменение пространственного угла атаки в случае отсутствия (а)
и наличия (б) гистерезиса в коэффициенте момента тангажа mZ(α)

Fig. 2. The change in the spatial angle of attack in the absence (a)
and the presence of (b) hysteresis in the pitch moment factor mZ(α)
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Рис. 3. Изменение угловой скорости ωz1(x) в случае отсутствия (а)
и наличия (б) гистерезиса в коэффициенте момента тангажа mZ(α)

Fig. 3. The change in the angular velocity ωz1(x) in the absence (a)
and the presence of (b) hysteresis in the pitch moment factor mZ(α)
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Рис. 4. Изменение производной угловой скорости ( )1z xω�  в случае отсутствия (а)
и наличия (б) гистерезиса в коэффициенте момента тангажа mZ(α)

Fig.4. The change in the derivative of the angular velocity ( )1z xω� in the absence (a)
and the presence of (b) hysteresis in the pitch moment factor mZ(α)
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Βидно возрастание амплитуды пространственного угла атаки 2 2
прα = α + β ,

то есть наблюдается явление антидемпфирования, хотя функция mZ(α) отрица-
тельна во всем диапазоне изменения α .

В данном случае обычные методы обработки экспериментальных данных по
определению АДХ zmα , становятся непригодными. Для создания рабочей методи-
ки определения характеристик продольной устойчивости с неоднозначностью не-
обходимо не только более полное развитие физической теории вопроса, но и ус-
тановление для кинематических параметров ( )пр xα , ( )z xω , ( )z xω�  отличитель-
ных признаков, позволяющих выявить «гистерезисные» случаи, и, следовательно
правильно организовать схему расчета.

Выводы

Представлено решение задачи влияния гистерезиса аэродинамических харак-
теристик на кинематические параметры движения летательных аппаратов. Разра-
ботана физико-математическая модель для численного расчета параметров дви-
жения ЛА. Из анализа результатов можно заключить, что наличие гистерезиса в
коэффициенте момента тангажа приводит к «раскачке» амплитуды колебаний уг-
лов атаки, а также, что одним из основных признаков гистерезиса zmα  является
анализ кривых ( )z xω� . «Гистерезисные» кривые ( )z xω�  по своему характеру резко
отличаются от обычных. У «гистерезисной» кривой ( )z xω�  наблюдаются резкие
изменения на небольших участках движения, чего нет в случае отсутствия гисте-
резиса. Эти скачки ( )z xω�  вызваны перестройкой структуры обтекания, а появле-
ние их при вполне определенных комбинациях значений углов α  и угловых ско-
ростей zω  объясняется только наличием гистерезиса в перестройке структуры об-
текания.

Список основных обозначений в уравнениях движения

x,y,z – оси лабораторной системы координат,
, ,x y zC C C  – коэффициенты лобового сопротивления , подъемной и боковой силы,

,Z Ym m  – коэффициенты момента тангажа и рыскания,
g – ускорение силы тяжести,
ρ  – плотность воздуха,
m, l – масса и длина тела,
S – площадь миделя тела,
М – число Маха,
t – время,
V – модуль вектора скорости тела,

,θ Ψ  – угол наклона траектории и курсовой угол,
,ϑ ψ - угол тангажа и рыскания,
,α β  – угол атаки и скольжения.

δ  – пространственный угол атаки: cos cos cos .δ = α β
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УСТАНОВИВШЕЕСЯ НЕИЗОТЕРМИЧЕСКОЕ ТЕЧЕНИЕ СТЕПЕННОЙ
ЖИДКОСТИ В ПЛОСКОМ/ОСЕСИММЕТРИЧНОМ КАНАЛЕ1

Представлены результаты исследования одномерного установившегося
течения степенной жидкости в круглой трубе / плоском канале с учетом вяз-
кой диссипации и зависимости консистенции среды от температуры.
Численные решения сформулированных задач получены с использованием
конечно-разностного метода. Проведены параметрические исследования.
Получены характерные распределения скорости, температуры, вязкости и
диссипативной функции в сечении канала/трубы при разных значениях оп-
ределяющих параметров. Численно реализован алгоритм определения кри-
тических значений параметра задачи, разделяющих области существования
и отсутствия устойчивого стационарного решения. Получены критические
значения параметра, выше которых реализуется режим гидродинамического
теплового взрыва. Построены зависимости параметра от показателя нели-
нейности степенного реологического закона, выделяющие область устойчи-
вых стационарных решений. Результаты расчетов согласуются с аналитиче-
ским решением.

Ключевые слова: степенная жидкость, вязкая диссипация, установившееся
течение, метод конечных разностей, гидродинамический тепловой взрыв.

Ламинарные течения неньютоновской жидкости в плоских каналах и в круг-
лых трубах реализуются во многих технических приложениях. В частности, при
переработке полимерных материалов в текучем состоянии осуществляются тече-
ния между параллельными плоскостями и в трубах кругового сечения в элементах
технологической оснастки. В общем случае течения вязкой жидкости являются
неизотермическими, что обуславливается диссипацией механической энергии,
возможными химическими источниками тепла, различными условиями теплооб-
мена на границах области, физические характеристики среды при этом зависят от
температуры. Решение задач о неизотермических течениях неньютоновских жид-
костей с учетом диссипации механической энергии и зависимости реологических
характеристик от температуры связано со значительными трудностями. Поэтому в
большинстве случаев теоретические исследования течения и теплообмена при пе-
ременных физических характеристиках жидкости выполнены приближенными
или численными методами при использовании ряда упрощающих допущений.
Математические постановки задач о стационарных неизотермических течениях
вязкой среды в одномерном приближении допускают получение решений в ана-
литической форме. Первые работы, в которых представлены аналитические реше-
ния таких задач, появились в середине прошлого столетия [1−4]. Устойчивость
получаемых стационарных решений и связанное с этим явление гидродинамиче-
ского теплового взрыва обсуждаются в работах [5, 6]. Результаты исследований
                                                          
1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований

(проект 18-08-00412a) и гранта Президента РФ (МК-3085.2018.1)
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подобных течений описываются также в соответствующих монографиях, напри-
мер [7−9]. Математические аспекты устойчивости получаемых стационарных ре-
шений рассматриваются в книге [10]. Следует отметить, что обсуждаемые одно-
мерные задачи до сих пор привлекают внимание исследователей и появляются
публикации, содержащие решения для течений с более сложной реологией, раз-
личными условиями теплообмена на границах с применением технологий анали-
тического либо численного анализа [11, 12]. Аналитические решения описывают
течения в определенных условиях. Кроме того они используются для тестирова-
ния численных решений, а также в качестве начальных и граничных условий для
задач в более общей постановке, возникающих, например, при моделировании
транспорта жидкости в каналах сложной геометрии, процессов экструзии и литья
под давлением, реализуемых в технологии переработки полимеров [13−16]. Фор-
ма аналитических решений рассматриваемых задач зависит от типа граничных
условий и вида функциональной зависимости реологических характеристик от
температуры. В этой связи в случае использования распределений скорости и
температуры для одномерного стационарного течения в качестве граничных ус-
ловий для полной постановки задачи, например на входной границе области ре-
шения, часто требуется модификация существующих либо получение новых ана-
литических решений, соответствующих условиям общей задачи. С другой сторо-
ны несложно получить численное решение одномерной задачи и, можно числен-
ную процедуру нахождения граничных значений искомых функций в одномерном
приближении включать в общий вычислительный алгоритм. В большей степени
именно с этой целью в работе рассматриваются одномерные неизотермические
стационарные течения степенной жидкости и предлагается численный алгоритм
их исследования.

Постановка задачи

Рассматривается установившееся течение неньютоновской несжимаемой жид-
кости в плоском/осесимметричном канале под действием заданного перепада дав-
ления с учетом вязкой диссипации. Реология жидкости описывается степенным
законом Оствальда – де Виля с экспоненциальной зависимостью консистенции от
температуры. Течение предполагается ламинарным и одномерным. Используемые
системы координат представлены на рис. 1.

H
R/

x
0

y r/

Рис. 1. Система координат
Fig. 1. Coordinate system
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Течение описывается уравнениями движения и теплопереноса, которые с уче-
том сделанных допущений запишутся следующим образом:

22

2, 0;v p T v
y y x yy

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞η = λ + η =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
(1)

21 , 0.v p T vr r
r r r x r r r r

∂ ∂ ∂ λ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞η = + η =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
(2)

Уравнения (1) записаны для плоского канала, (2) – для круглой трубы. Здесь v
– скорость, T – температура, y и r – поперечная и радиальная координаты декарто-
вой и цилиндрической систем координат соответственно, /p x∂ ∂ – продольная со-
ставляющая градиента давления, λ – коэффициент теплопроводности.

Система (1) или (2) замыкается реологическим законом, согласно которому
эффективная вязкость η определяется выражением

( )0 1
0( , ) e nT TT k −−β −η γ = γ� � .

где γ�  – скорость сдвига, k0 – консистенция при температуре T0, β – константа, n –
степень нелинейности жидкости. Граничные условия записываются следующим
образом:

10 : 0, 0; : 0, ;dv dTy y H v T T
dy dy

= = = = = =

10 : 0, 0; : 0,dv dTr r R v T T
dr dr

= = = = = = .

Запишем системы уравнений (1), (2) в безразмерных переменных

2

1 ,

1 æ 0,

u

u

α
α

α
α

∂ ∂⎛ ⎞ζ η = δ⎜ ⎟∂ζ ∂ζζ ⎝ ⎠

∂ ∂θ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ζ + η =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ζ ∂ζ ∂ζζ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(3)

где ζ – безразмерная координата (ζ = y/H для плоского канала, ζ = r/R для цилинд-
рической трубы), u, θ – безразмерные скорость и температура соответственно,

1
1

1æ
n

n
k U

L

+

−

β
=

λ
, 

1

nL p L
k x U

∂ ⎛ ⎞δ = ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠
 – безразмерный перепад давления на единицу дли-

ны, ( )[ ]1 0 1 0expk k T T= −β −  – консистенция среды при температуре стенки. Пара-
метр α определяет геометрию области течения: α = 0 соответствует плоскому ка-
налу (L = H), α = 1 – цилиндрической трубе (L = R). В качестве масштаба обезраз-
меривания скорости выбрана величина среднерасходной скорости U. Для безраз-
мерной температуры используется выражение ( )1T Tθ = β − . Безразмерная эффек-
тивная вязкость определяется по формуле

1

.
ndue

d

−
−θη =

ζ
(4)

Граничные условия принимают вид

0 : 0, 0;

1: 0, 0.

du d
d d

u

θ
ζ = = =

ζ ζ
ζ = = θ =

(5)
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Величина δ выбирается такой, чтобы объемный расход жидкости через едини-
цу площади равнялся единице

1

0

2 1.u dα αζ ζ =∫ (6)

Таким образом, решение задачи сводится к отысканию профилей скорости и
температуры, удовлетворяющих системе уравнений (3), (4), условиям (5), (6).

Метод расчета

Сформулированная задача решается численно. В области решения строится
расчетная сетка, представленная на рис. 2. В узлах сетки с целыми индексами рас-
считывается скорость, с дробными – вязкость и температура.

0 1
h

i–1 i+1i

i – 1
2 i + 1

2

N–1 N

ζ

Рис. 2. Расчетная сетка
Fig. 2. Computational grid

Конечно-разностные аналоги системы (3) записываются в форме, используе-
мой для реализации метода прогонки [17]:

( )
( ) ( )

2
0.5 0.5 1 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 1

2
1 1.5 1 0.5 0.5 0.5 1

,

æ 0.
i i i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i i

u u u h

u u

α α α α α
+ + + + + − − − − −

α α α α
+ + + + − + +

ζ η − ζ η + ζ η + ζ η = δ ζ

ζ θ − ζ + ζ θ + ζ θ + η − =
(7)

Выражение (4) и граничные условия (5) в разностном представлении прини-
мают вид
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−

+ −

δ
= − θ = θ

+ α η
= θ = −θ

(8)

Выбранная расчетная сетка удобна для стыковки с разнесенной расчетной сет-
кой, используемой в методе контрольного объема для решения двумерных задач
[18]. Разностные аналоги (7), (8) аппроксимируют дифференциальные уравнения
(3), зависимость (4) и условия (5) со вторым порядком точности. Полученные сис-
темы алгебраических уравнений (7) решаются методом прогонки [17]. Совмест-
ное решение систем разностных уравнений (7) для получения стационарных по-
лей скорости и температуры обуславливает организацию итерационного процесса.
В качестве начального приближения для итерационного процесса используется
нулевое значение температуры.

Значение параметра δ, обеспечивающего выполнения условия (6) с заданной
точностью, подбирается методом деления отрезка пополам [19]. Для проверки ап-
проксимационной сходимости была проведена серия расчетов на последователь-
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ности сеток. В качестве критерия сходимости итерационного процесса для нахож-
дения стационарных полей скорости и температуры используются условия

1 1

1 1max , max , 0 1,
k k k k
i i i i

uk ki ii i

u u
i N

u

+ +

θ+ +

− θ − θ
< ε < ε ≤ ≤ −

θ

где верхний индекс соответствует номеру итерации, а нижний – номеру расчетно-
го узла.

Сходимость алгоритма определения δ, обеспечивающего выполнение равенст-
ва (6), определяется выполнением условия

1 1

1
1 2 .
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N
i i i i
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u u
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α α
α − −

=

ζ + ζ
− < ε∑

Аналитическое решение задачи в случае круглой трубы дает следующее вы-
ражение для распределения температуры [9]:

23 1 1ln ,
8

n
n

bn c
c

+⎡ ⎤⎛ ⎞
θ = − ⎢ ⎥ζ +⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
(9)

где
( )

1 0.5 0.5

2
4 æ δ 2 2, 1 .

23 1

n
nnb c

b bn

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠+

В табл. 1 а, б представлены значения скорости и температуры в точке ζ = 0 и
значения безразмерного перепада давления δ для осесимметричного и плоского
случаев, вычисленные на последовательности сеток.

Т а б л и ц а  1 а
( æ  = 1, n = 0.6, α = 1, u Q

5ε ε ε 10−
θ= = =  )

h 1/10 1/20 1/50 1/100 1/200 Аналитическое
решение

u0 1.9906 1.9827 1.9805 1.9802 1.9801 -
θ0 0.5140 0.5136 0.5135 0.5135 0.5135 0.5135
δ −3.8930 −3.8975 −3.8986 −3.8989 −3.8989 -

Т а б л и ц а  1 б
( æ  = 1, n = 0.6, α = 0, u Q

5
θε ε ε 10−= = = )

h 1/10 1/20 1/50 1/100 1/200
u0 1.4544 1.4545 1.4546 1.4546 1.4546
θ0 0.4254 0.4258 0.4259 0.4259 0.4259
δ −1.7071 −1.7113 −1.7125 −1.7126 −1.7126

В работах [4,6] показано, что рассматриваемые задачи имеют решения не при
всехæ , а только при æ < æ*, где æ* – некоторое критическое значение параметра
æ . При æ > æ* задачи не имеют решений, следовательно, невозможно получить
стационарные распределения скорости и температуры. Тепло, выделяемое за счет
диссипации механической энергии, не успевает отводиться через стенки канала,
что приводит к росту температуры. По аналогии с тепловым взрывом химическо-
го происхождения [20], это явление называется гидродинамическим тепловым
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взрывом [10]. При численном решении рассматриваемой задачи отсутствие ста-
ционарных распределений искомых функций приводит к бесконечному росту
температуры, то есть к отсутствию сходимости вычислительного алгоритма. Чис-
ленная методика определение критического значения æ* основана на методе де-
ления отрезка пополам, на одном конце которого сходимость отсутствует, а на
другом задача имеет устойчивое решение. Процесс деления продолжается пока
длина отрезка, то есть диапазон изменения æ не станет меньше 10−3.

Критические значения параметра æ*, полученные численно и по формуле ана-
литического анализа [9]:

( )
123 1

æ*
2 2

n
nn

n

+
−+ δ⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
(10)

приведены в табл. 2.

Т а б л и ц а  2
(n = 0.6, α = 1, u Q

510−
θε = ε = ε = )

h 1/10 1/20 1/50 1/100 1/200
æ* (числ.) 1.68026 1.68313 1.68389 1.68404 1.68404

æ* (аналит.) 1.69050 1.68566 1.68427 1.68412 1.68404

Представленные результаты демонстрируют аппроксимационную сходимость
предлагаемой методики расчета. Во всех последующих расчетах используются
сетка с шагом 1/200 и 510u Q

−
θε = ε = ε = .

Результаты расчетов

С использованием описанной вычислительной технологии проведены пара-
метрические расчеты для плоского и осесимметричного течений. Для подтвер-
ждения достоверности результатов численного решения мы ограничиваемся их
сравнением с аналитическим решением для случая течения в цилиндрической
трубе.

На рис. 3 представлены профили скорости и температуры для плоского и осе-
симметричного течений псевдопластичной жидкости при различных значениях
параметра æ . С увеличением параметра æ  усиливается роль вязкой диссипации,
что приводит к возникновению точки перегиба в профиле скорости и к увеличе-
нию ее максимального значения. Влияние вязкой диссипации проявляется также в
увеличении значений температуры по всему сечению канала. В количественном
выражении полученный эффект для течения в круглой трубе несколько выше по
отношению к плоскому течению. Точками на сплошных кривых рис. 3, б показано
аналитическое решение (9).

Рис. 4 демонстрирует влияние параметра нелинейности n степенного реологи-
ческого закона на распределения скорости и температуры. Качественный характер
влияния параметра n на формирование профиля скорости в окрестности линии
симметрии и на значение ее максимальной скорости совпадает с таковым для слу-
чая изотермического стационарного течения степенной жидкости в плоской щели
и круглой трубе. Точками на сплошных кривых рис. 4, б показано аналитическое
решение (9).
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Рис. 3. Профили скорости (а) и температуры (б)
(пунктир – α = 0, сплошная линия – α = 1, n = 0.6: 1, 2, 3 – æ  = 0.5, 1, 1.5)

Fig. 3. Distributions of (a) velocity and (b) temperature
(the dotted line indicates α = 0; the solid line, α = 1; n = 0.6, æ  = (1) 0.5, (2) 1, and (3) 1.5)
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Рис. 4. Профили скорости (а) и температуры (б)
(пунктир – α = 0, сплошная линия – α = 1, æ  = 1: 1, 2, 3 – n = 0.6, 1, 1.4)

Fig. 4. Distributions of (a) velocity and (b) temperature
(the dotted line indicates α = 0; the solid line, α = 1; æ  = 1, n = (1) 0.6, (2) 1, and (3) 1.4)

На рис. 5 представлены распределения эффективной вязкости в сечениях
плоского канала и круглой трубы в зависимости от параметра æ  для псевдопла-
стичной жидкости (рис. 5, а) и в зависимости от параметра нелинейности n
(рис. 5, б). По мере приближения к линии симметрии значение скорости сдвига
уменьшается и равно нулю на линии симметрии. Поэтому эффективная вязкость
псевдопластичной жидкости (n<1) достигает больших значений в окрестности ли-
нии симметрии несмотря на максимальные значения температуры в этой области.
Зависимость вязкости от температуры заметно проявляется в области течения.
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Рис. 5. Распределение вязкости (пунктир – α = 0, сплошная линия – α = 1;
а: n = 0.6: 1, 2 – æ  = 0.5, 1.5; б: æ  = 1: 1, 2, 3 – n = 0.6, 1, 1.4)

Fig. 5. Viscosity distributions (the dotted line indicates α = 0; the solid line, α = 1;
а: n = 0.6: æ  = (1) 0.5 and (2) 1.5; b: æ  = 1: n = (1) 0.6, (2) 1, and (3) 1.4)

Распределения диссипативной функции Е в сечении канала/трубы показаны на
рис. 6. Характер изменения диссипативной функции по сечению канала/трубы оп-
ределяется характером функциональной зависимости вязкости и скорости от по-
перечной/радиальной координаты. Представленные на рис. 6 кривые Е(ζ) демон-
стрируют влияние основных параметров на характер изменения и количественные
значения диссипативной функции.
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Рис. 6. Диссипативная функция (пунктир – α = 0, сплошная линия – α = 1;
а: æ  = 1: 1, 2, 3 – n = 0.6, 1, 1.4; б: n = 0.6: 1,2,3 – æ  = 0.5, 1, 1.5)

Fig. 6. Dissipative function (the dotted line indicates α = 0; the solid line, α = 1;
а: æ  = 1: n = (1) 0.6, (2) 1, and (3) 1.4; b: n = 0.6: æ  = (1) 0.5, (2) 1, and (3) 1.5)
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Зависимости критического значения æ*  от показателя нелинейности n, разде-
ляющие область значений параметра æ , при которых существует или отсутствует
устойчивое стационарное решение, представлены на рис. 7. Точками на кривой 2
показаны результаты аналитического анализа по формуле (10) для течения в круг-
лой трубе.
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Рис. 7. Зависимости æ*  от n
Fig. 7. Dependences of æ*  on n

Заключение

Сформулирована математическая постановка задачи о стационарном неизо-
термическом течении степенной жидкости в плоском канале / круглой трубе с
учетом вязкой диссипации и зависимости консистенции среды от температуры в
одномерном приближении. Разработан численный алгоритм решения задачи на
основе метода конечных разностей. В результате проведенных параметрических
расчетов получены характерные распределения скорости, температуры, вязкости
и диссипативной функции в сечении канала/трубы при разных значениях пара-
метра, определяющего степень влияния вязкой диссипации, и показателя нели-
нейности реологической модели. Разработан алгоритм определения критических
значений параметра задачи, разделяющих области существования и отсутствия
устойчивого стационарного решения. Получены критические значения параметра,
выше которых осуществляется режим гидродинамического теплового взрыва. По-
строены зависимости параметра от показателя нелинейности степенного реологи-
ческого закона, выделяющие область устойчивых стационарных решений. Прове-
дено сравнение результатов расчетов с аналитическим решением для случая тече-
ния в круглой трубе. Результаты расчетов хорошо согласуются с аналитическим
решением.
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The results of research on a one-dimensional steady flow of power-law fluid in the planar
channel/circular pipe with allowance for viscous dissipation and temperature dependence of
consistency factor defined by exponential law are shown. The flow is described by the motion and
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The effect of medium rheology and dissipative heating on the flow pattern is parametrically
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ИССЛЕДОВАНИЕ ДЕФОРМАЦИОННЫХ И ПРОЧНОСТНЫХ СВОЙСТВ
МЕТАЛЛИЧЕСКИХ ПЛЕТЕНЫХ СЕТОК1

Металлические сетки в виде многослойных пакетов используются как высо-
копористые легкодеформируемые элементы для защиты силовых корпусов
взрывных камер и других конструкций от осколочного повреждения и дру-
гих импульсных воздействий. Пакет сеток формируется, как правило, путем
наложения слоев друг на друга с сохранением направлений проволок, по-
этому многослойный пакет можно считать высокопористым деформируе-
мым элементом конструкции, обладающим ортотропными свойствами. В ре-
зультате экспериментальных исследований были получены кривые дефор-
мирования многослойных пакетов и одного слоя плетеной металлической
сетки при испытаниях на сжатие по нормали к слою и растяжение вдоль
проволок, вплоть до разрушения образцов. Экспериментально показан эф-
фект увеличения силы растяжения предварительно обжатого одного слоя
плетеной сетки, характерный для многослойных пакетов. Математическое
моделирование деформирования одного слоя плетеной сетки подтверждает
эффект увеличения силы при растяжении вдоль линий проволок после пред-
варительного обжатия слоя по нормали. По результатам математического
моделирования выявлены два механизма увеличения растягивающей силы.
Первый – связан с упрочнением материала в окрестности узла сетки,
вызванного сильным его обжатием и развитым пластическим течением.
Второй – с тем, что в результате обжатия растягиваемые проволоки нахо-
дятся преимущественно в сжатом состоянии и для их растяжения требуются
дополнительные силы.

Ключевые слова: плетеные сетки, ортотропия, упругопластическое
сжатие, растяжение, разрушение, эксперимент, численное моделирование.

Использование в конструкциях пористых элементов в виде проволочных ре-
шеток, экранов, сеток, перфорированных перегородок является одним из способов
снижения импульсных и вибрационных нагрузок [1−3]. Например, для защиты
корпусов взрывных камер от осколочного повреждения в настоящее время при-
меняются многослойные металлические сетки тканого плетения. Подобные пре-
грады используются как в виде плоских, так и осесимметричных пакетов, скру-
ченных в рулон для укладки их перед стенками цилиндрических камер [4−6]. Па-
кет сеток формируется, как правило, путем наложения слоев друг на друга с со-
хранением направлений проволок, поэтому многослойный пакет можно считать
высокопористым деформируемым элементом конструкции, обладающим орто-
тропными свойствами [6]. Пакеты сеток сопротивляются деформированию при
сжатии по нормали к слоям и растяжению вдоль проволок. Для проектирования
подобных демпфирующих элементов необходимо знать их деформационные и
                                                          
1 Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки (задание 9.7057.2017/БЧ в части экспе-
риментальных исследований на растяжение) и грантов РНФ № 16-19-10237 в части испытаний на
сжатие, № 17-79-20161 в части численного моделирования.
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прочностные свойства. В [7−9] приведены некоторые результаты эксперимен-
тальных исследований деформационных свойств многослойных пакетов сеток на
квазистатическое и динамическое сжатие по направлению нормали к слоям сеток
и на растяжение вдоль проволок в плоскости слоя. Показано, что при интенсив-
ных нагрузках диаграммы деформирования носят нелинейный и необратимый ха-
рактер. В квазистатическом режиме нагружения, в отличие от динамического, вы-
явлена зависимость степени предварительного обжатия многослойных пакетов по
нормали к плоскости слоя на характеристики растяжения пакета в плоскости слоя
по направлениям проволок. В данной работе приводятся результаты эксперимен-
тальных и численных исследований выявленного эффекта на одном слое стальной
плетеной сетки.

1. Экспериментальные исследования предварительно обжатой
металлической сетки на растяжение

Квазистатические испытания на сжатие по нормали и растяжение вдоль одно-
го из направлений проволок сетки проводились на сервогидравлической установ-
ке Zwick/Roell Amsler HA 100. Управление и регистрация процесса нагружения
осуществлялась с помощью программного обеспечения «Test Xpert II». Экспери-
ментальные исследования были проведены для сетки диаметром 0.5 мм и шагом
плетения 2.5 мм, изготовленной из Ст3. Ранее проведенные исследования квази-
статического деформирования пакетов сеток из 10 и 20 слоев при растяжении [9]
выявили нелинейный характер и существенную зависимость диаграмм растяже-
ния от степени предварительного обжатия. По мере увеличения степени предва-
рительного обжатия пакетов сеток по нормали к слоям происходит увеличение
напряжения, необходимого для растяжения образцов по направлению проволок и
их разрушения. Предельные характеристики разрушения (σпред – напряжение раз-
рушения, εпред – деформация разрушения) при растяжении в зависимости от сте-
пени обжатия σсж приведены в таблице.

Таблица предельных характеристик растяжения
(пакет плетеных сеток, материал сталь 3)

−σсж, МПа 0 5 20 40 80
σпред, МПа 23 32 54 75 84

εпред 0,45 0,3 0,2 0,09 0,06

Для изучения эффекта увеличения силы на растяжение при возрастании степе-
ни предварительного обжатия проведены испытания на растяжение одного слоя
аналогичной сетки. Образец был изготовлен в размере 110 × 20 мм, рабочая база
образца составляла 14 мм, на растяжение образца вдоль нитей работало 8 прово-
лок. На рис. 1 приведены кривые в пересчете на одну из восьми растягиваемых
проволок на один шаг плетения (для последующего сравнения с численными ис-
следованиями). Отмечены следующие кривые: 1 – сетка без предварительного
статического обжатия; 2 – обжатие сетки до 0.5h, где h – начальная толщина слоя,
равная двум диаметрам проволоки (h = 1 мм); 3 – обжатие до 0.3h. По результатам
экспериментов качественно был выявлен тот же эффект, что и при испытании
многослойного пакета [9]. Кривые растяжения при увеличении предварительного
обжатия располагаются выше. Разрушающее напряжение увеличивается с ростом
силы предварительного обжатия, а разрушающее перемещение уменьшается.
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Рис. 1. Диаграммы растяжения сетки в зависимости от степени обжатия
Fig. 1. Diagrams of the grid extension as a function of reduction rate

После предварительного обжатия слоя сетки был визуально рассмотрен узел
плетения под микроскопом (рис. 2) для обжатия 0,5h. Видно пятно контакта с об-
жимаемой плоскостью. Оно одинаково по форме и площади для обеих проволок
узла плетения. Замерены параметры проволоки в обжатом состоянии, ее макси-
мальная ширина составила 0.75 мм, толщина – 0.25 мм в узле плетения при на-
чальном диаметре проволоки 0.5 мм. Растяжение сетки завершается ее разруше-
нием – образованием шейки и разрывом. Необжатая сетка разрушается в окрест-
ности узла плетения (рис. 3, справа – здесь одна поперечная проволока выпала
после разрыва), для обжатой сетки меняется характер разрушения, образование
шейки и разрыв происходит между узлами плетения (рис. 3, слева).

Рис. 2. Формы проволок в узле плетения после обжатия
Fig. 2. Shape of the wires in a knot after reduction
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Рис. 3. Вид разрушенной сетки после растяжения
(слева – обжатая сетка, справа – сетка без обжатия)

Fig. 3. Pattern of a destructed grid after tension
(on the left – reduced grid, on the right – grid without reduction)

2. Результаты численного моделирования

С целью выявления причин, вызывающих экспериментально наблюдаемый
эффект увеличения сил растяжения от степени предварительного обжатия сеток,
проведено численное моделирование процессов деформирования. Моделирование
проводилось в вычислительной системе ANSYS v 17.2 методом конечных элемен-
тов (лицензия Academic Research, Customer #623640). Для моделирования была
выбрана типовая ячейка плетеной сетки (рис. 4). Расчетная область состоит из че-
тырех трехмерных цилиндрических тел (проволок). В силу симметрии берется
половина сечения проволок. На торцах проволок также выполняются условия
симметрии. В начальный момент времени напряжения и деформации отсутствуют.

Рис. 4. Конечно-элементная модель объекта исследования
Fig. 4. Finite-element model of the test sample

В данной задаче использовался алгоритм расчета идеального симметричного кон-
такта тел без трения и с трением, когда в каждой контактной области используют-
ся две контактные пары. Коэффициент трения принимался равным 0.3. Сжатие
проводилось парой абсолютно жестких плоскостей, движущихся в направлении
оси Z симметрично навстречу друг другу. Выбран один из вариантов сжатия в
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проведенных выше экспериментах – до половины начальной толщины слоя 0.5h.
Весь процесс моделируемого нагружения был разбит на три этапа:

1. Обжатие сетки, перпендикулярно плоскости слоя по оси Z.
2. Снятие нагрузки с обжатого образца.
3. Растяжение по направлению проволок по оси X в плоскости сетки, движени-

ем боковых плоскостей симметрии аналогично обжатию.
Геометрическая модель проволоки получена вытягиванием полукруглого се-

чения вдоль оси проволоки. Ось состоит из двух сопряженных дуг окружности.
Для построения конечно-элементной модели использовался 20-узловой КЭ второ-
го порядка SOLID185 с сокращенным (2×2×2) интегрированием. Проводилось
сравнение численных решений на последовательности конечно-элементных се-
ток; результаты оказались сходящимися и близкими. Итоговая сетка передает все
особенности процессов нагружения и упругопластической деформации. Модель
каждой из проволок состоит из 6144 конечных элементов (КЭ), всего 24576 КЭ.
Общее количество неизвестных составило 321660. Для описания поведения мате-
риала рассматривалась мультилинейная модель пластичности с изотропным уп-
рочнением. Для получения достоверных результатов расчетов использовалась по-
лученная авторами экспериментальная диаграмма деформирования для Ст3, из
которой изготовлена сетка (рис. 5). В качестве меры деформации принимается ло-
гарифмическая мера. Модуль упругости равен 200 ГПа, коэффициент Пуассона –
0.3, предел текучести – 235 МПа, линейный модуль упрочнения при больших де-
формациях равен 1 ГПа.
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Рис. 5. Диаграмма деформирования материала
Fig. 5. Material deformation diagram

Первый этап моделирования (сжатие) был реализован за 200 шагов без изме-
нения величины шага. Это обусловлено необходимостью уменьшить искажения
формы конечных элементов при больших деформациях. На втором и третьем эта-
пах нагружения применялась автоматическая коррекция величины шага, что по-
зволило адаптивно увеличить шаг и сократить временные затраты на решение.
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Второй этап пройден за 25 шагов, третий – за 22 шага. Задача решалась в парал-
лельном режиме на сервере HP ProLiant DL585, процессор AMD Opteron 6176SE –
2.3GHz, на восьми ядрах. Время, затраченное на решение, составило около 8 ч.
На рис. 6 приведено распределение эквивалентных пластических деформаций по-
сле второго этапа нагружения. Наблюдается развитое пластическое течение во
всех проволоках, максимальное значение эквивалентных пластических деформа-
ций в узле плетения достигает 1,3.

Рис. 6. Распределение эквивалентных пластических деформаций
Fig. 6. Distribution of the equivalent plastic deformations

По результатам расчета была замерена ширина сечения в узле плетения прово-
лок, которая составила 0.77 мм, то есть увеличилась в 1.55 раза, что соответствует
экспериментальным данным (рис. 2). Наблюдается высокая неоднородность
деформированного состояния, особенно в окрестности сжатого узла плетения.
На рис. 7 приведены зависимости силы сжатия на расчетную ячейку сетки от пе-
ремещения.
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Рис. 7. Зависимость силы от перемещения при сжатии
Fig. 7. Strength as a function of displacement under compression
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Зависимость имеет резкий излом, вызванный значительным увеличением пло-
щади контакта проволок с обжимающими плоскостями в результате пластическо-
го течения материала. Сравнение экспериментальной кривой 1 и кривой, полу-
ченной численным моделированием 2, показывает хорошее совпадение результа-
тов, что свидетельствует о достоверности используемой модели. Сравнение ре-
зультатов моделирования с учетом и без учета трения на контактных поверхно-
стях показало незначительное влияние сил трения.

Численное моделирование третьего этапа на растяжение вдоль оси Х проводи-
лось при дополнительных предположениях. Диаграмма упругопластического де-
формирования с упрочнением (рис. 5) использовалась не для всей длины прово-
лок. Средняя часть проволок подвергалась слабому обжатию, поэтому здесь ис-
пользовалось линейное продолжение диаграммы деформирования без упрочне-
ния. Кроме того, в середине проволок вводилось линейное возмущение геометри-
ческого размера, составляющее 1 % от диаметра проволоки. Без этих дополни-
тельных предположений локализация пластических деформаций и образование
шейки происходило в окрестности узла плетения. На рис. 8 приведено распреде-
ление пластической деформации εx, которое свидетельствует о локализации пла-
стической деформации в центральных сечениях растягиваемых проволок. Карти-
на деформирования проволоки между узлами качественно соответствует картине,
полученной в [10] для цилиндрического образца. Как и в экспериментах, образо-
вание шейки и разрушение образца при численном моделировании при дополни-
тельных предположениях происходит между узлами.

Рис. 8. Распределение пластической деформации εх при растяжении
Fig. 8. Distribution of the plastic deformation εх under tension

Для сравнения решалась также задача растяжения необжатой сетки. Результа-
ты численного моделирования необжатой сетки показывают локализацию пласти-
ческих деформаций и образование шейки, а следовательно, и разрушение в окре-
стности узла плетения. На рис. 9 приведены кривые «сила – перемещение» на рас-
тяжение в плоскости слоя по направлению проволок. Пунктирные кривые 2, 4 –
экспериментальные, верхняя пунктирная кривая 2 – с предварительным обжатием
по нормали к слою. Кривые 1, 3 получены численным моделированием, кривая 1
– с учетом предварительного обжатия. Поведение численных кривых качественно
соответствует поведению экспериментальных. Наблюдается увеличение силы при
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растяжении предварительно обжатой сетки. Это увеличение объясняется двумя
механизмами. Первый – связан с упрочнением материала в окрестности узла
сетки, вызванным сильным его обжатием и развитым пластическим течением.
Второй – с тем, что в результате обжатия растягиваемые проволоки находятся
преимущественно в сжатом состоянии вдоль оси растяжения. Этот факт подтвер-
ждают отрицательные внутренние силы, которые видны на кривой 1 рис. 9 в на-
чале процесса растяжения. Для получения лучшего количественного соответствия
требуются дополнительные специальные исследования с применением более аде-
кватной модели поведения материала при сложном нагружении с учетом его по-
врежденности и изменения его деформационных свойств при больших деформа-
циях [10].
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Рис. 9. Кривые растяжения одной проволоки сетки
Fig. 9. Stress-strain curves for a single wire of the grid

Заключение

В результате экспериментальных исследований были получены кривые де-
формирования одного слоя плетеной металлической сетки при испытаниях на
сжатие и растяжение, вплоть до разрушения образца. Экспериментально показан
эффект увеличения силы растяжения предварительно обжатого одного слоя пле-
теной сетки, как и для многослойного пакета. Математическое моделирование
деформирования одного слоя плетеной сетки подтверждает эффект увеличения
силы при растяжении вдоль линий проволок после предварительного обжатия
слоя по нормали. По результатам математического моделирования выявлены два
механизма увеличения растягивающей силы. Первый – связан с упрочнением ма-
териала в окрестности узла сетки, вызванного сильным его обжатием и развитым
пластическим течением. Второй – с тем, что в результате обжатия растягиваемые
проволоки находятся преимущественно в сжатом состоянии.
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Metal grids represented as multilayer packages are used as highly-porous easy-deformable
elements to protect pressure vessels of the blasting chambers and other structural components from
fragmentation damage and other impulse actions. The package of grids is typically formed by layer
stacking with the same directions of the wires providing multilayer package that is considered as a
highly-porous deformable structural element with orthotropic properties. As a result of experimental
studies, the stress-strain curves were obtained for multilayer packages and single layer of a woven
metal grid under compression along the normal to the layer and under tension along the wires up to
the sample destruction. Experiments show that the tensile strength of pre-compressed single layer of
a woven grid increases which is typical for multilayer packages. Mathematical modeling of the
stress-strain of single layer of a woven grid confirms an increase in the tensile strength along the
wires after pre-compression along the normal. According to the results of mathematical modeling,
two mechanisms providing an increase in the tensile strength are revealed. The first is related to
material hardening in the vicinity of grid node caused by strong compression and developed plastic
flow. The second is a reason of compression of the tensed wires which are preferably in a
compressed state and the addition strength is needed for their tension.
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ
КОСМИЧЕСКОЙ ТРОСОВОЙ СИСТЕМЫ С НАДУВНЫМ ШАРОМ-

БАЛЛОНОМ ПРИ ВЫВОДЕ КОСМИЧЕСКОГО АППАРАТА НА ОРБИТУ1

Рассматривается задача вывода космического аппарата на орбиту с помо-
щью вспомогательной тросовой системы, оснащенной стыковочным моду-
лем с надувным баллоном. Изучается возможность перевода системы во
вращение за счет действия аэродинамических сил. Разработана математиче-
ская модель системы и проведено сравнение движения тросовой системы с
надувным баллоном и без него. Определены параметры орбиты космическо-
го аппарата после отделения от троса и приведена оценка сэкономленного
топлива.

Ключевые слова: космическая тросовая система, уравнение Лагранжа,
вывод груза, фазовый портрет, численное моделирование.

С начала космической эры и по сей день многоступенчатые ракеты-носители
являются единственным средством доставки грузов на орбиту. Основным недос-
татком этого способа является необходимость тратить топливо на разгон самой
ракеты. Поиску путей удешевления операции вывода груза посвящено большое
количество научных работ, например, румынское космическое агентство предло-
жило запускать лунный зонд с высотного аэростата [1]. В статье [2] обсуждается
проект электромагнитной рельсовой пушки. Оригинальный лазерный двигатель,
подпитывающийся от удаленного источника энергии, описан в [3]. Интересным и
глубоко проработанным является проект космического лифта [4, 5], текущий уро-
вень развития технологий не позволяет создать космический лифт на Земле, но
это возможно на Луне или на Марсе [6]. Весьма перспективной видится возмож-
ность использования космических тросовых систем для удешевления транспорт-
ных операций в космосе. На основе вращающихся тросовых систем может быть
создана система транспортировки грузов с низких околоземных орбит на геоста-
ционарную орбиту [7−9]. В работах [10−12] предложен проект использования
транспортных тросовых систем регулярного сообщения Земля – Луна. А в работах
[13, 14] показана возможность доставки грузов на Марс и обратно, а также на
другие планеты Солнечной системы. В проекте космической тросовой системы
MXER [15] предполагается совместное использование преимуществ вращающих-
ся и электродинамических систем. Космические тросовые системы могут быть
использованы для решения задачи спуска груза с орбиты [16, 17].

В данной статье рассматривается задача вывода космического аппарата (КА)
на орбиту с помощью вспомогательной космической тросовой системы. Предпо-
лагается, что на низкой околоземной орбите развернута космическая тросовая
система, состоящая из спутника с опущенным в верхние слои атмосферы тросом,

                                                          
1 Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (№15-01-

01456).
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на конце которого расположен стыковочный модуль. Изначально космическая
тросовая система находится в устойчивом положении около местной вертикали.
В [18] предлагается закон управления, позволяющий осуществить управляемый
выпуск троса для перевода системы в требуемое устойчивое положение. С помо-
щью ракеты-носителя на орбиту выводится КА и совершает стыковку с нижним
концом троса. После стыковки на модуле надувается шар-баллон и под действием
аэродинамических сил космическая тросовая система переводится во вращатель-
ное движение. При достижении КА наивысшей точки происходит его отделение
от троса (рис. 1). Описанная схема позволяет снизить стоимости выполнения ма-
невра за счет отказа от использования последней ступени ракеты-носителя.

Рис. 1. Схема вывода космического аппарата на орбиту
Fig. 1. Scheme of a spacecraft orbit injection

Целью исследования является изучение возможности перевода системы во
вращательное движение за счет использования надувного шара-баллона и дейст-
вующих на него аэродинамических сил. Для этого будет построена математиче-
ская модель, проведено численное моделирование процесса перевода системы во
вращение, определены параметры системы. Данная работа является развитием
[19]. В отличие от [19] здесь не делается допущения о движении спутника по кру-
говой орбите.

Математическая модель

Рассмотрим плоское движение космической тросовой системы, состоящей из
спутника (точка А на рис. 2), груза (точка B) и соединяющего их невесомого уп-
ругого троса. Спутник рассматривается как материальная точка массой M, а груз –
точка массой m. На груз помимо гравитационной силы действует сила аэродина-
мического сопротивления. При расчете аэродинамической силы будем считать
баллон динамически симметричным шаром с площадью миделя S. Под действием
этих сил он совершает колебания около местной вертикали. Движение системы
будет полностью описываться системой дифференциальных уравнений Лагранжа
второго рода. За обобщенные координаты примем q1 = R – расстояние от центра
Земли до спутника, q2 = θ – угол истиной аномалии, q3 = l – длина троса, q4 = φ –
угол отклонения троса от местной вертикали. Таким образом:
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где L = T – Π – лагранжиан системы, T и Π – кинетическая и потенциальная энер-
гия системы соответственно.
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Рис. 2. Исследуемая механическая система
Fig. 2. Mechanical system of interest

Кинетическая энергия запишется как сумма энергий двух материальных точек

2 2

2 2M m A B
M mT T T V V= + = + , (2)

где TM – кинетическая энергия спутника, Tm – кинетическая энергия груза, а их
скорости, соответственно VA и VB, в векторном виде запишутся как

A B A, ( )V = R+ ×r V =V + l + + × l� � �� �θ θ φ ,
где вектор r – расстояние от центра Земли до груза (рис. 2).

Для потенциальной энергии в данном случае имеем сумму из энергий спутни-
ка, груза и упругого троса

0
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r
, (3)

где μ – гравитационная постоянная, l0 – длина недеформированного троса, c – ко-
эффициент жесткости;

0

tES
c

l
= ,

E – модуль Юнга, St –площадь поперечного сечения троса.
Непотенциальные обобщенные силы могут быть найдены как [20]
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Здесь сила F есть аэродинамическая сила, действующая на груз и равная вектор-
ной сумме силы лобового сопротивления X и подъемной силы Y [21]:
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F = X +Y ,  (4)
2 2

,
2 2
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x y
V V

X c S Y c S
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= = ,

где cx, cy – безразмерные коэффициенты лобового сопротивления и подъемной си-
лы соответственно, ρ – плотность атмосферы. Для шара имеем 0yc = , и обоб-
щенные силы могут быть записаны в виде

( )cos sin
2

x B
R x y

c SV
Q V V

ρ
= − θ + θ ; (5)

( ) ( )( )sin sin( ) cos cos( )
2

x B
x y

c SV
Q V r l V r lθ

ρ
= θ − ϕ + θ − θ − ϕ + θ ; (6)

( )cos( ) sin( )
2

x B
l x y

c SV
Q V V

ρ
= ϕ + θ + ϕ + θ ; (7)

( )cos( ) sin( )
2

x B
x y

c SV
Q l V Vϕ

ρ
= ϕ + θ + ϕ + θ . (8)

Здесь проекции скорости точки B расписываются как

( )
( )

sin( ) cos( ) cos( ) sin( ),
cos( ) sin( ) sin( ) cos( ).

x

y

V R R l l
V R R l l

= −θ θ + θ − ϕ + θ + ϕ + θ ϕ + θ

= θ θ + θ − ϕ + θ − ϕ + θ ϕ + θ

�� �� �
�� �� �

Подставляя (2), (3), (5) – (8) в (1), получим систему дифференциальных урав-
нений, описывающих движение космической тросовой системы с учетом влияния
атмосферы на нижнее тело. Используем эту систему для численного исследования
возможности вывода груза на орбиту.

Численное моделирование

В качестве примера рассмотрим космическую тросовую систему со следую-
щими параметрами: масса спутника M = 6000 кг, масса груза m = 250 кг, длина
недеформированного троса l0 = 50 км, модуль Юнга E = 50 ГПа, поперечная пло-
щадь троса S = 3.4 10−6 м2. Плотность атмосферы ρ будем аппроксимировать экс-
поненциальной зависимостью

3
7100

0

r R

e
−

−
ρ = ρ ,

где ρ0 – плотность атмосферы на поверхности Земли, 3R  – радиус Земли. Будем
считать, что до момента стыковки спутник движется по круговой орбите радиуса
R = 6521 км.

Предположим, что до момента стыковки космическая тросовая система нахо-
дилась в стационарном состоянии. Под влиянием гравитационного момента кос-
мическая тросовая система стремится принять устойчивое радиальное положение
[6]. В нашем же случае, за счет воздействия аэродинамической силы стыковочный
модуль будет иметь некоторое отклонение от местной вертикали. Величина от-
клонения будет зависеть от геометрических размеров и массы стыковочного мо-
дуля, а также от длины троса. Так, например, для достаточно короткого троса (или
легкого спутника-зонда) аэродинамические эффекты приводят к тому, что равно-
весная конфигурация, характеризующаяся ориентацией связки в трансверсальном
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направлении, становится единственно возможной [22]. Для определения началь-
ных условий приравняем левые части системы (1) нулю. Получим *R const= ,

* * 3R −θ = μ� , *l const= . Здесь звездочка означает стационарное положение. Ве-

личина отклонения *ϕ  может быть определена из нелинейного уравнения

( )( ) ( )( )* * * * *2 *2 * * *
*3

1 cos 2 cos
2 xl c S R l l R l

R
Rμ

− ρ ϕ − + − ϕ +

( )( )
( )* * *

3/ 2 *3*2 *2 * * *

1 1 sin 0
2 cos

m R l
l R l RR

⎛ ⎞+ μ − ϕ =⎜ ⎟⎜ ⎟+ − ϕ⎝ ⎠

.

Стационарная длина троса l* = 50003.2 м может быть найдена из условия ра-
венства гравитационной силы, силы упругости и сил инерции, действующих на
нижний конец троса. На рис. 3 представлен фазовый портрет, описывающий ко-
лебания нижнего конца троса до стыковки. Баллон находится в спущенном со-
стоянии и из рисунка видно, что нижнее тело совершает колебательные движения
около стационарного положения φ* = 0.057 рад.

Рис. 3. Фазовый портрет для значения радиуса баллона 0.06 м
Fig. 3. Phase-plane plot for balloon radius of 0.06 m

Расчеты показывают, что на этапе ожидания стыковки, когда система находит-
ся в стационарном положении и на нижний конец действует аэродинамическая
сила, высота спутника будет уменьшаться примерно на 1,5 км за период обраще-
ния системы вокруг Земли. Зависимость высоты космической тросовой системы
от времени показана на рис. 4. Для компенсации этого негативного воздействия
атмосферы можно использовать, например, электродинамические тросовые сис-
темы, как это предлагается в [23].
Предположим, что выводимый КА мягко пристыковался к нижнему концу тросо-
вой системы, то есть скорость КА относительно стыковочного модуля в момент
стыковки равнялась нулю. После этого происходит надувание шара-баллона и
влияние аэродинамических сил на нижний конец троса значительно возрастает.
Проинтегрируем численно (1) и построим фазовый портрет системы после сты-
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ковки (рис. 5) для баллонов различного радиуса. Фазовый портрет показывает, что
нижний конец троса выходит из зоны колебаний и переходит во вращательное
движение. Серые линии соответствуют движению космической тросовой системы
без учета влияния аэродинамических сил. В зависимости от радиуса баллона сис-
тема будет переводиться во вращательное движение за разные временные проме-
жутки и вращаться с разными угловыми скоростями. Для сравнения на фазовую
плоскость нанесены фазовые траектории для значений радиуса баллона rb 0.4, 0.7,
1, 2 и 4 м.

t, c

Рис. 4. Изменение высоты в режиме ожидания стыковки
Fig. 4. Altitude variation in a docking standby mode

Из рис. 5 видно, что увеличение площади баллона приводит к уменьшению
времени перехода КА в верхнее положение ( ϕ = π ) и увеличению скорости ϕ�  в
верхнем положении, что будет сказываться на параметрах орбиты груза после от-
деления от троса. Приведено сравнение характеристик орбит, по которым выво-
димый КА продолжит свободный орбитальный полет после отделения от троса в
точке ϕ = π . Результаты приведены в табл. 1. Таблица 2 содержит сравнение ха-
рактеристик орбит спутника после описанного маневра. Как можно заметить из
табл. 1, перигей исходной орбиты находится на расстоянии меньше среднего ра-
диуса Земли. Это значит, что выводимый КА без последующей стыковки с тросо-
вой системой упал бы на поверхность Земли. Рис. 6 показывает зависимость вы-
соты спутника при совершении маневра с надутым баллоном, с последующим его
сдуванием после отделения космического аппарата от спутника. За начало чис-
ленного расчета принято стационарное положение системы. Кривые 2 – 6 рассчи-
таны для значений радиусов баллона, приведенных в табл. 1 и 2. Жирными точ-
ками на рис. 6 отмечены моменты отделения космического аппарата от троса.
Пунктирные линии показывают движение спутника после отделения груза в верх-
ней точке и свертывания баллона. Жирные линии соответствуют движению с на-
дутым баллоном. Линия 1 описывает движение спутника на этапе ожидания сты-
ковки и соответствует приведенной на рис. 4 зависимости. Таким образом, ис-
пользование баллонов большого радиуса более эффективно с точки зрения увели-
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чения высоты орбиты КА, но приводит к падению спутника (кривые 2−4). Такая
схема может быть использована, когда не требуется сохранять спутник на орбите,
например в случае увода с орбиты грузового корабля Прогресс, после того как он
выполнил свою основную программу.

Рис. 5. Фазовые траектории для значений rb, м: 1 – 0.4, 2 – 0.7, 3 – 1, 4 – 2, 5 – 4.
Серые траектории построены при отсутствии аэродинамической силы
Fig. 5. State space trajectory at rb = (1) 0.4, (2) 0.7, (3) 1, (4) 2, and (5) 4 m.
The trajectories painted in grey indicate the cases without aerodynamic force

Рис. 6. Зависимость высоты спутника h от времени.
1 – 0.06, 2 – 4, 3 – 2, 4 – 1, 5 – 0.4 и 6 – 0.7 м

Fig. 6. Time dependence of a satellite altitude h = (1) 0.06,
(2) 4, (3) 2, (4) 1, (5) 0.4, and (6) 0.7 m
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Т а б л и ц а  1
Сравнение характеристик орбит космического аппарата

Параметры орбиты Исходная
орбита rb = 0.4 м rb = 0.7 м rb = 1 м rb = 2 м rb = 4 м

Эксцентриситет орбиты e 0.0227 0.0498 0.0521 0.0606 0.0972 0.1715
Параметр орбиты p, км 6324.1 6848.4 6882.3 6951.0 7200.2 7690.7
Большая полуось a, км 6327.3 6865.5 6901.1 6976.7 7268.9 7923.8
Малая полуось b, км 6325.7 6856.9 6891.6 6963.8 7234.5 7806.4
Радиус перигея rπ, км 6183.5 6523.4 6541.1 6553.3 6561.8 6564.8
Радиус апогея rα, км 6471.2 7207.5 7260.8 7400.1 7976.1 9282.2

Т а б л и ц а  2
Сравнение характеристик орбит спутника

Параметры орбиты Исходная
орбита rb = 0.4 м rb = 0.7 м rb = 1 м rb = 2 м rb = 4 м

Эксцентриситет орбиты e 0 0.0016 0.0017 0.0042 0.0081 0.0145
Параметр орбиты p, км 6521.0 6469.6 6488.3 6482.7 6462.1 6421.2
Большая полуось a, км 6521.0 6469.7 6488.4 6482.8 6462.5 6422.5
Малая полуось b, км 6521.0 6469.7 6488.4 6482.7 6462.3 6421.8
Радиус перигея rπ, км 6521.0 6459.6 6477.7 6455.5 6410.3 6329.1
Радиус апогея rα, км 6521.0 6479.7 6499.1 6510.1 6514.6 6515.9

Оценка экономии топлива

Предположим, что использование космической тросовой системы заменяет
схему двухимпульсного перелета. Траектория, по которой происходит перелет
между начальной и конечной орбит, называется полуэллипсом Гоманна. Для оп-
тимальной схемы импульсы скорости ∆V прикладываются в апсидальных точках
траектории. Суммарное приращение скорости будет состоять из суммы первого и
второго импульса [24]. А их величины определяются как разность двух орбиталь-
ных скоростей в точке касания этих орбит. В общем случае орбитальная скорость
вычисляется по следующей формуле [25]

( )( )1 2 cosV e e
p
μ

= + + θ ,

для апсидальных точек выражение упрощается

( ), 1V e
pπ α
μ

= ± ,

где индексы π и α соответствуют скоростям КА в точке перигея и апогея. Или ес-
ли переписать через радиусы перигея rπ и апогея rα

( ) ( )
, ,

, ,
, , , , , ,

2 2
, ,i i

i i
i i i i i i

r r
V V

r r r r r r
α π

π α
π π α α π α

μ μ
= =

+ +

здесь нижний индекс i = 1, 2, 3 обозначает номер орбиты. Пусть 1 – исходная
орбита, 2 – орбита перелета, 3 – конечная орбита. Вычисляя суммарный импульс
и подставляя его в формулу Циолковского [24], получим соотношение для оцен-
ки массы топлива, сэкономленного при использовании космической тросовой
системы
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,2 ,1 ,3 ,2
0 1 expT

V V V V
m m

W
π α α α− + −⎛ ⎛ ⎞⎞

= − −⎜ ⎜ ⎟⎟
⎝ ⎝ ⎠⎠

, (9)

где W есть скорость истечения газов из сопла двигателя, для примера возьмем ее
равной 500 м/с.

Рассчитаем массу сэкономленного топлива для значений радиусов перигея и
апогея исходной и конечной (rb = 4 м) орбиты из таблицы 1. Получаем 224.6 кг.
В случае если бы система переводилась во вращение с помощью реактивного дви-
гателя, эквивалентного по эффективности баллону с радиусом 0.7 м, было бы не-
обходимо затратить 62 кг.

Заключение

Рассмотрена задача доставки на орбиту космического аппарата с помощью
тросовой системы с надувным баллоном. Для исследования осуществимости опи-
санной схемы вывода с помощью формализма Лагранжа была разработана мате-
матическая модель космической тросовой системы, в рамках которой спутник
рассматривался как материальная точка, трос – как невесомый упругий стержень,
а КА с надутым баллоном – как твердое тело сферической формы. С помощью
разработанной модели проведено сравнение движения системы с надувным бал-
лоном и без него. Для разных значений радиуса баллона определены параметры
орбиты космического аппарата после отделения от троса. Произведен расчет
сэкономленного топлива.
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Проведено исследование движения сферической частицы по наклонной по-
верхности, обдуваемой сдвиговым потоком. Проанализированы различные
режимы движения частицы в потоке: качение, скольжение, пробуксовка. Ис-
следование движения по наклонной поверхности, обдуваемой воздушным
потоком, показывает, что скорость центра масс частиц увеличивается с уве-
личением ее диаметра, при этом скорость частиц быстро достигает стацио-
нарного значения. Изменение угловой скорости ω характеризуется на на-
чальном этапе резким ее возрастанием, после чего качение частицы проис-
ходит с постоянной угловой скоростью. Для малых размеров частицы ее
движение на начальном участке характеризуется качением без скольжения,
однако затем переходит в режим проскальзывания.

Ключевые слова: механика жидкости, дисперсная фаза, суспензии, каче-
ние, скольжение.

Математическая модель

Изучение движения частиц аэрозоля, их осаждения и коагуляции составляет
предмет весьма важного раздела учения об аэродисперсных системах, который
можно назвать механикой аэрозолей [1, 2]. Сюда же целесообразно отнести тесно
примыкающий к проблемам осаждения и сепарации [3, 4] вопрос о явлениях, про-
исходящих при соприкосновении частиц друг с другом и с макроскопическими
телами, а также весьма важный, мало изученный вопрос об обратных процессах –
отрыве частиц от стенок и переходе порошкообразных тел в аэрозольное состоя-
ние [5].

В работах [6, 7] представлены результаты экспериментального исследования
гравитационного осаждения консолидированной системы твердых монодисперс-
ных сферических частиц в вязкой жидкости в широких диапазонах их концентра-
ции и чисел Рейнольдса и Стокса. На основе экспериментальных данных по изме-
нению скорости осаждения совокупности частиц получена критериальная зависи-
мость для коэффициента сопротивления совокупности частиц в исследуемом ре-
жиме осаждения.

Авторами [8] проведено исследование движения частицы в окрестности под-
вижной стенки. Результаты расчетов показывают, что увеличение частоты коле-
бания пластины ω  увеличивает частоту изменения скорости частицы. С ростом
частоты колебаний пластины колебательный режим изменения скорости частицы
наблюдается в более тонком слое, прилегающем к пластине. С увеличением диа-
метра частиц увеличивается их инерционность. Амплитуда колебаний частицы
уменьшается с увеличением частоты колебаний пластины

В работе [9] представлены экспериментальные исследования режима соударе-
ния твердой сферической частицы, движущейся в жидкости, с горизонтальной
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плоской стенкой. В результате проведенных измерений был определен коэффици-
ент восстановления при ударе. Установлено, что при малых значениях числа Сто-
кса p n pStk v μd= ρ , являющегося отношением силы инерции частицы к силе
внутреннего трения (плотность частицы, диаметр частицы, динамическая вязкость
жидкости и скорость частицы) коэффициент восстановления равен нулю и соуда-
рение со стенкой происходит без отскакивания. С увеличением значения числа
Стокса коэффициент восстановления монотонно увеличивается, асимптотически
достигая значений, соответствующих удару в вакууме.

В работе [10] представлено исследование ударного взаимодействия частиц в
потоке. Проанализировано осаждение бидисперсной смеси с учетом соударения
частиц. Проведенные расчеты показали, что соударения частиц существенным
образом определяют скорость их осаждения в воздушной среде и практически не
оказывают влияния на процессы седиментации в жидкости.

В [11] предложена модель движения частицы, движущейся в газе вблизи шеро-
ховатой стенки. На основе экспериментальных данных предложена математическая
модель движения частицы по поверхности средней и малой шероховатости, размер
которой не превышает размера частицы. В результате проведенных экспериментов
определена величина силы адгезии частицы вблизи шероховатой стенки.

Авторами [12] проведено экспериментальное и теоретическое исследование
движения твердой сферы по наклонной плоскости под действием силы тяжести в
присутствии поперечного потока вязкой жидкости. Установлено, что движение
тяжелой сферы по наклонной плоскости в жидкости ускоряется, если жидкость
течет в поперечном направлении. Эффект увеличивается с ростом скорости попе-
речного потока, с ростом коэффициента трения и с уменьшением угла наклона
плоскости. Эффект ускорения оседания обусловлен поворотом вектора силы кон-
тактного трения скольжения под действием поперечного потока.

Целью работы является математическое моделирование движения сфериче-
ской частицы, обдуваемой сдвиговым потоком, по наклонной поверхности.

Уравнение движения центра масс частицы можно записать в виде [1, 13]:

1

N

i
i

dvV F
dt =

ρ = ∑
G G

, (1)

где ρ  – средняя плотность частицы; V  – ее объем; 
1

N

i
i

F
=
∑
G

 – главный вектор внеш-

них действующих сил. Рассмотрим более подробно систему сил, действующих на
частицу. Силу тяжести можно определить по формуле

GF Vg= ρ
G G . (2)

Наличие локального градиента давления приводит к появлению силы, направ-
ленной в сторону градиента давления [2, 14]:

( ) ( )grad gradp
s V

F pnds p dV p V= − = − ≈ −∫ ∫
G G . (3)

Градиент давления, создаваемый статическим давлением, ( )grad ep g= −ρ
G .

Складывая силу тяжести и силу, вызванную градиентом статического давления,
получим силу Архимеда [1]

( )A eF V g= ρ − ρ
G G . (4)
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Сила сопротивления в однородном потоке газа определяется как [15, 16]

( )2

8
D

D p e e e
C

F d v v v v= − π ρ − −
G G G G G , (5)

где DC  – коэффициент сопротивления; pd  – диаметр частицы, evG  – скорость не-

сущей среды, vG  – скорость центра масс частицы.
В потоке с неравномерным распределением скорости evG  частица может со-

вершать вращательное движение относительно своего центра масс. При этом в
области, где скорость набегающего потока имеет более высокие значения, форми-
руется область пониженного давления, что, в свою очередь, приводит к образова-
нию подъемной силы, так называемой силы Саффмана [17, 18]. Величина этой си-
лы определяется по формуле

( )
( )2 rot( )

4 rot
S e e

S p e e
e

C
F d v v v

v
μ ρ

= π − ×
G G G G

G , (6)

где 0.01SC =  – константа Саффмана.
В результате несовпадения угловой скорости вращения частицы, вызванного

несимметричным обтеканием, и завихренности обтекающего потока возникает
сила Магнуса. Эту силу можно определить следующим образом [1, 17]:

( ) ( )2

8
eM

M p e e e
e

v vC
F d v v

−
= π ρ ω − ω × −

ω − ω

G GG G G G G
G G , (7)

где 0.05МC =  – константа Магнуса.
Рассмотрим движение частицы диаметром pd , находящейся на наклонной по-

верхности с углом наклона к горизонту α , обдуваемую воздушным потоком с
линейным распределением скорости ev y= γ  (рис. 1). В качестве сил, действую-

щих на частицу, будем рассматривать силу Архимеда AF
G

 (1), подъемные силы

Сафмана SF
G

 (6) и Магнуса MF
G

 (7), силу сопротивления DF
G

 (5). Также необходи-

мо учитывать силу реакции опоры RF
G

 ( max(0, cos )R G M SF F F F= α − −  и силу

трения frF
G

.
y

x

FR

FG

FD

FS FM,

MG

Ffr

Рис. 1. Схема движения частицы по наклонной поверхности
Fig. 1. Scheme of the particle motion along an inclined surface



78 О.В. Матвиенко, А.О. Андропова, А.В. Андриасян, Н.А. Мамадраимова

Сила трения скольжения определяется законом Кулона – Амонтона [19] и мо-
жет быть определена как

fr,sl sl R
vF f F
v

= −
GG
G . (8)

Сила трения покоя препятствует возникновению скольжения тел. Она направ-
лена противоположно силе, пытающейся вывести тело из состояния равновесия.
Величина этой силы изменяется от нуля до максимального значения, которое мо-
жет быть определено как

fr,stat stat RF f F= . (9)
В уравнениях (8), (9) fr,slf  – коэффициент трения скольжения, statf  – коэффи-

циент трения покоя. В расчетах fr,sl 0.15f = , stat 0.2f = .
В результате взаимодействия несущей среды и катящейся частицы возникает

пара сил с гидродинамическим моментом равным [1]:

( )51
64G e eM C dω= − ρ ω − ω ω − ω

G G G G . (10)

Параметр Cω, согласно результатам исследований [1, 20], вычисляется в соот-
ветствии с корреляцией

12.9 128.4
ReRe

Cω
ω ω

= + , 
2

Re
2

d
ω

ρ ω
=

μ
. (11)

Трение качения происходит при наличии контактной площадки между части-
цей и опорной поверхностью. В результате реакция опоры смещается в сторону
возможного движения и создает момент сопротивления.

Максимальное значение расстояния между линией действия реакции опоры и
нормалью к поверхности, проведенной через центр масс тела, составляет полови-
ну длины площадки контакта. Это расстояние принимают за коэффициент трения
качения. Таким образом, предельная величина момента трения качения может
быть определена как

fr,max RM F= δ , (12)
где δ  – коэффициент трения качения, имеющий размерность длины. В расчетах
коэффициент трения качения принимался равным 0.05 pdδ = .

Динамика частицы в потоке определяется дифференциальными уравнениями,
описывающими движение центра масс, а также вращение частицы [19]:

( ) ( ) ( )

( )

3 3 2

2 2
fr

1 1 sin
6 6 8

;
4 8

x D
p p p e p e e x

S eM
p y e e p e y

e

dv C
d d g d v v v y

dt
C v vC

d v d v F

π ρ = π ρ − ρ α − π ρ − − γ −

−
− π μ ρ γ − π ρ ω − γ +

ω − ω

G G

G G
G G (13)

( ) ( )

( ) ( )( )

3 3 2

2 2

1 1 cos
6 6 8

;
4 8

y D
p p p e p e e yp

S eM
p x e e p e x R

e

dv C
d d g d v v v

dt
C v vC

d v y d v y F

π ρ = − π ρ − ρ α − π ρ − +

−
+ π − γ μ ρ γ + π ρ ω − γ − γ +

ω − ω

G G

G G
G G (14)

( )5 5
fr fr

1 1 1
60 64 2p p e p e p

dd C d F d M
dt ω
ω ω

π ρ = ρ ω − ω ω − γ − −
ω

G G . (15)
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Рассмотрим различные сценарии движения частицы.
Отрыв частицы от поверхности возможен при выполнении условия

0ydv dt > . С учетом уравнения (14) условие отрыва частицы от поверхности мо-
жет быть представлено в виде

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3cos 2
4 8

x pee e eM
p S x p

ep e p e

v dC
d g C v d

⎛ ⎞− γμ ρ γ ρ
α < + ω − γ − γ⎜ ⎟⎜ ⎟ω − γρ − ρ ρ − ρ⎝ ⎠

. (16)

Проведенные расчеты показали, что в исследуемом диапазоне параметров:
10 1000pd≤ ≤ мкм, 10γ < с−1, 0 06 87< α < , 2600ρ = кг/м3, 1.2eρ = кг/м3 условие
отрыва частицы от поверхности (13) не реализуется. Таким образом, в рассмот-
ренных случаях частица движется вдоль поверхности.

Определим условия равновесия частицы:

( ) ( )3 4
stat

1 sin
6 32

D
p p e p e R

C
d g d f Fπ ρ − ρ α + π γ γ ρ ≤ ; (17)

5
fr

1 1
64 2p p RC d F d Fω− ρ γ γ + ≤ δ . (18)

При этом сила реакции опоры определяется выражением

( ) ( )3 3 31 cos  
6 8 16

S M
R p p e p e e p e

C C
F d g d d d= π ρ − ρ α + π γ μ ρ γ − π ρ γ γ . (19)

Условием вращением частицы без скольжения будет невыполнение условия
(18) при выполнении условия (17). Этот случай может реализоваться при обдуве
поверхности восходящим несущим потоком ( 0γ < ). При этом составляющая си-
лы тяжести, направленная вдоль поверхности уравновешивается силой трения и
силой сопротивления. Вращение частицы обуславливается действием гидродина-
мического момента, вызванного неоднородным полем скорости потока несущей
среды.

Поступательное движение частицы, то есть скольжение без вращения осуще-
ствляется при выполнении условия (18) и невыполнении условия (17).

Если условия (17), (18) не выполняются одновременно, то частица скатывается
по наклонной поверхности. В зависимости от величин действующих сил и момен-
тов возможно: качение частицы без скольжения ( 0.5x pv d= ω , 0yv = ), пробук-

совка частицы ( 0.5x pv d< ω , 0yv = ); качение частицы со скольжением

( 0.5x pv d> ω , 0yv = ).
Определим условия качения частицы без скольжения. В этом случае должно

выполняться кинематическое соотношение 0.5x pv d= ω . Таким образом, уравне-
ние (15) может быть записано в виде

4 3
fr

1 1 1 1 1
30 16 2 2 2

x x
p p p x p x p p R

x

dv v
d C d v d v d F d F

dt vω
⎛ ⎞π ρ = ρ − γ − γ + + δ⎜ ⎟
⎝ ⎠

G . (20)
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Совместное решение уравнений (13) и (20) позволяет определить условие ка-
чения частицы без скольжения и пробуксовки:

( ) ( )3 2

stat

2 51 1 1 3sin
9 24 2 2 3

.

D x
p e p e x p x p R

x p

R

C C v
d g d v d v d F

v d
f F

ω− δ⎛ ⎞⎛ ⎞π ρ −ρ α − π ρ − γ − γ − ≤⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
≤

G

(21)

При движении частицы без скольжения величина силы трения будет опреде-
ляться зависимостью

( ) ( )3
fr

2

1 sin
9

2 5 1 1 3
24 2 2 3

x
p e

x

D x
p e x p x p R

x p

v
F d g

v
C C v

d v d v d F
v d

ω

= π ρ − ρ α −

− δ⎛ ⎞− π ρ − γ − γ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

G

G . (22)

Качение частицы со скольжением происходит при выполнении условия

( ) ( )3 2
stat

2 51 1 1sin
9 24 2 2

D
R p e p e x p x p

C C
f F d g d v d v dω−⎛ ⎞⎛ ⎞< π ρ − ρ α − π ρ − γ − γ ×⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

3 .
3

x
R

x p

v
F

v d
δ

× −G (23)

Режим пробуксовки становится возможным при

( ) ( )3 2
stat

2 51 1 1sin
9 24 2 2

D
R p e p e x p x p

C C
f F d g d v d v dω−⎛ ⎞⎛ ⎞< − π ρ − ρ α + π ρ − γ − γ ×⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

3
3

x
R

x p

v
F

v d
δ

× −G . (24)

Результаты математического моделирования

Рассмотрим результаты численного моделирования движения сферической
частицы по наклонной поверхности, обдуваемой потоком несущей среды. Урав-
нения динамики частицы (13) – (15) решаются со следующими начальными усло-
виями:

0t = : 0xv = , 0ω = , 0x = . (25)

На рис. 2 – 4 представлены динамические характеристики движения частицы
различного диаметра по пластине, наклоненной к горизонту на угол 45α = ° , при
интенсивности обдува 1γ =  с−1. Как видно из рис. 2, скорость центра масс частиц
увеличивается с увеличением ее диаметра. При этом скорость частиц быстро ухо-
дит на стационарное значение, определяемое балансом сил тяжести и сопротивле-
ния. За исключением небольшого начального этапа, изменение координаты со
временем описывается линейной зависимостью.

Изменение угловой скорости ω , характеризуется на начальном этапе резким
ее возрастанием, после чего качение частицы происходит с постоянной угловой
скоростью, асимптотически стремясь к стационарному значению stω  (рис. 3).
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Рис. 2. Изменение скорости центра масс частицы со временем для
разных значений ее диаметра α = 45°, γ = 1 с−1: 1 – dp = 50, 2 – 100,
3 – 200, 4 – 500, 5 – 1000 мкм
Fig. 2. Variation in the velocity of particle center of mass with time for
various diameters at α = 45°, γ = 1 s−1: dp = (1) 50, (2) 100, (3) 200, (4)
500, and (5) 1000 µm
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Рис. 3. Изменение угловой скорости частицы со временем для раз-
ных значений ее диаметра α = 45°, γ = 1 с−1: 1 – dp = 100, 2 – 200,
3 – 500, 4 – 1000 мкм
Fig. 3. Variation in the angular velocity of the particle with time for vari-
ous diameters at α = 45°, γ = 1 s−1: dp = (1) 100, (2) 200, (3) 500, and (4)
1000 µm
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Для частиц диаметром менее 100 мкм угловая скорость 0ω =  вследствие
выполнения условия (18) и невыполнения условия (17). Это означает, что про-
исходит режим чистого скольжения, т.е. движение без вращения. Более крупные
частицы движутся с вращением. Стационарное значение угловой скорости уве-
личивается с увеличением диаметра частиц вплоть до 200 мкм. С дальнейшим
ростом диаметра частиц угловая скорость уменьшается. Уменьшение stω  для
крупных частиц можно объяснить из следующих соображений. С увеличением
диаметра частицы увеличивается как линейная, так и угловая скорости частицы,
что приводит к росту подъемных сил, Сафмана и Магнуса и, как следствие это-
го, уменьшается давление на опору. Это приводит к уменьшению вращательно-
го момента, создаваемое силой трения. Таким образом, возрастает поступатель-
ная часть движения, связанная со скольжением. При этом, для γ = 1 с−1, α = 45°
движение крупных частиц dp > 1000 мкм характеризуется скольжением по по-
верхности. Для малых размеров частицы ее движение на начальном участке ха-
рактеризуется качением без скольжения, однако затем переходит в режим про-
скальзывания (рис. 4).
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Рис. 4. Изменение скорости проскальзывания частицы со временем
для разных значений ее диаметра α = 45°, γ = 1 с−1: 1 – dp = 50,
2 – 100, 3 – 200, 4 – 500, 5 – 1000 мкм
Fig. 4. Variation in the slip velocity of the particle with time for various
diameters at α = 45°, γ = 1 s−1: dp = (1) 50, (2) 100, (3) 200, (4) 500, and
(5) 1000 µm

Влияние наклона поверхности характеризуют рис. 5 – 8. С увеличением угла
α  скорость частицы увеличивается, достаточно быстро выходя на стационарный
режим (рис. 5), так что закон движения близок к линейному.

Угловая скорость увеличивается до угла наклона поверхности α = 13°, после
чего уменьшается с увеличением угла наклона поверхности (рис. 6).
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Рис. 5. Изменение скорости центра масс частицы со временем для раз-
ных значений угла наклона поверхности dp = 100 мкм, γ = 1 с−1: 1 –
α = 0, 2 – 10°, 3 – 12.5°, 4 – 15°, 5 – 30°, 6 – 45°, 7 – 60°, 8 – 75°, 9 – 87°
Fig. 5. Variation in the velocity of particle center of mass with time for
various surface inclination angle at dp = 100 µm, 1γ = s−1: =α (1) 0, (2)
10°, (3) 12.5°, (4) 15°, (5) 30°, (6) 45°, (7) 60°, (8) 75°, and (9) 87°
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Рис. 6. Изменение угловой скорости частицы со временем для разных
значений угла наклона поверхности dp = 100 мкм, γ = 1 с−1: 1 – α = 0,
2 – 10°, 3 – 12.5°, 4 – 15°, 5 – 30°, 6 – 45°, 7 – 60°, 8 – 75°, 9 – 87°
Fig. 6. Variation in the angular velocity of the particle with time for various
surface inclination angle at dp = 100 µm, 1γ = s−1: α = (1) 0, (2) 10°, (3)
12.5°, (4) 15°, (5) 30°, (6) 45°, (7) 60°, (8) 75°, and (9) 87°
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Рис. 7 характеризует скорость проскальзывания частиц. Из рисунка видно, что
для угла 15α < °  движение частицы на начальном участке характеризуется каче-
нием без скольжения, однако затем переходит в режим проскальзывания. Для
больших α  режим качения без скольжения отсутствует и наблюдается проскаль-
зывание.
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Рис. 7. Изменение скорости проскальзывания частицы со временем
для разных значений угла наклона поверхности: dp = 100 мкм,
γ = 1 с−1: 1 – α = 12.5°, 2 – 15°, 3 – 30°, 4 – 45°, 5 – 60°, 6 – 75°, 7 – 87°
Fig. 7. Variation in the slip velocity of the particle with time for various
surface inclination angle at dp = 100 µm, γ = 1 s−1: α =  (1) 12.5°, (2) 15°,
(3) 30°, (4) 45°, (5) 60°, (6) 75°, and (7) 87°

На рис. 8 показано влияние интенсивности обдува для различных γ  на изме-
нение скорости по времени, Как следует из рисунков, скорость при больших вре-
менах выходит на стационарное значение. Однако при 0.6t < с изменение скоро-
сти носит достаточно сложный характер. При значительных отрицательных γ  си-
ла сопротивления превосходит силу тяжести и частица движется вверх и влево, в
сторону отрицательных значений x . При 1γ = − c−1 сила сопротивления не доста-
точна для преодоления силы тяжести, поэтому на начальном участке скорость
имеет положительное значение. В результате действия гидравлического момента
происходит торможение движение частицы, что приводит к остановке частицы
при 0.6t > с. Для 0γ ≥  наблюдается достаточно быстрый выход скорости на по-
стоянное значение, однако такой режим движения не является окончательным.
Гидравлический момент меняет свой знак и начинает тормозить вращение части-
цы, в результате наблюдается резкое уменьшение скорости с последующим выхо-
дом на новое стационарное значение.
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Рис. 8. Изменение скорости центра масс частицы со временем для
разных значений интенсивности обдува α = 12.5°, dp = 100 мкм: 1 –
γ = −10 с−1, 2 – (−5), 3 – (−1), 4 – 0, 5 – 1, 6 – 5, 7 – 10
Fig. 8. Variation in the velocity of particle center of mass with time for
various blowing at α = 12.5°, dp = 100 µm: γ  = (1) −10, (2) −5, (3) −1,
(4) 0, (5) 1, (6) 5, (7) 10 s−1

Заключение

Проведенные расчеты показали, что в исследуемом диапазоне параметров
10 1000pd≤ ≤ мкм, 10γ < с−1:

- отрыва частицы от поверхности не происходит;
- при движении по наклонной поверхности, обдуваемой воздушным потоком,

скорость центра масс частиц увеличивается с увеличением ее диаметра, при этом
скорость частиц быстро уходит на стационарное значение;

- изменение угловой скорости ω  характеризуется на начальном этапе резким
ее возрастанием, после чего качение частицы происходит с постоянной угловой
скоростью;

- для малых размеров частицы ее движение частицы на начальном участке ха-
рактеризуется качением без скольжения, однако затем переходит в режим про-
скальзывания.
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In this paper, the motion of a spherical particle along an inclined surface in the shear flow is
studied. Different modes of the particle motion in the flow such as rolling, slipping, and sliding
are analyzed. Investigation results show that the velocity of particle center of mass increases with
an increase in particle diameter and the particle velocity becomes stationary rapidly. Variation in
the angular velocity is characterized by an abrupt increase at the initial time instant which is
followed by the particle rolling at a constant angular velocity. Initially, the motion of small
particles is characterized by rolling without sliding but then it transfers into a slip mode.

Keywords: fluid mechanics, dispersed phase, suspension, rolling, sliding.
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ОГРАНИЧЕНИЯ НА ПАРАМЕТРЫ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ
В ВЕРШИНЕ КРУГОВОГО КОНУСА

Изучаются ограничения на параметры состояния в вершине кругового кону-
са под осесимметричной силовой и кинематической нагрузкой, а также ко-
гда вершина конуса – внутренняя точка. Результаты исследования найдут
применение в постановках задач при изучении параметров состояния вблизи
вершины конуса, в частности, при изучении взаимодействия конических ин-
денторов с исследуемым образцом.

Ключевые слова: особые точки, составной конус, круговой конус, внут-
ренняя особая точка, концентрация напряжений, неклассические задачи,
представительный объем.

Элементы конструкций, содержащие особые точки в виде вершин клиньев, ко-
нусов, многогранников, пересечений образующих поверхностей (ребер) и т.п., вы-
зывают большой интерес у исследователей. Подавляющее большинство авторов
изучение особенности распределения напряжений вблизи особых точек проводят
на основе асимптотической идеи (классический подход). Применяются методы
операционного исчисления [1–4], функции комплексного переменного [5], функ-
ции Эри [6], интегральные уравнения [7, 8], метод граничных состояний [9], раз-
ложение по различным функциям [10, 11], метод конечных элементов [12–16], ме-
тод граничных элементов [17, 18]. Математическое обоснование асимптотическо-
го подхода изложено в работах [5, 19, 20]. Напряженное состояние вблизи вершин
конусов с использованием классического подхода рассматривалось авторами ста-
тей [21–26]. В работах [27–33] показано, что достоверность решений, получаемых
на основе классического подхода, ограничена областью вне малой окрестности
особой точки. Это обстоятельство обусловлено принимаемой в данном подходе
моделью точки сплошной среды в виде бесконечно малой частицы [34, 35]. Фак-
тически точкой сплошной среды считается точка с нулевым объемом.

В отличие от классического подхода, авторы настоящей статьи точку сплош-
ной среды считают малой частицей в непрерывном пространстве точек (конти-
нууме). Геометрическое положение частицы задается точкой континуума (точкой
с нулевым объемом), а носителем физических свойств и характеристик состояния
(напряжений и деформаций) является присоединенный объем. Присоединенный
объем состоит из точек континуума, имеет линейный масштаб, равный характер-
ному размеру представительного объема материала моделируемого элемента кон-
струкции, и обладает физическими свойствами такого представительного объема.
Особая точка отождествляется с точкой сплошной среды. В ней становятся опре-
деленными параметры состояния. На эти параметры могут быть наложены огра-
ничения (например, граничные условия). Необычность (уникальность) особой
точки проявляется в избыточном количестве (по сравнению с обычной точкой
границы тела) задаваемых в ней ограничений.
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Это обстоятельство делает задачу механики для тела с особой точкой неклас-
сической. Неклассические (в указанном смысле) задачи рассматривались в рабо-
тах [27, 28] (однородные плоские клинья), [30] (составные плоские клинья), [31]
(составные пространственные ребра), [32] (внутренние особые точки в плоских
элементах конструкций). Для неклассических задач механики упругих тел с осо-
быми точками справедлива теорема единственности при условии существования
решения и разработан численно-аналитический итерационный метод его нахож-
дения [29].

В настоящей работе изучаются ограничения на параметры состояния в особой
точке, являющейся вершиной кругового конуса. Рассмотрены случаи, когда вбли-
зи вершины задана поверхностная нагрузка, когда боковая поверхность скользит
без трения вдоль жесткой поверхности, когда боковая поверхность жестко защем-
лена и когда вершина конуса является внутренней точкой.

1. Круговой конус, поверхность которого нагружена

Рассматривается круговой конус. Угол при вершине А в его осевом сечении
принимается равным 2α (рис. 1, а). Вводится правосторонняя ортонормированная
система координат 1 2 3, ,x x x  с базисом ( 1, 2,3)ie i =

G . Ось 1x  направляется по оси
конуса. Через ϕ  обозначен угол, отсчитываемый в плоскости 2 3,x x от оси 3x  про-
тив часовой стрелки (рис. 1, б).

1x

3x

A

n

np
mτ

α

α

3x

2x
A

M

ϕ
m

l r

а б

Рис. 1. Осевое (а) и поперечное (б) сечение конуса
Fig. 1. (a) Axial section and (b) cross section of the cone

Для любой точки М ( 1 2 3, ,x x x ) на поверхности конуса справедливы равенства

3
2 2
2 3

cos
x

x x
ϕ =

+
, 2

2 2
2 3

sin
x

x x

−
ϕ =

+
. (1)

Существуют конечные пределы выражений (1) при стремлении точки
1 2 3( , , )М x x x  к вершине конуса вдоль его образующей. В точках поверхности ко-

нуса вводится тройка единичных взаимно ортогональных векторов , ,n m l
GG G . Вектор

n  является нормальным к поверхности, а векторы mG  и l
G

 лежат в ее касательной
плоскости (рис. 1).

Эти векторы в базисе ( 1, 2,3)ie i =
G  имеют следующее представление:

1 2 3sin cos sin cos cos ,n e e e= α − α ϕ + α ϕ
G G G G

1 2 3cos sin sin sin cos ,m e e e= − α − α ϕ + α ϕ
G G G G  (2)

2 3cos sin .l e e= − ϕ − ϕ
G G G
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Принимается, что на поверхности конуса задана нагрузка, причем непосредствен-
но в вершине (в особой точке) нагрузка осесимметрична и задана равенством

n n m lp p n m l= + τ + τ
GG G G . (3)

Напряжения ( , 1, 2,3)ij i jσ = в особой точке удовлетворяют заданным условиям
(3). Это обстоятельство записывается тремя соотношениями:

2 2 2 2 2
11 22 33 12

2
13 23

sin sin cos cos cos sin 2 sin
sin 2 cos sin 2 cos ,np

σ α + σ ϕ α + σ α ϕ − σ α ϕ +

+σ α ϕ − σ ϕ α =

2 2
11 22 33

12 13 23

sin cos sin sin cos sin cos cos
cos 2 sin cos 2 cos sin 2 sin cos ,m

−σ α α + σ ϕ α α + σ α α ϕ +
+σ α ϕ − σ α ϕ − σ α α ϕ = τ (4)

22 33 12
2 2

13 23 32

sin cos cos sin cos cos cos sin
sin sin sin sin cos cos .l

σ ϕ ϕ α − σ ϕ ϕ α − σ ϕ α −

−σ α ϕ − σ α ϕ − σ α ϕ = τ

Равенства (4) должны выполняться при любых значениях ϕ . Из этого условия
следует, что они совместны лишь в случае, когда компонента нагрузки lτ  обра-

щается в нуль, а компоненты напряжений ijσ подчиняются условиям

12 13 23 22 330, 0, 0,σ = σ = σ = σ = σ ; (5)
2 2

11 22sin cos ,npσ α + σ α = (6)

11 22sin cos sin cos .m−σ α α + σ α α = τ

Система уравнений (6) имеет решение

11 22 33ctg , tg .n m n mp pσ = − τ α σ = σ = + τ α (7)

Равенства (5), (7) полностью определяют напряженное состояние в вершине
конуса. Задано шесть ограничений на компоненты напряжений. Задача механики
деформируемого тела оказывается неклассической, так как в обычной (не особой
точке) задаются три ограничения.

 Формулы (7) для вычисления напряжений 11 22 33, ,σ σ σ  могут быть получены
также и методом сечений, примененным к элементу конуса с центром в его вер-
шине. Это обстоятельство подтверждает согласованность используемого авторами
подхода с классическими приемами исследования напряжений в деформируемых
телах.

2. Круговой конус, боковая поверхность которого вблизи вершины
скользит без трения вдоль жесткой поверхности

Принимается, что боковая поверхность конуса вблизи вершины А скользит без
трения вдоль жесткой поверхности. Для элементарного объема в вершине конуса
(особой точки) выполняются условия:

1) сдвиг между линейными элементами, исходящими из вершины в направле-
нии образующих конуса в любом его осевом сечении, обращается в нуль;

2) задаваемые касательные усилия mτ  и nτ  равны нулю.
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Сдвиг γ  между указанными в п. 1 направлениями выражается равенством

2 2
11 22 33 23sin 2 ( sin cos sin 2 ).γ = α ε − ε ϕ − ε ϕ + ε ϕ (8)

При построении равенства (8) использовалась формула

sin [2 ( ) ] ,rp k p rp r pk tγ β = ε − η + η δ (9)

определяющая сдвиг γ  в произвольной точке сплошной среды между направле-

ниями k
G

, t
G

 и углом β  между ними. В формуле (9) обозначено kη , tη  – относи-

тельные удлинения в точке сплошной среды в направлении ортов k
G

, t
G

 соответ-
ственно, rpδ  – координаты метрического тензора. В рассматриваемой задаче

sin 2 0α ≠ , поэтому из равенства (8) следует зависимость между компонентами
деформаций:

2 2
11 22 33 23sin cos sin 2 0,ε − ε ϕ − ε ϕ + ε ϕ = (10)

которая должна выполняться независимо от ϕ , вследствие чего справедливы со-
отношения

23 11 22 330, .ε = ε = ε = ε (11)

Обратимся к касательным напряжениям mτ  и nτ . Эти компоненты через на-
пряжения в вершине выражаются формулами (4). Так как 23 0ε = , то из физиче-
ских уравнений следует, что и 23 0σ = . Второе из равенств (4) примет вид

( ) ( )2 2
11 22 33 12 130.5sin 2 sin cos cos 2 sin cos 0.α −σ + σ ϕ + σ ϕ + α σ ϕ − σ ϕ = (12)

Это равенство должно выполняться при любых значениях ϕ, вследствие чего
получаем

12 13 11 22 330, 0, .σ = σ = σ = σ = σ (13)
Третье равенство (4) при выполнении равенств (13) удовлетворяется тождест-

венно. Равенства (13) и (11) задают пять независимых ограничений в вершине ко-
нуса. Задача механики деформируемого тела является неклассической.

Первое из условий (4) определяет компоненты вектора напряжений

11 22 33.np = σ = σ = σ

Пример. Рассматривается круговой конус, закрепленный так, что его боковая
поверхность и основание могут скользить без трения вдоль жесткой поверхности.
Конус подвергается однородной температурной нагрузке T∆ . Приняты обозна-
чения E  – модуль Юнга, ν  – коэффициент Пуассона, ω  – коэффициент темпера-
турной деформации. Перемещения 0, 1, 2,3iu i= =  ( iu  – компоненты вектора пе-
ремещений) и значения напряжений

12 13 23 11 22 330,
1 2

TEω∆
σ = σ = σ = σ = σ = σ = −

− ν
(14)

во всех точках конуса, включая вершину, удовлетворяют всем уравнениям линей-
ной термоупругости и граничным условиям, т.е. являются решением данной зада-
чи, что согласуется с приведенными выше результатами.
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3. Круговой конус с защемленной боковой поверхностью

Пусть боковая поверхность кругового конуса вблизи вершины жестко защем-
лена. Тогда в представительном объеме (особой точке) выполняются условия:

1) относительное удлинение линейного элемента вдоль любой образующей
конуса обращается в нуль;

2) сдвиг между линейными элементами в направлении образующих в любом
осевом сечении конуса равен нулю.

Условие 1) запишется равенством
2 2 2 2 2

11 22 33
2

12 13 23

cos sin sin sin cos
sin 2 sin sin 2 cos sin sin 2 0.

ε α + ε α ϕ + ε α ϕ +

+ε α ϕ − ε α ϕ − ε α ϕ = (15)

Равенство (15) должно выполняться независимо от значения ϕ , что возможно
лишь при условиях

12 13 23 22 33 11 22 330, 0, 0, , 0.ε = ε = ε = ε = ε ε + ε + ε = (16)
Условие 2) совпадает с равенством (10), из которого следует выполнение зави-

симости (11). Из равенств (11) и (16) получаем, что в особой точке выполняются
соотношения

11 22 33 0.ε = ε = ε = (17)
Таким образом, деформированное состояние в вершине конуса полностью оп-

ределено. Задача механики деформируемого тела является неклассической. В ча-
стности, при температурной нагрузке из физических уравнений получаем напря-
жения в особой точке:

11 22 33 , 0 ( ).
1 2 ij

TE i jω∆
σ = σ = σ = − σ = ≠

− ν
(18)

4. Составной конус (внутренняя коническая точка)

Рассматриваются два конуса 1 и 2 с общей вершиной А (рис. 2). Конусы скре-
плены по боковым поверхностям. Приняты обозначения: ( ) ,... ,...k

ij kEσ
 
(k = 1, 2).

Индекс «k» указывает конус, которому отвечает данный параметр.

1x

3x

A

n
m

α

α

1 2

B

C

Рис. 2. Осевое сечение составного конуса
Fig. 2. Axial section of the composite cone
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Параметры состояния представительных объемов (особых точек) в вершинах
конусов подчиняются ограничениям:

1) относительные удлинения линейных элементов, исходящих из точки А в
направлении общей образующей конусов, совпадают при любом ϕ  (вводится на
рис. 1, б):

(1) (2) ;m mη = η (19)

2) суммарное изменение углов ВАС (острого 1γ  и тупого 2γ ) в любом осевом
сечении конуса равно нулю:

1 2 0;γ + γ = (20)
3) касательные и нормальные напряжения на площадках, ориентируемых ор-

том nG , совпадают при любом значении ϕ :
(1) (2)(1) (2) (1) (2), , .n n m m l lσ = σ τ = τ τ = τ (21)

Далее вводятся обозначения:
(1) (2)
ij ij ijε − ε = ξ , (1) (2) ,ij ij ijσ − σ = ζ (22)

с использованием которых условие (19) запишется в виде
2 2 2 2 2

11 22 33
2

12 13 23

cos sin sin sin cos
sin 2 sin sin 2 cos sin sin 2 0

ξ α + ξ α ϕ + ξ α ϕ +

+ξ α ϕ − ξ α ϕ − ξ α ϕ = . (23)
Равенство (23) должно выполняться при любых значениях угла ϕ , вследствие

чего из него следуют условия для деформаций:

12 13 23 22 33 11 22 330, 0, 0, , 0.ξ = ξ = ξ = ξ = ξ ξ + ξ + ξ = (24)

Условие (20) с использованием формулы (9) и обозначений (22) запишется ра-
венством

2 2
11 22 33 23sin cos sin 2 0.ξ − ξ ϕ − ξ ϕ + ξ ϕ = (25)

Это равенство должно выполняться независимо от ϕ , поэтому из него допол-
нительно к (24) следует

11 22 33.ξ = ξ = ξ (26)

Из равенств (24) и (26) получаем, что в вершине конуса все параметры ijξ  об-
ращаются в нуль. Это означает, что все компоненты деформаций в вершине кону-
са непрерывны.

Первые два условия (21) с использованием обозначений (22) приводятся к виду
2 2 2 2 2

11 22 33
2

12 13 23

sin sin cos cos cos
sin 2 sin sin 2 cos sin 2 cos 0,

ζ α + ζ ϕ α + ζ α ϕ −

−ζ α ϕ + ζ α ϕ − ζ ϕ α =

2 2
11 22 33

12 13 23

sin cos sin sin cos sin cos cos
cos 2 sin cos 2 cos sin 2 sin cos 0,

−ζ α α + ζ ϕ α α + ζ α α ϕ −
−ζ α ϕ − ζ α ϕ − ζ α α ϕ =
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Вследствие того, что эти равенства должны выполняться при любых значениях
ϕ , из них следует

0, , 1, 2,3,ij i jζ = = (27)

т.е. напряжения в вершине конуса непрерывны так же, как и деформации. Третье
из равенств (21) не накладывает новых ограничений на компоненты напряжений.

С применением физических уравнений условия непрерывности деформаций в
особых точках запишем через напряжения:

 1 2 1 2
11 22 33

1 2 1 2 1 2

1 1 ,Q
E E E E E E

ν ν ν ν⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− σ − − σ − − σ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 2 1 2
11 22 33

1 2 1 2 1 2

1 1 ,Q
E E E E E E
ν ν ν ν⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

− − σ + − σ − − σ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(28)

1 2 1 2
11 22 33

1 2 1 2 1 2

1 1 ,Q
E E E E E E
ν ν ν ν⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

− − σ − − σ + − σ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

12 13 23
1 2 1 2 1 2

1 1 1 1 1 10, 0, 0.
G G G G G G

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− σ = − σ = − σ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
(29)

В этих равенствах kG  , kω  (k = 1, 2) – модули сдвига скрепляемых конусов и

коэффициенты температурной деформации, ( )k
ij ijσ = σ  (k = 1, 2) вследствие непре-

рывности напряжений в вершине конусов, 1 2( )Q T= ω − ω ∆ .
Изучим решения систем уравнений (28), (29). 0пределитель матрицы системы

уравнений (28) вычисляется по формуле

[ ] [ ]
3

2
2 1 1 2 2 1 1 2

1 2

1 (1 ) (1 ) (1 2 ) (1 2 )E E E E
E E

⎛ ⎞
∆ = + ν − + ν − ν − − ν⎜ ⎟

⎝ ⎠
. (30)

В зависимости от сочетания материальных параметров возможны варианты.
1. 0.∆ ≠  Из этого условия следует, что 1 2G G≠ , поэтому уравнения (28), (29)

имеют единственное решение

1 2
11 22 33 12 13 23

2 1 1 2
, 0.

(1 2 ) (1 2 )
QE E

E E
σ = σ = σ = σ = σ = σ =

− ν − − ν
(31)

При этом напряженное состояние в вершине конусов полностью определено.
Видим, что в дополнение к условиям (27), вытекающим из принимаемых в клас-
сической постановке условий непрерывности (21), дополнительно в вершине со-
ставного конуса должны выполняться равенства (31). Следовательно, рассматри-
ваемая задача механики деформируемого тела является неклассической.

Из решения (31) видно, что сочетание параметров

2 1 1 2(1 2 ) (1 2 ) 0E E− ν − − ν = (32)

является критическим, так как в этом случае напряжения ijσ  ( i = 1, 2, 3) обраща-
ются в бесконечность.

2. 0.∆ =  Причем

2 1 1 2(1 2 ) (1 2 ) 0E E− ν − − ν = , 2 1 1 2(1 ) (1 ) 0.E E+ ν − + ν ≠ (33)
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Ранг системы уравнений (28) равен двум. Ранг расширенной матрицы равен
двум, если Q = 0, и трем, если 0.Q ≠ Поэтому реализуются варианты:

а) Q = 0. Напряжения ijσ  ( i = 1, 2, 3) подчинены ограничениям (так как в дан-

ном случае 1 2G G≠  )

11 22 33 12 13 23, 0.σ = σ = σ σ = σ = σ = (34)

Эти ограничения на компоненты напряжений оказываются дополнительными
к ограничениям (27), поэтому задача механики деформируемого тела в данном
случае является неклассической.

б) 0.Q ≠  Уравнения (28) несовместны. При температурной нагрузке выполне-
ние равенств (33) обусловливает сингулярное поведения решения в вершине ко-
нусов.

3. 0.∆ =  Причем

2 1 1 2(1 2 ) (1 2 ) 0E E− ν − − ν ≠ , 2 1 1 2(1 ) (1 ) 0.E E+ ν − + ν = (35)

Ранг матрицы системы уравнений (28) равен рангу расширенной матрицы и
равен единице. Уравнения совместны. Между напряжениями справедлива зави-
симость

1 2
11 22 33

2 1 1 2
.

QE E
E E

σ + σ + σ = −
ν − ν

Это ограничение на компоненты напряжений является дополнительным к ог-
раничениям (27), задача механики деформируемого тела неклассическая.

В данном случае 1 2G G= , поэтому каких-либо ограничений на компоненты

ijσ ( )i j≠  не накладывается.
4. 0.∆ =  Причем,

2 1 1 2(1 2 ) (1 2 ) 0E E− ν − − ν = , 2 1 1 2(1 ) (1 ) 0.E E+ ν − + ν = (36)

В этом случае модули Юнга и коэффициенты Пуассона конусов совпадают.
Ранг системы уравнений (28) равен нулю. Ранг расширенной матрицы зависит от
значений коэффициентов температурной деформации. Если материалы конусов
идентичны, особая точка отсутствует. Дополнительных условий на компоненты
напряжений не существует. Задача механики деформируемого тела является клас-
сической. Когда ранг расширенной матрицы равен единице, уравнения (28) несо-
вместны. Особая точка является точкой сингулярного поведения решения.

Заключение

На основе представления точки сплошной среды в виде малой частицы, опре-
деляемой точкой континуума и присоединенным объемом, изучены ограничения
на компоненты напряжений в вершине кругового конуса. Рассмотрены случаи,
когда конус проскальзывает без трения вдоль жесткой поверхности, контактирует
с жесткой поверхностью без проскальзывания или подвергается силовому воздей-
ствию вблизи вершины. Показано, что во всех случаях количество ограничений на
параметры состояния в вершине конуса превышает количество ограничений в
обычных граничных точках. В частности, при любой поверхностной нагрузке на-
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пряжения в вершине полностью определены. Это означает, что задачи механики
деформируемого тела для кругового конуса должны рассматриваться как неклас-
сические. Установлены ограничения на компоненты нагрузки, обеспечивающие
корректность постановки таких задач. Изучены особенности напряженного со-
стояния в вершине конуса, когда она является внутренней особой точкой среды.
Показано, что параметры состояния во внутренней особой точке непрерывны.
Приведенные результаты найдут применение при постановке неклассических за-
дач в исследованиях напряженного состояния вблизи вершины кругового конуса.
В частности, при изучении взаимодействия конических инденторов с образцами.
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The stress state at a vertex of homogeneous or composite cone is studied using the concept of
the point of deformed body considered as an elementary volume contractible to this point.
Elementary volume represents an assembly of continuum points with a linear characteristic
dimension equal to that of representative volume element of the material of modeled body.
Elementary volume is a carrier of physical properties and state characteristics of continuous
medium. The state characteristics are uniform in such a volume and, therefore, the values retain
constant while the volume is being contracted to the vertex of the cone. The accepted concepts
about singular point – the vertex of a cone – allow one to formulate restrictions on the state
parameters in it. These restrictions are imposed in the cases when the cone is under an
axisymmetric load, its generator slides without friction along a rigid surface or it is clamped, and
also when the vertex of the cone is an internal point. The number of restrictions at a singular point
is more than that imposed at typical surface points in the classical problem. This circumstance
makes it necessary to consider the problem for a body containing singular point as non-classical
problem. The proposed concept was used to define the conditions for material and geometric
parameters under which the stress state at the vertex of the cone is completely determined. The
cases of singular behavior of stresses in the vicinity of the cone vertex are found. The limits for
load components providing a correctness of considered problem formulation are obtained. It is
shown that the stresses and strains are continuous at the internal singular point.

The presented results will find an application in the formulation of non-classical problems of
studying state parameters near the cone vertex. In particular, they will be useful in researching
interaction of conical indenters with a test sample.

Keywords: singular points, composite cone, internal singular point, stress concentration, non-
classical problems, representative volume element.
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С ЛЕГКОПЛАВКИМ ИНЕРТНЫМ СЛОЕМ

Рассматривается модель безгазового горения вертикального слоевого пакета,
один из слоев которого состоит из инертного легкоплавкого металла, другие
части пакета – высокоэкзотермичный безгазовый состав, в пористый про-
дукт горения которого втекает расплавленный металл. Определены харак-
терные режимы горения и синтеза композиционных материалов. Рассмотре-
на динамика формирования макроструктуры продуктов от стадии зажигания
до выхода на устойчивый режим распространения фронта.

Ключевые слова: cамораспространяющийся высокотемпературный син-
тез, пористая среда, капиллярное течение, композиционный материал, мо-
делирование.

Горение гетерогенных систем – один из экономичных и эффективных спосо-
бов получения композиционных материалов. Для получения композиционных ма-
териалов методом горения формуется образец из смеси реагирующих и инертных
порошков. После синтеза продукт представляет собой материал из продуктов ре-
акции, заключенных в матрицу инертного вещества. Ограничением этого способа
является выполнение необходимых и достаточных условий самораспространяю-
щегося режима синтеза [1].

Дополнительные возможности получения композиционных материалов дает
специальное формование исходной структуры образца путем чередования слоев
из реагирующей смеси порошков и инертных веществ. Инертные вещества могут
быть в виде порошков или пластин из легкоплавких элементов или сплавов. По-
сле синтеза образуется слоистый композит. В зависимости от исходных толщин
слоев и их пористости слои синтезированного продукта, пропитанные инертным
веществом, могут этим веществом разделяться (избыток инерта). В противопо-
ложном случае (недостаток инерта) – слои композиционного материала разделены
пористыми слоями синтезированного продукта, не содержащего легкоплавкого
вещества. В частном случае при определенном соотношении исходных парамет-
ров (толщина слоев, пористость) композиционный материал будет макроскопиче-
ски однородным, то есть не иметь слоистой структуры.

Экспериментальные исследования фронтального синтеза в слоистых системах
проводились авторами [2−4]. Рассматривалось горение, как в направлении вдоль
слоев (горизонтальный слоевой пакет), так и перпендикулярно к ним (вертикаль-
ный слоевой пакет). В [5] представлены результаты экспериментов по взаимодей-
ствию фольги из вольфрама с расплавом на основе Ni−Al в режиме самораспрост-
раняющегося высокотемпературного синтеза (СВС). При соединении W-
подложки с интерметаллидом NiAl в процессе СВС происходило образование
сварного соединения толщиной 400 мкм. Математическое моделирование синтеза
и формирование макроструктуры в направлении вдоль слоев (горизонтальный
слоевой пакет) исследовалось в двухмерной постановке рассматривается в [6−10].
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Следует отметить, что одномерный или двухмерный характер задачи определяет-
ся ориентацией слоев относительно направления распространения волны горения.

В настоящей работе анализируется горение в перпендикулярном направлении
слоевой композиции из двух пористых реакционных слоев, разделенных слоем
легкоплавкого инертного вещества, и формирование макроскопической структу-
ры продукта. Этот частный случай горения многослойной системы можно рас-
сматривать как горение вертикального по терминологии [2, 3] слоевого пакета.
Отметим, что на практике такая трехслойная композиция может быть использова-
на для сварки синтезируемых тугоплавких продуктов, в том числе разных по обе
стороны слоя инертного вещества. Математическое моделирование безгазового
горения вертикального многослойного пакета рассматривалось в [11, 12].

Математическая модель

Сделаем следующие предположения:
1. Горючая смесь стехиометрическая. Реакция проходит с образованием одно-

го продукта и описывается простой брутто-схемой. При горении смесь A образует
тугоплавкий продукт F, пористость которого равна пористости исходной смеси.

2. Плотности и теплоемкости смеси и продукта предполагаются равными. Рав-
ными также полагаются плотности и теплоемкости твердого инертного вещества
и его расплава.

3. Капиллярное течение расплава в пористых каналах ограничено температу-
рой каркаса, равной температуре плавления. При падении температуры расплава в
зоне пропитки ниже температуры плавления жидкость кристаллизуется и течение
в порах прекращается.

4. Втекающий в пористую реагирующую смесь расплав не влияет на кинетику
синтеза продукта F.

Рассмотрим образец, образованный двумя слоями горючей смеси, между кото-
рыми находится слой легкоплавкого инертного вещества. На рис. 1. представлены
области, которые возможны в ходе синтеза и формирования конечного продукта.

Уравнения теплопроводности в различных участках получим аналогично [13].

0 y t1( ) y t2( ) y t3( ) y t4( ) y t5( ) y

Рис. 1. Структура образца: I – продуты горения безгазовой смеси, II – ком-
позиционный материал, III – слой металла, IV – композиционный материал,
V – продукты горения безгазовой смеси, VI – свежая безгазовая смесь
Fig. 1. Scheme of the sample: I, combustion products of gasless mixture; II, com-
posite material; III, layer of metal; IV, composite material; V, combustion prod-
ucts of gasless mixture; and VI, fresh gasless mixture
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Исходная толщина слоя инертного вещества – yi(0) = y3(0) − y2, толщина слоя го-
рючей смеси, расположенного слева от инертного слоя – y2, границы правого слоя
горючей смеси удовлетворяют неравенству 3 ( )y t y< < ∞  – полуограниченный
слой. Движение границы y3(t) обусловлено втеканием расплава в пористые слои.

В области I (0<y1(t)) перед слоем инертного вещества, где проходит синтез ту-
гоплавкого продукта F, рассмотрим уравнение теплопроводности

2 2
2 2 2 2 2 0(1 ) (1 ) ( )e

T T dm c m Q T T
t y y dt

∂ ∂∂ α⎛ ⎞− ρ = λ + − ρ − χ −⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
(1)

и уравнение химической кинетики

2( ) ( )d k T f
dt
α

= α . (2)

В (1), (2) использованы обозначения: T2 – температура реагирующей смеси;
T0 – начальная температура и температура окружающей среды; t – время;
f(α) – кинетический закон, который в расчетах принимался в виде f(α) = 1−α;
α – глубина превращения (массовая доля продукта в реагирующей смеси);

2 0 2( ) exp( / )k T k E RT= − , k0, E – константа скорости реакции, предэкспонент и
энергия активации химической реакции; Q – тепловой эффект реакции; c2, ρ2, λ2 –
теплоемкость, плотность и теплопроводность смеси; m – пористость; χe – коэффи-
циент внешнего теплообмена; R – газовая постоянная.

В области II (y1(t)<y<y2) в общем случае находится реагирующая смесь и вте-
кающий в нее расплав. Граница y2, определяющая исходную длину участка по-
ристого слоя до слоя металла, не меняется со временем. Уравнения теплового ба-
ланса в смеси и расплаве имеют вид

2
2 2

2 2 2 2 2 1 2 02(1 ) (1 ) ( ) ( )e
T T

m c m Q T T T T
t ty

∂ ∂ ∂α
− ρ = λ + − ρ − χ − − χ −

∂ ∂∂
; (3)

2
1 1 1

1 1 1 1 2 1 1 02[ ( )] ( ) ( )L L e
T T T

m c Q T T V T T T T
t y y−

∂ ∂ ∂⎡ ⎤ρ + δ − − = λ + χ − − χ −⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦
, (4)

где T1 – температура инертного вещества; V_ – скорость течения расплава в облас-
ти y1(t) < y2(t); δ(T1−TL) – дельта-функция Дирака; 1 1 1, ,cρ λ  – плотность, теплоем-
кость и теплопроводность инерта; TL, QL – температура и теплота плавления инер-
та. Величину скорости капиллярного течения определяет формула [14]

c

8
ddlV

dt l
σ

= =
μ

, (5)

где σ – коэффициент поверхностного натяжения; dc – диаметр капилляра; μ – вяз-
кость расплава; l – длина пути, пройденная жидкостью в капилляре, или глубина
пропитки расплавом пористого каркаса. Интегрируя (5), получим

2 c
s( )

4
d

l t t
σ

= −
μ

, (6)

где ts – время начала затекания расплава в поры.
В общем случае, наряду с капиллярным течением, возможно термокапилляр-

ное, вызванное градиентом температуры. Оценим его величину. Скорость термо-
капиллярного течения в неравномерно нагретых капиллярах [15]
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2
tc c

2

1
2

dTdV d
dT dy

σ
≈

μ
, (7)

где 2dT
dy

 – градиент температуры в направлении y. Зависимость поверхностного

натяжения от температуры удовлетворительно описывается формулой Этвеша,
которая имеет вид [16]

2/3
1

к 1( )K T T
M
ρ⎛ ⎞σ = − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
, (8)

где Tк – критическая температура, при которой σ = 0 (температура кипения);
М – молекулярная масса; K – константа, равная практически для всех систем

72.1 10−⋅ Дж/К. Как следует из (8), с ростом температуры поверхностное натяже-
ние уменьшается линейно.

В то же время вязкость уменьшается с температурой экспоненциально:

0 exp( / )E RTμμ = μ , (9)

где μ0 – предэкспонента; Eμ – энергия активации вязкого течения.
Из анализа (7), принимая во внимание (8), (9), следует, что повышение или по-

нижение температуры действует на скорость термокапиллярного течения разно-
направлено, то есть они частично компенсируют друг друга.

Определим вклад капиллярного и термокапиллярного течений в общую ско-
рость движения жидкости в капилляре. Суммарная скорость течения

tcV V VΣ = + . (10)

Подставляя в (10) (5), (7) и полагая 
2 1

d d
dT dT

σ σ
≈ , имеем

c 2 2

1 1

4 41 1
8
d dT dTl d l dV V

l dT dy dT dyΣ
σ ⎛ σ ⎞ ⎛ σ ⎞

= + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟μ σ σ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
.  (11)

Проведем оценки второго члена в круглых скобках формулы (11) для
типичных значений величин. Поверхностное натяжение σ = 1 Н/м; в соответствии
с (8) величина 1/d dTσ  для 3

1 4 10ρ = ⋅  кг/м3, 24 10M −= ⋅  кг примерно равна
4.3·10−4 Дж/(К·м2). Градиент температуры

62 2
3

2000 К К2 10
м10  м

dT T
dy y −

∆
≈ = = ⋅

∆
.

За длину капиллярного растекания l примем размер реакционной ячейки, при-
мерно равный диаметру легкоплавкого реагента l ≈ 10−4 м. Подставляя приведен-
ные значения в (11), получим оценку второго члена 0.35. Таким образом, термо-
капиллярным растеканием можно пренебречь и в дальнейшем полагать V VΣ = .

В области III (y2 < y < y3(t)) может существовать расплав или твердый металл.
Исходная толщина инертного слоя y3(0) − y2 = yi0 – один из основных параметров
задачи. Закон движения границы y3 определяется суммарной скоростью течения
расплава 3 ( ) ( )y t V V mt− += + , где V+ – скорость течения жидкой фазы в порах пра-
вой части образца. Для этой области уравнение теплопроводности в силу допуще-
ния п. 2 имеет вид
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2
1 1

1 1 1 1 1 02[ ( )] ( )L L e
T T

c Q T T T T
t y

∂ ∂
ρ + δ − = λ − χ −

∂ ∂
. (12)

В области IV (y3(t)<y<y4(t)), где расплав растекается в направлении холодной
границы в порах реагирующей смеси, уравнения теплопроводности для двухфаз-
ной среды имеют вид (3) и (4), а уравнение кинетики – (2). В уравнении теплопро-
водности для расплава (4) скорость V− следует заменить на скорость течения в
противоположном направлении −V+. Отметим, что V− и V+ несмотря на то, что оп-
ределяются из уравнения (5), отличаются по абсолютной величине, так как время
начала (окончания) течения ts в поры левой и правой частей отличаются.

Наконец, в областях V и VI (y4(t) < y < y5(t), y5(t) < y < ∞, y5(t) – координата
фронта горения), где находятся продукты горения и свежая смесь, нет расплава,
температура и глубина превращения определяются уравнениями вида (1) и (2).

Возможна ситуация, когда слои композитов II и IV не образуются, например
при высокой температуре плавления или низкой калорийности смеси. И наоборот,
полное плавление внутреннего слоя с последующим втеканием расплава в про-
дукты горения безгазовой смеси может привести к исчезновению металлического
слоя III и образованию единого композиционного слоя в результате объединения
областей II и IV.

Предполагая скорости движения фронтов капиллярного течения y1(t) и y4(t)
равными, можно оценить значение пористости, необходимое для получения одно-
родного композита на участке образца длиной 2∆y. Пористость смеси m и толщи-
на инертного слоя 0iy  должны удовлетворять балансному соотношению

0 /(2 )im y y= ∆ . В этом случае в процессе формирования композита существуют
области I, II, III, IV, V. Тогда конечная пористость на рассматриваемом участке
2∆y будет равна mk = 0.

Если пористость смеси m > m*, инерта недостаточно, чтобы заполнить все по-
ры образца длиной 2y0. В конечном продукте существуют слои тугоплавкого про-
дукта F, не содержащего инерта. При относительно большой толщине плавящего-
ся слоя и условии m < m* объем пор меньше объема инерта. Часть инерта в конеч-
ном продукте остается в виде слоя, разделяющего композиционный материал. На-
конец, если инертное вещество не плавится, то композиционный материал не
формируется, а горение слоистого образца описывается уравнениями (1), (2), (12).
Такая задача рассмотрена в [17]. Влияние инертной преграды на распространение
волны горения также рассматривалось в [18].

Обратим внимание на следующее обстоятельство. В области II, куда затекает
расплав с температурой, меньшей (большей), чем температура пористой смеси, в
уравнении (4) учитывается возможность кристаллизации. Так может происходить
в неустойчивых (автоколебательных) режимах горения, когда в период депрессий
температура может опускаться ниже температуры плавления. Если температура
пористого каркаса T2 в зонах пропитки становится меньше температуры плавле-
ния TL, течение расплава прекращается. Координаты движущихся границ раздела
слоев и расчетных областей находятся в процессе вычисления с учетом условий
затекания в поры расплава в соответствии с формулой (6).

На левой границе образца моделируется действие источника зажигания –
накаленной стенки ( ) ( )2 20 :   ,  / 0 W W Wy T T t t T y t t= = < ∂ ∂ = > . На подвижных
границах y1(t) и y4(t) для температуры жидкой фазы задаются условия,
отражающие межфазный теплообмен, соответственно 1 1 1 2/ ( ) 0T y T Tλ ∂ ∂ − χ − =  и
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1 1 2 1/ ( ) 0T y T Tλ ∂ ∂ − χ − = . На межслоевых границах y = y2 и y = y3(t) до начала те-
чения расплава в порах левой и правой частях образца задаются условия сопря-

жения: 1 2
1 2 1 2,  (1 )T TT T my y

∂ ∂= λ = − λ∂ ∂ .

Начальные условия – 1 2 00 :  ,  =0t T T T= = = α .
Равновесная адиабатическая температура горения системы при равенстве объ-

емов инертного и горючего материала слоевой композиции может быть рассчита-
на по формуле

2 1
* 0

2 2 1 1

(1 )
(1 )

LQ m Q m
T T

c m c m
ρ − − ρ

= +
ρ − + ρ

. (13)

Результаты расчетов

Для удобства вычислений и анализа результатов математическая постановка
приводилась к безразмерному виду с помощью следующих величин:
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Параметр, определяющий скорость и глубину пропитки смежных пористых
слоев расплавом, – Аcap, представляет собой отношение характерного времени ка-
пиллярного течения ко времени кондуктивного теплопереноса. В зависимости от
характерного размера пор, теплофизических свойств пористой среды и вязкости
жидкой фазы величина Аcap может изменяться в широких пределах. В предельном
случае Аcap = 0 расплав в поры не затекает. Ограничим параметрическое исследо-
вание задачи безразмерными величинами, которые определяют структуру полу-
чаемого композиционного материала: cap ,  ,  ,  ,  i eA m L Λ α . Значения других пара-

метров принимали равными: 0.16;Td =  0.12;Ar =  0.5;Ph =  2;Lθ = −  0.1;iα =
L2 = 100; С = 1.

Численное решение системы уравнений (1), (3), (4), (12), приведенной к без-
размерному виду, получено методом прогонки с использованием неявной схемы.
Проводился контроль объема жидкой фазы, втекающей в поры

32 4

1 3 2

( )( )

0 ( ) 0 ( ) 0

y ty y tt t t

y t y t y

m dy dy dy
⎛ ⎞
⎜ ⎟+ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ . (14)

Погрешность выполнения условия (14) не превышала 1 %. Линейные скорости
фронта горения в левой и правой частях слоевой композиции определялись чис-
ленно по перемещению точки α = 0.5.
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В зависимости от параметров инертного слоя возможны два варианта горения
образца, разделяемые критическими условиями. В первом образец реагирует пол-
ностью с определенным временем задержки на преодоление слоя и всплеском
скорости горения в момент воспламенения правой части. Во втором волна горе-
ния не проходит через слой. В адиабатических условиях χe = 0 реализуется только
первый вариант, т.е. волна горения вне зависимости от параметров преодолевает
слой [18]. При учете теплоотдачи появляются критические условия, разделяющие
варианты горения образца. Эти условия зависят от размера и физико-химических
параметров инертного слоя: с увеличением толщины слоя и уменьшением его те-
плопроводящих свойств время зажигания правой части образца нелинейно растет
рис. 2. Для легкоплавкого инерта ( 0Lθ � ) увеличение числа фазового перехода
Ph, характеризующего теплоту плавления, приводит к увеличению времени за-
держки, а вблизи критических условий – и к срыву горения. Уменьшение темпе-
ратуры плавления сужает зону прогрева в инертном слое, при этом уменьшаются
потери тепла на преодоление волной горения преграды. Режим горения до и после
инертного слоя определяется параметрами активной среды. Параметры инертного
слоя определяют только время выхода волны на устойчивый режим с характери-
стиками горения, соответствующими активной среде. Чем больше время задержки
фронта при преодолении инертного слоя, тем больше зона прогрева в активной
части образца за ним. Влияние затекания расплава в поры на воспламенение и
преодоление волной горения инертной преграды незначительно.
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Рис. 2. Зависимость времени зажигания правой части образца
(y > y3(t)) от толщины металлического слоя III: 1 – Λ = 3, 2 –
Λ = 10; m = 0.5, Acap = 1, 0eα =
Fig. 2. Ignition time of the right part of sample as a function of metal
layer thickness III: Λ = (1) 3, (2) 10; m = 0.5, Acap = 1, and 0eα =
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Распространение волны горения в слоевой композиции зависит от тепловых,
химических и гидродинамических факторов. Действие первых определено интен-
сивностью теплообмена, температурой плавления инертного слоя, теплопровод-
ностью и теплоемкостью веществ композиции. В число химических факторов
следует отнести скорость, кинетику и тепловой эффект химической реакции. Гид-
родинамические факторы определяют скорость и глубину капиллярного впитыва-
ния расплава в поры и зависят от структурных параметров m и Acap. Эти факторы в
первую очередь определяют особенности формирования структуры композици-
онного материала.

Динамика уменьшения толщины внутреннего слоя в адиабатическом режиме
горения χe = 0 представлена на рис. 3. Первая точка излома кривых 1−3 соответст-
вует началу проникновения расплава в правую часть образца. Следующая по вре-
мени точка излома кривых соответствует началу течения в левую часть. Такая
очередность в пропитке обусловлена тем фактом, что капиллярное течение рас-
плава становится возможным только после полного проплавления внутреннего
слоя, которое происходит только после воспламенения правой пористой части об-
разца. С увеличением толщины внутреннего слоя процесс пропитки замедляется,
но при отсутствии внешнего теплоотвода расплав внутреннего слоя полностью
затекает в поры с образованием композиционного материала.

τ

L Li i/ 0

321

1.2

0.8

0.4

80006000400020000

Рис. 3. Изменение относительной толщины внутреннего слоя в
адиабатическом режиме горения: 1 – Li0 = 20, 2 – Li0 = 30, 3 –
Li0 = 40; Λ = 3, m = 0.5, Acap = 1, 0eα =
Fig. 3. Variation in the relative thickness of inner layer in adiabatic
combustion regime: Li0 = (1) 20, (2) 30, and (3) 40; Λ = 3, m = 0.5,
Acap = 1, and 0eα =
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В неадиабатических условиях χe ≠ 0 возможно формирование слоевой струк-
туры с инертным слоем толщиной меньше, чем начальное значение yL. Изменение
по времени толщины инертного слоя в этом случае в зависимости от параметра
капиллярного течения Acap иллюстрирует рис. 4. Более интенсивное впитывание
расплава в правую часть композиции с ростом Acap приводит к увеличению скоро-
сти движения границы капиллярного течения y4(t), определяющей текущую тол-
щину инертного слоя. Соответственно время начала пропитки расплавом левой
части слоевой композиции уменьшается. Падение температуры пористого каркаса
ниже температуры плавления приводит к остановке капиллярного течения и кри-
сталлизации расплава. Часть металла внутреннего слоя III (рис. 1), не затекшая в
поры, так и остается в виде слоя, разделяющего слои композиционного материала.
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Рис. 4. Изменение относительной толщины внутреннего слоя
в неадиабатическом режиме горения: 1 – Acap = 1, 2 – Acap = 2, 3 –
Acap = 3, Λ = 3, m = 0.5, Li0 = 20, 53 10e

−α = ⋅
Fig. 4. Variation in the relative thickness of inner layer in non-
adiabatic combustion regime: Acap = (1) 1, (2) 2, and (3) 3; Λ = 3,
m = 0.5, Li0 = 20, and 53 10e

−α = ⋅

Таким образом, в результате организации горения в трехслойном пакете мож-
но реализовать различные технологические процессы: пропитку, наплавку. Прак-
тическим приемом регулирования структуры конечного продукта является варьи-
рование толщин внутреннего слоя, пористости, дисперсности (изменяющей эф-
фективный диаметр капилляров и теплопроводность), соотношения реагентов,
дополнительный подогрев или охлаждение слоевого пакета, замена металличе-
ской фольги слоем порошка для уменьшения теплопроводности.
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The mathematical model of gasless combustion of a layered composition is considered. Inner
layer of the composition consists of an inert low-melting metal. Other layers consist of a highly
exothermic gasless mixture. In the inner layer, metal melts during combustion of the adjacent
layers. Affected by surface tension forces, the melt flows into the porous combustion products of
gasless mixture to form a composite material. The capillary flow of melt in the porous channels is
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limited by skeleton temperature equal to the melting point. The time spent for passing through an
inert layer by combustion wave is found depending on the thickness and thermal conductivity of
the layer. The modes of synthesis for layered composite materials in combustion regime are
determined. The dynamics of structure formation of the composite materials is considered
depending on the thickness of inner metal layer and on the external heat exchange coefficient.
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Представлены основные этапы научной деятельности выпускницы механико-
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Валентина Гавриловна Пряжинская (Кононова) родилась 26 августа 1933 г. в
селе Исилькуль Исилькульского района Омской области. Мать, Мария Васильев-
на, окончила Исилькульский педтехникум. Работала учительницей, заведующей
детским садом. Отец, Кононов Гавриил Ефимович, работал бухгалтером колхоза.
Они были из тех, кого на селе называли «интеллигенция».

В детстве Вале пришлось вместе с родителями много раз переезжать с места
на место: с. Исилькуль, г. Новокузнецк, с. Алексеевка, с. Полтавка Карагандин-
ской области, г. Петропавловск.
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Фото 1. Исилькуль, 1939 г. (Валя крайняя справа)
Fig. 1. Isikul, 1939 (Valya is the first from the left side)

В 1940 г. семья переехала в с. Ново-Сухотино Красноармейского района Севе-
ро-Казахстанской области. В этом селе Валя училась в средней школе №1. Млад-
ший брат Владимир вспоминает: «Валя рассказывала историю про библиотеку.
Читать она научилась ещё до школы. В первом классе решила записываться в
библиотеку. Библиотекарь спросила, в каком она классе? И сказала, что после
первого полугодия, если будут хорошие отметки, можно будет записаться. Как
только выдали табели за 1-е полугодие, Валя с этим табелем пришла в библиотеку
и её записали».

Закончив 7-й класс, Валя собиралась поступать в геолого-разведочный техни-
кум. Но спустя многие годы, она с благодарностью вспоминала директора школы
Тена Якова Александровича, который не выдал ей документы и убедил в том, что
у нее есть склонность к точным наукам, поэтому надо окончить школу и получить
высшее образование. В 1951 г. Валя окончила среднюю школу с золотой медалью
и без экзаменов была принята на механико-математический факультет Томского
университета (ММФ ТГУ) на специальность «Математика» [1, 2].

Уже с первого курса Валентина стала активно заниматься научно-исследова-
тельской работой и за доклад на 8-й студенческой конференции в 1952 г. была
отмечена благодарностью в приказе ректора. Во время учебы она, как и большин-
ство студентов ММФ, проживала в общежитии ТГУ на ул. Никитина 4.
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Фото 2. В общежитии на Никитина, 4. Комната 2-39; октябрь 1953 г.
(Валя в нижнем ряду, справа)

Fig. 2. In the dormitory on Nikitina, 4, room 2-39; October, 1953
(Valya is in the lower row, on the right side)

Во время летних каникул всегда приезжала домой в с. Ново-Сухотино, чтобы
навестить маму, побыть в кругу семьи, встретиться с одноклассниками.

Фото 3. На каникулах в с. Ново-Сухотино
c одноклассницей Омаровой Дарьей, 1953 г.

Fig. 3. On the holidays in Novo-Sukhotino Village,
together with a classmate Darya Omarova, 1953



К 85-летию со дня рождения профессора В.Г. Пряжинской 117

Фото 4. На каникулах с мамой и сестрой Наташей, 1953 г.
Fig. 4. On the holidays together with mother and sister Natalya, 1953

На втором и третьем курсе курсовые работы Валентина выполняла под руковод-
ством доцента ММФ Н.Г. Туганова. На четвертом курсе под руководством доцента
А.И. Фета выполнила курсовую работу на тему «Теорема Брауэра о неподвижной
точке». Дипломная работа была подготовлена под руководством доцента Г.А. Бю-
лера на тему «Пять Сибирских математических олимпиад», которую она защитила
на оценку «хорошо». В августе 1955 г. Валентина Гавриловна вышла замуж за од-
носельчанина Пряжинского Ивана Васильевича, который в это время учился на 5
курсе в Томском политехническом институте. Через всю жизнь они пронесли лю-
бовь и уважение друг к другу, являясь образцом для детей и окружающих.

Летом 1956 г. Валентина Гавриловна успешно окончила университет и посту-
пила в аспирантуру ММФ ТГУ к известному уже тогда специалисту по комплекс-
ному анализу и его применению к задачам механики сплошной среды профессору

Фото 5. В.Г. Пряжинская, 1956 г.
Fig. 5. V.G. Pryazhinskaya, 1956

Фото 6. Рекомендация в аспирантуру
Fig. 6. Recommendation to the postgraduate
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П.П. Куфареву [3]. Кроме экзаменов, при поступлении в аспирантуру ею был на-
писан реферат на тему «Плоские задачи фильтрации», где в списке литературы
цитировались работы П.П. Куфарева, П.Я. Кочиной и Л.А. Галина.

Окончив аспирантуру без защиты диссертации в 1960 г., Валентина Гаврилов-
на стала работать ассистентом на кафедре общей математики ММФ ТГУ и про-
должила работу над диссертацией [4].

Завершение работы над диссертацией в 1961 г. совпало с проведением в г.
Тбилиси Всесоюзного совещания по применению методов теории функций ком-
плексного переменного к задачам математической физики. На совещание Павел
Парфеньевич направил Валентину Гавриловну для представления материалов
диссертации. При этом он говорил о важности для защиты диссертации и даль-
нейшей научной работы знакомства и общения во время конференции с академи-
ком Пелагеей Яковлевной Кочиной и чл.-корр. РАН Львом Александровичем Га-
линым, которые были участниками этой конференции. Как отмечала Валентина
Гавриловна, «эта поездка и представление материалов диссертации на конферен-
ции привели к кардинальным изменениям в моей жизни».

В мае 1961 г. она защитила кандидатскую диссертацию на тему «Некоторые за-
дачи фильтрации», в которой были рассмотрены три задачи о плоском неустано-
вившемся движении идеальной несжимаемой жидкости. Оппонентами по диссерта-
ции были профессор В. А. Шваб и доцент Ю. С. Завьялов, а Московский институт
прикладной математики и механики был назначен ведущей организацией [5].

После защиты диссертации Валентина Гавриловна, по приглашению Пелагеи
Яковлевны Кочиной, вместе с семьей (муж учился в аспирантуре в Новосибирске,
сын Валентин – 4 года, дочь Лена – 2.5 года) переехала в г. Новосибирск. Здесь
она стала работать в Институте гидродинамики СО АН СССР в должности млад-
шего научного сотрудника. С 1965 г. получила должность старшего научного

Фото 7. День рождения П.Я. Кочиной. На переднем плане
Пряжинская В.Г и Кочина П.Я., 13.05.1964 г., г. Новосибирск

Fig. 7. Birthday of P.Ya. Kochina. V.G. Pryazhinskaya
and P.Ya. Kochina on the front row. May, 13, 1964
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сотрудника, а с 1967 г. – заведующей лабораторией в отделе теории фильтрации
академика П.Я. Кочиной. Валентина Гавриловна возглавляла эту лабораторию
более восьми лет. Под её руководством получило развитие новое в то время на-
правление, связанное с задачами линейного программирования и приложением
задач стационарной фильтрации для оптимизации орошения, поддержанное ака-
демиком Л. В. Канторовичем.

В отпускное время Валентина Гавриловна любила путешествовать. В период
работы в СО АН СССР Пряжинские с друзьями-однокурсниками (семьи Арноль-
да Михайлова и Владимира Шепеленко) часто бывали на Байкале, Иссык-Куле,
Алтае.

В 1969 г. по настоянию академика П.Я. Кочиной она приступила к оформле-
нию диссертации на соискание ученой степени доктора технических наук по теме:
«Оптимальные модели орошения», защита которой состоялась в 1971 г.

Фото 8. На защите докторской диссертации. Новосибирск, 30 апреля 1971 года
Fig. 8. On the defense of the doctor’s thesis. Novosibirsk, April, 30, 1971

В 1975 г. В.Г. Пряжинская была избрана по конкурсу на должность заведую-
щего сектором системного анализа Института водных проблем Академии наук
СССР (ныне – ИВП РАН), которому она посвятила более 40 лет своей жизни.

Валентина Гавриловна – известный специалист в области системного анализа
водных проблем [6,7]; основатель нового научного направления – оптимизация
водопользования и планирование водоохранной деятельности в речных бассей-
нах. Ее научная деятельность связана с теоретическими разработками и практиче-
ским применением математических моделей для поддержки принятия решений в
управлении водными ресурсами к конкретным водным объектам. Разработки
В.Г. Пряжинской были использованы при проектировании нескольких отечест-
венных и зарубежных оросительных систем, расположенных в зонах рискованно-
го земледелия (Алейской в Алтайском крае, Верхне-Сальской в Ростовской об-
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ласти, а также оросительной системы в центральной части Бирмы). Под ее руко-
водством подготовлен раздел в «Схеме комплексного использования и охраны
водных ресурсов в бассейне р. Терек». Деятельность Валентины Гавриловны по-
лучила международное признание: она работала в Комитете по управлению вод-
но-ресурсными системами Международной ассоциации гидравлических исследо-
ваний (МАГИ), являлась экспертом UNEP по проблеме рационального использо-
вания водных ресурсов р. Евфрат, участвовала в разработке схемы комплексного
использования и охраны водных ресурсов Республики Куба и других стран.

Фото 9. В.Г. Пряжинская – участник Международного конгресса
по теоретической и прикладной механике. Москва, 1972 год

Fig. 9. V.G. Pryazhinskaya – a participant of the International Kongress
on the theoretic and applied mechanics. Moskow, 1972

В.Г. Пряжинская – автор и соавтор более 160 научных работ, в том числе 11
монографий:

1. Математические методы в вопросах орошения (1969 г.)
2. Математическое моделирование в водном хозяйстве (1985 г.)
3. Совершенствование использования водных и земельных ресурсов в оро-

шаемом земледелии (1986 г.)
4. Математическое моделирование в управлении водными ресурсами (1988 г.)
5. Моделирование водохозяйственных систем (эколого-экономические аспек-

ты) (1992 г.)
6. Water Resources Management in the Face of Climatic / Hydrologic Uncertainties/

(1996 г.)
7. ВОДА РОССИИ, Математическое моделирование в управлении водополь-

зованием (2001 г.)
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8. Компьютерное моделирование в управлении водными ресурсами (2002 г.)
9. Обоснование стратегий управления водными ресурсами (2006 г.)
10. Водные ресурсы и качество вод, состояние и проблемы управления

(2010 г.)
11. Экономические и территориальные аспекты управления водохозяйствен-

ным комплексом России (2013 г.).
Валентина Гавриловна проявила себя и как опытный руководитель и организа-

тор науки: в 1975−1986 гг. возглавляла сектор системного анализа; с 1986 по 1989 г.
являлась главным научным сотрудником лаборатории экономики водопользова-
ния; с 1989 по 1994 г. – заместителем директора института по научной работе;
с 1994−2003 г. – заведующей лабораторией управления водными ресурсами, а с
2004 г. – главным научным сотрудником института.

Валентина Гавриловна уделяла большое внимание подготовке научных кад-
ров, в течение многих лет возглавляла Всероссийскую школу-семинар «Систем-
ные исследования водных проблем». Под её руководством защищено 15 канди-
датских диссертаций.

Дети Валентины Гавриловны и Ивана Васильевича окончили Московский го-
сударственный университет. Валентин стал математиком, Елена – психолог. Поя-
вились и внуки…

Фото 10. В.Г. Пряжинская (1933−2017 гг.) – главный научный сотрудник Института вод-
ных проблем РАН, доктор технических наук, профессор, заслуженный деятель науки РФ,
академик Российской экологической академии
Fig. 10. V.G. Pryazhinskaya (1933−2017) – Chief Researcher of the Institute of Water Problems
of the Russian Academy of Sciences, Doctor of Technical Sciences, Professor, Honored Scientist
of the Russian Federation, Academician of the Russian Ecological Academy
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Валентина Гавриловна была мудрым, выдержанным, корректным и доброже-
лательным человеком, глубоко преданным науке. Ее статьи и монографии поль-
зуются признанием специалистов, способствуют укреплению науки. Указом Пре-
зидента РФ от 11.11.2004 г. №1433 Валентине Гавриловне Пряжинской присвоено
звание заслуженного деятеля науки РФ. Она награждена двумя медалями и почет-
ными грамотами Президиума РАН, а с 2007 г. являлась действительным членом
Российской экологической академии.
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