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На практике очень важным вопросом является адекватное описание изучаемого процесса.  

Во многих случаях это приводит к необходимости изучения многоэтапных процессов (составных или 

ступенчатых), которые очень широко распространены на практике. Такие процессы возникают в кос-

монавтике, теории локомоционнных процессов, химической технологии и др. [1–4]. 

В работах [1–10] и других изучен ряд задач оптимального управления многоэтапными процес-

сами, описываемых на различных отрезках времени (или же в различных областях) разными диффе-

ренциальными (разностными) уравнениями. Подобные задачи оптимального управления называются 

также задачами оптимального управления с переменной структурой. В предлагаемой работе исследу-

ется одна многоэтапная задача оптимального управления, описываемая совокупностью дифференци-

альных и интегральных уравнений. При предположении открытости области управления установлен 

аналог уравнения Эйлера [11–13]. Выведены необходимые условия оптимальности второго порядка. 

 

1. Постановка задачи 

 

Допустим, что на заданном отрезке времени 1 2T T T       1 0 1 2 1 2, , ,T t t T t t   управляемый 

процесс описывается системой уравнений 

 

      
0

1, , , , ,

t

t

x t f t s x s u s ds t T                                                     (1) 

  ,,, vytgy     2Tt ,                                                               (2) 

 
    1 1y t G x t .                                                                     (3) 

Здесь  , , ,f t s x u    , ,g t y v  – заданная n (m)-мерная вектор-функция, непрерывная по совокупности 

переменных вместе с частными производными по     , ,x u y v  до второго порядка включительно, 

 G x  – заданная дважды непрерывно дифференцируемая m-мерная вектор-функция, 210 ,, ttt  заданы, 

причем 0 1 2t t t  ,  u t    v t  – r(q)-мерный кусочно-непрерывный (с конечным числом точек разрыва 

первого рода) вектор управляющих воздействий со значениями из заданного непустого, ограниченного 

и открытого множества U   V , т.е. 
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Пару     ,u t v t   с вышеприведенными свойствами назовем допустимым управлением. 

Предполагается, что каждому допустимому управлению     ,u t v t   соответствует единствен-

ное непрерывное (кусочно-гладкое) решение  x t    y t  уравнения (1) (задачи Коши (2)–(3)). 

На решениях системы (1)–(3), порожденных всевозможными допустимыми управлениями, опре-

делим терминального типа функционал 

 
       1 1 2 2,I u v x t y t   .                                                 (5) 

Здесь  1 x ,  2 y  – заданные дважды непрерывно дифференцируемые скалярные функции. 

Допустимое управление     ,u t v t  , доставляющее минимум функционалу (5) при ограниче-

ниях (1)–(4), назовем оптимальным управлением, а соответствующий процесс 

        , , ,u t v t x t y t     – оптимальным процессом. 

Нашей целью является вывод необходимых условий оптимальности при предположении откры-

тости области управления. 

 

2. Вариации функционала и неявные необходимые условия оптимальности 

 

Пусть         , , ,u t v t x t y t     – фиксированный допустимый процесс. Через 

                  , , ,u t u t u t v t v t v t x t x t x t              y t y t y t    обозначим произ-

вольный допустимый процесс и, используя формулу Тейлора, запишем приращение критерия качества 

(5): 
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          (6) 

Здесь и в дальнейшем   есть норма вектора  1 2, ,..., n
     , в 

nR  определяемая формулой 

1

n

i

i

   , штрих для матриц – операция транспонирования, а для векторов – знак скалярно произве-

дения, а  2   есть величина более высокого порядка малости, чем 2 , т.е.  2 2 0     при 0 . 

Далее ясно, что     tytx  ,  будет решением задачи 
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x t f t s x s u s f t s x s u s ds    
  ,  1Tt ,                   (7) 

 
           , , , , ,y t g t y t v t g t y t v t                                         (8) 

 
       1 1 1y t G x t G x t   .                                             (9) 

Предположим, что  t ,  tp
 –пока неизвестные n и m-мерные вектор-функции. 
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Умножая обе части соотношения (7) ((8)) слева скалярно на  t    p t , а затем интегрируя 

обе части полученного тождества по 1T   2T , будем иметь 
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                      (11) 

Полагая      1,N p x p t G x   и используя формулу интегрирования по частям, в определенном 

интеграле получим 
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Учитывая тождества (10)–(12), из формулы приращения (6) получим 
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Из (7) ясно, что 
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Принимая во внимание (13), из (12) будем иметь 
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Введем аналоги функции Гамильтона–Понтрягина:  
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   , y,v, , ,M t p p g t y v
  . 

С учетом введенных обозначений формула приращения (14) примет вид: 
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Из (15), используя формулу Тейлора, будем иметь 
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Предположим, что     ,t p t   удовлетворяет соотношениям 

 
        , , ,xt H t x t u t t      ,                                          (17) 

 
        , , ,yp t M t y t v t p t     ,                                      (18) 
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Соотношение (17) есть линейное неоднородное интегральное уравнение типа Вольтерра относи-

тельно  t , а соотношение (28) – линейное однородное дифференциальное уравнение относительно 

 p t . Систему (17)–(19) назовем сопряженной системой для задачи (1)–(5). 

При выполнении соотношений (17)–(19) формула приращения (16) примет вид: 
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(20) 

где по определению 

 

               

    

1

0

2

1

22 2 2

1 1 1 2 2 3 1 4

2

5

,

.

t

t

t

t

u v x t y t x t x t u t dt

y t v t dt

                  

      





    (21) 

Из (7)–(9), используя условию Липшица, получаем, что 
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где const 0iL   , 3,1i  – некоторые постоянные. 

Применяя к неравенству (22) аналог леммы Гронуолла–Беллмана будем иметь 
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А из (23) следует, что 
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где 4L , 5L , 6L  – некоторые положительные постоянные. 

С учетом (24) из (25) получим 
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где 07  constL  – некоторое постоянное. 

По предположению, U  и V  открытые множества. Поэтому специальное приращение управле-

ния     ,u t v t   можно определить как 
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где   – достаточно малое по абсолютной величине число, а   ru t R  , 1Tt    2,rv t R t T    – 

произвольная кусочно-непрерывная (с конечным числом точек разрыва первого рода) r (q)-мерная век-

тор-функция – допустимая вариация управляющей функции  u t    v t . 

Через     ,x t y t  
 
обозначим специальное приращение траектории     ,x t y t  , отвечаю-

щее приращению (27) управления     ,u t v t  . 

Из оценок (24), (26) следует, что 
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где 8 9, const 0L L    – некоторые постоянные. 

Используя оценки (18) и учитывая (27), при помощи (7)–(9) по схеме, например, из [14] доказы-

вается 

Лемма 1. Для     ,x t y t    справедливы разложения 

 
     ; ,x t x t t                                                        (29) 

 
     ; ,y t y t t                                                     (30) 

где     ,x t y t   – вариация траектории, являющаяся решением уравнения в вариациях 
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Учитывая (27) и разложения (29), (30) в формуле приращения (20) получаем, что 
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Из разложения (34) следует, что первая и вторая вариации (в классическом смысле) функционала 

качества (5) имеют соответственно вид: 
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Из результатов классического вариационного исчисления (см. напр.: [11–14]) с учетом (35), (36) 

следует, что вдоль оптимального процесса         , , ,u t v t x t y t     для всех   ru t R  , 1Tt , 

  2,rv t R t T    выполняются соотношения 
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3. Необходимые условия оптимальности 

 

Тождество (37) является неявным необходимым условием оптимальности первого порядка,  

а неравенство (38) есть неявное необходимое условие оптимальности второго порядка. 

Используя произвольность и независимость вариаций  u t ,  v t  управляющих функций 

 u t  и  v t , при помощи (37) доказывается 

Теорема 1. Для оптимальности допустимого управления     ,u t v t   в задаче (1)–(5) необхо-

димо, чтобы выполнялись соотношения: 

 
      , , , 0uH x u        ,                                          (39) 

для всех точек непрерывности  0 1,t t  управления  tu ; 

 
      , , , 0vM y v p       ,                                      (40) 

для всех точек непрерывности  1 2,t t  управления  tv . 

Система соотношений (39), (40) есть необходимые условия оптимальности первого порядка и 

представляют собой аналог уравнения Эйлера. 

Каждое допустимое управление     ,u t v t  , удовлетворяющее необходимым условиям опти-

мальности (39), (40), назовем классической экстремалью. Ясно, что оптимальное управление (если оно 

существует) находится среди классических экстремалей. 
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Для сужения множества классических экстремалей, подозрительных на оптимальность, надо 

иметь необходимые условия оптимальности второго порядка, выраженные непосредственно через па-

раметры задачи (1)–(5). С этой целью будем использовать неявное необходимое условие оптимально-

сти второго порядка (38). 

Пусть  ,tR   nn  матричная функция, удовлетворяющая матричным интегральным уравне-

ниям типа Вольтерра [15–17]: 

             , , , , , , , , ,

t

x xR t R t s f s x u ds f t x u   



          

             , , , , , , , , .

t

x xR t f s x u R s ds f s x u   



           

Через  ,tF  обозначим  mm  матричную функцию, являющуюся решением матричного диф-

ференциального уравнения 

        , , , ,yF t F t g y v 

         

с начальным условием 

 ,F t t E , 

где E  –  mm  единичная матрица. 

Решение  tx  интегрального уравнения (31) допускает представление [15–17] 

                  
0 0

, , , , , , , .

t

u u

t t

x t R t f s x u u s ds f t x u u d



   
 

              
  

   (41) 

Преобразуя правую часть представления (40), используя формулу Дирихле (см. напр.: [11]), по-

лучим 

 

     
0

,

t

t

x t Q t u d      ,                                           (42) 

где по определению 

             , , , , , , , ,

t

u uQ t f t x u R t s f s x u ds   



         . 

А решение задачи Коши (32)–(33) допускает представление [11, 18] 

              
1

1 1, , , ,

t

v

t

y t F t t y t F t g y v v d            . 

Следовательно, 

 

                 
1

1 1 1, , , ,

t

x v

t

y t F t t G x t x t F t g y v v d             .                (43) 

С учетом (42) представление (43) записывается в виде 

 

                   
1

0 1

1 1 1, , , , ,

t t

x v

t t

y t F t t G x t Q t u d F t g y v v d                 .   (44) 

Учитывая произвольность вариаций  u t  и  v t , предположим, что   0v t  . 

Тогда из представления (44) будем иметь 

                                                
1

0

,

t

t

y t L t u d      , (45) 

где по определению 

        1 1 1, , ,xL t F t t G x t Q t   . 
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А неравенство (36) примет вид 

 

 
  

   
  

   
  

 

                     

                     

1

0

1

0

2 2 2

1 1 1 2 2

1 1 1 1 2 22 2 2

,

, , , 2 , , ,

, , , , , , 0.

t

xx ux

t

t

uu yy

t

x t N p x t y t
x t x t x t x t y t y t

x x y

x t H t x t u t t x t u t H t x t u t t x t

x t H t x t u t t u t dt y t M t y t v t p t y t

   

     

     

    
         

  

          


       






    (46) 

Используя представление (42), доказывается, что 

 

 
  

     
  

   
1 1

0 0

2 2

1 1 1 1

1 1 1 12 2
, ,

t t

t t

x t x t
x t x t u Q t Q t s u s d

x x

    
         

   ,             (47) 

 

          

            

1

0

1 1

0

, , ,

, , , , ,

t

ux

t

t t

ux

t

u t H t x t u t t x t dt

u H x u Q t d u t dt

  

  



   

 
           

  



 

                      (48) 

 
  

     
  

   
1 1

0 0

2 2

1 1

1 1 1 12 2

, ,
, ,

t t

t t

N p x t N p x t
x t x t u Q t Q t s u s d

x x

    
         

   , 

 

          

            
 

 

1

0

1 1 1

0 0 max ,

, , ,

, , , , , ,

t

xx

t

t t t

xx

t t s

x t H t x t u t t x t dt

u Q t H t x t u t t Q t s dt u s dsd

  

  



   

 
        

  



  

                  (49) 

Далее при помощи представления (45) доказывается, что 

 

 
  

     
  

   
1 1

0 0

2 2

2 2 2 2

2 2 2 22 2
, ,

t t

t t

y t y t
y t y t u L t L t s u s d

y y

    
         

   ,         (50) 

          

              

2

1

1 1 2

0 0 1

, , ,

, , , , , .

t

yy

t

t t t

yy

t t t

y t M t y t v t p t y t dt

u L t M t y t v t p t L t s dt u s dsd

  

  

  

 
       

  



  

 

Введя обозначение 

 

   
  

   
  

 

          
 

 
  

            

1

2

1

2 2

1 1 2 2

1 1 2 22 2

max ,

2

1

1 12

, , , , ,

, , , , ,

,
, , , , , , ,

t

xx

s

t

yy

t

x t y t
K s Q t Q t s L t L t s

x y

Q t H t x t u t t Q t s dt

N p x t
Q t Q t s L t M t y t v t p t L t s dt

x

 

  



 

  

   
       

 

   


    







        (51) 

и учитывая тождества (47)–(50), из неравенства (46) получим, что 

 

                  

          

1 1 1 1

0 0 0

1

0

, 2 , , , ,

, , , 0.

t t t t

ux

t t t t

t

uu

t

u K s u s dsd u H x u L t d u t dt

u t H t x t u t t u t dt

  

  

 
                  

  

    

   



 (52) 
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Теперь предположим, что   0u t  ,   0v t  . Тогда из представлений (42), (44) получим, что 

  0x t  ,   
1t T , 

 

          
1

, , ,

t

v

t

y t F t g y v v d          .                       (53) 

При этом неравенство (36) примет вид 

 

 
  

            

                     

2

1

2

2 2

2 22
, , ,

2 , , , , , , 0.

t

yy

t

vy vv

y t
y t y t y t M t y t v t p t y t

y

v t M t y t v t p t y t v t M t y t v t p t v t dt



  

     

 
      


       



  (54) 

Используя представление (53), доказывается, что 

 

 
  

 

        
  

        
2 2

1 1

2

2 2

2 22

2

2 2

2 22
, , , , , , ,

t t

v v

t t

y t
y t y t

y

y t
u g y v F t F t s g s y s v s u s dsd

y





   

 
  



 
          

 
 

(55) 

 

          

                 

2

1

2 2

1

, , ,

, , , , , , ,

t

vy

t

t t

vy v

t t

v t M t y t v t p t y t

v M y v p F t d g t y t v t u t dt

  

    

  

 
          

  



 

 (56) 

 

                 

          
 

      

2 2 2

1 1 1

2

max ,

, , , , ,

, , , , , , , .

t t t

yy v

t t t

t

yy v

s

y t M t y t v t p t y t u g y v

F t M t y t v t p t F t s dt g s y s v s u s dsd

    

    



          

 
    

  

  



 (57) 

Введя обозначение 

   
  

            
 

2
2

2 2

2 22

max ,

, , , , , , , ,

t

yy

s

y t
M s F t F t s F t M t y t v t p t F t s dt

y



  



 
     

   

и учитывая тождества (55)–(57), неравенство (54) записывается в виде 

 

               

                      

          

2 2

1 1

2 2

1 1

2

1

, , , , ,

2 , , , , , , , ,

, , , 0.

t t

v v

t t

t t

v vy v

t t

t

vv

t

v g y v M s g s y s v s u s dsd

v g y v M y v p F t d g t y t v t v t dt

v t M t y t v t p t v t

   

      

  

         

 
               

  

   

 

 



 (58) 

Сформулируем полученный результат. 

Теорема 2. Для оптимальности классической экстремали     ,u t v t   в задаче (1)–(5) необходимо, 

чтобы неравенства (52), (58) выполнялись для всех   ru t R  , 1Tt ,   rv t R  , 2Tt  соответственно. 

Заметим, что полученный результат является довольно общим. Из него, используя произволь-

ность вариаций  u t ,  v t  управляющих функций  u t
,  v t

, можно получить ряд более легко 

проверяемых условий оптимальности и, в частности, исследовать особые в классическом смысле [14, 

19, 20] управления. 
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Заключение 

 

В статье изучается одна задача оптимального управления, описываемая совокупностью диффе-

ренциальных и интегральных уравнений. При предположении открытости области управления уста-

новлен аналог уравнения Эйлера. Выведено конструктивно проверяемое необходимое условие опти-

мальности второго порядка. 
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The paper deals with the problem of optimal control by minimizing functional of a terminal type 

 
       1 1 2 2,I u v x t y t      (1) 

with constraints 

 

   

   

1 0 1

2 1 2

, , ,

, , ,

r

q

u t U R t T t t

v t V R t T t t

   

   
     (2) 

 

      
0

1, , , , ,

t

t

x t f t s x s u s ds t T                                             (3) 

 
 , , ,y g t y v

2t T                                                       (4) 

 
    1 1y t G x t .                                                 (5) 
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Here  , , ,f t s x u ,   , ,g t y v  are give n (m)-dimensional vector-functions, respectively, continuous with respect to all the varia-

bles together with partial derivatives with respect to     , ,x u y v  up to  the second order inclusive,  G x  is m-dimensional twice 

continuously differentiable vector-function, 0 1 2, ,t t t  are given and 0 1 2t t t  ,  u t   v t  are r (q)-dimensional piecewise-continu-

ous (with a finite number of points of discontinuity of the first kind) vector-functions of control actions, values from a given non-

empty, bounded, and open sets U  V ,  1 x ,  2 y are given twice continuously differentiable in ( )n mR R scalar functions. Here 

 1 x  and  2 y  are given m-dimensional vector functions, respectively, continuous with respect to all the variables together with 

partial derivatives up to the second order inclusive. 
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