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А.И. Забарина, Е.А. Фомина

О МНОЖЕСТВЕ K3(G) ЭЛЕМЕНТОВ КОНЕЧНЫХ ГРУПП,
КОММУТИРУЮЩИХ РОВНО С ТРЕМЯ ЭЛЕМЕНТАМИ ГРУППЫ

Рассмотрены свойства множества K3(G), состоящего из элементов третьего
порядка, каждый из которых перестановочен ровно с тремя элементами
группы. В частности, из полученных результатов следует, что все инволю-
ции конечной простой неабелевой группы G с непустым множеством K3(G)
образуют один класс сопряжённых элементов (этот факт был сформулиро-
ван в [3] в качестве упражнения)

Ключевые слова: группа, инволюция, центр группы, нормальный делитель.

Как известно, при доказательстве классификационной теоремы конечных про-
стых групп важную роль сыграло исследование свойств централизатора инволю-
ций [1, с. 10]

В [2] изучены некоторые свойства конечных групп, каждая инволюция кото-
рых обладает двухэлементным централизатором.

В настоящей работе рассматриваются конечные группы, в которых существу-
ют элементы порядка 3, перестановочные ровно с тремя элементами группы.
Множество всех таких элементов группы G обозначено K3(G).

В частности показано, что в каждой конечной простой неабелевой группе с
непустым множеством K3(G) все инволюции образуют один класс сопряженных
элементов [3].

1. О мощности множества K3(G)

Пусть G – произвольная конечная мультипликативная группа, |G| = n.
Обозначим через K3(G) множество {x ∈ G | х ≠ е, |CG(x)| = 3}.
Другими словами, элемент х ≠ е принадлежит K3(G) тогда и только тогда, ко-

гда он перестановочен ровно с тремя элементами группы G. Так как централиза-
тор CG(g) является подгруппой группы G, то

K3(G) = {x ∈ G | CG(x) = {e, x, x2}}.
Очевидно, что для абелевой группы G множество K3(G) не пусто в точности

тогда, когда G – циклическая группа третьего порядка. Поэтому, в дальнейшем,
будем считать, что группа G неабелева.

Из определения K3(G) непосредственно вытекает, что:
А) если х ∈ K3(G), то порядок этого элемента равен трём: о(х) = 3;
В) если х ∈ K3(G), то х2 ∈ K3(G).
Рассмотрим некоторые свойства множества K3(G).



6 А.И. Забарина, Е.А. Фомина

Предложение 1. Если K3(G) не пусто, то |G| делится на 3 и не делится на 9.
Доказательство. Справедливость утверждения вытекает непосредственно из

теоремы Силова [4, с. 99] и свойства коммутативности группы порядка р2 [5,
с. 63]. #

Предложение 2. Множество K3(G) является инвариантным подмножеством G,
то есть если х ∈ K3(G), то xg ∈ K3(G) для каждого g ∈ G.

Доказательство. Воспользуемся известным равенством:
∀Gx ∀Gg CG(xg) = (CG(x))g.

Пусть х ∈ K3(G); Тогда а ∈ CG(xg) ⇔ а ∈ {e, x, x2}g ⇔ а ∈ {e, xg, (xg)2}.#
Предложение 3. Пусть K3(G) ≠ ∅, х ∈ G и o(x) = 3. Тогда х ∈ K3(G).
Доказательство. Согласно предложению 1, 〈х〉 – силовская 3-подгруппа

группы G. Из теоремы Силова следует, что для каждого k ∈ K3(G) подгруппы 〈х〉 и
〈k〉 сопряжены в G. Осталось применить предложение 2. #

Предложение 4. Пусть |G| = n; K3(G) ≠ ∅. Тогда { }3
2

;  
3 3

( ) n nK G ∈ .

Доказательство. Пусть х ∈ K3(G). Так как |G| = |CG(x)|⋅|xG| = 3⋅|xG| = n, то

3
G nx = . Заметим, что е ∉ K3(G).

Следовательно, существует не более двух классов сопряжённых друг другу
элементов группы G, каждый из которых (в силу предложения 2) является эле-
ментом K3(G). Таким образом, в силу непустоты множества K3(G), получаем,

что { }3
2( ) ;  

3 3
n nK G ∈ . #

Лемма 5. Пусть а, g ∈ G, o(a) = 3; g–1ag = a2. Тогда ( ) 2o g .
Доказательство. Пусть o(g) = 2k + 1. Так как по условию ag = ga2, то

(ag)2 = ga2⋅ag = g2.
Следовательно,

 o((ag)2) = о(g2) = 2 1
(2 1;  2)

k
k

+

+
= 2k + 1.

Отсюда, ((ag)2)2k+1 = (ag)4k+2 = e. (*)
С другой стороны, 

(ag)2k+1 = ((ag)2)k⋅ga2 = (g2)k⋅ga2 = a2.
Следовательно, (ag)4k+2 = а.
Получили противоречие с (*). Значит, ( ) 2o g . #

Предложение 6. 1) Пусть o(а) = 3 и g–1ag = a2. Тогда | | 6G .

2) Если порядок G нечётен, то либо K3(G) пусто, либо 3
2 | |( )

3
GK G = .

Доказательство. Справедливость утверждения 1) непосредственно вытекает
из леммы 5. 

2) Пусть |G| = 2m + 1 и K3(G) ≠ ∅. Тогда ∀а ∈ K3(G) ∀Gg (ag ≈/ a2), то есть в G
существует ровно 2 класса сопряжённых элементов множества K3(G). Согласно

предложению 4, 3
2 | |( )

3
GK G = . #
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Рассмотрим несколько примеров множеств K3(G) в различных группах.
1) Sn, n ≥ 2.
Если n ≥ 6, то |Sn| 9. Согласно предложению 1, для указанных групп K3(Sn) = ∅.
Пусть n = 3. Так как в Sn каждые две подстановки сопряжены тогда и только

тогда, когда они имеют одинаковое циклическое строение [5, с. 66], то

[ ] { }3(123) (123), (132)S = .

Следовательно, 
3

6(123) 3
2SC = = .

Таким образом, K3(S3) = {(123), (132)}, 3
3 3

| |
3

( )
S

K S = .

Рассмотрим группы S4 и S5. Очевидно, множество Х всех элементов третьего
порядка в каждой из них есть множество всех трёхчленных циклов. Для n = 4

4 3 2
3

8X ⋅ ⋅
= = . Каждые два элемента из множества Х сопряжены. Следовательно,

∀а ∈ Х 
4
( ) 3SC а = . Таким образом, K3(S4) = Х, 4

3 4
| |

3
( )

S
K S = . Аналогично, в S5

∀а ∈ Х 
5
( ) 6SC а = , то есть K3(S5) = ∅.

2) Покажем, что K3(Аn) ≠ ∅ ⇔ n ∈ {3, 4, 5}.
Так как при n > 5 |An| 9, то согласно предложению 1, для соответствующих

групп K3(Аn) = ∅.
При n = 3 имеем

 K3(A3) = K3(S3), так как A3 – абелева; 3
3 3

2 | |
3

( )
А

K А = .

При n = 4 имеем

K3(S4) ⊂ А4 и, следовательно, K3(A4) = K3(S4); 4
3 4

2 | |
3

( )
А

K А = .

Рассмотрим, наконец, А5. Пусть а = (αβγ) – произвольный трёхчленный цикл.
Очевидно, 

5
2 2( ) { , , , , , }SC а e a a c ac a c= , где с – двучленный цикл, не пересекаю-

щийся с а. Так как с, ас, а2с – нечётные подстановки, то 
5

2( ) { , , }АC а e a a= .
Следовательно, K3(A5) – множество всех трёхчленных циклов, то есть

5
3 5( ) 20

3
А

K А = = .

3) Рассмотрим диэдральную группу D2n, где
D2n = {(a, ε) | a ∈ Cn, ε = ±1}, n ≥ 3 [6, с. 31]

и (a1, ε1)⋅(a2, ε2) = ( )1
1 2 1 2,  ε εа аε .

Пусть Х = {(a, ε) | o((a, ε)) = 3}. Легко видеть, что (a, ε) ∈ Х ⇔ o(a) = 3 и ε = 1.
Однако

∀g ∈ Сn (g, 1)⋅(a, 1) = (ga, 1) = (ag, 1) = (a, 1)⋅(g, 1).
Отсюда следует, что в каждой группе D2n, n ≥ 4, множество K3(D2n) пусто. Заме-
тим, что D6 ≅ S3.
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4) Пусть G – конечная нильпотентная группа, |G| = 21
23 ... k

kp pααα , k > 1. Тогда
согласно теореме Бернсайда – Виланда [4, с. 155],

G = Н1 × Н2 × … × Hk,
где Hi – соответствующие силовские подгруппы.

a) Если α1 > 1, то согласно предложению 1, K3(G) = ∅.
b) Пусть α1 = 1, x ∈ G, o(x) = 3. Так как в каждой нильпотентной группе любая

нетривиальная нормальная подгруппа имеет нетривиальное пересечение с цен-
тром [4, с. 148], то H1 ⊂ Z(G). Так как Z(G) ∩ H2 ≠ {e}, то H1 ≠ Z(G). Следователь-
но, х ∉ K3(G).

Таким образом, в каждой конечной нильпотентной группе G, отличной от
циклической группы третьего порядка, множество K3(G) является пустым.

5) Приведём пример семейства разрешимых групп, в каждой из которых мно-
жество K3(G) не пусто.

Пусть q – простое число, q ≡ 1 (mod 3). Рассмотрим группу 〈Zq*, ⋅〉. Так как
| Zq*| = q – 1, то существует элемент r′ ∈ Zq*, такой, что о(r′) = 3. Следовательно,
существует элемент r ∈ N, такой, что

r3 ≡ 1 (mod q) ∧ r ≡/ 1 (mod q) (1)

Пусть G = {aubv | u ∈ {0, 1, 2}, v ∈ 0,   1q − }. Воспользуемся следующей бинар-
ной алгебраической операцией на G [5, с. 61]:

2
1 1 2 2 1 2 1 2( )uu v u v u u v r va b a b a b+ ⋅ += . (2)

Непосредственно проверяется, что 〈G, ⋅〉 – неабелева группа порядка 3q, в ко-
торой

e = a0b0,  ( ) 31 3 ( )uu v u r va b a b
−− − −= .

Покажем, что в построенной группе |K3(G)| = 2 3
3

q⋅ = 2q. Согласно предложе-

нию 6, достаточно убедиться, что а ∈ K3(G). Пусть
а ⋅ aubv = aubv ⋅ а.

Отсюда au+1bv = au+1bvr,
то есть v(r – 1) q.
Так как r ≡/ 1(mod q), то v = 0.

Следовательно, СG(a) = {e, a, a2}, то есть а ∈ K3(G).
Таким образом, G – разрешимая группа, не являющаяся нильпотентной. Так,

например, пусть q = 7. Тогда r = 2, |G| = 21.
G = {aubv | u ∈ {0, 1, 2}, v ∈ 0;  6 }.

2
1 1 2 2 1 2 1 2( 2 )uu v u v u u v va b a b a b+ ⋅ +⋅ = .

Непосредственные вычисления показывают, что
K3(G) = {abi | i ∈ 0;  6 } ∪ {a2bi | i ∈ 0;  6 }.
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2. О сопряжённости инволюций в конечных простых группах
 с непустым множеством K3(G)

Обратимся теперь к простым группам. Нашей целью является доказательство
следующего утверждения.

Теорема 7. Пусть G – конечная простая группа, |G| = n, K3(G) ≠ ∅. Тогда все
инволюции G образуют один класс сопряжённых элементов.

Постановка задачи взята в [3, с. 81].
Доказательство теоремы опирается на следующее утверждение, доказанное в

[3, с. 80]:
Пусть G – конечная простая группа и А – подгруппа нечётного порядка, такая,

что:
1) ∀g ∈ G \ NG(A) (A ∩ Ag = {e});
2) NG(A) = (A  〈i*〉) × B, где (|A|, |B|) = 1, i* – инволюция, инвертирующая каж-

дый элемент из А (говорят, что элемент х группы G инвертирует элемент у, если
х–1ух = у–1).

Тогда каждая инволюция i ∈ G сопряжена с некоторой инволюцией из множе-
ства i*В.

Приведём также формулировку теоремы Бернсайда [5, с. 227].
Теорема 8 (Бернсайда). Если силовская подгруппа Р конечной группы G со-

держится в центре своего нормализатора, то группа G обладает таким нормаль-
ным делителем Н, что в качестве представителей смежных классов по Н можно
выбрать элементы группы Р.

Обратимся к доказательству теоремы 7.
Доказательство (теоремы 7). Пусть k ∈ K3(G) и A = 〈k〉. Убедимся, что А

удовлетворяет 1) и 2), причём подгруппа В из равенства 2) оказывается единич-
ной.

а) Так как о(k) = 3, то
∀Gg (g ∉ NG(A) ⇒ g–1Аg ∩ A = {e}),

то есть условие 1) выполнено. 
b1) Пусть Н = NG(A). Докажем, что Н ≠ А.
Действительно, согласно предложению 1, группа А является силовской под-

группой группы G. Если Н = А, то А содержится в центре своего нормализатора.

Согласно теореме 8, группа G обладает нормальным делителем порядка 
3
n , что

противоречит свойству простоты группы G.
b2) Покажем, что |Н| 2 и каждая инволюция из Н инвертирует все элементы

из А.
Пусть g ∈ H \ A. Тогда, согласно определению K3(G),

gkg–1 = k–1,  g–1k2g = (k2)–1. (3)
Согласно лемме 5, |H| 2. Кроме того, согласно (3), каждая инволюция i из Н

инвертирует все элементы А. Пусть i* – одна из них.
b3) Пусть L = А ⋅ 〈i*〉. Покажем, что L = А  〈i*〉.
Так как L = А ⋅ 〈i*〉 = 〈i*〉 ⋅ А, то L < H. Так как А L, A ∩ 〈i*〉 = {e}, то

L = А  〈i*〉, |L| = 6.
Следовательно, из некоммутативности этой группы получаем L ≅ S3. Согласно

теореме Гёльдера [7, с. 82], L – совершенная группа.
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b4) Убедимся, что Н = L × CH(L).
Согласно свойству совершенных групп [7, с. 268], достаточно показать, что

L H.
Заметим, что множество всех инволюций группы Н есть {i*, i*k, i*k2}. Действи-

тельно, согласно (3) все указанные элементы являются инволюциями группы Н.
Пусть i ∈ H, o(i) = 2. Тогда из (3)

iki = i*ki*,
то есть (i*i)k = k(i*i),
отсюда i*i ∈ А, то есть i ∈{i*, i*k, i*k2}.

Учитывая, наконец, тот факт, что А Н, получаем
∀H h ∀L l (h–1lh = h–1a(i*)mh = a1i1),

где а1 ∈ А, i1 ∈ L. Таким образом, L H.
b5) Покажем, что CH(L) = {e}.
Пусть х ∈ CH(L). Тогда xk = kx и xi* = i*x. Следовательно, х = е. Таким образом,

NG(A) = (А  〈i*〉) × В, где |B| = 1.
Тем самым равенство 2) доказано и, следовательно, каждая инволюция i из G

сопряжена с инволюцией i*. #
Так как K3(А5) ≠ ∅, то все инволюции А5 образуют один класс сопряжённых

элементов.
Порядки всех спорадических простых групп, за исключением группы Янко J1,

делятся на 32 [1, с. 145]. Обратимся к J1. Согласно её строению [1, с. 93], в ней
существует инволюция i, перестановочная с некоторым элементом с, таким что
о(с) = 3. Следовательно, в J1 существует элемент порядка 6, то есть K3(J1) = ∅. Та-
ким образом, в каждой спорадической группе G множество K3(G) пусто.

Авторы благодарят за помощь в написании работы доктора физ.-мат. наук
В. А. Белоногова, одного из авторов книг [3, 6].

Авторы искренне благодарны рецензенту за тщательно проделанную работу.
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Let G be an arbitrary finite multiplicative group, |G| = n. We define the set K3(G) as follows:
K3(G) = {x ∈ G | |CG(x)| = 3} = {x ∈ G | CG(x) = {e, x, x2}}.

It follows from the definition of K3(G) that
А) if х ∈ K3(G), then the order of x is 3 (о(х) = 3);
В) if х ∈ K3(G), then х2 ∈ K3(G).

The following properties of the set K3(G) have been proved.
Proposition 1. If K3(G) ≠ ∅, then |G| 3 and |G| /  9.
Proposition 2. If х ∈ K3(G), then xg ∈ K3(G) for each g ∈ G.
Proposition 3. Let K3(G) ≠ ∅, х ∈ G and o(x) = 3. Then х ∈ K3(G).

Proposition 4. Let |G| = n; K3(G) ≠ ∅. Then { }3
2;  

3 3
( ) n nK G ∈ .

Lemma 5. Let а, g ∈ G, o(a) = 3; g–1ag = a2. Then ( ) 2o g .

Proposition 6. 1) Let o(а) = 3 and g–1ag = a2. Then | | 6G .

 2) If |G| = 2k + 1, then K3(G) = ∅ or 3
2 | |( )

3
GK G = .

Theorem 7. Let G be a finite simple group, |G| = n, K3(G) ≠ ∅. Then all involutions of the
group G form a class of conjugate elements.
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СТРУКТУРА ИНТЕГРАЛОВ ВТОРОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО
УРАВНЕНИЯ ЛЕВНЕРА – КУФАРЕВА В ЧАСТНОМ СЛУЧАЕ

В геометрической теории функций комплексного переменного наряду с раз-
личными общими проблемами рассматриваются многие частные, являю-
щиеся предметом исследования в настоящее время. Авторы исследуют
специальные дифференциальные уравнения, результаты сформулированы в
виде теорем, утверждений, лемм, в которых отмечены структурные состав-
ляющие интегралов рассматриваемых дифференциальных уравнений.

Ключевые слова: геометрическая теория функций комплексного перемен-
ного, дифференциальное уравнение Левнера – Куфарева.

1. Классы функций. Формула И.Е. Базилевича. Леммы

1 . 1 .  К л а с с ы  ф у н к ц и й

Введем следующие классы функций:
C – множество функций ( ), (0) 0p z p ≠ , регулярных в { :| | 1}E z z= <  и отобра-

жающих единичный круг E  на область, расположенную в правой полуплоскости,
то есть удовлетворяющих условию Re[ ( )] 0p z >  в E ;

P – множество функций ( )p z C∈ и удовлетворяющих условию (0) 1p = ;
C(T) – множество функций ( , )p z t , регулярных в E , непрерывных в
{ }: 0T t t= ≤ < +∞  и принадлежащих классу C  при каждом фиксированном

t T∈ ;
S – множество функций ( ), (0) 0, '(0) 1f z f f= = , регулярных и однолистных

в E ;
*S  – множество функций ( )f z класса S , отображающих круг E  на звездооб-

разную область, являющихся решением дифференциального уравнения
( ) ( )
( )

zf z p z P
f z

′
= ∈

и представимых в E в виде

0
( ( ) 1)

( )

z dzp z
zf z ze

−∫
= ;

0S  – множество функций ( )z Sϕ ∈ , отображающих круг E  на выпуклую об-
ласть, являющихся решением дифференциального уравнения

''( )1 ( )
'( )

z z p z P
z

ϕ
+ = ∈

ϕ
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и представимых в E в виде

0
( ( ) 1)

0

( ) .

z dzz p z
zz e dz

−∫
ϕ = ∫

Заметим, что функции *( )f z S∈ и функции 0( )z Sϕ ∈  связаны равенством
( ) '( )f z z z= ϕ .
В теории однолистных функций хорошо известно первое

( , ) ( , ) ( , )f z t f z t p f t
t

∂
= −

∂
 (1.1)

и второе

( , )

( , )
( , )

F z tz
z p z t

F z t
t

∂
∂ =

∂
∂

 (1.2)

дифференциальные уравнения Левнера – Куфарева, где
( , ) ( ), , ,p s t C T s E t T∈ ∈ ∈

обобщающие соответствующее уравнение Левнера [1 – 4].

1 . 2 .  Ф о р м у л а  И . Е .  Б а з и л е в и ч а

При рассмотрении первого дифференциального уравнения Левнера – Куфаре-
ва (1.1) в частном случае И.Е. Базилевич вывел формулу, которую оформим в ви-
де теоремы.

Теорема 1: Пусть функции 1 2( ), ( )p z p z C∈ .
Тогда функция

( ) 2

1
(0)( ) ( ) pf z b z= α ,  (1.3)

где 2 (0) 12
1

1 0

(0)
, ( ) ( ) ( )

(0)

z
pp

b z p z z v z dz
p

−α = = ∫ ,  (1.4)

2 2
0
( ( ) (0))

( )

z dzp z p
zv z e

−∫
= ,  (1.5)

регулярна и однолистна в E , если под ( )f z  понимать ту ветвь многозначной
функции, которая имеет разложение

2
2( ) ...f z z c z= + + .

Функция ( )f z  в (1.3), при обозначениях (1.4), (1.5), включает известные
функции: звездообразные, выпуклые, спиралеобразные, почти-выпуклые, класс
функций с ограниченным вращением. Напомним, что данную формулу
И.Е. Базилевич получил в результате применения первой формулы Левнера – Ку-
фарева (1.1) [1 – 4].
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1 . 3 .  Л е м м ы

Сформулируем и докажем следующую лемму:
Лемма 1. Пусть функции 1 2( ), ( )p z p z C∈ .
Тогда имеют место эквивалентные соотношения

1 2
1 2

2 1

( ) ( )
( ) ( ) 0, 0, 1 0

( ) ( )
a z a z

a z ta z t t
a z a z

+ ≠ + ≠ + ≠ (1.6)

в E  при любом 0t ≥ , где
2 (0)

2 ( ) ( )pa z z v z= . (1.7)

Функция ( )v z  имеет вид (1.5), а 1( )a z  определяется по формуле

2 (0) 11
1 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )pa z p z z a z dz p z z v z dz b z−−= = =∫ ∫ .  (1.8)

Доказательство. В отличие от И.Е. Базилевича к функции (1.3) можно прий-
ти при применении второго уравнения Левнера – Куфарева. Действительно, отно-
сительно функции

( ) 2

1
(0)1 2( , ) ( ) ( ) pF z t a z ta z= +  (1.9)

составим отношение вида
' ' '

1 2
'

2 2

( ) ( )
( ) ( )

z

t

zF za z za z
t

a z a zF
= +  (1.10)

или
'

1 2 1 2' ( ) ( ), ( ), ( )z

t

zF
p z tp z p z p z C

F
= + ∈ ,  (1.11)

где
'
1

1
2

( )
( )

( )
za z

p z
a z

= ,  (1.12)

'
2

2
2

( )
( )

( )
za z

p z
a z

= .  (1.13)

Из (1.12), (1.13) находим a2(z) вида (1.7) и a1(z) в виде (1.8) при обозначениях
(1.5), (1.7). Дифференциальное уравнение (1.10) или (1.11) является дифференци-
альным уравнением Левнера – Куфарева второго типа вида (1.2).

Функция

'
( , )( , )
(0, )z

F z tz t S
F t

φ = ∈

при каждом 2 ( )a z , при этом *( , )z Sφ ∞ ∈ , а ( ,0)zφ  является функцией
И.Е. Базилевича (1.3) – (1.5). Из регулярности и однолистности в E  при каждом

2 ( )a z  функций ( , )z tφ  и ( , )F z t , [0, )t ∈ +∞  в (1.9), с учетом (1.10) – (1.13), (1.5) –
(1.8) следуют неравенства (1.6). Лемма 1 доказана.

З а м е ч а н и е  1. Неравенства (1.6) можно установить другими способами без
рассмотрения второго дифференциального уравнения (1.2) в виде (1.11).
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Следствие леммы 1. Пусть 1 2( ), ( )p z p z C∈ . Тогда в E

2

2

(0) 1
1

01
(0)

2

( ) ( )
( )

( ) 0
( ) ( )

z
p

p

p z z v z dz
a z

A z
a z z v z

−

= = ≠
∫

.

Пусть 1 2 1 2( ), ( ), ( ) ( ) ( )k z k z k z k z k z= ⋅ регулярные в E функции и таковы, что

1 2( ) ( ) ( ) ( )A z k z k z k z= = ⋅ .

Очевидно, что существует множество пар 1 2 1 2( ), ( ), ( ) ( ) ( )h z h z h z h z h z= ⋅ , тако-
вых, что выполняется соотношение

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k z k z k z h z h z h z A z= ⋅ = = ⋅ = .

В дальнейшем считаем, что 1 2( ), ( )k z k z C∈  и таковы, что выполняется выше-
указанное соотношение. В этом случае при фиксированном 1( )k z имеем

2
1

( )( )
( )

A zk z
k z

= .

Лемма 2. Пусть 1 2 1 2( ), ( ) , ( ) ( ) ( ).k z k z C k z k z k z∈ = ⋅  Тогда функции

1 2
1

( ) ( )
( , )

( )
k z t k z

e z t
t k z

+
=

+
; (1.14)

2
1 2 1 2

2
( ) ( ) ( ) ( )

( , )
( )

k z t k z t k z k z
e z t

t k z
+ + +

=
+

(1.15)

принадлежат классу ( )С t  в E  при всех 0t ≥ .
Доказательство. Умножив числитель и знаменатель в правой части (1.14),

(1.15) на t k+ , непосредственно убедимся, что Re[ ( , )] 0ie z t >  в E  при любых
0t ≥ , i=1, 2. Например, в случае 1( , )e z t  в (1.14) имеем

2 22
1 2 1 2 1 2

1 2
( )

( , )
( )

k t t k k k k k
e z t

t k z
+ + ⋅ +

=
+

.

Откуда следует, что [ ]1Re ( . ) 0e z t >  в E при каждом 0t ≥ , что означает, по опре-
делению, что 1( , ) ( ).e z t С T∈  Лемма 2 доказана.

З а м е ч а н и е  2. Из (1.10) – (1.13) можно видеть, что в случае линейных пра-
вых частей (1.10), (1.11) установить соответствие между ними не представляет
проблемы. Однако при рассмотрении в следующем параграфе нелинейных пра-
вых частей задача построения правой части с положительной вещественной ча-
стью в общем случае представляет трудность. Применение вышеизложенных
лемм способствует облегчению проблем.
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2. Уравнение вида 
2

2 1 0

1 0

( ) ( ) ( )
( ) ( )

z

t

zF b z t b z t b z
F d z t d z

′ + +
=

′ +
 в пространстве .

Второе дифференциальное уравнение Левнера – Куфарева
1 0

2
1

0

( ) ( )
( ) , , [0, )

( )
( )

z

t

zF p z t p z
p z t z E t T

p zF t
p z

+
= + ∈ ∈ = ∞

′
+

,

с основной нелинейной составляющей вида ( , ) ( )ctg z t e at b= ⋅ +

Теорема 2. Пусть
1) ( )0 0p p z= , ( )1 1p p z= , ( )2 2p p z=  принадлежат классу С;
2) функция c=c(z) удовлетворяет дифференциальному уравнению

2
( ) ( )

( )
zc z p z C
c z

′
= ∈  (2.1)

и представима в Е в виде

2 2
02
( ( ) (0))

(0)( ) ,

z dzp z p
zpc z z e z E

−∫
= ⋅ ∈ ;  (2.2)

3) функция a(z) представима в Е в виде

1
0

( ) ( )
( ) ( )

z dzc z p z
za z c z e

⋅∫
= ⋅ ;  (2.3)

4) функция b(z) представима в Е в виде

0
0

( ) ( ) ( ) ( )
z dzb z c z a z p z

z
= ⋅ ⋅∫ ;  (2.4)

5) функции 0 1 2( ), ( ), ( )p z p z p z  удовлетворяют соотношению

1 1
0

0 0

1p p za za zcz c p
p p a c a c

′ ′ ′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⋅ − − = ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
.  (2.5)

Тогда функция

( )2 2

1 1
2 (0) 22 (0)

1 2( , ) ( ( , )) ( ) ( ) ( ) ...p ct pF z t g z t e at b c t z c t z= = ⋅ + = + +  (2.6)

удовлетворяет уравнению Левнера – Куфарева вида

1 0
2

1

0

( ) ( )
( ) , , [0, )

( )
( )

z

t

p z t p zzF
p z t z E t T

p zF t
p z

+
= + ∈ ∈ = ∞

′ +
.  (2.7)

Доказательство. Применительно к функции F(z,t) в (2.6) составим отношение
2( ( , )) ( )

( ( , ))
z z

t t

zF z g z t zac t t zbc za zb
F act bc ag z t

′ ′ ′ ′ ′+ + +
= =

′ + +′
.  (2.8)

Уравнение (2.1) является уравнением с разделяющими переменными, решени-
ем которого является функция c(z) вида (2.2). Делением числителя на знаменатель
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в правой части (2.8), используя (2.1) и полагая

1

0

pbc a
ac p
+

= ,  (2.9)

2
1

( )zbc za p bc a
p

ac
′ ′+ − +

= ,  (2.10)

0
zb p
ac

′
= ,  (2.11)

перепишем выражение (2.8) в виде (2.7).
Так как функция p(z,t) в правой части (2.7) принадлежит классу C(t),

, [0, )z E t T∈ ∈ = ∞ , то дифференциальное уравнение (2.7) является вторым диф-
ференциальным уравнением Левнера – Куфарева.

Из (2.9) следует

1

0

p
bc a ac

p
+ = ,

откуда 1

2

p ab a
p c

= − .  (2.12)

Дифференцируя выражение (2.12), получим

1 1
2

2 2

p p a acb a a
p p c c

′ ′ ′⎛ ⎞′ ′= + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  (2.13)

Подставляя (2.9) и (2.12) в (2.10), получим дифференциальное уравнение отно-
сительно a=a(z), интегрируя которое, получим (2.3).

Из (2.11) имеем

0p
b ac

z
′ = . (2.14)

Выражения в (2.13) и (2.14) совместимы при выполнении соотношения (2.5).
При выполнении равенства (2.5), из (2.14) имеем

0

0

( )
( ) ( ) ( )

z p z
b z a z c z dz

z
= ∫ .

Последнее выражение совпадает с (2.4). Теорема 2 доказана.
З а м е ч а н и е. При каждом фиксированном [0, )t ∈ ∞  функция ( , )F z t  в (2.6)

будет являться функцией переменной z E∈ . В ситуации (2.6) ветвь степени оп-
ределяется фиксированием коэффициента 1( )c z  при z в разложении функции в
ряд Тейлора.
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3. Уравнение вида 
2

2 1 0

1 0

( ) ( ) ( )
( ) ( )

z

t

zF b z t b z t b z
F d z t d z

′ + +
=

′ +
 в пространстве .

Второе дифференциальное уравнение Левнера – Куфарева
1 0

2
1

2

( ) ( )
( ) , , [0, )

( )
( )

z

t

zF p z t p z
p z t z E t T

p zF t
p z

+
= + ∈ ∈ = ∞

′
+

, с основной

нелинейной составляющей вида 2
2 1 0( , ) ( ) ( ) ( )g z t a z t a z t a z= + +

Теорема 3. Пусть
1) 2 1( ), ( )p z p z C∈ ;

2) 
2 2

0

( ) (0)

( )

z p z p
dz

zv z e
−

∫
= ;

3) 2 (0) 1
1

0

( ) ( ) ( )
z

pk z p z z v z dz−= ⋅∫ ;

4) 22 (0) 2
2 ( ) ( )pa z z v z= ⋅ ;

5) 
2

0 ( )
1

( )( )
( ) ( )p z

k zp z C
z v z p z

= ∈ .

Тогда функция

{ } 2

1
2 22 (0)

2 1 0 1 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...pF z t a z t a z t a z c t z c t z= + + = + + ,

где 2 (0)
1( ) ( )2 ( )pa z z v z k z= ⋅ ,

22 (0) 1 2
0 0

0

( ) 2 ( ) ( )
z

pa z p z z v z dz−= ⋅∫
регулярна и однолистна в E при каждом t, 0t ≥ .

С учетом результатов, полученных во втором параграфе, и выражения
2

2 1 0( , ) ( ) ( ) ( )g z t a z t a z t a z= + +  имеем

2 02 1

2 2 2

1

2

( )( ) ( )
( ( , )) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( )

( , )
( )( ( , ))

2 ( )

z z

t t

za zza z za zt t
zF z g z t a z a z a z

p z t
a zF g z t t
a z

′′ ′
+ +

′ ′
= =

′ ′ +
.  (3.1)

Полагая
22 (0) 22

2 2
2

( )
( ) , ( ) ( )

2 ( )
pza z

p z C a z z z
a z
′

= ∈ = ⋅ν , (3.2)

с последующим делением в (3.1) числителя на знаменатель, получим

01 2 1

2 2
2

1

2

( )( ) ( ) ( )
2 ( ) 2 ( )

( , ) ( )
( )

2 ( )

za zza z p z a z t
a z a z

p z t p z t
a zt
a z

′′ −
+

= +
+

.  (3.3)
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Обозначив

1 2 1
1

2

( ) ( ) ( )
( )

2 ( )
za z p z a z

p z C
a z

′ −
= ∈ , (3.4)

имеем 1 2 1 1 2( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )za z p z a z p z a z′ − = ⋅ . (3.5)

Интегрирование относительно 1( )a z  уравнения (3.5) дает

2 2(0) (0) 1
1 1

0

( ) ( ) 2 ( ) ( )
z

p pa z z v z c p z z v z dz−⎛ ⎞
= ⋅ ⋅ + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ . (3.6)

Из (3.5), (3.2) имеем
2

2

(0) 1
11

(0) 1
2

( ) ( )( )
( )

2 ( ) ( )

p

p

p z z z dza z
A z

a z z z

−

−

⋅ ⋅ν
= =

⋅ν
∫ .  (3.6/)

Пусть

0
1

( )( )
( )

A zp z C
p z

= ∈ .  (3.7)

В случае соотношения (3.7) имеет место равенство

1 0( ) ( ) ( )A z p z p z= ⋅ .  (3.8)

С учетом (3.1) – (3.8) выражение в (3.3) перепишется в виде

1 0
2

1 0

( ) ( )
( , ) ( )

( ) ( )
p z t p z

p z t p z t
t p z p z

+
= +

+ ⋅
. (3.9)

Выражение в (3.9) несколько отличается от соответствующего выражения в
теореме 1. Функции p(z,t) в (3.9) и

1 0

1 0

( ) ( )
( , )

( ) ( )
p z t p z

e z t
t p z p z

+
=

+ ⋅
 (3.10)

в (3.10) принадлежат классу C(T), и, следовательно, соответствующее дифферен-
циальное уравнение является вторым дифференциальным уравнением Левнера –
Куфарева.

Положим

0
0

2

( )
( )

2 ( )
za z

p z C
a z

′
= ∈

′
,  (3.11)

где p0(z) определяется соотношением (3.7) при условии (3.6).
Рассмотрением (3.11) указываем выражение a0(z):

22 (0) 1 2
0 0( ) 2 ( ) ( )pa z p z z z dz−= ⋅ ⋅ν∫ .  (3.12)

Заметим, что функция

1 0 0 1 1

1 0

( ) ( ) ( )
( , )

( ) ( )
p z t a p z a p z

e z t
t p z p z

+ +
=

+ ⋅
 (3.13)

также будет принадлежать классу C(T).
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Поэтому вместо (3.11) мы можем полагать

0
0 0 1 1 0 1

2

( )
( ) ( ), 0, 0

2 ( )
za z

a p z a p z a a
a z

′
= + ≥ ≥ ,  (3.14)

где a0, a1 удовлетворяют условию 0 1 0a a+ ≠ .
В ситуации (3.14) выражение в (3.12) перепишется в виде

22 (0) 1 2
0 0 0 1 1( ) 2 ( ( ) ( )) ( )pa z a p z a p z z v z dz−= + ⋅∫ .

Объединяя вышеизложенное, получим результат, указанный в формулировке
теоремы 3.

Функции F(z,t), ( , )( , ) , ( ,0), ( , )
(0, )z

F z tz t z z
F t

ϕ = ϕ ϕ ∞
′

 удовлетворяют всем условиям,

являющимся достаточными для утверждений теоремы 3.
Теорема 3 доказана.
К числу различных важных направлений исследований относятся обратные

задачи. Понятия «обратная функция», «обратная задача» связаны с понятиями
взаимнооднозначного, биективного, однолистного отображений, однолистной
функции, рассмотренных в [1–5]. Со времен Ж. Лиувилля, доказавшего неразре-
шимость в квадратурах дифференциальных уравнений некоторых типов, актуаль-
ной остается задача указаний случаев интегрируемости дифференциальных урав-
нений. В данной статье, таким образом, мы указали структуру интеграла и усло-
вия, при которых функция определенного вида является решением дифференци-
ального уравнения Левнера – Куфарева.
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О СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ СУБГРАДИЕНТНОГО МЕТОДА
С ИЗМЕНЕНИЕМ МЕТРИКИ И ЕГО ПРИЛОЖЕНИЯ
В СХЕМАХ НЕЙРОСЕТЕВЫХ ПРИБЛИЖЕНИЙ

Исследуется релаксационный субградиентный метод с двухранговой кор-
рекцией матриц метрики. Доказано, что на сильновыпуклых функциях, в
случае существования линейного преобразования координат, уменьшающе-
го степень обусловленности задачи, метод имеет линейную скорость сходи-
мости, соответствующую этой степени обусловленности. Экспериментально
установлено, что скорости сходимости квазиньютоновского и изучаемого
методов на гладких функциях практически эквивалентны. Вычислительные
возможности метода используются для построения эффективных алгорит-
мов обучения нейронных сетей.

Ключевые слова: метод, субградиент, минимимизация, скорость сходимо-
сти, нейронные сети, регуляризация.

В задачах обучения по прецедентам (см., например, [1]) при небольших по
размеру обучающих выборках и неизвестном виде математической модели возни-
кает необходимость поиска соответствующего описания в виде искусственной
нейронной сети (ИНС) [1−4]. При этом структура модели должна быть достаточ-
ной сложной для качественного описания данных и достаточно простой для обес-
печения хороших обобщающих свойств [1]. Подобные проблемы возникают в
различных практических приложениях аппарата ИНС [5−7]. Для устранения из-
быточного описания нейросети используют различные способы регуляризации [1,
8−12]. В задачах обучения ИНС при небольших обучающих выборках [1−4, 6, 7,
13] используют, как правило, сети с небольшим числом слоев, а в качестве мето-
дов обучения применяют методы сопряженных градиентов (МСГ) [13], квазинью-
тоновские (КНМ) [14, 15] и Левенберга – Марквардта (ЛМ) [16]. Учитывая не-
применимость этих методов для решения негладких задач, слабую устойчивость
методов ЛМ [13] и МСГ в условиях плохой обусловленности и росте размерности
задачи представляется актуальным исследование методов обучения ИНС, имею-
щих высокую скорость сходимости как на гладких, так и негладких овражных
функциях, в том числе и невыпуклых.

К числу методов, обладающих возможностями минимизации негладких и, в
том числе, невыпуклых функций, относятся релаксационные субградиентные ме-
тоды (РСМ). Свойствами скорости сходимости, близкими свойствам метода со-
пряженных градиентов, обладают РСМ, предложенные в работах [17−22]. Суще-
ственного повышения эффективности РСМ удалось достичь в результате созда-
ния методов негладкой оптимизации с изменением метрики пространства [17, 23,
24]. В данной работе теоретически и экспериментально рассмотрен релаксацион-
ный субградиентный метод с двухранговой коррекцией матриц метрики (СМДМ)
[23], который при исключении операции сжатия пространства эквивалентен r-
алгоритму Н.З. Шора [17]. В статье установлено, что на сильновыпуклых функци-
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ях с липшицевым градиентом [14] метод сходится линейно. В силу инвариантных
свойств алгоритма, полученная оценка справедлива и в системе координат с наи-
лучшими для оценки скорости сходимости пропорциями констант сильной вы-
пуклости и Липшица. Проведенный вычислительный эксперимент подтверждает
близость свойств методов СМДМ и КНМ на квадратичных функциях и эффектив-
ность метода при минимизации негладких функций с высокой степенью вытяну-
тости поверхностей уровня.

Использование ИНС при небольших по размеру обучающих выборках натал-
кивается на проблемы выбора хорошего начального приближения и быстро на-
ступающего переобучения в случае излишнего числа нейронов. Предложен новый
эффективный способ выбора начального приближения ИНС. Использование регу-
ляризации позволило исключить эффекты переобучения и эффективно удалять
малозначимые нейроны и связи внутри нейронов. Возможности эффективного
решения подобных задач обеспечены методом СМДМ. В статье приведены при-
меры решения задач обучения ИНС.

2. О скорости сходимости субградиентного метода с изменением метрики

Рассматривается задача минимизации дифференцируемой функции ( )f x ,
nx R∈ , где nR  – конечномерное евклидово пространство. Обозначим ( , )x y  –

скалярное произведение векторов, ( , )x x x=  – норму вектора. Для произволь-
ной симметричной строго положительно определенной матрицы H  размера n n×
будем использовать обозначение 0H > .

Условие А. Будем предполагать, что функция ( ), nf x x R∈ , дифференцируема
и сильновыпукла с константой 0l >  [14]:

 2( (1 ) ) ( ) (1 ) ( ) (1 ) / 2, 0 1f x y f x f y l x yλ + − λ ≤ λ + − λ − λ − λ − ≤ λ ≤  ,  (1)
а ее градиент удовлетворяет условию Липшица с константой 0L >

 || ( ) ( ) || || ||f x f y L x y∇ − ∇ ≤ − .  (2)
Последовательные приближения алгоритма СМДМ [23] на некоторой k-й ите-

рации при точном одномерном спуске строятся по формулам

1k k k kx x s+ = − γ , s H gk k k= ; (3)

0
arg min ( )k k kf x s

γ>
γ = − γ .  (4)

Здесь 0x − заданная начальная точка, 0 0H > – заданная начальная матрица, а мат-
рицы 0kH >  вычисляются по формулам

1 2 2
1 1(1 ) (1 )

( , ) ( , )

T T T T
k k k k k k k k

k k
k k k k k k

H y y H H p p H
H H

y H y p H p+ = − − − −
α β

; (5)

 1 ,k k ky g g+= − 1 ,k k k kp g t y+= + 1( , )
( , )

k k k
k

k k k

y H g
t

y H y
+= −  ,

1, (0,1], 1α > β ∈ α ⋅β > , (6)

где коэффициент kt  вычисляется из условия ортогональности ( , ) 0k k ky H p = .
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Здесь и далее g , ( )g x  – некоторый субградиент из субградиентного множества
( )f x∂  функции ( )f x , ( )k kg g x= .
Итерационный процесс (3) – (6) является частным случаем алгоритма миними-

зации из [23]. В [23] для преобразования (5) необходимо из множества 1( )kf x +∂
выбирать субградиент 1( )kg x + , удовлетворяющий условию

1 1( , ( )) ( ( ), ( )) 0k k k k ks g x H g x g x+ += ≤ .

В силу точного одномерного спуска (4) для дифференцируемой функции это ус-
ловие выполняется 1( , ( )) 0k ks g x + = . В качестве нового агрегированного субгради-
ента для формирования направления спуска в работе [23] предложено выбирать
вектор на отрезке двух векторов 1,k kp g + . В этой работе, как следует из (3), для
формирования направления спуска используется только вектор 1kg +  этого отрез-
ка, что определяет алгоритм (3) – (6) как частный случай метода минимизации из
[23].

Обозначим через *x  точку минимума функции * *( ), ( ), ( ),k kf x f f x f f x= =
*

k kf fμ = − , 1
k kA H −= . Для матрицы 1kH + , полученной в результате (5) при па-

раметрах ,α β , удовлетворяющих (6), при условии 0kH >  в [23] показано, что
матрица 1 0kH + >  и для нее выполняются равенства

2 2
1 ( 1) ( 1)

( , ) ( , )

T T
k k k k

k k
k k k k k k

y y p p
A A

y H y p H p+ = + α − + β − ; (7)

2 2
1

( , ) ( , )
( ) ( ) ( 1) ( 1)

( , ) ( , )
k k k k

k k
k k k k k k

y y p p
Sp A Sp A

y H y p H p+ = + α − + β − ; (8)

1 2 2
det( )

det( ) .k
k

H
H + =

α β   

2 2
1det( ) det .k kA A+ = α β (9)

В следующей теореме показано, что наличие движения в результате итераций
метода (3) – (5) приводит к уменьшению функции.

Теорема 1. Пусть функция ( )f x удовлетворяет условию А. Тогда для последо-
вательности{ }, 0, 1, 2,...,kf k = заданной процессом (3), (4), имеет место оценка:

22

1 0 2 2
0

exp .
k

i
k

i i

yl
L g

+
=

⎡ ⎤
μ ≤ μ −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ (10)

Доказательство. Для сильновыпуклой функции выполняются неравенства
[14]

 2 2/ 2 ( ) ( ) / 2l x x f x f g x l∗ ∗− ≤ − ≤  .  (11)

Согласно определению kμ , с учетом правого из неравенств в (11), получим

( )1 1 1
2

1

( ) 1 ( ) /

(1 2 ( ) / ( ) ).
k k k k k k k k

k k k

f f f f

l f f g x
+ + +

+

μ = μ − − = μ − − μ ≤

≤ μ − − (12)
Левое из неравенств в (11) справедливо и для одномерной функции
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( ) ( / )k k kt f x tr rϕ = − . Отсюда, с учетом точного одномерного поиска (4) и усло-
вия Липшица (2), следует оценка

2 2 2
1 1 / 2 / 2 .k k k k kf f l x x l y L+ +− ≥ − ≥

Преобразуем (12), используя последнее соотношение и неравенство
exp( ) 1c c− ≥ − при 0c ≥ :

2 22 2

1 2 22 2
1 exp .k k

k k k
k k

l y l y
L g L g

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
μ ≤ μ − ≤ μ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
Рекуррентное использование последнего неравенства приводит к оценке (10).
Теорема доказана.

В следующей теореме обосновывается линейная скорость сходимости метода
СМДМ.

Теорема 2. Пусть функция ( )f x  удовлетворяет условию A . Тогда для после-
довательности { }, 0,1,2,...,kf k =  заданной процессом (3) – (6), с ограниченной на-
чальной матрицей 0H

0 0 0( , ) /( , ) ,m H z z z z M≤ ≤ (13)
имеет место оценка

2
0 0

1 0 2 2 2
ln( / )2( 1) ln( )exp

( 1) ( 1)k
m Ml k

L n+
⎧ ⎫⎡ ⎤+ αβ

μ ≤ μ − +⎨ ⎬⎢ ⎥
α − α −⎣ ⎦⎩ ⎭

.  (14)

Доказательство. Исходя из (8), учитывая неравенство 2 1 0β − ≤ , получим
оценку следа матриц kA :

2

1
( 1)( , )

Sp( ) Sp( ) 1 .
Sp( )( , )

k k
k k

k k k k

y y
A A

A H y y+
⎡ ⎤α −

≤ +⎢ ⎥
⎣ ⎦

(15)

В силу точного одномерного спуска (4) выполняется условие

1 1( , ( )) ( ( ), ( )) 0,k k k k ks g x H g x g x+ += =

что вместе с положительной определенностью матриц kH  доказывает неравен-
ство

1 1

1

( , ) ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))
2( ( ) , ( )) ( ( ), ( )).

k k k k k k k k k

k k k k k k k

H y y H g x g x H g x g x
H g x g x H g x g x

+ +

+

= + −
− ≥

Отсюда, с учетом неравенства Sp( ) ,k kA M≥  где kM − максимальное собственное
значение матрицы kA , получим

Sp( )( , ) Sp( )( ( ), ( ))
Sp( )

( ( ) , ( )) ( ( ), ( )).

k k k k k k k k

k
k k k k k

k

A H y y A H g x g x
A

g x g x g x g x
M

≥ ≥

≥ ≥

Неравенство (15) на основании последней оценки преобразуется к виду
2

2
1 2Sp( ) Sp( ) 1 ( 1) .

( )
k

k k
k

y
A A

g x
+

⎡ ⎤
≤ + α −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
(16)
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На основе соотношения между среднеарифметическим и среднегеометриче-
ским собственных значений матрицы 0A >  имеем 1/Sp( ) / [det( )] .nA n A≥  Отсюда
и из (16) получим

2
2 1/ 2 2 1 1/0 1

1 02
0

Sp( ) Sp( )
1 ( 1) (det( )) [( ) det( )] .

( )

k
n k ni k

k
i i

A y A
A A

n ng x
++

+
=

⎡ ⎤
+ α − ≥ ≥ = α β⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∏

Последнее неравенство на основе соотношения 1 exp( )p p+ ≤  преобразуем к виду
2

2 2 2 ( 1) / 1/0
02

0

Sp( )
exp ( 1) ( ) (det( )) .

( )

k
k n ni

i i

A y
A

n g x
+

=

⎡ ⎤
α − ≥ α β⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ (17)

В силу условия (13)

0 0Sp( ) / 1/ ,A n m≤  1/
0 0(det( )) 1/ .nA M≥

Логарифмируя (17), с учетом последних неравенств, найдем
2

0 0
2 2 2

0

ln( / )2( 1) ln( ) ,
( 1) ( 1)( )

k
i

i i

y m Mk
ng x=

+ αβ
≥ +

α − α −
∑

что вместе с (10) доказывает (14). Теорема доказана.
Полученные оценки скорости сходимости не объясняют факт высокой скоро-

сти сходимости метода СМДМ, например, на квадратичных функциях. Для обос-
нования наличия ускоряющих свойств у метода нам необходимо показать его ин-
вариантность относительно линейного преобразования координат, а затем исполь-
зовать оценку (14) в системе координат, в которой отношение /l L  максимально.
Подобная возможность существует, например, в случае квадратичных функций,
где это отношение будет равно 1.

Пусть задано линейное преобразование координат x Px= , , nx x R∈ , где x  –
переменные новой системы координат, Р − невырожденная матрица размера n×n.
Образуем функцию 1( ) ( ) ( )f x f P x f x−= = . Здесь и далее черта сверху − признак
принадлежности одноименной переменной новой системе координат. Обозначим

1( ) .T TP P− −=  Установим соответствие между характеристиками процесса (3) –

(5), применяемого для минимизации функций ( )f x  и f(x).
Лемма 1. Пусть начальные условия процесса (3) – (5), применяемого для ми-

нимизации функций ( )f x  и ( )f x , связаны равенствами

0 0x Px= , 0 0
TH PH P= .  (18)

Тогда характеристики этих процессов связаны соотношениями
( ) ( )k kf x f x= , k kx Px= , ( ) ( )T

k kg x P g x−=  , T
k kH PH P=  ( k = 0,1,2,…). (19)

Доказательство. Для производных функций ( )f x  и ( )f x  справедлива взаи-

мосвязь ( ) ( )Tg x P g x−= . Отсюда и предположения (18) следует (19) при k = 0.
Предположим, что равенства (19) выполнены при всех k = 0,1,…,i. Покажем их
выполнимость при k=i+1. Из (3) при k = i после умножения на Р слева с учетом
доказанных равенств (19) получим

1 ( ) ( ).T T
i i i i i i i i iPx Px PH P P g x x H g x−
+ = − γ = − γ  (20)
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Отсюда, согласно определению функции f , на этапе одномерной минимизации
(4) выполняется равенство .i iγ = γ  Поэтому правая часть (20) − реализация шага
(3) в новой системе координат. Следовательно:

1 1 1 1 1, ( ) ( ) ( ) ( )T T
i i i i i i i iPx x g x P g x и y g x g x P y− −
+ + + + += = = − = .  (21)

Помножая (5) слева на Р, а справа на ,TP  с учетом (21) получим
1

1 2 1

1

2 1

2 2

1(1 )
( , )

1(1 )
( , )

1 1(1 ) (1 ) ,
( , ) ( , )

T T T T T
T T i i i i

i i T T
i i i

T T T T T
i i i i

T T
i k i

T T T T
i i i i i i i i

i
i i i i i i

PH P P y y P PH P
PH P PH P

y P PH P P y

PH P P p p P PH P
p P PH P P p

H y y H H p p H
H

H y y H p p

− −

+ − −

− −

− −

= − − −
α

− − =
β

= − − − −
α β

где правая часть есть реализация формулы (5) в новой системе координат. Поэто-
му 1 1

T
i iPH P H+ += . Следовательно, равенства (19) будут справедливы и при

k = i + 1. Продолжая процесс индукции, получим доказательство леммы.
Обозначим через ,P Pl L  соответственно константы сильной выпуклости и

Липшица для функции ( ).f x  Введем функцию ( ) /P PK P l L= . Обозначим V мат-
рицу преобразования координат такую, что K(V) ≥ K(P) для произвольных невы-
рожденных матриц Р.

Теорема 3. Пусть функция ( )f x  удовлетворяет условию A . Тoгдa для после-
довательности { }, 0,1,2,...,kf k =  заданной процессом (3) – (6), с ограниченной на-
чальной матрицей 0H  (13) имеет место оценка

2

1 0 2 2 2
2( 1) ln( ) ln( / )exp

( 1) ( 1)
V

k
V

l k m M
L n+

⎧ ⎫⎡ ⎤+ αβ⎪ ⎪μ ≤ μ − +⎨ ⎬⎢ ⎥
α − α −⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

,  (22)

где m и M – соответственно минимальное и максимальное собственные значения
матрицы 0 0

TH VH V= .
Доказательство. Согласно результатам леммы 1, мы можем выбрать произ-

вольную систему координат для оценки скорости сходимости процесса миними-
зации (3) – (5). Поэтому используем оценку (14) в системе координат с матрицей
Р = V , получим оценку (22).

Для метода скорейшего спуска (схема (3), (4) при kH I= ) на функциях, удов-
летворяющих условию А, порядок скорости сходимости определяется выражени-
ем ( )0 exp /k kl Lμ ≤ μ −  [14, 25]. При условии 2 2/ /V Vl L l L>>  оценка (22) оказыва-
ется предпочтительнее. Такая ситуация возникает, например, при минимизации
квадратичных функций, матрицы вторых производных которых имеют большой
разброс собственных значений. Второе слагаемое оценки (22) характеризует этап
настройки матрицы СМДМ-алгоритма. При больших значениях α настройка мат-
рицы протекает интенсивнее. Таким образом, при конечных значениях параметра
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растяжения пространства алгоритм СМДМ на сильно выпуклых функциях, без
предположения существования вторых производных, обладает ускоряющими
свойствами сравнительно с методом скорейшего спуска.

3. Результаты вычислительного эксперимента

1. Исследование скорости сходимости алгоритма СМДМ. Предварительный
вычислительный эксперимент имеет целью сравнить скорости сходимости ква-
зиньютоновского метода Бройдена – Флетчера – Гольдфарба – Шанно (BFGS)
[15] и СМДМ и на квадратичных функциях с высокой степенью обусловленности
( 1010μ = ). Вторая часть эксперимента состоит в соотнесении скорости сходимо-
сти СМДМ на квадратичных и негладких функциях с равной степенью вытянуто-
сти функции:

2 5 2
1 0,

1
( ) (1 ( 1)(10 1) /( 1)) , 1, 0, 0,1, 2, ,

n

i i i
i

f x x i n x x i n∗

=
= ⋅ + − − − = = =∑ … ,

5
2 0,

1
( ) | | (1 ( 1)(10 1) /( 1)), 1, 0, 0,1, 2, ,

n

i i i
i

f x x i n x x i n∗

=
= ⋅ + − − − = = =∑ … .

Обозначим it – число итераций метода, а nfg –количество вычислений функ-
ции и градиента, требуемые для достижения заданной точности kf f ∗− ≤ ε . Ре-
зультаты для методов приведены в табл. 1.

Т а б л и ц а  1

Результаты сходимости методов на сложных функциях

Функция f1 ( ε =10−10) f2 ( ε =10−5) f3 = f1 + f2( ε =10−5)
Методы BFGS (it/nfg) СМДМ (it/nfg) СМДМ (it/nfg) СМДМ (it/nfg)
n = 500 543/ 993 755 / 1267 2747 / 4883 2596 / 4600
n = 1000 1049/ 1974 1330 / 2144 5451 / 9159 5178 / 8305
n = 5000 5100 / 9873 5411 / 8321 20073 / 29607 18328 / 26514

Метод BFGS является конечным на квадратичных функциях с числом итера-
ций, равным размерности задачи. Стратегии методов BFGS и СМДМ различные.
В квазиньютоновских методах важна точность одномерного поиска, а в релакса-
ционных субградиентных алгоритмах наоборот, чем больше окрестность поиска,
тем эффективнее выбор направления для последующего выхода из этой окрестно-
сти. Результаты табл. 1 свидетельствуют о практической идентичности методов
на квадратичных функциях с высокой степенью обусловленности и высокой эф-
фективности СМДМ при минимизации сложных негладких функций f2 и f3.
В представленных ниже сценариях обучения ИНС требуется высокая точность
решения задач негладкой минимизации. Данный эксперимент дает определенные
гарантии возможности СМДМ решать подобные задачи.

2. Задача аппроксимации двухслойной ИНС сигмоидального типа. ИНС
представляют собой мощный инструмент аппроксимации и находят применение в
различных областях, в том числе и при решении уравнений математической фи-
зики [6, 7]. Требования к аппарату приближения – это надежность и качество при-
ближения. Ниже будут изложены способы решения подобных проблем, где важ-
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ную роль играет исследованный выше релаксационный субградиентный метод с
двухранговой коррекцией матриц метрики СМДМ.

Рассмотрим задачу аппроксимации

( )arg min , ,
w

w E w D∗ = α ,

 ( ) ( )2
, 1, , ( , ) ( )k

i ix y D iE w D y f x w R w
∈ =

α = − + α∑ ∑ ,  (23)

где 1{( , ) | , }, 1,..., }i i p
i iD x y x R y R i N= ∈ ∈ =  – данные наблюдения, ( )iR w - раз-

личные виды регуляризаторов; iα  – параметры регуляризации, ( , )f x w  – аппрок-

симирующая функция; px R∈  – вектор данных; nw R∈  – вектор настраиваемых
параметров, p и n – их размерности. В качестве регуляризаторов можно использо-
вать следующие:

( ) 2
12 n

iiR w w
=

= ∑ [8], ( ) 11 | |n
iiR w w

=
= ∑  [26],

( ) 6
1( ) ( 10 , 0.7)n

iiR w w γ −
=

γ = + ε ε = γ =∑  [9].

Использование R2 приводит к подавлению в большей мере больших компонент
вектора w, R1 – больших и малых, а Rγ  – преимущественно малых. Подобное
свойство Rγ  позволяет сводить к нулю слабые компоненты, несущественные для
описания данных. В задачах приближения ИНС в отсутствие помех мы будем ис-
пользовать регуляризатор Rγ .

В задаче аппроксимации сетью прямого распространения требуется по данным
D обучить двухслойную сигмоидальную нейронную сеть следующего вида (оце-
нить ее неизвестные параметры w):

(2) (2)
0 1( , ) ( )m

i iif x w w w s
=

= + ϕ∑ , ( ) /(1 | |)s s sϕ = + ,

(1) (1)
0 1 , 1, 2,...,p

i j iji js w x w i m
=

= + =∑ ,  (24)

где xj – компоненты вектора px R∈ , (2) (1)(( , 0,..., ), ( , 0,..., , 1,..., ))i ijw w i m w j p i m= = = =

– набор неизвестных параметров, которые необходимо оценить методом наи-
меньших квадратов (23), ( )sϕ  – функция активации нейрона, m – число нейронов.
Для решения задач (23) используем субградиентный метод СМДМ.

3. Оптимизационный алгоритм нахождения начального приближения
ИНС. Начальное приближение в задаче обучения ИНС играет решающую роль.
В литературе по нейронным сетям [2, 3] предлагается задавать начальные значе-
ния параметров нейронов w случайным образом. Рассмотрим процесс задания на-
чальных параметров сети, в котором каждому нейрону отводится зона активного
приближения данных и при этом зоны нейронов покрывают область данных.

Рабочие области нейронов ( )sϕ  в (24) имеют характер активной зависимости
только в некоторой окрестности значений s = 0, а при значительных отклонениях
значений s от нуля значения ( )sϕ  близки к своим асимптотам, принимающим
значения {−1, 1}. Важно иметь такие параметры нейронов w, которые обеспечи-
вают для векторов области данных px R∈  принадлежность рабочей области хотя
бы одного нейрона.
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При произвольном задании начальных параметров в задаче минимизации (23)
зачастую оказывается, что рабочие области нейронов охватывают только часть
области аппроксимации либо выходят за ее пределы, образуя локальные миниму-
мы, выход из которых нельзя осуществить приемами локальных изменений теку-
щего приближения. Даже если предположить, что рабочие области нейронов рас-
положены правильно, нельзя гарантировать, что их положение сохранится при
дальнейшем решении задачи обучения. Расположение нейронов в точках с высо-
кой концентрацией данных также не обеспечивает сохранения этого положения,
поскольку при дальнейшем обучении нейроны могут покинуть изначально задан-
ные области. Поэтому требуется дополнительная привязка рабочих областей ней-
ронов посредством обучения нейросети при фиксированных центрах. В этом слу-
чае нейрон сможет покинуть свой регион только в случае, когда в этом регионе
будет обеспечена уже имеющаяся точность приближения данных.

В следующем алгоритме предлагается найти приближение ИНС, т.е. парамет-
ры нейронов при фиксированном положении рабочих областей нейронов с помо-
щью заданных центров , 1, 2,..., ,p

ic R i m∈ =  в области аппроксимации px R∈ ,
определяемой данными. В этом случае в (24) будут использоваться выражения

(1)
1( ) , 1, 2,...,p

i j ij ijjs x c w i m
=

= − =∑ ,

(2) (1)(( , 0,..., ), ( , 1,..., , 1,..., ))i ijw w i m w j p i m= = = = .  (25)

Центры ic  можно найти некоторым алгоритмом кластеризации данных

, 1,...,i px R i N∈ = , что полезно и с точки зрения расположения нейронов в облас-
тях с высокой плотностью данных. В этой работе использовался максиминный ал-
горитм [27], в котором в качестве первых двух центров выбираются две макси-
мально удаленные друг от друга точки данных. Каждый новый центр получается
выбором точки данных ix , расстояние от которой до ближайшего известного цен-
тра максимально.

Оптимизационный алгоритм нахождения начального приближения ИНС
(ОНП).

1. Задать данные D, число нейронов m<N. Выбрать регуляризатор и его пара-
метры в (23).

2. На данных D определить центры рабочих областей нейронов ,p
ic R∈

1, 2,...,i m= .
3. Выбрать начальное приближения параметров ИНС (24) в форме (25).
4. Для ИНС (24) в форме (25) найти неизвестные параметры посредством ре-

шения задачи (23).
5. Вернуться к исходному описанию сети в виде (24) посредством образования

параметров
(1) (1)
0 1 , 1, 2,...,p

ij iji jw c w i m
=

= − =∑ .  (26)

Пункт 4 алгоритма в определенной степени гарантирует, что область данных
будет покрыта рабочими областями нейронов. В своей выделенной области
каждый нейрон обеспечит некоторое качество приближения, которое при возвра-
те (26) к виду (24) сохраняется, а при дальнейшем обучении может только улуч-
шиться.
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4. Алгоритм обучения ИНС в задачах аппроксимации. При малой размер-
ности данных px R∈ , например, при решении уравнений математической физики
[6], можно обойтись без удаления переменных внутри нейронов, а сосредоточится
на выборе оптимального числа нейронов, удаляя избыточные. В следующем алго-
ритме задается избыточное число нейронов, а регуляризация проводится только
по параметрам (2) , 1,...,iw i m= , из (24) с использованием регуляризатора Rγ.

Алгоритм обучения ИНС в задачах аппроксимации при отсутствии помех
(А0).

1. Задать данные D, число нейронов m<N. Выбрать регуляризатор ( )R wγ  и
параметр α для алгоритма ОНП и для алгоритма обучения нейросети (23).

2. Найти начальное приближение ИНС W0, используя алгоритм ОНП.
3. Для k=1,2,…, m−1 выполнить действия:
3.1. ( )1arg min , ,k k

w
w E w D−

Ω= α . Вычислить величину среднеквадратичной

погрешности

( ) ( )2

,, ( , ) /k
k k x y DS S D f y f x w N

∈
= = −∑ .  (27)

3.2. Последовательно по одному удалить нейроны, обеспечивающие мини-
мальное после удаления значение показателя ( ),S D f , не превосходящее значе-
ние kS  более чем на заданное число процентов.

3.3. Если в пункте 3.2 не произошло удаления нейронов, то удалить один из
нейронов, приводящий к наименьшему росту показателя ( ),S D f .

4. В качестве окончательной модели аппроксимации выбрать ИНС ( , )kf x w  с
числом параметров n, не превосходящим N, имеющую наименьшее значение
показателя kS .

Первоначально алгоритм, подобный А0, по аналогии с методом построения
компактной линейной модели [9], не содержал пункта 2. Для получения качест-
венной модели приходилось многократно примененять алгоритм со случайным
выбором начального приближения ИНС. При этом не всегда удавалось достиг-
нуть необходимого качества. Сочетание первоначального равномерного покрытия
области данных рабочими областями избыточного числа нейронов с последую-
щим удалением избыточных нейронов средствами негладкой регуляризации по-
зволило получать качественные приближения за один просчет алгоритма А0.

Обладание техникой размещения рабочих зон сигмоидальных нейронов в
нужных областях данных и способом удаления избыточных нейронов позволяет
построить другие разновидности алгоритма А0, например, с последовательным
добавлением нейронов в областях данных с низким качеством приближения на
предыдущих этапах. При этом негладкая регуляризация позволит исключить из
модели малоинформативные нейроны.

5. Примеры решения задач аппроксимации. Обоснование эффективности
изложенных алгоритмов проведем на примерах функций, для которых известны
результаты аппроксимации ИНС [3]. Будем использовать следующую функцию
активации нейрона ( ) 1/(1 exp( ))s sϕ = + − . Зададим параметр регуляризации

910−α = . При решении задач алгоритмом А0 в качестве решения будем выбирать
ИНС с наименьшим значением показателя (27) при условии n < N.
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В [3,  с. 149) на данных при N = 625, сформированных в области
[ 3, 3] [ 3, 3]Ω = − × −  датчиком равномерных случайных чисел, аппроксимировалась

функция

( ) 2 2
3 1 2 1 1 2

3 5 2 2 2
1 1 2 1 2 1 2

, 3(1 ) exp( ( 1))
10( / 5 )exp( ) exp( ( 1) ) / 3

f x x x x x
x x x x x x x

= − − − + −

− − − − − − + − .
Максимальное уклонение построенной в [3] ИНС, основанной на радиальных ба-
зисных функциях (RBF), на проверочной выборке из 1000 данных составило
∆1000=0.06 [3]. Функция 3f  – типичный пример удобной для аппроксимации сетью
RBF функции. Тем не менее использование алгоритма А0 на меньшей по размеру
выборке (N = 600) позволяет получить сигмоидальную сеть с меньшим уклонени-
ем ∆1000=0.0171.

В той же работе [3, с. 162] в области [ 1, 1] [ 1, 1]Ω = − × −  аппроксимировалась

функция 2
4 1 2 1 2( , ) sin( )sin(2 ) / 2f x x x x= π π . На основе выборки с N = 500 получено

∆1000=0.15 [3]. Алгоритм А0 при меньшем количестве данных N = 150 позволяет
получить сигмоидальную ИНС, для которой максимальное уклонение почти на
порядок меньше ∆1000 = 0.018.

Отметим, что при аппроксимации функций f3 и f4 сигмоидальной нейронной
сетью без использования оптимизационного алгоритма нахождения начального
приближения не удавалось получить качество аппроксимации выше, чем в [3].

В работе [6] ИНС применялись для решения уравнений математической физи-
ки. Использовался метод доверительных областей [28], в котором накладываются
ограничения на область изменения параметров ИНС при обучении. В силу слож-
ности и низкой скорости сходимости используемого метода в [13] предпринята
попытка найти наиболее подходящий алгоритм для обучения сетей RBF. Среди
исследуемых алгоритмов в [13] присутствовали и эффективные методы обучения
глубоких нейронных сетей [29, 30]. На функции 2 2

5 1 2 1 2( , )f x x x x= +  в области
[ 3, 3] [ 3, 3]Ω = − × −  на равномерно распределенных в области данных при N = 100

лучшим оказался метод Левенберга – Марквардта. При этом достигнутая величи-
на среднеквадратичной погрешности на обучающей выборке составляет S100=10−6

[13]. Для сигмоидальной ИНС, полученной алгоритмом А0, имеем на обучающей
выборке S100 = 1.55·10−11, а на тестовой выборке – S1000 = 5.3·10−10, что на несколько
порядков превосходит имевший место результат.

Приведенные результаты сведены в табл. 2, где m – число нейронов аппрокси-
мирующей сети, m0 – первоначальное число нейронов. Остальные обозначения
введены ранее.

Т а б л и ц а  2

Результаты аппроксимации нейросетями

Известные результаты Полученные результатыФункция N m Результат N m0 m Результат

3f 625 36 ∆1000=0.06 600 70 64 ∆1000=0.0171

4f 500 41 ∆1000=0.15 150 70 48 ∆1000= 0.018

5f 100 16 S100=10−6 100 30 16 S100 = 1.55·10−11; S1000 = 5.3·10−10
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Таким образом, оптимизационный алгоритм отыскания начального приближе-
ния сети вместе с процедурой подавления избыточных нейронов позволяет полу-
чать ИНС высокого качества. Высокая точность решения задачи минимизации и
скорость сходимости метода СМДМ дают возможность эффективно реализовать
этапы алгоритма А0.

Заключение

Доказано, что на сильно выпуклых функциях с липшицевым градиентом ре-
лаксационный субградиентный метод с двухранговой коррекцией матриц метрики
сходится линейно, а преобразование метрики пространства в алгоритме обеспечи-
вает его ускоряющие свойства. Вычислительный эксперимент устанавливает бли-
зость свойств скорости сходимости изучаемого алгоритма и квазиньютоновских
методов на квадратичных функциях. Метод обладает высокой скоростью сходи-
мости и на негладких функциях.

Предложен комплекс алгоритмов построения ИНС в условиях небольших по
размеру обучающих выборок. Сюда входит оптимизационный алгоритм нахожде-
ния начального приближения ИНС, который состоит в закреплении рабочих об-
ластей нейронов в области данных посредством построения первоначальной сети
с фиксированными центральными линиями сигмоидальных нейронов. В основной
схеме построения ИНС используется негладкая регуляризация, необходимая для
целей устранения эффектов переобучения и удаления малозначимых нейронов.
Приводимые примеры решения задач построения ИНС позволяют сделать заклю-
чение об эффективности предложенных в работе алгоритмов. Высокая скорость
сходимости на гладких и негладких функциях алгоритма минимизации СМДМ
дает возможность эффективно решать задачи минимизации в схемах построения
ИНС.

Авторы считают своим долгом выразить признательность анонимным рецен-
зентам, замечания и комментарии которых позволили существенным образом
улучшить изложение результатов.

ЛИТЕРАТУРА

 1. Воронцов К.В. Курс лекций «Математические методы обучения по прецедентам» URL:
http://www.machinelearning.ru/wiki/images/6/6d/Voron-ML-1.pdf

 2. Хайкин С. Нейронные сети: полный курс. М. : Вильямс, 2006. 1104 с.
 3. Осовский С. Нейронные сети для обработки информации. М.: Горячая линия – Телеком,
2016. 448 с.

 4. Горбань А.Н. Обучение нейронных сетей. М.: Изд-во СССР – США СП «Параграф»,
1990. 160 с.

 5. Бурнаев Е.В., Приходько П.В. Об одной методике построения ансамблей регрессионных
моделей // Автомат. и телемех. 2013. Вып. 10. С. 36–54.

 6. Горбаченко В.И., Жуков М.В. Решение краевых задач математической физики с помо-
щью сетей радиальных базисных функций // Журнал вычислительной математики и ма-
тематической физики. 2017. Т. 57. № 1. С. 133–143.

 7. Кретинин А.В. Метод взвешенных невязок на базе нейросетевых пробных функций для
моделирования задач гидродинамики // Сиб. журн. вычисл. матем. 2006. Т. 9. № 1.
С. 23–35.

 8. Тихонов А.Н., Арсенин В.Я. Методы решения некорректных задач. М.: Наука, 1986.
 9. Крутиков В.Н., Арышев Д.В. Алгоритм последовательного отсева неинформативных
переменных линейной модели // Вестник Кемеровского государственного университе-
та. 2004. № 3(7). С. 124−129.



34 В.Н. Крутиков, Н.С. Самойленко

 10. Li Wang, Ji Zhu, Hui Zou. The doubly regularized support vector machine // Statistica Sinica.
V. 16. No. 2. P. 589−615.

 11. Tatarchuk A., Mottl V., Eliseyev A., Windridge D. Selectivity supervision in com-bining
pattern-recognition modalities by feature- and kernel-selective Support Vector Machines //
Proc. of the 19th Int. Conf. on Pattern Recognition, Vol. 1−6, IEEE, ISBN 978-1-4244-2174-
9. 2008. P. 2336−2339.

 12. Tatarchuk A., Urlov E., Mottl V., Windridge D. A support kernel machine for supervised
selective combining of diverse pattern-recognition modalities // Multiple Classifier Systems.
Lecture Notes In Computer Science. V. 5997. Berlin; Heidelberg: Springer-Verlag, 2010.
P. 165−174.

 13. Алкезуини М.М., Горбаченко В.И. Совершенствование алгоритмов обучения сетей ради-
альных базисных функций для решения задач аппроксимации // Модели, системы, сети
в экономике, технике, природе и обществе. 2017. № 3 (23). C. 123–138.

 14. Поляк Б.Т. Введение в оптимизацию. М.: Наука, 1983.
 15. Дэннис Дж., Шнабель Р. Численные методы безусловной оптимизации и решения не-
линейных уравнений. М.: Мир, 1988.

 16. Marquardt D.W. An algorithm for least-squares estimation of nonlinear parameters // J.
Society for Industrial and Applied Mathematics. 1963. V. 11. No 2. P. 431–441.

 17. Шор Н.З. Методы минимизации недифференцируемых функций и их приложения. Ки-
ев: Наукова думка, 1979.

 18. Wolfe Ph. Note on a method of conjugate subgradients for minimizing nondifferentiable
functions // Math. Program. 1974. V. 7. No. 1. P. 380–383.

 19. Lemarechal C. An extension of Davidon methods to non-differentiable problems // Math.
Program. Study. 1975. V. 3. P. 95–109.

 20. Нурминский Е.А., Тьен Д. Метод сопряженных субградиентов с ограниченной памятью
// Автомат. и телемех. 2014. № 4. P. 67–80; Autom. Remote Control. 2014. V. 75. No. 4.
P. 646–656.

 21. Крутиков В.Н., Вершинин Я.Н. Многошаговый субградиентный метод для решения не-
гладких задач минимизации высокой размерности // Вестник Томского государственно-
го университета. Математика и механика. 2014. № 3. С. 5−19.

 22. Крутиков В.Н., Вершинин Я.Н. Субградиентный метод минимизации с коррекцией век-
торов спуска на основе пар обучающих соотношений // Вестник Кемеровского государ-
ственного университета. 2014. T.1. № 1 (57). С. 46−54. DOI: https://doi.org/10.21603/
2078-8975-2014-1-46-54

 23. Крутиков В.Н., Горская Т.А. Семейство релаксационных субградиентных методов с
двухранговой коррекцией матриц метрики // Экономика и мат. методы. 2009. Т. 45.
Вып. 4. С. 37−80.

 24. Крутиков В.Н., Петрова Т.В. Релаксационный метод минимизации с растяжением про-
странства в направлении субградиента // Экономика и мат. методы. 2003. Т. 39. Вып. 1.
С. 106−119.

 25. Карманов В.Г. Математическое программирование. М.: Наука, 1980. 256 с.
 26. Tibshirani R.J. Regression shrinkage and selection via the lasso // J. Royal Statistical Society.
Series B (Methodological). 1996. V. 58. No. 1. P. 267–288.

 27. Ту Дж., Гонсалес Р. Принципы распознавания образов. М.: Мир, 1978.
 28. Conn A.R., Gould N.I.M., Toint P.L. Trust regions methods. Society for Industrial and
Applied Mathematics, 2000. 959 p.

 29. Гудфеллоу Я., Бенджио И., Курвилль А. Глубокое обучение. – М.: ДМК Пресс, 2017.
652 с.

 30. Sutskever I., Martens J., Dahl G., Hinton G. On the importance of initialization and
momentum in deep learning // Proc. 30th Int. Conf. on Machine Learning. V. 28. Atlanta,
Georgia, 2013. P. 1139–1147.

Статья поступила 31.03.2018 г.



О скорости сходимости субградиентного метода с изменением метрики 35

Krutikov V.N., Samoylenko N.S. (2018) ON THE CONVERGENCE RATE OF THE
SUBGRADIENT METHOD WITH METRIC VARIATION AND ITS APPLICATIONS IN
NEURAL NETWORK APPROXIMATION SCHEMES Vestnik Tomskogo gosudarstvennogo
universiteta. Matematika i mekhanika [Tomsk State University Journal of Mathematics and
Mechanics]. 55. pp. 22−37

DOI 10.17223/19988621/55/3

Keywords: method, subgradient, minimization, rate of convergence, neural networks,
regularization.

In this paper, the relaxation subgradient method with rank 2 correction of metric matrices is
studied. It is proven that, on high-convex functions, in the case of the existence of a linear
coordinate transformation reducing the degree of the task casualty, the method has a linear
convergence rate corresponding to the casualty degree. The paper offers a new efficient tool for
choosing the initial approximation of an artificial neural network. The use of regularization
allowed excluding the overfitting effect and efficiently deleting low-significant neurons and intra-
neural connections. The ability to efficiently solve such problems is ensured by the use of the
subgradient method with metric matrix rank 2 correction. It has been experimentally proved that
the convergence rate of the quasi-Newton method and that of the method under research are
virtually equivalent on smooth functions. The method has a high convergence rate on non-smooth
functions as well. The method's computing capabilities are used to build efficient neural network
learning algorithms. The paper describes an artificial neural network learning algorithm which,
together with the redundant neuron suppression, allows obtaining reliable approximations in one
count.

AMS Mathematical Subject Classification: 65K05, 90C30, 82C32

KRUTIKOV Vladimir Nikolayevich (Doctor of Technical Science, Professor at the Department of
Applied Mathematics, Kemerovo State University, Kemerovo, Russian Federation).

SAMOYLENKO Natalya Sergeevna (Department of Applied Mathematics, Kemerovo State
University, Kemerovo, Russian Federation).

REFERENCES

 1. Vorontsov K.V. Course of lectures "Mathematical methods of learning by precedents"
http://www.machinelearning.ru/wiki/images/6/6d/Voron-ML-1.pdf

 2. Khaikin S. ( 2006) Neyronnyye seti: polnyy kurs [Neural networks: a full course]. Moscow:
Williams. 1104 p.

 3. Osovski S. (2016) Neyronnyye seti dlya obrabotki informatsii [Neural networks for
information processing]. Moscow: Goryachaya liniya – Telecom. 448 p.

 4. Gorban A.N. (1990) Obucheniye neyronnykh setey [Training of neural networks]. Moscow:
USSR – USA JV Paragraph. 160 p.

 5. Burnaev E.V., Prikhodko P.V. (2013) On a method for constructing ensembles of regression
models. Autom. Remote Control. 74(10). pp. 1630–1644. DOI: https://doi.org/10.1134/
S0005117913100044.

 6. Gorbachenko V.I., Zhukov M.V. (2017) Solving boundary value problems of mathematical
physics using radial basis function networks. Comput. Math. and Math. Phys. 57(1). pp. 145–
155. DOI: https://doi.org/10.1134/S0965542517010079.

 7. Kretinin A.V. (2006) Metod vzveshennykh nevyazok na baze neyrosetevykh probnykh
funktsiy dlya modelirovaniya zadach gidrodinamiki [The weighted residuals method based on
neural net trial functions for simulation of hydrodynamics problems]. Siberian J. Num. Math.
9(1). pp. 23–35.

 8. Tikhonov A.N., Arsenin V.Ya. (1986) Metody resheniya nekorrektnykh zadach [Methods for
solving ill-posed problems]. Moscow: Nauka.



36 В.Н. Крутиков, Н.С. Самойленко

 9. Krutikov V.N., Aryshev D.V. (2004) Algoritm posledovatel’nogo otseva neinformativnykh
peremennykh lineynoy modeli [Algorithm of sequential screening of non-informative
variables of a linear model]. Bulletin of Kemerovo State University. 3(7). pp. 124−129.

 10. Li Wang, Ji Zhu, Hui Zou. (2006) The doubly regularized support vector machine. Statistica
Sinica. 16. pp. 589−615.

 11. Tatarchuk A., Mottl V., Eliseyev A., Windridge D. (2008) Selectivity supervision in
combining pattern-recognition modalities by feature- and kernel-selective support vector
machines. Proceedings of the 19th International Conference on Pattern Recognition.
Vol. 1−6. pp. 2336−2339.

 12. Tatarchuk A.I., Urlov E., Mottl V., Windridge D. (2010) A support kernel machine for
supervised selective combining of diverse pattern-recognition modalities. Multiple Classifier
Systems. Lecture Notes In Computer Science. 5997. Springer-Verlag: Berlin, Heidelberg.
pp. 165−174.

 13. Alkezuini M.M., Gorbachenko V.I.. (2017) Sovershenstvovaniye algoritmov obucheniya
setey radial’nykh bazisnykh funktsiy dlya resheniya zadach approksimatsii [Improving the
training algorithms for the networks of radial basis functions for solving approximation
problems]. Modeli, sistemy, seti v ekonomike, tekhnike, prirode i obshchestve – Models,
systems, networks in economics, engineering, nature and society. 3(23). pp. 123−138.

 14. Polyak B.T. (1983) Vvedeniye v optimizatsiyu [Introduction to optimization]. Moscow:
Nauka.

 15. Dennis J., Schnabel R. (1988) Chislennyye metody bezuslovnoy optimizatsii i resheniya
nelineynykh uravneniy [Numerical Methods for Unconstrained Optimization and Nonlinear
Equations]. Moscow: Mir.

 16. Marquardt D.W. (1963) An algorithm for least-squares estimation of nonlinear parameters.
Journal of the Society for Industrial and Applied Mathematics. 11(2). pp. 431–441.

 17. Shore N.Z. (1979) Metody minimizatsii nedifferentsiruyemykh funktsiy i ikh prilozheniya
[Minimization Methods for Non-Differentiable Functionsmm]. Kiev: Naukova Dumka.

 18. Wolfe Ph. (1974) Note on a method of conjugate subgradients for minimizing
nondifferentiable functions. Math. Program. 7(1). pp. 380–383.

 19. Lemarechal C. (1975) An extension of Davidon methods to non differentiable problems.
Math. Program. Study. 3. pp. 95–109.

 20. Nurminskii E.A., Thien D. (2014) Method of conjugate subgradients with constrained
memory. Autom. Remote Control. 75(4). pp. 646−656. DOI: https://doi.org/10.1134/
S0005117914040055.

 21. Krutikov V.N., Vershinin Ya.N. (2014) Mnogoshagovyy subgradiyentnyy metod dlya
resheniya negladkikh zadach minimizatsii vysokoy razmernosti [The subgradient multistep
minimization method for nonsmooth high-dimensional problems]. Vestnik Tomskogo
gosudarstvennogo universiteta. Matematika i mekhanika – Tomsk State University Journal of
Mathematics and Mechanics. 3(29). pp. 5−19.

 22. Krutikov V.N., Vershinin Ya.N. (2014) Subgradiyentnyy metod minimizatsii s korrektsiyey
vektorov spuska na osnove par obuchayushchikh sootnosheniy [Subgradient minimization
method with descent vectors correction based on pairs of training relations]. Bulletin of
Kemerovo State University. 1-1(57). pp. 46−54. DOI: https://doi.org/10.21603/2078-8975-
2014-1-46-54.

 23. Krutikov V.N., Gorskaya T.A. (2009) Semeystvo relaksatsionnykh subgradiyentnykh
metodov s dvukhrangovoy korrektsiyey matrits metriki [A family of subgradient relaxation
methods with rank 2 correction of metric matrices]. Ekonomika i mat. metody – Economy and
math. methods. 45(4). pp. 105−120.

 24. Krutikov V.N., Petrova T.V. (2003) Relaksatsionnyy metod minimizatsii s rastyazheniyem
prostranstva v napravlenii subgradiyenta [Relaxation method of minimization with space
extension in the subgradient direction]. Ekonomika i mat. metody – Economy and math.
methods. 39(1). pp. 106−119.

 25. Karmanov V.G. (1980) Matematicheskoye programmirovaniye [Mathematical programming].
Moscow: Nauka.



О скорости сходимости субградиентного метода с изменением метрики 37

 26. Tibshirani R.J. (1996) Regression shrinkage and selection via the lasso. Journal of the Royal
Statistical Society. Series B (Methodological). 58(1). pp. 267–288.

 27. Tou J.T., Gonzalez R.C. (1974) Pattern recognition principles. Reading, MA: Addison-
Wesley.

 28. Conn A.R., Gould N.I.M., Toint P.L. (2000) Trust region methods. Philadelphia PA: Society
for Industrial and Applied Mathematics (SIAM). 959 p.

 29. Goodfellow J. et al. (2016) Deep Learning. MIT Publ.
 30. Sutskever I. et al. (2013) On the importance of initialization and momentum in deep learning.
Proceedings of the 30th International Conference on International Conference on Machine
Learning. 28. Atlanta, Georgia. pp. 1139–1147.



ВЕСТНИК ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА

2018 Математика и механика № 55

УДК 512.553+512.541 MSC: 19A49, 13D15, 18F30
DOI 10.17223/19988621/55/4

Е.А. Тимошенко

ГРУППА ГРОТЕНДИКА K0 ПРОИЗВОЛЬНОГО csp-КОЛЬЦА1

Доказывается критерий конечной порождённости проективного модуля над
csp-кольцом. Также показано, что группа Гротендика K0 всякого csp-кольца
есть свободная группа счётного ранга.

Ключевые слова: csp-кольцо, проективный модуль, группа Гротендика.

Цель настоящей работы – выяснить, как функтор K0 действует на csp-кольца и
на гомоморфизмы между ними. Для этого используются свойства проективных
модулей над csp-кольцами, установленные автором ранее.

Через Z будет обозначаться кольцо целых чисел. Символ ■ обозначает конец
доказательства или его отсутствие.

Пусть L – некоторое бесконечное множество простых чисел. Для числа p ∈ L
зафиксируем кольцо Rp, совпадающее либо с кольцом целых p-адических чисел,
либо с некоторым кольцом вычетов Z /pkZ (для разных p число k > 0 может быть
разным). Обозначим

p
p L

K R
∈

= ∏  и p
p L

T R K
∈

= ⊂⊕ ;

ясно, что T является идеалом кольца K.
Будем называть csp-кольцом каждое подкольцо R кольца K, такое, что T ⊂ R и

R /T является полем. Заметим, что мощность этого поля не превышает мощности
континуума; из результатов статей [1–3] вытекает, что поле R /T может оказаться
несчётным.

Если L совпадает с множеством всех простых чисел и каждое Rp есть кольцо
целых p-адических чисел, а R /T изоморфно полю рациональных чисел, то соот-
ветствующее csp-кольцо (оно определено однозначно) называют кольцом псевдо-
рациональных чисел. Это кольцо было независимо введено в работах Фомина [4] и
Крылова, Пахомовой и Подберезиной [5] для исследования ряда важных классов
смешанных абелевых групп (в частности, sp-групп). Позже Крылов предложил
рассматривать csp-кольца (как обобщение кольца псевдорациональных чисел).

Кольцо Rp и его единичный элемент ep можно естественным образом отожде-
ствить с соответствующими идеалом и идемпотентом в кольце R, в этом случае
Rp = Rep. Можно заметить, что кольцо Rp допускает в точности одну модульную
структуру как над самим собой, так и над кольцом R; поэтому в дальнейшем мы
будем рассматривать все Rp как R-модули, не оговаривая это дополнительно.

Напомним основные понятия, которые понадобятся в дальнейшем.
Определение. Пусть 〈Φ, +〉 – коммутативный моноид. Введём на множестве

Φ × Φ отношение эквивалентности: положим (ξ, η) ≈ (μ, ν) в том и только в том
случае, когда ξ + ν + ζ = μ + η + ζ хотя бы для одного ζ ∈ Φ. Далее, будем считать,
что суммой класса эквивалентности, содержащего пару (ξ, η), и того класса экви-
                                                          
1 Работа выполнена при поддержке Минобрнауки России (госзадание № 1.12877.2018/12.1).
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валентности, который содержит (μ, ν), является класс, содержащий (ξ + μ, η + ν).
Относительно указанной операции множество всех классов эквивалентности пар
из Φ × Φ образует группу, которая называется группой Гротендика моноида Φ.

Если R – некоторое кольцо, то через K0(R) обозначается группа Гротендика
моноида классов изоморфных конечно порождённых проективных R-модулей с
операцией взятия прямой суммы (см. [6]).

Для описания группы K0 произвольного csp-кольца R нам потребуются неко-
торые дополнительные сведения. Как отмечено в [7], элемент кольца R является
идемпотентом тогда и только тогда, когда он совпадает с элементом вида

X p
p X

e e
∈

= ∑  или 1 1X p
p X

e e
∈

− = − ∑ ,

где X – конечное (возможно, пустое) подмножество множества L. В дальнейшем,
используя обозначение eX , мы будем автоматически полагать, что множество X
является конечным. В работе [7] также показано, что подмножество из R будет
идеалом в R тогда и только тогда, когда оно совпадает с множеством одного из
следующих двух типов:

p
p L

J J
∈

= ⊕ ;  (1)

(1 ) ( )X p
p X

J e R J
∈

= − ⊕ ⊕ , (2)

где Jp – произвольные идеалы соответствующих колец Rp.
С помощью матриц и определителей с элементами из csp-колец автором ранее

была доказана
Теорема 1 [8]. Каждый проективный R-модуль разлагается в прямую сумму

подмодулей, изоморфных идеалам кольца R. ■
Следующий факт для удобства приведём вместе с доказательством.
Предложение 2 [8]. Модуль MR проективен тогда и только тогда, когда

( ) ( )i p
i I p L

M M F
∈ ∈

≅ ⊕⊕ ⊕ , (3)

где Fp – некоторые свободные Rp-модули, а все Mi – некоторые идеалы кольца R
вида (1 − eX)R (множество X, вообще говоря, зависит от индекса i ).

Доказательство. Пусть M – проективный R-модуль, тогда в силу теоремы 1
этот модуль будет изоморфен прямой сумме идеалов кольца R, которые, как мы
знаем, имеют вид (1) или (2). Ясно, что все входящие в прямое разложение проек-
тивного модуля идеалы тоже должны быть проективными. Если Rp есть кольцо
целых p-адических чисел, то всякий ненулевой идеал Jp ⊂ Rp как R-модуль будет
изоморфен Rp. Если же Rp = Z /pkZ, то из всех идеалов кольца Rp проективными
как R-модули будут лишь 0 и Rp (поскольку только эти идеалы являются проек-
тивными Rp-модулями). Это означает, что любой проективный идеал кольца R
обязательно изоморфен как R-модуль идеалу J вида (1) или (2), такому, что для
всякого p идеал Jp совпадает либо с 0, либо с Rp. Группируя прямые слагаемые
вида Rp, получаем, что имеет место изоморфизм (3).

Обратно, любой R-модуль вида (3) является проективным, так как он изомор-
фен прямой сумме семейства идеалов, каждый из которых служит для кольца R
прямым слагаемым. ■
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Для всякого модуля MR размерность r(M ) фактор-модуля M /M T как про-
странства над полем R /T назовём псевдорангом модуля M. Очевидно, что псевдо-
ранг прямой суммы всякого семейства R-модулей равняется сумме псевдорангов
этих модулей. Идеалы вида (1) и (2) имеют псевдоранги, равные соответственно 0
и 1; отсюда, в частности, следует, что для модуля вида (3) выполнено r(M ) = | I |.

Пусть для R-модуля M имеет место изоморфизм (3). Тогда для любых i ∈ I и
p ∈ L идеал Mi ep либо совпадает с Rp, либо равен 0. Это означает, что при любом
p ∈ L модуль Mep является свободным Rp-модулем; ранг этого свободного модуля
(определяемый однозначно) далее будем обозначать через rp(M ). Таким образом,
всякому проективному модулю MR можно сопоставить кардинальные числа r(M )
и {rp(M )}p∈L. Полученный набор кардиналов мы назовём системой инвариантов
проективного модуля M (в статье [9] было впервые предложено использовать эту
систему инвариантов для описания проективных модулей).

Предложение 3 [8]. Пусть A и M – проективные R-модули, причём модуль A
вкладывается в M. Тогда r(A) ≤ r(M ) и rp(A) ≤ rp(M ) при всех p ∈ L. ■

В статьях [8, 10] был доказан ряд важных структурных теорем о проективных
модулях над csp-кольцами.

Теорема 4 [8, 10]. Два проективных R-модуля изоморфны в том и только в том
случае, когда они имеют одинаковые системы инвариантов. ■

Следующий результат показывает, какие условия должны быть наложены на
набор кардинальных чисел, чтобы он служил системой инвариантов некоторого
проективного R-модуля.

Теорема 5 [8, 10]. Пусть λ и {λp}p∈L – произвольные кардинальные числа, и
пусть W = { p ∈ L | λp

 < λ}. Проективный R-модуль M, одновременно удовлетво-
ряющий всем равенствам r(M ) = λ и rp(M ) = λp, существует в том и только в том
случае, когда

(A) множество W конечно
или
(B) множество W счётно и последовательность {λp}p∈W сходится к λ. ■
При помощи приведённых результатов можно получить критерий конечной

порождённости проективного R-модуля.
Теорема 6. Для проективного R-модуля M равносильны следующие условия:
1) модуль M конечно порождён;
2) все кардинальные инварианты модуля M конечны и rp(M ) = r(M ) почти для

всех p ∈ L.
Доказательство. Обозначим λ = r(M ) и λp = rp(M ).
2) ⇒ 1). Из условия 2) вытекает, что множество W = { p ∈ L | λp

 < λ} конечно,
т.е. выполнено условие (A) теоремы 5. Проективный модуль A зададим условием

(1 )( ) ( )W p
p L

A e R F
λ ∈

= − ⊕⊕ ⊕ ,

где Fp – это свободный Rp-модуль ранга
, если  ,

( )
, если  \ .

p
p p

p

p W
r F

p L W
λ ∈⎧

= ⎨λ − λ ∈⎩
Тогда r(A) = λ r((1 − eW)R) = λ; далее, если p ∈ W, то

rp(A) = λ rp((1 − eW)R) + rp(Fp) = 0 + λp = λp,
а если выполнено p ∈ L \ W, то справедливы равенства
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rp(A) = λ ⋅ rp((1 − eW)R) + rp(Fp) = λ + (λp
 − λ) = λp,

т.е. все инварианты модулей M и A совпадают. Так как строение проективного
модуля MR однозначно определяется его системой инвариантов, получаем, что
M ≅ A. Все кардиналы λp конечны, поэтому все свободные Rp-модули Fp имеют
конечный ранг и, значит, являются конечно порождёнными R-модулями. Из 2)
следует, что множество тех p ∈ L, для которых Fp ≠ 0, конечно; отсюда получаем,
что M – конечно порождённый R-модуль.

1) ⇒ 2). Пусть MR обладает конечной системой образующих, которая состоит
из s элементов. В силу проективности модуля M можно считать, что M – прямое
слагаемое свободного модуля Rs; пусть Rs = M ⊕A. Ввиду предложения 3 инвари-
анты модулей M и A не могут оказаться больше соответствующих инвариантов
модуля Rs, т.е. они не превышают числа s. Из λ < ℵ0 следует, что условие (B) из
теоремы 5 не выполнено, а значит, выполнено условие (A). Таким образом, почти
для всех p ∈ L имеем rp(M ) ≥ r(M ). Применяя аналогичные рассуждения к проек-
тивному модулю A, получаем, что при почти всех p ∈ L справедливы неравенства
rp(M ) ≥ r(M ) и rp(A) ≥ r(A). Для всех таких p выполнено

s = r(Rs) = r(M ) + r(A) ≤ rp(M ) + rp(A) = rp(Rs) = s,
откуда, в частности, следует равенство rp(M ) = r(M ). ■

Через Φ обозначим множество всех функций ξ: L → Z, имеющих неотрица-
тельные значения и таких, что ξ( p) равно одному и тому же числу почти для всех
p ∈ L. Очевидно, что Φ будет коммутативным моноидом относительно операции
поточечного сложения.

Для всякого конечно порождённого проективного модуля MR и всякого p ∈ L
положим ξM( p) = rp(M ), тогда ввиду теоремы 6 выполнено ξM ∈ Φ. Очевидно, что
ξM⊕A = ξM + ξA и что из M ≅ A всегда следует ξM = ξA. Обратно, если ξM = ξA, то по
теореме 6 будет справедливо равенство r(M ) = r(A), а значит (в силу теоремы 4),
выполнено M ≅ A.

Зафиксируем функцию μ ∈ Φ. Для всякого p ∈ L положим λp = μ( p); через λ
обозначим то неотрицательное число, которое совпадает со значением μ( p) при
почти всех p ∈ L. Кардинальные числа λ и {λp}p∈L удовлетворяют условию (A)
теоремы 5, поэтому из теорем 5 и 6 следует, что μ = ξM для некоторого конечно
порождённого проективного R-модуля M. Таким образом, Φ есть моноид классов
изоморфных конечно порождённых проективных R-модулей.

Теорема 7. Для всякого csp-кольца R группа Гротендика K0(R) представляет
собой свободную группу счётного ранга.

Доказательство. Определим отображение h из Φ × Φ в группу ZL всех функ-
ций L → Z, полагая h(ξ, η) = ξ − η (вычитание осуществляется поточечно). Так как
в Φ справедлив закон сокращения, то для произвольных ξ, η, μ, ν ∈ Φ следующие
три условия будут равносильны:

1) ξ + ν + ζ = μ + η + ζ для некоторого ζ ∈ Φ;
2) ξ + ν = μ + η;
3) h(ξ, η) = h(μ, ν).

Если задать на Φ × Φ операцию покоординатного сложения, получим
h((ξ, η) + (μ, ν)) = h(ξ + μ, η + ν) = ξ + μ − η − ν = h(ξ, η) + h(μ, ν)

для произвольных ξ, η, μ, ν ∈ Φ. С учётом равносильности условий 1) и 3) отсюда
можно заключить, что образ h(Φ × Φ) отображения h служит группой Гротендика
моноида Φ. Остаётся лишь показать, что этот образ представляет собой прямую
сумму счётного числа копий группы Z.
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В самом деле, рассмотрим множество функций 0{ } { | } L
p p LΛ = μ ∪ μ ∈ ⊂ Z ,

где μ0( p) = μp( p) = 1 для любого p ∈ L и μp(q) = 0 для любых различных p, q ∈ L.
Для всякого {0}p L∈ ∪  имеем μp ∈ Φ и, следовательно, μp = h(μp , 0) ∈ h(Φ × Φ).
Ясно также, что входящие в множество Λ функции являются линейно независи-
мыми и порождают свободную группу. Заметим, что для произвольной функции
μ ∈ h(Φ × Φ) значение μ( p) при почти всех p ∈ L равно одному и тому же числу
m ∈ Z, т.е. множество Y = { p ∈ L | μ( p) ≠ m} конечно. Тогда

0 ( ( ) ) p
p Y

m p m
∈

μ = ⋅μ + μ − μ∑ .

Таким образом, h(Φ × Φ) есть свободная группа с базисом Λ. ■
Мы показали, что группу K0(R) можно отождествить с подгруппой h(Φ × Φ)

группы ZL. Известно (см. [6, 11]), что всякому кольцевому гомоморфизму R → S
соответствует гомоморфизм абелевых групп K0(R) → K0(S ), индуцируемый функ-
тором –  ⊗R

 S :  mod-R → mod-S (последний, как легко видеть, переводит конечно
порождённые проективные модули категории mod-R в модули, которые конечно
порождены и являются проективными в mod-S). Выясним, как этот гомоморфизм
групп действует в случае, когда R и S – csp-кольца.

Пусть, помимо csp-кольца R, задано ещё одно csp-кольцо S, причём

p p
p Zp Z

U S S S H
∈∈

= ⊂ ⊂ =∏⊕
(Z – некоторое бесконечное множество простых чисел). Обозначим через fp, где
p ∈ Z, идемпотент кольца S, лежащий в Sp.

Как обычно, мы считаем, что кольцевой гомоморфизм обязательно переводит
единичный элемент кольца в единичный элемент.

Предложение 8. Пусть ϕ :  R → S – некоторый кольцевой гомоморфизм. Тогда
справедливы следующие утверждения:

(а) Z ⊂ L;
(б) при любом p ∈ Z существует единственный сюръективный гомоморфизм

колец ϕ p:  Rp
 → Sp;

(в) для всякого элемента x  = (xp) p∈L ∈ R выполнено ϕ(x)  = (ϕ p(xp))p∈Z;
(г) поле R /T вкладывается в S /U в качестве подполя.
Доказательство. (а) Пусть p ∈ Z. Тогда элемент 1 S  = ϕ(1R )  не делится на p,

из чего вытекает, что и 1R  не делится на число p. С другой стороны, аддитивная
группа R+ кольца R является p-делимой при всех p ∉ L. Таким образом, Z ⊂ L.

(б) Зафиксируем число p ∈ Z. Если Rp – кольцо целых p-адических чисел, то
требуемое утверждение очевидно. Допустим теперь, что Rp = Z /pkZ. Из того, что
1 S  = ϕ(1R ) ,  следует, что 1 S  есть сумма идемпотентов ϕ(ep)  и ϕ(1R

 − ep) ; при
этом ввиду равенства pkϕ(ep)  = 0 идемпотент ϕ(ep)  совпадает с 0 или с fp. Идем-
потент ϕ(1R

 − ep)  не может совпадать с 1 S , так как 1R
 − ep делится на p в кольце

R, но 1 S  не делится на p в кольце S. Таким образом, имеем ϕ(ep)  = fp. Из равенст-
ва pkfp = 0 легко вывести, что существует единственный сюръективный гомомор-
физм колец Rp

 → Sp.
 (в) Зададим аддитивный гомоморфизм ψ :  R → H, полагая ψ (x)  = (ϕ p(xp))p∈Z

для всех x  = (xp) p∈L ∈ R. Тогда ϕ  − ψ  ∈ Hom(R, H ), причём порождённая единич-
ным элементом 1R  кольца R циклическая группа 〈1R 〉 лежит в ядре гомоморфизма
ϕ  − ψ . Легко убедиться, что группа R /〈1R 〉 делима, а H – редуцированная группа.
Поэтому Hom(R /〈1R 〉, H ) = 0, а значит, ϕ  = ψ , что и требовалось.
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(г) Из пункта (в), в частности, вытекает, что ϕ(T) = U. Тогда гомоморфизм ϕ
индуцирует вложение R /T → S /U. Предложение доказано. ■

В ситуации, описанной в предложении 8, обозначим через α тот гомоморфизм
ZL → ZZ, который сопоставляет всякой функции L → Z её ограничение на множе-
ство Z. Ясно, что R ⊗R

 S  ≅ S ; кроме того, Rp
 ⊗R

 S  ≅ Sp,  если p ∈ Z, и Rp
 ⊗R

 S  = 0,
если p ∈ L \ Z. Пусть 0{ } { | } Z

p p Zδ ∪ δ ∈ ⊂ Z  есть базис свободной группы K0(S ),
построенный так же, как строился базис группы K0(R). Нетрудно убедиться, что
проективному модулю R соответствует функция μ0, а проективным модулям Rp,
где p ∈ L, – функции μp; аналогичные утверждения справедливы и для проектив-
ных S-модулей S  и Sp. Заметим, что α(μ0) = δ0, а функция α(μp) равна δp, когда
p ∈ Z, и равна 0, когда p ∈ L \ Z. Поэтому из изоморфизмов, приведённых выше,
следует, что групповой гомоморфизм K0(R) → K0(S ), индуцируемый кольцевым
гомоморфизмом ϕ , представляет собой ограничение отображения α:  ZL → ZZ на
подгруппу K0(R) группы ZL.
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Fix an infinite set L of primes. For every p ∈ L, let Rp be either the ring of p-adic integers or
the residue class ring Z /pkZ (the number k > 0 may depend on p). Define

p
p L

K R
∈

= ∏  and p
p L

T R K
∈

= ⊂⊕ ;
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it is clear that T is an ideal of the ring K. By a csp-ring we mean any subring R of the ring K such
that T ⊂ R and the quotient ring R /T is a field. The symbol K0(R) denotes the Grothendieck group
of the monoid of isomorphism classes of finitely generated projective modules over R (with direct
sum as the operation).

We find necessary and sufficient conditions for a module over R to be a finitely generated
projective module. These conditions enable us to prove the following theorem.

Theorem 7. For every csp-ring R, the Grothendieck group K0(R) is a free group of countable
rank.

If we have two csp-rings R and S, then every ring homomorphism R → S induces a group
homomorphism K0(R) → K0(S ). We describe this group homomorphism for arbitrary csp-rings R
and S.
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КОНФЛЮЭНТНЫЕ ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ
МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ И ИХ ПРИМЕНЕНИЕ К НАХОЖДЕНИЮ
ФУНДАМЕНТАЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ ОБОБЩЕННОГО УРАВНЕНИЯ

ГЕЛЬМГОЛЬЦА С СИНГУЛЯРНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Вводится в рассмотрение новый класс конфлюэнтных гипергеометрических
функций многих переменных, изучаются их свойства, строятся интеграль-
ные представления и определяется система уравнений с частными произ-
водными, которую удовлетворяет данная функция. Оказывается, все фунда-
ментальные решения обобщенного уравнения Гельмгольца с несколькими
сингулярными коэффициентами выписываются через нововведенную кон-
флюэнтную гипергеометрическую функцию. С помощью установленной
здесь формулы разложения для конфлюэнтной функции определен порядок
особенности фундаментальных решений рассматриваемого эллиптического
уравнения.

Ключевые слова: конфлюэнтная гипергеометрическая функция, функции
Лауричелли, фундаментальные решения, обобщенное уравнение Гельмгольца
с несколькими сингулярными коэффициентами, формула разложения.

Нет необходимости говорить о важности свойств гипергеометрических функ-
ций. Любой исследователь, имеющий дело с практическими применениями диф-
ференциальных или интегральных уравнений, с ними встречается. Решение самых
разных задач, относящихся к теплопроводности и динамике, электромагнитным
колебаниям и аэродинамике, квантовой механике и теории потенциалов, приводит
к изучению гипергеометрических функций.

 Разнообразие задач, приводящих к гипергеометрическим функциям, вызвало
быстрый рост их числа. Особенно большие успехи в теории гипергеометрической
функции одного переменного стимулировали развитие соответствующих теорий
для функций двух и многих переменных. Книги [1] и [2] посвящены систематиче-
скому изложению результатов по гипергеометрическим функциям двух и трех пе-
ременных соответственно. В литературе принято делить гипергеометрические
функции на два вида: полные и конфлюэнтные (определения см. [1]). Конфлю-
энтные гипергеометрические функции во всех отношениях значительно мало изу-
чены по сравнению с полными, особенно, когда размерность переменных превы-
шает две. Отметим лишь работы [3, 4], в которых были рассмотрены некоторые
конфлюэнтные гипергеометрические функции трех переменных. В настоящей ра-
боте мы определим некоторый класс конфлюэнтных гипергеометрических функ-
ций многих переменных.

 Рассмотрим обобщенное уравнение Гельмгольца с несколькими сингулярны-
ми коэффициентами

2

1

2α
λ 0

i i i

n
i

x x x
ii

u u u
x=

⎛ ⎞
+ − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ (1)
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в области ( ){ }1 2 1 2: , ,..., : 0, 0,..., 0 ,n n nR x x x x x x+ = > > >  где n  – размерность
Эвклидова пространства; 2,n ≥ αi  – действительные числа, причем

0 2α 1,i< < 1, ;i n=  λ  – действительное или чисто мнимое постоянное.
Как известно, фундаментальные решения играют важную роль при изучении

дифференциальных уравнений с частными производными. На них основываются
формулировка и решение многих локальных и нелокальных краевых задач. Ока-
зывается, все фундаментальные решения уравнения (1) выписываются через кон-
флюэнтную гипергеометрическую функцию ( )1n + переменных. Найдем эти ре-
шения уравнения (1), выпишем формулы разложения для них и с помощью этих
формул установим, что фундаментальные решения уравнения (1) имеют особен-
ность порядка 21/ nr − при 0r → .

Отметим, что фундаментальные решения уравнения (1) в двух- и трехмерных
случаях найдены и исследованы в работах [5−8], а также они применены к реше-
нию некоторых краевых задач для уравнения (1) в случае, когда 3n = и λ 0=
[9, 10].

Прежде чем перейти к изложению основных результатов приведем некоторые
известные факты из теории гипергеометрических функций.

Известная гипергеометрическая функция Гаусса ( ), ; ;F a b c x  определяется
формулой [1]

( )
( ) ( )

( )0
, ; ; , 1.

!
mm m

m m

a b
F a b c x x x

c m

∞

=
= <∑

Здесь и далее ( )κ ν  обозначает символ Похгаммера:

( )0κ 1,=  ( ) ( )
( )ν
κ ν

κ ,
κ

Γ +
=

Γ
ν ,∈ { }: 1, 2,... .=

Кроме того, в наших исследованиях будут участвовать некоторые гипергео-
метрические функции многих переменных:

 ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 2

2 1 2 1 2
1 2, 0

, , ; , ; , , 1;
! !

m nm n m m

m n m m

a b b
F a b b c c x y x y x y

m n c c

∞
+

=
= + <∑ (2)

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
1 1 2

2 1 1 2 1
1, 0

, , , ; ; , ,
! !

m nm n m n n

m n m

a b d d
H a b d d c x y x y

m n c

∞
−

=
= ∑ ( )1, 1/ 1 ;x y x< < +

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 1 1

1 1

1...( )
1 1 1 1

1 1,... 0

...
, ,..., ; ,..., ; ,..., ... ,

!... ! ...
n n n

n n

nm m m m m mn
n n n nA

n nm m m m

a b b
F a b b c c x x x x

m m c c

∞
+ +

=
= ∑

 1 2 ... 1;nx x x+ + + <  (3)

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
1 1 1

1 1

1 1( )
1 1 1 1

1,... 0 ...

... ...
,..., , ,..., ; ; ,..., ... ,

!... !
n n n

n n

n nm m m m m mn
n n n nB

nm m m m

a a b b
F a a b b c x x x x

m m c

∞

= + +

= ∑

( )1 2max , ,..., 1.nx x x <

Здесь 2F и 2H  – известные гипергеометрические функции двух переменных [1], а
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( )n
AF и ( )n

BF  – гипергеометрические функции Лауричелли n ∈  переменных [11]
(см. также [2]) Легко заметить, что функция 2F является функцией Лауричелли
двух переменных.

1. Обобщение функций Лауричелли и его конфлюэнтная форма

А. Эрдейи [12] (см. также [2]) предложил обобщить функций Лауричелли мно-
гих переменных в виде

( ), 1 1 1 1, ,..., , ,..., ; ,..., ;ξ ,...,ξp n p n p n pH a b b d d c c+ =

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1 1

1 1

1 1... ...
1

1 1,..., 0

... ...
ξ ...ξ ,

!... ! ...
n n p np p p

p n

p n pm m m m m mm m mm
p

p nm m m m

a b b d d

m m c c
+ +

∞ ++ + − − −

=
= ∑  (4)

где p  и n  целые числа, причем 0 .n p≤ ≤
Очевидно, что

( )
, ,n

n n AH F= ( )
,0 ,n

n BH F=  и 2,1 2.H H=

Гипергеометрическая функция (4) в случае 1p n= +  принимает вид

 ( )1, 1 1 1 1, ,..., , , ; ,..., ;ξ,ηn n n n n nH a b b b d c c+ + + =

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

1 1 1...
1

1 1 1,..., 0

...
ξ ... ξ η .

!... ! ...
n n n n n n n

n n

n n nm m m m m m m m m m
n

n nm m m m

a b b b d

m m c c
+ + + +

+

∞ + ++ + −

+=
= ∑  (5)

Здесь и далее для краткости принята запись: 1ξ : ξ ,...,ξn= .
Из гипергеометрического ряда (5) нетрудно определить следующую конфлю-

энтную гипергеометрическую функцию:

( )( ,1) 2
1 1 1, 1 1ε 0

1 1, ,..., ; ,..., ;ξ,η lim , ,..., , , ; ,..., ;ξ,ε η
ε ε

n
n n n n n nA a b b c c H a b b c c+→

⎛ ⎞Η = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

При определении конфлюэнтной гипергеометрической функции ( ,1)n
AΗ  мы поль-

зовались равенством [2] ( )
ε 0
lim 1/ ε ε 1k

k→
⋅ =  (где k – натуральное число). Таким обра-

зом, конфлюэнтная гипергеометрическая функция многих переменных имеет вид

 ( )( ,1)
1 1, ,..., ; ,..., ;ξ,ηn

n nA a b b c cΗ =

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1 1

1 1 1

1...( ,1) 1
1

1 1 1 1,..., 0

..., ,..., ;ξ,η ξ ...ξ η ,,..., ; !... ! ...
n n n n n

n n

nm m m m m m m mn n
nA

n n nm m m m

a b ba b b
c c m m c c

+ +

+

∞
+ + −

+=

⎡ ⎤= Η =⎢ ⎥⎣ ⎦
∑

1ξ ... ξ 1,n+ + < (6)

Частные случаи конфлюэнтной гипергеометрической функции ( ,1)n
AΗ  были из-

вестны: в случае двух переменных [1]

( )
( ) ( )

( )3
, 0

, ; ; , , 1
! !

m nm n m

m n m

a b
a b c x y x y x

m n c

∞
−

=
Η = <∑
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и в случае трех переменных [6]

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 2

2 1 2 1 2
1 2, , 0

, , ; , ; , , , 1.
! ! !

m n km n k m n

m n k m n

a b b
a b b c c x y z x y z x y

m n k c c

∞
+ −

=
Α = + <∑

Конфлюэнтные гипергеометрические функции 3Η ,  2Α  и ( ,1)Η n
A  имеют сле-

дующие формулы для вычисления производных:

( )
( ) ( )

( )
( )3 3, ; ; , , ; ; , ,

i j
i j i

i j
i
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a b c x y a i j b i c i x y
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1
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... 1...( ,1)
1 1

11

...
, ,..., ; ,..., ;ξ,η

...ξ ... ξ η

n
n n

n
n

i i j ni i j i in
n nAi i j

ni in

a b b
a b b c c

c c

+ + +
+ + −∂

Η = ×
∂ ∂ ∂

( )( ,1)
1 1 1 1 1... , ,..., ; ,..., ;ξ,ηn

n n n n nA a i i j b i b i c i c i×Η + + + − + + + + (7)
и интегральные представления:
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( ) ( )
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Re Re 0, 1, ,i ic b i n> > =

где ( )
( )0 1

0

1;
!

k

k k

F a x x
a k

∞

=
= ∑  – обобщенная гипергеометрическая функция Гаусса [1].

Теперь, воспользовавшись формулой для вычисления производных (7), не-
трудно показать, что конфлюэнтная гипергеометрическая функция (6) удовлетво-
ряет систему уравнений
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( ) ( )[ ]
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ξ η
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 (8)

где ( ) ( )( ,1)
1 1ω ξ,η , ,..., ; ,..., ;ξ,η .n

n nA a b b c c= Η

Отметим, что частные случаи (т.е. 2n = и 3n = ) системы уравнений (8) встре-
чаются в работах [1, 5−8].

Выражение ( ) ( )1 nτ τ ν
n1ω ξ,η ξ ...ξ η ψ ξ,η ,= где ( )ψ ξ,η  – произвольная функция, а

1τ , …, τn  и ν  – постоянные, подлежащие определению, подставим в систему (8).
В результате элементарных вычислений получим алгебраическую систему урав-
нений для определения 1τ , …, τn  и ν , которая, в свою очередь, имеет следующие

2n  решения:

{0
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 и нетрудно заметить, что 1 2 11 ... 1 2 .n n
n n nC C C −+ + + + + =

Следовательно, система уравнений (8) имеет 2n  линейно независимых реше-
ний:
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С учетом симметричности функции ( ,1)n
AΗ  относительно параметров 1,b …, ,nb

1,c …, nc  можно сгруппировать вышеприведенные линейно независимые решения
системы уравнений (8). В результате этого уменьшится количество решений сис-
темы (8), которые необходимы в дальнейших исследованиях. Таким образом, все
решения системы (8) выражаются формулой

( ) ( ),11 1 1 1

1 11

, 1 ,..., 1 , ,..., ;ω ξ ξ ξ ,2 ,..., 2 , ,..., ;
i

k
nc k k k n

k k i A
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+=
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где kС  – произвольные постоянные. Произведение вида 
0

1i=
∏ считается равным

единице.

2. Формулы разложения

Формулы разложения позволяют представить гипергеометрическую функцию
многих переменных через бесконечную сумму произведений нескольких гипер-
геометрических функций с одной переменной, а это, в свою очередь, облегчает
процесс изучения свойств функций многих переменных. Впервые Дж.Берчнелл и
Т.Ченди [13,14] разложили многие гипергеометрические функции двух перемен-
ных в бесконечную сумму произведений двух гипергеометрических функций Га-
усса одной переменной. Например, функция ( )2 1 2 1 2, , ; , ; ,F a b b c c x y , определенная
формулой (2), разлагается в виде [13]
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1 1 2 2

1 20

, , ; , ; ,

, ; ; , ; ; .
!

i ii i i

i i

F a b b c c x y
a b b

x y F a i b i c i x F a i b i c i y
i c c

∞

=

=

= + + + + + +∑

В основе метода Берчнелла – Ченди, который ограничивался функциями двух
переменных, лежали следующие взаимно-обратные символические операторы
[13]:
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 (10)

где 1δ x
x

∂
=

∂
 и 2δ y

y
∂

=
∂

.
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С целью обобщить операторы ( )h∇  и ( )h∆ , определенные (10), А. Хасанов и
Х.М. Сривастава [15,16] ввели операторы
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1
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n
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 (11)

где ( )δ 1,..., ,i i
i

x i n
x
∂

= =
∂

с помощью которых им удалось найти формулы разло-

жения целого класса гипергеометрических функций многих переменных. Напри-
мер, гипергеометрическая функция Лауричелли n  переменных ( )n

AF , определен-
ная формулой (3), имеет разложение [15]
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n
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∈ (12)

Однако, из-за рекуррентности формулы (12) могут возникать дополнительные
трудности в приложениях этого разложения. Дальнейшее изучение свойств опе-
раторов (10) и (11) показало, что формулу (12) можно привести к более удобному
виду [17]
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N k n m
+
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Теперь, следуя [13−16] и используя формулу (13), нетрудно установить фор-
мулу разложения для конфлюэнтной гипергеометрической функции ( ,1)n

AΗ , опре-
деленной формулой (6):

( )( ,1)
1 1; ,..., ; ,..., ;ξ,ηn
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k j jk
j

nk
k j I n k j

d k j C k i i F a j
a j

+∞

= =

−
= − + −

−∑ ∑ ∑  ,n ∈  (14)

где ( ) { 1, если 0 и 0,,
/ , если 1 и 0,

k jd k j
j k k j

= =
=

≥ >
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Исследуем гипергеометрическую функцию ( )1, ,..., ;ξnk i iΦ . Для этого функ-

цию ( )( )
1 1 1 1; ,..., ; ,..., ;ξn

n n n nAF a k b i b i c i c i+ + + + + выпишем с помощью формулы
(13). Применив к каждой ( )( , ), ( , ); ( , );ξk k k k kF a k N k n b i M k n c i M k n+ + + + + +
известную формулу [1]
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. (15)

Формула (15) будет полезна при исследовании фундаментальных решений урав-
нения (1).

3. Фундаментальные решения

Решение уравнения (1) в области nR+  будем искать в виде

0( , ) ( )ω(ξ,η),u x x P r= (16)
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Вычислив необходимые производные функции 0( , )u x x  и подставив их в урав-
нение (1), получим
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С учетом найденных выражений коэффициентов уравнения (17) получим сле-
дующую систему уравнений:
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 (18)

Теперь, воспользовавшись решениями (9) системы уравнений (8), нетрудно опре-
делить решения системы (18), и подставив эти решения в (16), получить фунда-
ментальные решения уравнения (1) в виде
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4. Особенность фундаментальных решений уравнения (1).

Определим порядок особенности фундаментальных решений (19) при 0.r →
Возьмем решение
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Воспользовавшись формулами (14) и (15), получим
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где
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Теперь в ( )2 2 2
1, ,..., nf r r r , перейдя к пределу при 0r →  и несколько раз при-

менив к полученному выражению известную формулу
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nf r r p
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Таким образом, фундаментальное решение ( )0 0,q x x  при 0r →  имеет осо-

бенность порядка 21/ .nr −  Аналогичным образом устанавливается, что фундамен-
тальные решения ( )0,kq x x  ( 1,k n= ) при 0r →  также имеют особенность поряд-

ка 21/ .nr −
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An investigation of applied problems related to heat conduction and dynamics,
electromagnetic oscillations and aerodynamics, quantum mechanics and potential theory leads to
the study of various hypergeometric functions. The great success of the theory of hypergeometric
functions of one variable has stimulated the development of the corresponding theory for
functions of two and more variables. In the theory of hypergeometric functions, an increase in the
number of variables will always be accompanied by a complication in the study of the function of
several variables. Therefore, the decomposition formulas that allow us to represent the
hypergeometric function of several variables in terms of an infinite sum of products of several
hypergeometric functions in one variable are very important, and this, in turn, facilitates the
process of studying the properties of multidimensional functions. Confluent hypergeometric
functions in all respects, including the decomposition formulas, have been little studied in
comparison with other types of hypergeometric functions, especially when the dimension of the
variables exceeds two. In this paper, we define a new class of confluent hypergeometric functions
of several variables, study their properties, give integral representations, and establish
decomposition formulas. An important application of confluent functions has been found. It turns
out that all fundamental solutions of the generalized Helmholtz equation with singular coefficients
are written out through one new introduced confluent hypergeometric function of several
variables. Using the decomposition formulas, the order of the singularity of the fundamental
solutions of the above elliptic equation is determined.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ХАРАКТЕРИСТИК ТУРБУЛЕНТНОГО ПЛАМЕНИ
ПРИ ВОЗДЕЙСТВИИ МАЛЫХ ЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ ВОЗМУЩЕНИЙ1

Представлены результаты экспериментальных исследований масштабов
турбулентных вихрей в диффузионных пламенах и влияние малых энергети-
ческих воздействий на пламя. Проведено сопоставление данных, получен-
ных на основе метода цифровой трассерной визуализации и термографии.

Ключевые слова: горение, турбулентность, пламя, ИК-диагностика, PIV-
измерения.

Физико-химические процессы, связанные с горением и распространением
пламени в различных технологических устройствах и при природных пожарах,
реализуются, как правило, в условиях турбулентности [1]. Разные участки фронта
пламени переносятся вместе с газом с различными скоростями, которые склады-
ваются из осредненной и пульсационной составляющих. В результате фронт пла-
мени приобретает сложную форму, хаотически искривляется, площадь поверхно-
сти пламени возрастает. Турбулентное горение представляет собой нестационар-
ный процесс турбулентного смешения продуктов сгорания со свежей смесью и
воспламенение ее вследствие повышения температуры. В этих условиях законо-
мерности ламинарного распространения пламени теряют силу. Решающими фак-
торами становятся турбулентные пульсации и связанная с ними интенсивность
турбулентного перемешивания. В зависимости от масштаба турбулентности и ве-
личины турбулентных пульсаций возможны различные механизмы горения в тур-
булентных потоках [2].

Традиционно в экспериментальных исследованиях процессов горения приме-
няют термопары для определения полей температуры в пламени. При этом утра-
чивается «чистота эксперимента», так как термопары вносят возмущение в поток
продуктов горения, изменяют энергетический баланс вследствие отвода тепла из
зоны химической реакции по свободным концам и обладают инерционностью, ко-
торая зачастую значительно превышает характерное время протекающих процес-
сов. Методы термографии позволяют отказаться от применения термопар и при
этом получить информацию о распределении температуры с хорошим простран-
ственным и временным разрешением. Это обеспечивает возможность исследова-
ния полей температуры и визуализации температурных неоднородностей пламени
без внесения возмущений в него [3–8]. Следует отметить, что применение термо-
                                                          
1 Работа выполнена при поддержке РФФИ № 17-38-50014_мол-нр.
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графии связано с рядом методических трудностей, вызванных необходимостью
определения оптических характеристик пламени (коэффициенты излучения и
пропускания), выбора спектрального интервала, учета влияния слоя пламени на
регистрацию экранированных им объектов [9, 10].

Применение быстродействующих тепловизоров позволяет фиксировать коле-
бания локальной температуры турбулентного пламени и исследовать характерные
частоты в спектре изменения температуры [4, 7, 11]. Эти колебания вызваны пе-
ремещением в пламени температурных неоднородностей, характерных для струк-
туры течения. В работах [12–14] представлены поля скоростей, траектории трас-
серов и неоднородные распределения температуры пламени при сжигании угле-
водородных топлив. Из представленных в [12–15] результатов очевидно, что
пульсации температуры пламени непосредственно связаны с турбулентным ре-
жимом течения. В частности, математические модели [16–19], описывающие рас-
пространение лесных пожаров, непосредственно учитывают вклад турбулентно-
сти в распространение фронта горения.

В работах [20–22] представлены результаты исследования турбулентной
структуры пламени с применением метода PLIF (Planar laser-induced fluorescence),
позволяющего визуализировать распределение скорости в определенном сечении.

Очевидно, что температурные неоднородности в «мгновенном» поле темпера-
тур должны быть связаны с турбулентными характеристиками в пламени, интен-
сифицирующими перемешивание компонент и химические реакции. Следует от-
метить, что влияние различных малых колебаний на процесс горения был замечен
человеком еще в древности, при колебании факелов во время игры таких музы-
кальных инструментов, как орган, способных воспроизводить звуковые колебания
в широком спектре частот и с достаточной мощностью. Представляет интерес
возможность управления режимом течения и другими характеристиками процесса
горения путем внешнего воздействия на пламя. Таким воздействием может быть
воздействие пульсациями внешнего давления с малой амплитудой. В данной ра-
боте представлены результаты исследования влияния таких возмущений на про-
цесс горения, тепловую и гидродинамическую структуру пламени, что в даль-
нейшем может позволить разработать методы управления процессом горения с
малыми энергетическими затратами.

Описание экспериментальной установки

В качестве горючих материалов использовались жидкие углеводородные топ-
лива (бензин, керосин, дизельное топливо) и растительные горючие материалы
(смесь полевых горючих материалов, хвоя кедра, древесина сосны, древесина
кедра). Горение жидкого топлива осуществлялось со свободной поверхности
площадью 176 см2 (объем топлива 20 мл). Твердые растительные горючие мате-
риалы (50–200 г) укладывались естественным образом без уплотнения. Интенсив-
ность ИК-излучения пламени и распределение температуры регистрировались
при помощи тепловизора JADE J530SB с узкополосным оптическим фильтром
(спектральный интервал 2.5−2.7 мкм), позволяющим измерять температуру в диа-
пазоне 583−1773 К с погрешностью измерений, не превышающей 1 %, и частотой
регистрации до 177 Гц. При измерениях использовались калибровки завода-
изготовителя для выбранного типа объектива и фильтров. Съемка производилась
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с объективом, имеющим фокусное расстояние F = 50 мм, а матрица тепловизора
имела разрешение 320×240 пикселей.

Для измерения скорости потока в турбулентном пламени использовался со-
временный бесконтактный (оптический) метод диагностики потоков – метод циф-
ровой трассерной визуализации (PIV). Данный метод является полевым и харак-
теризуется высокой производительностью – позволяет измерять распределение
мгновенной скорости в выбранном сечении потока [23]. Принцип метода PIV со-
стоит в следующем. Импульсный лазер создает тонкий световой нож и освещает
мелкие взвешенные частицы (трассеры), движущиеся в исследуемом потоке. По-
ложения частиц в момент двух последовательных вспышек лазера регистрируют-
ся на два кадра цифровой камеры. Скорость потока рассчитывается по перемеще-
ниям трассеров за время между вспышками лазера. Определение перемещения
основано на применении корреляционных методов к трассерным картинам с ис-
пользованием регулярного разбиения на элементарные подобласти. Варьирование
времени задержки между лазерными вспышками позволяет изменять диапазон
измеряемых скоростей от доли миллиметра в секунду до сверхзвуковых.

Измерения поля скорости в пламени осуществлялись с использованием PIV-
системы «Полис». Измерительный комплекс включает в себя: двойной импульс-
ный Nd:YAG-лазер Quantel EverGreen с энергией в импульсе 145 мДж (длина вол-
ны 532 нм, частота до 15 Гц, длительность импульса 10 нс); объектив для форми-
рования лазерного ножа; CCD-камеру Видеоскан 4021 с разрешением 2048×2048
пикселей, частотой съемки – до 1,25 Гц, временем экспозиции – 128 мс; широко-
угольный объектив Nikkor 28 mm F/2.8 D (диаметр 52 мм); синхронизирующий
процессор; персональный компьютер с программным обеспечением ActualFlow.
В качестве трассеров в данной работе, по аналогии с [24], использовались части-
цы оксида кремния, образующиеся при добавлении небольшого количества сили-
конового масла в зону горения.

Для генерации колебаний давления и воздействия их на пламя была разрабо-
тана и изготовлена экспериментальная установка, позволяющая осуществлять
воздействия на пламя пульсациями давления с частотой 2−15 Гц. Установка со-
стояла из генератора колебаний специальной формы Г6-28, усилителя LV 103 и
акустической системы с обратной связью, включающей низкочастотную динами-
ческую головку с мягким подвесом 25-ГД-26. Расстояние от источника колебаний
до внешней поверхности пламени составляло 0.3 м.

Результаты экспериментальных исследований

В [9] показано, что размеры температурных неоднородностей, показанные на
термограмме (рис. 1), можно с приемлемой точностью определить по спектру из-
менения температуры в пламени с использованием простой математической мо-
дели [9], основанной на предположении подобия распределений гидродинамиче-
ских и термодинамических параметров. На рис. 2 приведена последовательность
термограмм, показывающих цикличность процесса формирования и перемещения
температурных неоднородностей на примере горения бензина. Цикличность этих
процессов обуславливает наличие характерных частот пульсации температуры в
пламени [4, 9].
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Рис. 1. Характерная мгновенная термограмма пламени при
горении бензина со свободной поверхности с обозначенными
областями температурных неоднородностей
Fig. 1. A characteristic instantaneous flame thermogram during
the combustion of gasoline from a free surface with designated
regions of temperature inhomogeneities

Рис. 2. Последовательность термограмм пламени при горении бензина
Fig. 2 Sequence of flame thermograms in the combustion of gasoline



Исследование характеристик турбулентного пламени 61

На рис. 3 (дизельное топливо) и 4 (бензин) приведены мгновенные термограм-
мы, трассерные PIV-изображения, завихренность и поле относительной скорости
в пламени *

zv v v= − , где v  – мгновенная скорость в пламени, zv  – среднее зна-
чение вертикальной компоненты v . Все изображения получены в близкие момен-
ты времени в интервале 130 мкс.
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Рис. 3. Термограмма (a), трассерное PIV-изображение
(b), завихренность (с), поле относительной скорости (d)
в пламени при горении дизельного топлива
Fig. 3. The thermogram (a), the tracer PIV image (b), the
vorticity (s), the relative velocity field (d) in the flame when
burning diesel fuel

Относительно малое время экспозиции кадра тепловизионной камеры
(180 мкс) позволяет получить «мгновенное» поле температуры в пламени, на ко-
тором можно обнаружить локальные температурные неоднородности (см. рис. 1).
Синхронизированные (с тепловизором) PIV-измерения позволяют получить
2D-распределения скорости в пламени. На рис. 3 и 4 видно, что поле относитель-
ной скорости *v  демонстрирует сложную нестационарную структуру турбулент-
ного пламени. В структуре течения наблюдаются локальные завихрения, которые
коррелируют (в пространстве и времени) с температурными неоднородностями
пламени.
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Аналогично обработке термограмм [9] была проведена статистическая обработка
размеров крупных вихревых областей на трассерных PIV-изображениях, поддающихся
идентификации и измерению. Результаты измерений приведены в табл. 1, где b – мас-
штаб турбулентных вихрей, полученных на основании спектров пульсации температу-
ры [9], bexp – экспериментально измеренные размеры температурных неоднородностей
на термограммах [9], bPIV – размеры завихрений в облаке частиц оксида кремния, полу-
ченные при помощи PIV-метода, L – высота пламени.

a b
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Рис. 4. Термограмма (a), трассерное PIV-изображение
(b), завихренность (с), поле относительной скорости (d)
в пламени при горении бензина
Fig. 4. The thermogram (a), the tracer PIV image (b), the
vorticity (s), the relative velocity field (d) in the flame when
the gasoline burns

Анализ данных, представленных в табл. 1, говорит о приемлемом согласова-
нии результатов измерений размеров температурных неоднородностей в пламени,
полученных при помощи термографии, и размеров завихрений в облаке трассеров
(оксида кремния) на PIV-изображениях. Следует обратить внимание, что размеры
областей завихренности ( *rot v ) на рис. 3, с и 4, с также сравнимы с величинами
bexp и bPIV. На основании полученных результатов и данных о подобии частот
пульсаций термодинамических и гидродинамических параметров в зависимости
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Т а б л и ц а  1

 Сравнение размеров масштабов крупных турбулентных вихрей,
полученное при помощи термографии [9] и PIV

Топливо L, м b, м [9] bexp, м [9] bPIV, м

Бензин 0.7 0.025±0.005
0.014±0.001

0.024±0.004
0.015±0.003

0.024±0.003
0.015±0.002

Керосин 0.7 0.157±0.006
0.098±0.014

0.019±0.005
0.012±0.004

0.019±0.003
0.012±0.003

Дизельное топливо 0.5 0.025±0.0055 0.019±0.006 0.025±0.005
0.019±0.005

Смесь полевых растительных
горючих материалов 1.2

0.049±0.003
0.035±0.004
0.027±0.002

 –
 –

0.018±0.008

0.035±0.004
0.027±0.001
0.018±0.007

Хвоя кедра 0.8
0.062±0.013
0.029±0.03
0.019±0.001

 –
 –

0.022±0.011

0.029±0.002
0.019±0.001

Древесина сосны 1.2 0.051±0.01
0.029±0.004

 –
0.011±0.007

0.029±0.004
0.011±0.006

Древесина кедра 1.2 0.042±0.011
0.024±0.004

 –
0.023±0.007

0.042±0.001
0.023±0.006

от числа Шмидта [25] можно говорить, что в рассмотренных в данной статье
условиях отношения параметров вязкости и диффузии существует взаимосвязь
между областями повышенной температуры и вихревыми структурами в поле
скоростей (рис. 3 и 4).

Результаты экспериментальных исследований воздействий
малых возмущений на тепловые характеристики пламени

На рис. 5, на примере горения спирта представлены мгновенные и осредненные
поля температуры нестационарного факела пламени как без воздействия (рис. 5, а,
б), так и с воздействием пульсациями давления с частотой 4 Гц (рис. 5, в, г).

В результате исследований было установлено, что воздействие на пламя с часто-
тами 3–8 Гц для рассматриваемых топлив приводит к изменению высоты факела
пламени. Помимо изменений геометрических размеров пламени эффект внешних
воздействий проявлялся также в спектре изменения температуры в пламени.
На рис. 6 и 7, на примере горения спирта и бензина показаны спектры изменения
температур в пламени как при наличии внешних воздействий, так и без них.

В [9] делается предположение, что пульсации температуры с определенной
частотой обусловлены размерами тепловых неоднородностей поля температуры в
пламени, которые в свою очередь являются отражением неоднородностей поля
гидродинамических параметров, а именно наличием турбулентных вихрей. В [9]
представлена оригинальная методика оценки масштабов турбулентных вихрей в
пламени по характерной частоте в спектре изменения температуры в пламени.

Из спектров на рис. 6 и 7 видно, что при воздействии на пламя пульсациями
внешнего давления в спектре выделяются максимумы с частотой, соответствую-
щей частоте воздействия. При этом характерные частоты, которые присутствова-
ли в спектре изменения температуры без воздействия сохраняются с изменением
амплитуды. Это обуславливает наличие характерных масштабов турбулентности
для невозмущенного пламени и появление новых масштабов, которые не попадают
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a b
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Рис. 5. Термограммы пламени при горении спирта: а – мгновенная термограмма факела
пламени без внешнего воздействия, б – осредненная по времени термограмма факела пла-
мени без внешнего воздействия, в – мгновенная термограмма факела пламени при воздей-
ствии с частотой 4 Гц, г – осредненная по времени термограмма факела пламени при воз-
действии с частотой 4 Гц
Fig. 5. Thermograms of a flame in the burning of alcohol: a – instantaneous thermogram of the
flame of the flame without external influence, b – time-averaged thermogram of the flame of the
flame without external influence, c – instantaneous thermogram of the flame of the flame when
exposed to a frequency of 4 Hz, r – averaged over time thermogram of the flame exposure with a
frequency of 4 Hz

в доверительные интервалы [9]. В табл. 2 представлены результаты оценки масшта-
бов турбулентности в пламени при горении спирта и бензина с частотами f воздей-
ствия пульсациями давления, при которых были установлены отклики в спектре
изменения температуры (bf – рассчитанное значение по частотам спектра изменения
температуры в пламени). В [9] при отсутствии внешних возмущений получены
масштабы турбулентности при помощи оригинальной модели для спирта b =
= (0.0032±0.0002) м, для бензина b = (0.025±0.005) м, b = (0.014±0.001) м и измерен-
ные непосредственно размеры температурных неоднородностей в мгновенном поле
температуры для спирта bexp = (0.0033±0.0015) м, для бензина bexp = (0.024± 0.004) м,
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Рис. 6. Спектры изменения температуры в пламени при горении этилового спирта без
внешнего воздействия (а) при воздействии с частотой 3 (b), 4 (c), 5 (d), 14 (e) и 15 Гц (f)
Fig. 6. Spectra of temperature change in a flame during burning of ethyl alcohol without external
influence (a) when exposed to a frequency of 3 Hz (b), 4 Hz (c), 5 Hz (d), 14 Hz (e), 15 Hz (f)

bexp = (0.015±0.003) м. Для дизельного топлива соответствующие характеристики в
[9] равны: b = (0.025±0.0055) м и bexp = (0.019±0.006) м. При горении керосина в
работе [9] получен большой разброс значений b и bexp, что объясняется размыто-
стью границ областей повышенной температуры в пламени. При выполнении
проекта в случае горения керосина не было выявлено явных эффектов внешних
воздействий.

Данные табл. 2 показывают, что при воздействии на пламя пульсациями дав-
ления, несмотря на изменение высоты пламени и появление новых частотных
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Рис. 7. Спектры изменения температуры в пламени при горении бензина без воздействия
(a) и при воздействии с частотой 4.5 (b), 4.7 (c), 5 (d), 5.6 (e) и 5.8 Гц (f)
Fig. 7. Spectra of temperature changes in a flame when burning gasoline without exposure (a) and
when exposed to a frequency of 4.5 Hz (b), 4.7 Hz (c), 5 Hz (d), 5.6 Hz (e), 5.8 Hz (f)

максимумов, не происходит значительных изменений размеров турбулентных
вихрей, рассчитанных по методике [9], и они укладываются в доверительные ин-
тервалы, приведенные там же. Следует отметить, что появление новых частотных
максимумов в спектре изменения температуры (при рассмотренном диапазоне
частот воздействия) не приводит к появлению температурных неоднородностей
других размеров. Следует отметить, что не всякие колебания внешнего давления
вызывают соответствующий отклик на спектре изменения температуры. Природа
этого явления не изучена и требует дальнейших исследований.
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Т а б л и ц а  2

Оценка масштабов турбулентности в пламени при горении спирта и бензина

Топливо f, Гц bf, м
0 0.0032

3.4 0.004
3.7 0.0038
4 0.0037

4.2 0.0033
4.5 0.0035
5.2 0.003

Спирт

5.5 0.0018
0 0.0257
4 0.0260

4.2 0.0318
4.4 0.0286
4.8 0.0238
4.9 0.0274
5 0.0239

7.5 0.0156
8.5 0.0125

Бензин

9 0.0149
3 0,0259
4 0,0204

4.1 0,0225
4.2 0,0245
4.4 0,0251
4.5 0,0260
4.6 0,0227
4.7 0,0249

Дизельное топливо

4.8 0,0213

Выводы

Согласие результатов измерений, полученных двумя разными методами, гово-
рит о следующем: наблюдается хорошая корреляция между размерами крупных
вихревых структур в поле скоростей, регистрируемых с помощью PIV-метода, и
размерами температурных неоднородностей, регистрируемых при помощи термо-
графии в пламени, что говорит о допустимости применения гипотезы подобия
распределений гидродинамических и термодинамических параметров, предло-
женной в [9] для определения масштабов турбулентности по спектрам пульсации
температуры.

При анализе полученных результатов и погрешностей необходимо учитывать,
что источником информации служат плоские изображения объемного полупро-
зрачного объекта и значительный разброс результатов обусловлен трехмерной
структурой реальных температурных неоднородностей. Более точный анализ мо-
жет обеспечить трехмерная томография пламени, что на данном этапе авторам
статьи недоступно. Тем не менее отмеченная корреляция достаточно наглядна и
при анализе плоских изображений.

Следует отметить, что пульсации внешнего давления влияют на режим тече-
ния в пламени, вызывают формирование новых областей повышенной температу-
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ры в пламени, где происходят окислительные реакции, что в свою очередь приво-
дит к увеличению максимальной температуры на осредненной по времени термо-
грамме на 8−80 К. Однако не всякие колебания внешнего давления вызывают со-
ответствующий отклик на спектре изменения температуры. Природа этого явле-
ния не изучена и требует дальнейших исследований.
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The physicochemical processes associated with combustion and flame propagation in various
technological devices and in natural fires are realized under conditions of turbulence.
Traditionally, in experimental studies of combustion processes, thermocouples are used to
determine the temperature fields in a flame. The methods of thermography allow us to abandon
the use of thermocouples and at the same time obtain information on the temperature distribution
with good spatial and temporal resolution.

In this paper we present the results of an investigation of the influence of sound perturbations
on the combustion process. As combustible materials liquid hydrocarbon fuels (gasoline,
kerosene, diesel fuel) and vegetable combustible materials (a mixture of field combustible
materials, pine needles, pine wood, cedar wood) were used.

To measure the flow velocity in a turbulent flame, the contactless optical method of flow
diagnostics was used – particle image velocimetry (PIV) method. The intensity of the IR radiation
of the flame and the temperature distribution in the flame were registered with the JADE J530SB
thermal imager. As a result, a good agreement was reached on the estimation of the size of the
vortex structures obtained using PIV and the dimensions of the temperature inhomogeneities
recorded by means of IR thermography in a flame.
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РАЗРАБОТКА МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ
СТАТИЧЕСКОГО ДЕФОРМИРОВАНИЯ СЛОИСТЫХ КОНСТРУКЦИЙ

С НЕСЖИМАЕМЫМИ СЛОЯМИ

Рассматривается однопараметрическая математическая модель деформиро-
вания слоистой среды, содержащей чередующиеся упругие и объемно
несжимаемые слои. Используется регуляризация некорректной задачи по
А.Н. Тихонову с параметром, обратным к модулю объемной сжимаемости.
Численная схема на основе метода конечных элементов сводится к системе
линейных алгебраических уравнений с матрицей коэффициентов, линейно
зависящей от параметра, а искомые поля перемещений и напряжений вы-
числяются как предел решения регуляризованной задачи. Сеточная сходи-
мость исследована на контрольном примере, допускающем аналитическое
решение.

Ключевые слова: слоистые тела вращения, упругость, дискретная схема,
несжимаемость, регуляризация, сходимость.

Слоистые структуры, образованные чередованием слоёв с различающимися же-
сткостями, находят применение в конструкциях высоконагруженных опор в авто-
мобилестроении, мостостроении [1], двигателестроении [2] и других областях тех-
ники. Многослойные опоры, как правило, содержат чередующиеся эластомерные
прослойки и упругие армирующие элементы из стали или полимерных композици-
онных материалов. Наибольшее распространение получили многослойные сфери-
ческие резинометаллические опоры [1]. Прочность таких опор лимитируется арми-
рующими слоями – вкладышами, а слои эластомера играют вспомогательную роль
и служат для перераспределения опорного давления между вкладышами.

Традиционные методы расчёта и проектирования многослойных опор базиру-
ются на модели многослойной оболочки [3], развитой в [4] применительно к
слоистым структурам, подверженным преимущественно действию давления
вдоль нормали к слоям. Однако область применимости модели оболочки ограни-
чивается опорами, толщина которых достаточно мала по отношению к радиусу
сферы.

Поэтому в последние десятилетия развиваются методы расчёта, основанные на
конечно-элементном моделировании опор, содержащих эластомерные слои [5−7].
Дискретные схемы потенциально позволяют учесть эффекты, представляющиеся
существенными для моделирования конструкций, содержащих эластомеры: гео-
метрическую нелинейность, физическую нелинейность эластомера и малую объ-
емную сжимаемость. Так, в работе [5] на основе общей методики решения гео-
метрически нелинейных задач [8, 9] получено численное решение задачи об осе-
симметричном деформировании резинового амортизатора при сжатии между
двумя плоскими штампами. В монографии [6] подробно описаны гибридные ко-
нечно-элементные схемы для расчёта деформирования слабо сжимаемых и объ-
ёмно-несжимаемых материалов. В [7] конечно-элементное моделирование в ком-
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плексе Ansys используется для расчёта напряжённого состояния резинометалли-
ческой опоры поворотного сопла, при этом отмечается, что инженерных методик,
учитывающих работу эластомера в составе двигательной установки, не существу-
ет. Заметим, что напряжённое состояние эластомерных слоёв оказалось в этом
случае близким к гидростатическому, что позволило авторам [7] предложить
как возможное направление исследований представление реакции эластомера как
«гидравлического клина». Это уменьшает трудоёмкость расчёта и приближает ме-
тодику к потребностям практики проектирования, поскольку решение трёхмерной
задачи требует значительных вычислительных ресурсов. Альтернативой может
быть разработка более экономичной численной схемы.

В зависимости от целей моделирования, определяющие уравнения эластомера
в известных работах принимаются такими, чтобы описать только существенные
особенности их свойств. Наиболее общая формулировка, предполагающая учёт
реологических свойств [10], необходима для описания процессов длительного де-
формирования. Такой уровень описания материала используется, как правило,
при одновременном принятии гипотез слоистых оболочек [11]. Поэтому при крат-
ковременном нагружении и более реалистичной модели деформирования приме-
няются более простые определяющие уравнения эластомера на основе потенциала
Муни – Ривлина [12], потенциала Трелоара [13] и различных асимптотических
представлений. Так, в [14] обсуждается построение определяющих уравнений для
эластомера, находящегося в состоянии продольного сдвига и кручения при ко-
нечных деформациях, в [15] предложены приближённые уравнения третьего по-
рядка, в [16] рассматривается продольный сдвиг и кручение резиновой втулки.
Следует отметить, что построение определяющих уравнений гиперупругого мате-
риала требует большого объёма экспериментальных данных.

Потребность в первую очередь обеспечить прочность армирующих слоёв на
этапе проектирования, когда экспериментальных данных недостаточно, вынужда-
ет использовать для эластомера модель упругого материала. Такая постановка ис-
пользована также в [5] при анализе резиновой втулки без армирующих слоёв при
больших перемещениях. Особенностью сеточных методов в задачах с большим
числом степеней свободы является целесообразность последовательных линеари-
заций [17], что усиливает актуальность исследований в рамках моделей теории
упругости, в том числе – модели линейного несжимаемого неогуковского мате-
риала.

В монографии [4] указано соотношение модуля объёмного сжатия и модуля
сдвига – в диапазоне от 3⋅103 до 8⋅103, что соответствует коэффициенту Пуассона
0.49982−0.49993. Близость этой величины к 0.5 является одним из аргументов в
пользу неогуковской модели, в которой достаточно измерение только модуля
сдвига. Рассмотрение совместного деформирования эластомера и армирующих
слоёв, для которых характерны модули упругости порядка 107 МПа, приводит к
ухудшению обусловленности разрешающих уравнений, при котором погрешность
решения системы уравнений превышает невязку в 107 раз. Это является дополни-
тельным аргументом в пользу модели несжимаемого эластомера, по сравнению со
слабо сжимаемым, при построении эффективной численной схемы расчёта.

Вопросы сходимости и точности конечно-элементных схем для слабо сжимае-
мых и несжимаемых материалов подробно обсуждаются в монографии [6]. Пока-
зано, что для слабо сжимаемых материалов гибридные схемы, с использованием
функционала Васидзу, обладают большей точностью, чем изопараметрические
элементы на основе функционала Лагранжа. Однако функционал Васидзу не об-
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ладает выпуклостью, и численные схемы на его основе приводят к системам ли-
нейных уравнений, не обладающих положительной определённостью, что затруд-
няет апостериорную оценку погрешности решения.

Поэтому представляют интерес эффективные численные схемы для расчёта
слоистых структур с чередующимися эластомерными и высокомодульными слоя-
ми, при явном включении в модель слоёв с различными характеристиками, на ос-
нове выпуклого функционала Лагранжа. Одна из таких схем предложена в [18, 19]
на основе регуляризации по А.Н. Тихонову и вычисления предела решения
регуляризованной задачи. Целью настоящей работы является исследование сеточ-
ной сходимости этой схемы и чувствительности к начальному параметру регуля-
ризации.

Однопараметрическая математическая модель деформирования
слоистых структур, содержащих объемно-несжимаемые слои

Рассмотрим осесимметричную конструкцию, содержащую чередующиеся вы-
сокомодульные ортотропные и изотропные объемно-несжимаемые упругие слои с
высокой сдвиговой податливостью, выделенные чёрным цветом в продольном се-
чении (рис. 1).

Ω1

 

ϑ

r

x

Ω2 Ω3

Ω

Рис. 1. Схема расположения слоёв: Ω – тело
вращения, Ω1 – жесткое основание, Ω2 – про-
дольное сечение, Ω3 – нагруженная поверх-
ность
Fig. 1. Arrangement of layers: Ω is the body of
revolution, Ω1 is the rigid base, Ω2 is the longitu-
dinal section, and Ω3 is the loaded surface

Материал высокомодульных армирующих слоёв считаем упругим, а деформа-
ции достаточно малыми, чтобы можно было принять определяющее уравнение в
виде линейного закона Гука [20]:

ij ijkl kld eσ = , (1)

где σij – компоненты тензора напряжений; ekl – компоненты линейного тензора
деформаций; dijkl – компоненты тензора упругости.
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Для эластомера примем обобщенный закон Гука в виде
2ij ij ijeσ = λΘ⋅δ + μ , (2)

где iieΘ =  – объемная деформация; λ, μ – постоянные Ламе; δij – симметричный
символ Кронекера.

Уменьшение объемной сжимаемости материала приводит к стремлению по-
стоянной λ в бесконечность, в результате чего объёмная деформация Θ в пределе
равна нулю, и уравнение (2) в пределе не разрешимо относительно деформаций.
Регуляризация (2) состоит в искусственном принятии конечного значения λ=λ0.
Очевидно, в этом случае равенству (2) может быть придана форма (1).

С учётом этого сформулируем вариационную задачу: найти перемещения
( )0

iu C∈ Ω , равные нулю на границе Ω1 и доставляющие минимум функционалу
Лагранжа

3

3
1
2 ij ijkl kl i ij je d e d u n d

Ω Ω

Π = Ω − σ Ω∫ ∫ , (3)

где nj – координаты единичного вектора внешней нормали к поверхности Ω3, де-

формации под интегралом выражены через перемещения ( ), ,
1
2ij i j j ie u u= + .

Условие 
1

0iu Ω =  является главным граничным условием этой вариационной

задачи, а условия сопряжения на границах раздела слоёв и граничные условия в
напряжениях на границе Ω3 – естественными граничными условиями.

Дискретная схема для такой вариационной задачи хорошо известна [6, 17].
Представим искомые перемещения в виде линейной комбинации базисных функ-
ций ( )0CΓϕ ∈ Ω :

i iu uΓ
Γ= ϕ ⋅ , (4)

где iuΓ  – значение перемещения ui в узле Г сетки (множество узлов не содержит
точек поверхности Ω1, на которой перемещения заданы равными нулю в гранич-
ных условиях).

Учитывая сделанные выше замечания относительно плохой обусловленности,
целесообразно уменьшить число степеней свободы. Для этого разложим искомые
перемещения в ряд Фурье по угловой координате ϑ:

0 ˆ( , , ) ( , ) ( , ) sin ( , ) cosk k
i i i i

k
u x r u x r u x r k u x r k⎡ ⎤ϑ = + ϑ + ϑ⎣ ⎦∑ . (5)

Сетка будет образована только узлами продольного сечения Ω2 (рис. 1) в плос-
кости (x, r) , а амплитуды гармоник 0 ˆ, ,n n

i i iu u u  в узлах являются искомыми узло-
выми неизвестными. Матрицу-столбец всех узловых неизвестных обозначим че-
рез U. Тогда условие минимума функционала (3) примет вид системы линейных
уравнений:

2

0
, ,

ij i
i j i U

KU R K R
U U U =

∂ Π ∂Π
= = = −

∂ ∂ ∂
. (6)

Матрица жесткости K симметрична, положительно определена и имеет лен-
точную структуру, что позволяет использовать при решении метод Холецкого,
устойчивый к накоплению погрешности округлений.
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Интеграл по объёму в (3) – энергию деформации – представим в виде суммы
интегралов: по объёму армирующих и по объёму податливых слоёв, для которых
принят закон Гука (2). Первый из этих интегралов не включает параметра регуля-
ризации, в то время как второй с учетом

ijkl ijkl ijkld d dα β= + λ (7)

можно представить в виде

ij ijkl kle d e d α β

Ω

Ω = Π + λΠ∫ , (8)

где αΠ  – энергия сдвиговой деформации, βΠ  – энергия объемной деформации,
не зависящие от λ. Тогда, варьируя λ, получим следующее представление матри-
цы K в (6):

2

0 0( ) ( ) ( ) ,
ij

i j
K K C C

U U

β∂ Π
λ = λ + λ − λ =

∂ ∂
. (9)

Введём малый параметр α, обратный к λ − λ0. Система уравнений относитель-
но узловых неизвестных примет вид

1 ( )K C U R⎡ ⎤+ α =⎢ ⎥α⎣ ⎦
, (10)

причём матрица C симметрична, вырождена и полуположительно определена.
Корректность поставленной алгебраической задачи показана в [18]. Итерацион-
ный алгоритм поиска предела решения регуляризованной задачи, обладающий
сверхлинейной сходимостью, построен в [19].

Исследование сеточной сходимости решения

Представленный алгоритм реализован в среде функционально-объектного
программирования «Алгозит» [20]. Для исследования сходимости численного ре-
шения сравним его с аналитическим. В качестве тестового примера рассмотрим
задачу о толстостенной трубе под действием внутреннего давления (рис. 2) [21].

a  

b

Рис. 2. Схема нагружения трубы
Fig. 2. Loading condition for a pipe

Обозначим a – внутренний радиус; b – внешний радиус трубы равный 1.2a. На
внутреннюю поверхность приложено давление q МПа, при этом растягивающая
сила равна нулю. Труба выполнена из несжимаемого материала с коэффициентом
Пуассона ν = 0.5.



Разработка математической модели статического деформирования 77

Деформации определяются по формулам [21]

, , const .r r
rr zz

dU U
dr rθθε = ε = ε = (11)

Напряжения определяются следующим образом [21]:

2rr
BA
r

σ = + ,   2
BA
rθθσ = − ,   2zz zzE Aσ = ε + ν , (12)

где 
2

2 2
aA q

b a
=

−
, 

2 2

2 2
a bB q

b a
= −

−
, r – радиальная координата.

Для рассматриваемой задачи примем 0zzε = , запретив таким образом осевые
деформации и перемещения. Тогда осевые напряжения примут вид

2zz Aσ = ν . (13)
Радиальные перемещения определяются по формуле [21]

 [ ]( )r rr zz
rU
E θθ= σ − ν σ + σ , (14)

где E – модуль упругости.
Подставим (12) и (13) в (14)

2 2( 2 )r
r B BU A A A
E r r

⎡ ⎤= − − ν + + ν⎢ ⎥⎣ ⎦
. (15)

Подставив в (15) значение ν = 0.5, имеем
3
2r

BU
Er

= . (16)

Подставив выражения для В в уравнение (16) получим формулу для радиальных
перемещений трубы из объемно-несжимаемого материала:

2 2

2 2
3

2 ( )r
qa bU

Er b a
=

−
. (17)

Используя (16), вычислим максимальные и минимальные теоретические пере-
мещения: min max0.021714 , 0.026056r rU qa U qa= =  при E=0.03 ГПа.

Для численного решения данной задачи продольное сечение трубы разбива-
лось на четырехугольные четырехузловые конечные элементы следующими
видами сеток: 1 – 0.1a ×0.1a; 2 – 0.05a ×0.05a; 3 – 0.025a ×0.025a; 4 – 0.0125a
×0.0125a; 5 – 0.00625a ×0.00625a. Регуляризация выполнялась при различных
значениях коэффициента Пуассона ν. В каждом случае вычислялся предел реше-
ния регуляризованной задачи по методике [18] при ν, стремящемся к 0.5.

Для анализа использовались следующие решения предложенной задачи:
1) предел решения задачи, регуляризованной при ν = 0.35,
2) предел решения задачи, регуляризованной при ν = 0.45,
3) предел решения задачи, регуляризованной при ν = 0.49,
4) решение задачи при ν = 0.49,
5) решение задачи при ν = 0.499.
Первые три варианта расчета проведены по изложенной выше методике. В 4-м

и 5-м вариантах область рассматривалась как сжимаемая, с коэффициентами Пу-
ассона, близкими к 0.5, т.е. предел при ν → 0.5 не вычислялся.
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Построим зависимость значений минимальных перемещений от логарифма
числа элементов по толщине N и сравним с вычисленным аналитически значени-
ем (рис. 3). Из графиков видно, что предложенный подход позволяет получить се-
точную сходимость при любом значении параметра регуляризации, при этом для
значений v, равных 0.35 и 0.45, даже на самой крупной сетке получены перемеще-
ния, близкие к аналитически вычисленным. Решение задачи для сжимаемой среды
с ν = 0.49 при сгущении сетки не позволяет выйти на аналитически полученное
значение перемещений. Решение задачи для сжимаемой среды с ν = 0.499 при
первых двух разбиениях, когда сетка более крупная, позволяет получить переме-
щения, значения которых отличаются от аналитических на 10−25 %. Сгущение
сетки позволяет выйти на полученные аналитически значения перемещений, но
при этом размер конечного элемента должен быть меньше радиуса трубы при-
мерно в 200 раз. То же самое получается и для максимальных перемещений.

0,0209

0,0211

0,0213

0,0215

0,0217

0,0219

1 2 3 4

Аналитика
1
2
3
4
5

log2 N

qa
U r min

Рис. 3. Минимальные значения перемещений: 1 – предел решения
задачи, регуляризованной при ν = 0.35, 2 – предел решения задачи,
регуляризованной при ν = 0.45, 3 – предел решения задачи, регуляри-
зованной при ν = 0.49, 4 – решение задачи при ν = 0.49, 5 – решение
задачи при ν = 0.499
Fig. 3. Displacement minimums: 1, limit of the regularized problem solu-
tion at ν = 0.35; 2, limit of the regularized problem solution at ν = 0.45;
3, limit of the regularized problem solution at ν = 0.49; 4, problem solu-
tion at ν = 0.49; and 5, problem solution at ν = 0.499

Для сравнения вычисленных деформаций и напряжений будем использовать
зависимость отношения деформаций и напряжений, полученных численно, к де-
формациям и напряжениям, вычисленным аналитически. Построим график только
для εr, так как εz = 0, а εθ = −εr (рис. 4).

Из графика видно, что решение задачи для сжимаемой среды с ν = 0.49 имеет
существенно большую погрешность для любого разбиения. Решение задачи для
сжимаемой среды с ν = 0.499 при сгущении сетки позволяет значительно умень-
шить погрешность, однако для 2log 1N =  она составляет 25 %, а для 2log 2N =  –
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9 %, что является неприемлемым. При использовании предложенного подхода все
значения параметра регуляризации позволяют получить приемлемую погреш-
ность для любого разбиения сетки, при этом минимальная погрешность получает-
ся при использовании параметра регуляризации 0.35.
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0,99

1

1 2 3 4

1
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4
5

analitic
rε

ε

log2 N

Рис. 4. Значения analitic/rε ε : 1 – предел решения задачи, регуляризо-
ванной при ν = 0.35, 2 – предел решения задачи, регуляризованной
при ν = 0.45, 3 – предел решения задачи, регуляризованной при
ν = 0.49, 4 – решение задачи при ν = 0.49, 5 – решение задачи при
ν = 0.499
Fig. 4. Ratio of the rε to the analiticε : 1, limit of the regularized problem
solution at ν = 0.35; 2, limit of the regularized problem solution at
ν = 0.45; 3, limit of the regularized problem solution at ν = 0.49; 4, prob-
lem solution at ν = 0.49; and 5, problem solution at ν = 0.499

Из графиков видно, что приемлемый уровень точности расчета напряжений
для любой сетки достигается при параметре регуляризации, соответствующем
ν = 0.35 и ν = 0.45. При параметре регуляризации, соответствующем ν = 0.49, ре-
шение выходит на приемлемый уровень только при сгущении сетки.

Выводы

В задачах расчета напряженно-деформированного состояния, при работе с
слабосжимаемыми материалами, принято использовать модель деформирования
сжимаемой среды с коэффициентами Пуассона, близкими к 0.5. Однако решение
тестовых задач показало, что при использовании ν = 0.49 вычисленные значения
перемещений отличаются от теоретических на 3−4 %. При расчете деформаций
сгущение сетки позволило уменьшить погрешность с 5 до 1.5 %, а для напряже-
ний – с 15 до 2 %. Если использовать ν = 0.499, то отклонение перемещений от
теоретических для крупной сетки составляет 26 %. Использование сгущения сет-
ки позволяет уменьшить эту погрешность до уровня менее 0.5 %. При расчете де-
формаций и напряжений сгущение сетки позволило уменьшить погрешность с
15 % до приемлемого уровня. Таким образом, при использовании математической
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модели деформирования сжимаемой среды с коэффициентами Пуассона, близки-
ми к 0.5, возникают следующие проблемы:

1) неизвестно насколько надо сгущать сетку, чтобы получить решение с при-
емлемой точностью;

2) при сильном сгущении сетки расчеты требуют большого количества време-
ни и мощностей компьютеров, при этом неизвестен необходимый объем опера-
тивной памяти компьютера для требуемого сгущения сетки в реальных задачах.

Этих недостатков можно избежать, если использовать предложенный подход с
параметрами регуляризации, соответствующими значению ν = 0.35–0.45. В этом
случае численное решение устойчиво, а погрешность вычисленных перемещений,
напряжений и деформаций на любом виде сетки менее 0.5 %. При больших ν для
достижения требуемой точности необходимо сгущение сетки в два и более раза.
Это связано с тем, что при приближении коэффициента Пуассона к значению 0.5
решение задачи становится неустойчивым. Предложенный подход, состоящий в
явном вычислении предела решения регуляризованной задачи, позволяет исполь-
зовать параметр регуляризации с гораздо меньшими значениями, такими, как
ν = 0.35, и при этом получать устойчивое решение. Поэтому рационально выби-
рать меньшие значения параметра регуляризации.

Таким образом, предложенный подход может быть использован для решения
технических задач.
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This paper presents a mathematical model of static deformation of a layered medium with
alternating layers of different stiffness. The proposed regularization of the problem is
implemented using the parameter inverse to the volume compressibility modulus. The obtained
numerical results are compared with analytical solution to verify a numerical algorithm
convergence. The problem of stress-strain state calculation in a thick-walled pipe under internal
pressure is considered as a test problem. Test problem solution is obtained applying the proposed
methodology using regularization parameters corresponding to the Poisson ratio of 0.35, 0.45, and
0.49. The problem with compressible medium is also solved at the Poisson ratio of 0.49 and
0.499. The grid convergence of the problem solution is analyzed and the relative error is
calculated. When considering the calculations obtained for compressible media at the Poisson
ratio equal to 0.49, the relative error as regard to analytical solution exceeds an acceptable level,
and when the ratio is of 0.499 for coarse meshes, the calculated results are different from
analytical data. When using the proposed approach with regularization parameters corresponding
to a range of Poisson ratio from 0.35 up to 0.45, the numerical solution is stable and the error
obtained for calculated displacements, stresses, and strains for any kind of grid is less than 0.5%.
Thus, in this paper, the rational value of regularization parameter is determined and the special
approach that can be used to solve real technical problems is proposed.
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Проведен анализ современных методов внешних физических воздействий на
алюминиевые сплавы в процессе литья и добавления в них упрочняющих
элементов: механического перемешивания, воздействия электромагнитными
полями, обработку ультразвуком, вибрации. Выделены преимущества и ог-
раничения этих методов. Обсуждаются процессы, происходящие во время
применения воздействий, их конечное влияние на эксплуатационные свой-
ства получаемых сплавов. Приведены схемы технологических установок, с
помощью которых реализуются воздействия, и собственный опыт обработки
легких сплавов внешними физическими полями.

Ключевые слова: легкие сплавы, механическое перемешивание, электро-
магнитная обработка, ультразвук, вибрация.

В современном машиностроении динамично возрастает спрос на легкие спла-
вы на основе алюминия. Эти сплавы позволяют решать технологическую задачу
повышения эксплуатационных свойств изделий машиностроительных произ-
водств, одновременно снижая их массу. Одновременно с изучением и развитием
методов упрочнения легких сплавов требуют совершенствования и литейные тех-
нологии, поскольку традиционные технологии литья не позволяют повышать
свойства сплава при введении в жидкую фазу основного металла твердой фазы
упрочняющих частиц [1].

Современные способы обработки легких сплавов во время литья делают воз-
можным повысить физические, а в конечном счете, и эксплуатационные свойства
получаемых сплавов [2, 3] путем дегазации, снижения среднего размера зерна,
повышения однородности состава сплава, снижения количества агломераций и
примесей на границах зерен, улучшения смачиваемости и т.д.

На базе лаборатории высокоэнергетических и специальных материалов НИ
ТГУ для решения этих задач используются и развиваются такие способы обработ-
ки сплавов внешними физическими полями во время литья и последующей кри-
сталлизации, как механическое перемешивание, воздействие на расплав электро-
магнитными полями, обработка расплава ультразвуком, а также вибрация [4–7].

Механическое перемешивание

С помощью механического перемешивания повышается равномерность рас-
пределения легирующего вещества в матрице основного металла сплава. Данный
способ обработки легко реализуем технологически. И при его применении не тре-
буется подвергать расплав дополнительному нагреву и обработке расплава во
время кристаллизации. Чем выше интенсивность перемешивания твердой фазы
                                                          
1 Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 17-13-01252).
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упрочняющего вещества в жидкой фазе основного металла, тем выше дисперс-
ность армирующей фазы. Также высокая интенсивность перемешивания способ-
ствует равномерности распределения армирующего вещества по объему расплава.

В [8] описана схема установки для меха-
нического перемешивания алюминиевых
расплавов (рис. 1).

Рис. 1. Схема установки для механического пе-
ремешивания алюминиевых расплавов (D – диа-
метр тигля, d – диаметр крыльчатки, Hs – рас-
стояние между крыльчаткой и дном тигля, L –
статическая высота жидкого металла, h1 – шири-
на лезвия, ds – высота лезвия)
Fig. 1. Installation diagram for mechanical mixing of
aluminum melts (D is the crucible diameter; d is the
impeller diameter; Hs is the distance between impel-
ler and crucible bottom;  L is the static height of a
liquid metal; h1 is the blade width; and ds is the blade
height)

Также в данной работе приведена схема лопастей винта в этой установке
(рис. 2).

n

ϕ

u nv =  sin  cos ( )α α+ϕ
u Uv =  sin α

α
U nd = 

Рис. 2. Схема лопастей винта в конструкции установ-
ки для механического перемешивания алюминиевых
расплавов: α – угол поворота, φ – угол наклона вала,
n – скорость вращения
Fig. 2. Arrangement of propeller blades in an installation
design for mechanical mixing of aluminum melts: α is the
angle of rotation; φ is the angle of shaft tilt; and n is the
rotation rate
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Пример исследования алюминиевых сплавов, получаемых в результате литья с
механическим перемешиванием, представлен в [9]. Результаты исследования по-
казывают, что механическое перемешивание способствует дисперсности арми-
рующей фазы и равномерности распределения армирующего вещества по объему
расплава.

Значимые результаты в исследовании и новых оригинальных технологиях ме-
ханического перемешивания легких сплавов, экспериментах по выбору оптималь-
ных режимов механического перемешивания получили авторы настоящей работы
[4].

С использованием разработанного оригинального устройства для механиче-
ского замешивания порошковых материалов в расплав металла авторами были
проведены эксперименты по введению частиц диборида титана в расплав алюми-
ния АК7 [4]. На рис. 3 показана схема рабочего органа устройства.

1
2

5

AA

6

4

3

7A–A

8

Рис. 3. Схема рабочего органа устройства для механического замешивания
порошковых материалов в расплав металла

Fig. 3. Design of working element in a device for mechanical mixing
of powdered materials into metal melt

Обнаружено, что использование механического завихрителя позволяет вво-
дить в алюминиевый расплав тугоплавкие частицы диборида титана, что в свою
очередь способствует получению отливок с мелкозернистой структурой и равно-
мерно распределенными включениями частиц-упрочнителей (диборид титана).
Установлено, что средней размер зерна в сплавах уменьшается с 900 мкм до 400
мкм при введении 0,2 мас.% диборида титана, при этом предел текучести увели-
чивается с 15 до 65 МПа, предел прочности с 140 до 220 МПа при сохранении
исходной пластичности 4.5 %. На рис. 4 показана структура образца сплава,
полученного без использования устройства (рис. 4, а) и с его использованием
(рис. 4, b).

Изучена гидродинамика процесса перемешивания жидкого (расплавленного)
металла в тигле под действием оригинального механического смесителя-завихри-
теля, выполненного в виде трех перфорированных дисков с размещенными на них
штифтами. Получены оценки влияния скорости вращения завихрителя на картину
течения жидкости в тигле. Показано, что увеличение скорости вращения завихри-
теля ведет к интенсивному росту турбулентной диффузии в жидком металле до
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a b

Рис. 4. Структура образца сплава, полученного:
a – без использования устройства; b – с использованием устройства

Fig. 4. Structure of the alloy pattern obtained:
(a) without the use of device and (b) with the use of device

тех пор, пока поверхность раздела металл – воздух не начнет взаимодействовать с
нижним перфорированным диском завихрителя. Критерий мощности экспоненци-
ально убывает с ростом числа Рейнольдса (скорости вращения завихрителя). Ус-
ловия, при которых элементы завихрителя погружены полностью в жидкий ме-
талл, более благоприятны для формирования мелких вихрей, чем условия, при ко-
торых поверхность раздела жидкий металл – воздух взаимодействует с элемента-
ми завихрителя. Самые крупные вихри, сопоставимые по величине с размерами
завихрителя, способны неравномерно перемешивать жидкий металл и внедренные
в него микрочастицы, тогда как мелкие вихри, хотя и энергетически более слабые,
могут обеспечить равномерное перемешивание, создавая участки равномерности
в несколько десятков микрон.

Способ механического перемешивания имеет следующие недостатки:
1) снижение стойкости ротора и, как следствие, увеличение нагрузки на при-

вод мешалки в ходе процесса деформации ротора;
2) образование окислов при контакте с атмосферой расплава на поверхности

воронки при перемешивании.

Воздействие на расплав электромагнитными полями

Воздействие электромагнитными полями на расплавы во время добавления в
них упрочняющих частиц позволяет снизить средний размер зерна, уменьшить
концентрацию примесей на границах зерен, добиться равномерности и однород-
ности структуры получаемого сплава, противостоять образованию столбчатой
структуры. Одно из технологических решений воздействия на расплав электро-
магнитными полями – это электромагнитное перемешивание (ЭМП). Чтобы до-
биться максимальной однородности расплава и распределения по его структуре
упрочняющего вещества, важно обеспечить нелинейное течение при перемеши-
вании. Для этого можно при ЭМП воздействовать на расплав не одним, а сразу
несколькими полями разного рода (пульсирующие и бегущие) [10] и с разным
расположением по отношению к объему расплава. Важно обеспечить перемеши-
вание всего объема и в обе стороны при изменении интенсивности и траектории
полей.
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Источник электромагнитного поля может располагаться как у прямолинейной
части боковой стороны миксера, так и у угловой (рис. 5) [10].

a b
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Рис. 5. Миксер с источником электромагнитного поля: a) источник электромагнитного по-
ля у прямолинейной части боковой стороны миксера; b) источник электромагнитного поля
у угловой части боковой стороны миксера. (1 – миксер, печь; 2 – расплав; 3 – источник бе-
гущего электромагнитного поля; 4 – источники пульсирующих электромагнитных полей; 5
– траектории движения расплава под действием бегущего электромагнитного поля и пуль-
сирующих полей разной интенсивности; 6 – траектории движения расплава при изменении
направления бегущего поля)
Fig. 5. Stirrer with electromagnetic field source located at: (a) rectilinear part of mixer’s lateral
side and (b) corner part of mixer’s lateral side (1, stirrer and furnace; 2, melt; 3, the source of in-
coming electromagnetic field; 4, the sources of pulsating electromagnetic fields; 5, the trajectory
of melt motion under the action of both incoming electromagnetic field and pulsating electromag-
netic fields of various intensity; and 6, the trajectory of melt motion at the opposite direction of
incoming field)

Под действием бегущего поля 3 расплав движется вдоль боковой стороны
миксера в одну сторону. При изменении интенсивности разных пульсирующих
полей 4 расплав начинает двигаться по траектории 5. При изменении направления
бегущего поля, а также дальнейшем изменении интенсивности полей 4, расплав
начинает двигаться по траектории 6. Таким образом, расплав перемешивается во
всех частях миксера, печи.

Обычно процесс ЭМП занимает от 10 до 30 мин (это зависит от компонентов
сплава и его объема) при силе тока в районе 200 А и при частоте используемого
напряжения – от 0.1 до 2 Гц [11].

Первый этап ЭМП заключается в образовании связей между жидкой фазой ос-
новного сплава и твердой фазой легирующего вещества (на данном этапе важной
задачей является подбор такого режима ЭМП, при котором растворение упроч-
няющего вещества в расплаве происходит быстро). И далее происходит распреде-
ление упрочняющих частиц в структуре и объёме расплава.

Авторами проведены эксперименты, показывающие, что электромагнитная
обработка существенно влияет на структуру сплава. Так, за счет применения
электромагнитной обработки средний размер зерна магниевого сплава МЛ5 сни-
жен с 121 до 95 мкм (рис. 6) [7].

На рис. 7 показаны экспериментальные образцы сплава Al−4%Cu – до элек-
тромагнитной обработки и после нее. В результате электромагнитной обработки
снижается средний размер зерна и характер кристаллизации.
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a b

Рис. 6. Изображения структуры образцов сплава МЛ5:
a – без обработки; b – после электромагнитной обработки

Fig. 6. Illustrations of the structure of ML5 alloy patterns:
(a) before processing and (b) after electromagnetic processing

a b

Рис. 7. Изображения структуры образцов сплава Al−4%Cu:
a – без обработки; b – после электромагнитной обработки

Fig. 7. Illustrations of the structure of Al−4%Cu alloy patterns:
(a) before processing and (b) after electromagnetic processing
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Основным недостатком ЭМП является наличие мертвых зон перемешивания в
миксере (в них эффективность перемешивания снижается). Также в случае при-
менения ЭМП в больших печах за счет необходимости увеличения интенсивности
бегущего поля снижаются эксплуатационные характеристики получаемого сплава
и значительно повышается потребление электроэнергии установкой. Важным
фактором, влияющим на свойства получаемого расплава, является режим воздей-
ствия электромагнитными полями. Интенсивность полей должна возрастать с
увеличением концентрации упрочняющих частиц в расплаве [12].

Воздействие ультразвуком

Воздействие на легкие сплавы ультразвуковым излучением, так же, как и элек-
тромагнитными полями, является одним из наиболее эффективных и перспектив-
ным способом обработки расплавов. Данный метод позволяет обеспечить дегаза-
цию, уменьшение среднего размера зерна в структуре сплава, повысить смачи-
ваемость и деагломерацию частиц.

Для достижения требуемых параметров целевого сплава необходимо правиль-
но подобрать параметры материалов и применения ультразвуковой обработки
сплава: чистоту основного сплава, объем упрочняющих частиц, условия введения
ультразвука в расплав, интенсивность ультразвука и т.д.

Типовая схема установки ультразвуковой обработки расплава показана на
рис. 8.

УЗ-преобразователь

УЗ-излучатель

Тигель

Расплав
Теплоизолятор

УЗ
генератор

Система
охлаждения

Рис. 8. Типовая схема установки ультразвуковой обработки расплава
Fig. 8. Diagram of typical installation for ultrasonic processing of melts

Ультразвуковая обработка – эффективный способ дегазации сплава.
Вода, содержащаяся в атмосфере, в процессе плавления алюминия образует на

поверхности расплава водород и оксид алюминия. Этот водород распределяется
по объему расплава, являясь основой пористости материала. Пористость, в свою
очередь, приводит к снижению эксплуатационных свойств сплава: подверженно-
сти трещинам, снижению пластичности и т.д. Растворимость водорода в структу-
ре материала зависит от ряда факторов:

1) условий на границе между атмосферой и жидкой фазой расплава;
2) влажности атмосферы и концентрации водорода в расплаве;
3) давления;
4) температуры.
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Преимуществом ультразвуковой дегазации перед вакуумной или продувкой
газом является эффективное воздействие на водород внутри материала [2]. Сни-
жению концентрации водорода в расплаве способствуют преобразования:

1) образование пузырьков водорода;
2) пульсация пузырьков в акустическом поле и рост диффузии водорода;
3) объединение мелких пузырьков в более крупные;
4) всплытие пузырьков на поверхность жидкой фазы расплава.
Факторы, влияющие на эффективность ультразвуковой дегазации:
1) параметры плавки материала, такие, как температура, поверхностное натя-

жение, растворимость водорода, вязкость и т.д.;
2) параметры ультразвуковой обработки, такие, как мощность, амплитуда, час-

тота и т.д.;
3) текучесть расплава;
4) условия среды, такие, как давление, влажность и т.д.
Эксперименты, проведенные авторами [2, 5, 7, 13], показали, что воздействие

ультразвуком на расплав – наиболее эффективно среди других видов воздействий
для снижения размера зерна сплава. Если электромагнитное воздействие на сплав
МЛ5 позволило снизить размер зерна со 121 до 95 мкм, то воздействие ультразву-
ком способствовало снижению среднего размера зерна до 80 мкм.

Влияние ультразвукового воздей-
ствия на уменьшение внутренних
макродефектов показаны на рис. 9.

Рис. 9. Снимок макроструктуры литых
образцов Al−4%Cu, полученных: а – с
применением ультразвуковой обработки
расплава; b – без применения ультразву-
ковой обработки расплава
Fig. 9. Picture of the macrostructure of
Al−4%Cu alloy patterns obtained: (a) with
ultrasonic processing and (b) without ultra-
sonic processing of melt

Воздействие ультразвука на рас-
плав Al−4%Cu приводит к дегазации
расплава, а дополнительное добав-
ление частиц Al2O3 (0.1 %) способ-
ствует измельчению зерен (рис. 10).

Эксперимент по микроструктуре образцов Al−4%Cu с использованием опти-
ческого микроскопа показал, что ультразвуковая обработка расплава приводит к
снижению среднего размера зерна и пористости (рис. 11). Особенно хорошо вид-
ны размеры зерен при наблюдении структуры слитка в поляризованном свете
(рис. 12).

Результаты эксперимента по воздействию на сплав A356 ультразвуком с до-
бавлением частиц ScF3 показаны на рис. 13 [14].

a

b
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a b
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Рис. 10. Снимок макроструктуры образцов сплава Al−4%Cu: а – без ульт-
развуковой обработки; b – с применением ультразвуковой обработки;
c – с применением ультразвуковой обработки с добавлением наночастиц
Al2O3 (0.1%)
Fig. 10. Picture of the macrostructure of Al−4%Cu alloy patterns obtained: (a)
without ultrasonic processing; (b) with ultrasonic processing; and (c) with both
ultrasonic processing and addition of nanoparticles of Al2O3 (0.1%)

a b

c d

Рис. 11. Изображения структуры образцов сплава Al−4%Cu: а, b – без
ультразвуковой обработки расплава; c, d – с применением ультразвуковой
обработки расплава
Fig. 11. Illustrations of the structure of Al−4%Cu alloy patterns: (а), (b) without
ultrasonic processing of melt and (с), (d) with ultrasonic processing of melt
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a b

c d

Рис. 12. Изображения структуры образцов сплава Al−4%Cu в поляризованном све-
те: а, b – без ультразвуковой обработки расплава; c, d – с применением ультразву-
ковой обработки расплава
Fig. 12. Illustrations of the structure of Al−4%Cu alloy patterns illuminated by polarized
light: (а), (b) without ultrasonic processing and (c), (d) with ultrasonic processing of melt

a b

c d

Рис. 13. Изображение микроструктуры сплава A356: а – после воздействия ультра-
звуком; b – после воздействия ультразвуком и добавления (0.2 вес.%) ScF3; с) после
воздействия ультразвуком и добавления (1 вес. %) ScF3; d) без воздействия ультра-
звуком и без добавления ScF3
Fig. 13. Illustration of microstructure of A356 aluminum alloy: (a) after ultrasonic treatment;
(b) after ultrasonic treatment and addition of ScF3 (0.2 wt.%); (c) after ultrasonic treatment and
addition of ScF3 (1 wt.%); and (d) without ultrasonic treatment and addition of ScF3
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Вибрация

Применение вибрации при литье легких сплавов с добавлением упрочняющих
элементов позволяет добиться измельчения структуры сплава, равномерно рас-
пределить упрочняющие элементы в структуре расплава и, как следствие, повы-
сить эксплуатационные свойства получаемого сплава, такие, как предел прочно-
сти, предел текучести и др.

Повышению эффекта от применения вибрации способствует одновременное
применение механического перемешивания.

Принципиальная схема экспериментальной установки для обработки распла-
вов вибрацией показана на рис. 14.

Введение лигатуры при 
механическом перемешивании

Воздействие вибрации в процессе затвердевания

Воздушный
компрессор

Источник вибрации

Амплитуда
колебаний

Частотный анализатор
Лигатура
с наночастицами

Перемешиватель
Расплав

Рис. 14. Схема экспериментальной установки для обработки расплавов вибрацией
Fig. 14. Diagram of experimental installation for vibro treatment of melts

Эксперимент, проведенный авторами, показал, что обработка сплава А356
вибрацией в режиме – частота 75 Гц, амплитуда 8 мм – повысила предел текуче-
сти с (48±5) до (60±5) МПа, а предел прочности на растяжение с (168±7) до

(185±12) МПа [6]. При выборе
режима вибрации частота, как
правило, устанавливается от 10
до 100 Гц в зависимости от
свойств обрабатываемых сплавов
и режимов литья.

Оптимальные режимы вибра-
ции (частота и амплитуда) для
сплавов на основе разных метал-
лов показаны на рис. 15.

Рис. 15. Оптимальные режимы виб-
рации для сплавов на основе разных
металлов: а – частота; b – амплитуда
Fig. 15. Optimal vibration modes for
alloys based on different metals: (a) fre-
quency and (b) magnitude
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Комбинация различных способов воздействия

Помимо развития технологии и повышения эффективности каждого вида воз-
действия на легкие сплавы при литье в отдельности, важно исследовать возмож-
ность сочетания двух или более видов воздействия. Такие исследования активно
ведутся на базе лаборатории высокоэнергетических и специальных материалов
НИ ТГУ.

С использованием комбинации различных методов внешнего воздействия
(электростатическое поле, ультразвуковая обработка, вибрационная обработка)
[4−6] авторами получены лёгкие сплавы на основе алюминиевого сплава АК7,
упрочнённого наночастицами оксида алюминия. Установлено, что введение
0.2 вес.% наночастиц оксида алюминия способствует уменьшению пористости и
среднего размера зерна (с 1000 до 300 мкм) сплава АК7 и увеличению механиче-
ских свойств: предела текучести с 45 до 60 МПа, предела прочности с 175 до
210 МПа, пластичности с 3.5 до 4.5 %. Получены зависимости, связывающие вре-
мя воздействия с физико-химическими свойствами частиц и расплава и с характе-
ристиками акустического излучения. Установлено, что электростатический заряд
поверхности частицы уменьшает краевой угол смачивания тем сильнее, чем
меньше частица. Ультразвуковое воздействие делает возможным пропитку агло-
мератов частиц расплавом металла и введения в расплав частиц благодаря созда-
ваемому звукокапиллярному эффекту; время пропитки существенно зависит от
значения краевого угла смачивания. Чем меньше краевой угол, тем меньше вре-
мени требуется для пропитки частицы с помощью ультразвука; при значении
краевого угла смачивания меньше 90° пропитка частиц возможна даже без при-
менения ультразвука, хотя ультразвуковое воздействие ускоряет этот процесс.
Обнаружено, что величина критического заряда зависит от диаметра частиц, их
диэлектрической проницаемости, поверхностного натяжения металла и краевого
угла смачивания поверхности незаряженной частицы. Предложенные простые
расчетные формулы позволяют оценить величину заряда и время ультразвукового
воздействия, необходимого для успешного введения частиц в расплав металла [5].

Заключение

Таким образом, в работе показана эффективность применения различных ме-
тодов внешнего воздействия (электромагнитное поле, ультразвуковая обработка,
вибрационная обработка) на легкие сплавы. Продемонстрировано, что примене-
ние одновременно нескольких методов воздействия на расплав при литье при вы-
боре верных режимов дает возможность реализовать для повышения эксплуата-
ционных свойств сплава преимущества всех используемых методов.
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Advanced methods of external physical effects on the aluminum alloys during casting process
and addition of reinforcing elements, which are used in the Research Laboratory of High-Energy
and Special Materials in Tomsk State University, are analyzed. These methods are mechanical
stirring, treatment by electromagnetic fields, vibration, and ultrasound. Application of external
fields leads to an increase in the performance of obtained alloys by means of degassing,
decreasing in the average grain size, increasing in the uniformity of alloy structure, decreasing in
the quantity of agglomerations and impurities on the grain boundaries, improving wettability, etc.
The changes observed in the structure of melt and the dependence of melt properties on the type
and treatment mode of the external field, on the characteristics of initial metal as well as on the
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characteristics and quantity of reinforcing particles added to the melt are shown. The results of
several experiments demonstrating the effect of external fields on the aluminum alloys during
casting process and the impact of reinforcing particles added to the melt are presented. The
diagrams of technological installations whereby the external fields impact the melt are shown.
The main parameters of operating conditions of installations are identified; for mechanical mixing
they are the impeller rotation rate and the duration of mixing; for treatment by electromagnetic
fields – the current intensity, the voltage frequency, and the exposure time; for ultrasound
treatment – the capacity, the magnitude and the frequency of ultrasound, and the duration of
application; for vibration – the frequency, the amplitude, and the duration of vibration.
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ИССЛЕДОВАНИЕ УСТАНОВИВШЕГОСЯ ТЕЧЕНИЯ
ПСЕВДОПЛАСТИЧЕСКОЙ ЖИДКОСТИ, ОПИСЫВАЕМОЙ

МОДЕЛЬЮ СИСКО, В ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ТРУБЕ

Проведено исследование течения псевдопластической жидкости, описывае-
мой моделью Сиско, в цилиндрической трубе, определена зависимость рас-
хода жидкости от перепада давления, получены зависимости для радиально-
го распределения скорости и эффективной вязкости течения. Проведенные
исследования показали, что при значениях числа Сиско Si>500 неньютонов-
ские свойства течения можно не учитывать и, с точностью достаточной для
инженерных расчетов, рассматривать течение ньютоновской жидкости с
вязкостью μ∞.

Ключевые слова: реология, псевдопластические среды, вязкость, ненью-
тоновские жидкости, модель Сиско.

Развитие химических технологий делает актуальными задачи исследования за-
кономерностей течения неньютоновских сред [1]. Одним из определяющих пара-
метров при течении жидкостей, является вязкость, которая существенно влияет на
структуру течения. Неньютоновские среды, с которыми приходится иметь дело на
практике, являются многокомпонентными, многофазными и дисперсными. Вяз-
кость таких сред зависит от соотношения фаз, степени дисперсности, параметров
течения [2, 3] и описывается сложной функциональной зависимостью от градиен-
та скорости.

В связи с этим изучению особенностей течения неньютоновских сред со слож-
ным реологическим поведением уделяется значительное внимание [4]. Подроб-
ный обзор исследований, посвященных течениям реологически сложных сред,
приведен в монографиях [1 – 5].

Исследование закономерностей течения неньютоновских сред в каналах раз-
личной формы проведено авторами [6–14]. Для описания реологического поведе-
ния использовались модели Карро, Пауэлла-Эйринга, Уильямсона, Шведова –
Бингама, Балкли – Гершеля, Робертсона – Стиффа. Результаты исследований по-
казывают важность учета неньютоновских свойств жидкости для корректного
описания структуры течения и теплообмена потока.

Авторами [15] исследуется структура течения и формирование динамического
пограничного слоя при обтекании пластины потоком жидкости Сиско. Получен-
ные результаты сравниваются с известным решением Блазиуса для обтекания
пластины потоком ньютоновской жидкости.

Течение жидкости Сиско в цилиндрической трубе рассмотрено в [16]. С ис-
пользованием метода малых возмущений получено приближенное аналитическое
решение для определения профиля скорости.

Настоящая работа является продолжением исследований течений неньютонов-
ских сред [17–21]. Ее целью является исследование установившегося течения
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псевдопластической жидкости, описываемой моделью Сиско, в цилиндрическом
канале.

Математическая модель

При описании движения жидких сред, как правило, используют подход Эйлера
[22], в рамках которого рассматривают изменение скорости частиц, проходящих
через определенную точку пространства.

Деформационное течение определяется тензором скоростей деформаций [2],
компоненты которого в декартовой системе координат имеют вид

1
2

ji
ij

j i

vv
x x

∂⎛ ⎞∂
ε = +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

. (1)

Напряженное состояние среды описывается тензором напряжений ijσ , кото-

рый можно разложить на девиатор ijτ  и шаровую часть p , называемую давлени-

ем [4]:

ij ij ijpσ = − δ + τ . (2)

Для построения моделей жидких сред нужно установить связь между девиато-
рами тензора скоростей деформации и тензора напряжений [3]. В тензорно-
линейных моделях такая связь задаётся соотношениями

2ij ijKτ = ε . (3)

В классических моделях предполагается зависимость K только от второго ин-
варианта девиатора тензора скоростей деформации. В качестве вторых инвариан-
тов тензоров ε  и σ  удобно ввести

2 D D
ij jiU = ε ε ,  / 2ij ijT = τ τ , (4)

где 1
3

D
ij ij kkε = ε − ε  – компоненты девиатора тензора скоростей деформации.

Из соотношения (3) вытекает следующее соотношение между инвариантами:
Т KU= . (5)

Если связь (5) установлена, то, подставляя её в уравнения движения и присое-
диняя уравнение неразрывности, а также формулируя необходимые начальные и
граничные условия, получим замкнутую систему для определения поля течения.

К настоящему времени разработано большое количество реологических моде-
лей, описывающих поведение неньютоновских сред. К числу наиболее простых
относится модель Оствальда – де Вейля [23]. Обобщение этой модели на трех-
мерный случай приводит к реологическому уравнению

1
eff .nkU −μ = (6)

Постоянная k  называется показателем (индексом) консистенции жидкости:
чем меньше ее текучесть, тем больше k . Параметр n  характеризует степень
неньютоновского поведения материала: чем сильнее n  отличается от единицы (в
большую или меньшую сторону), тем отчетливее проявляется аномалия вязкости
и нелинейность кривой течения.
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Значениям 0 1n< <  отвечают псевдопластичные жидкости, эффективная вяз-
кость которых убывает с ростом скоростей сдвига. Ньютоновская жидкость ха-
рактеризуется параметром 1n = . Значениям 1n >  отвечают дилатантные жидко-
сти, у которых эффективная вязкость растет с увеличением скоростей сдвига.

К недостаткам модели Оствальда – де Вейля относится нереалистичное описа-
ние реологического поведения псевдопластических сред при больших скоростях
сдвига (U → ∞ ), а дилатантных – при малых ( 0U → ). В этих случаях согласно
(7) эффективная вязкость становится равной нулю. Отметим, что стремление
эффективной вязкости к бесконечности при 0U →  в псевдопластических средах
и U → ∞  в дилатантных объясняется их структурированием и формированием
квазитвердых зон.

Реологическая модель Сиско позволяет преодолеть отмеченный выше
недостаток модели Оствальда – де Вейля. Эта модель имеет вид [2]

1
eff * .nkU −μ = μ + (7)

Параметр модели *μ  в случае псевдопластических сред характеризует
эффективную вязкость при бесконечной скорости сдвига ( * ∞μ = μ ), в случае
дилатантных сред – при нулевой ( * 0μ = μ ).

Рассмотрим установившееся осесимметричное течение жидкости в прямой го-
ризонтальной трубе круглого сечения радиуса R . Координату x , отсчитываемую
вдоль оси трубы, направим вниз по потоку. Ограничимся исследованием стабили-
зированного течения вдали от входного течения, когда жидкость движется парал-
лельно оси трубы.

В этом случае уравнение движения жидкости примет вид [23]

eff
1 d du dpr
r dr dr dx

⎛ ⎞μ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (8)

Интегрирование уравнения (8) с учетом граничного условия

0r = : 0du
dr

= ;   r R= :  0u = . (9)

В случае установившегося течения течение псевдопластической жидкости
Сиско ( ( )xu u r= , 0ru = , 0uϕ = ) реологическое соотношение (7) принимает вид:

1

eff

nduk
dr

−

∞μ = μ + . (10)

С учетом соотношения (10) запишем уравнение движения в виде
11 nu u pr k

r r r r x

−

∞
⎡ ⎛ ⎞ ⎤∂ ∂ ∂ ∂

μ + =⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎝ ⎠ ⎦
. (11)

Интегрирование уравнения (11) при значении показателя нелинейности
0.5n =  позволяет определить радиальное распределение осевой скорости в

канале:
3 2 3 22 212 1 2 1 1 4 1 4

3
S N N

N S
N S S

u u ur r ru u u
R R u u R u

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟= − + − + + − +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. (12)
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В формуле (12) 
2

2S
ku R

∞

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟μ⎝ ⎠

 – масштаб скорости, характеризующий ненью-

тоновские свойства среды, 
2

N 8
R dpu

dx∞
=

μ
 – среднерасходная скорость ньютонов-

ской жидкости с вязкостью ∞μ , движущейся вследствие перепада давления dp
dx

.

Максимальная скорость жидкости достигается на оси потока:
3 22

max
12 2 1 1 4
3

S N
N S

N S

u u
u u u

u u

⎡ ⎤⎛ ⎞
= + + − +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
. (13)

Расход жидкости через поперечное сечение трубы вычисляется по формуле
3 22

2

0

7 2 5 24

3

2 12 1 4
3 3

1 2 21 4 1 1 4 1 ,
24 7 5

R
S N

N S
N S

S N N

S SN

u u
Q urdr R u u

u u

u u u
u uu

⎡ ⎛ ⎞
= π = π + − + +⎢ ⎜ ⎟

⎢ ⎝ ⎠⎣

⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎞⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟+ + − − + − ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎠⎦

∫

а среднерасходная скорость определяется как
3 22

2

7 2 5 24

3

2 1 1 4
3 3

1 2 21 4 1 1 4 1
24 7 5

S N
N S

N S

S N N

S SN

u uQu u u
u uR

u u u
u uu

⎛ ⎞
= = + − + +⎜ ⎟

π ⎝ ⎠

⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟+ + − − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎠

.

Вязкие свойства потока можно характеризовать двумя величинами: эффектив-
ной вязкостью effμ , определяющей локальные свойства течения и среднерасход-
ной вязкостью μ , определяющей интегральные свойства потока.

Для определения эффективной вязкости воспользуемся реологическим соот-
ношением (10) с учетом радиального распределения скорости (12). В результате
получим

0.5

eff 1 2 1 4 1 2N N

S S

u ur r
u R u R

−

∞

⎡ ⎤
⎢ ⎥μ = μ + + − −
⎢ ⎥⎣ ⎦

. (14)

Определим среднерасходную вязкость неньютоновской жидкости μ
как вязкость ньютоновской жидкости, движущейся со среднерасходной скоро-

стью u  в трубе радиусом R  под действием перепада давления dp
dx

. Введение

среднерасходной вязкости позволяет при проведении гидравлических расчетов
вместо неньютоновской среды рассматривать ньютоновскую жидкость с вязко-
стью μ .
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Для ньютоновской жидкости связь между перепадом давления и массовым
расходом определяется выражением [24]

4

8
R dpQ

dx
π

=
μ

. (15)

Таким образом, среднерасходная вязкость потока μ  будет равна:

Nu
u∞μ = μ . (16)

В технических расчетах принято связывать перепад давления со среднерас-
ходной скоростью течения с использованием коэффициента сопротивления ζ .
Для этого предполагается, что перепад давления должен быть пропорционален
динамическому напору

2

4
dp u
dx R

ρ
= ζ . (17)

Подставляя в равенство (17) значения dp
dx

 из формулы (15), получим выраже-

ния для коэффициента сопротивления
6432
ReuR

μ
ζ = =

ρ
. (18)

где Re ud= ρ μ  – число Рейнольдса, построенное по среднерасходной скорости
u , среднерасходной вязкости μ  и диаметру трубы 2d R= .

Равенство (18) выражает закон сопротивления Блазиуса для течения неньюто-
новской жидкости

Результаты математического моделирования

Перейдем к анализу полученных результатов. Диапазон изменения
параметров был выбран следующим: показатель нелинейности – 0.5n = ,
консистенция жидкости изменялась в пределах 0.1 1k = − Н⋅с0.5/м2, перепад
давления – 200 5000dp dx = − Па/м, вязкость при бесконечной скорости сдвига –

0.05 5∞μ = − Па·с. Радиус канала составлял 0.1R = м.
На рис. 1 показана зависимость относительной эффективной вязкости eff ∞μ μ

от безразмерной радиальной координаты r Rξ = . Это распределение является
типичным для псевдопластических сред. В периферийной и пристеночной частях
течения эффективная вязкость характеризуется низкими значениями. Однако в
окрестности оси течения, где градиент скорости имеет невысокие значения, на-
блюдается значительный рост значений эффективной вязкости. На оси течения

eff ∞μ μ → ∞ . Увеличение эффективной вязкости псевдопластических сред с
уменьшением скоростей сдвиговых деформаций в реологии объясняется процес-
сами структурирования [2]. При малых скоростях сдвига происходит стягивание
молекул полимера между собой, вследствие чего в потоке формируется область
структурированного течения, характеризуемая высокими значениями эффектив-
ной вязкости. С увеличением скорости сдвига структурированность среды нару-
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шается, молекулы ориентируются вдоль направления движения. В результате это-
го сопротивление среды ослабевает, что означает уменьшение эффективной вяз-
кости.

0 0.2 0.4 0.6 0.8
1.0

1.5

2.0

1
2

3 4

ξ

μ
μ

eff 

∞

Рис. 1. Радиальное распределение относительной эффективной вязкости:
1 – Si 25= , 2 – 100, 3 – 250, 4 – 25

 Fig. 1. Radial distribution of relative effective viscosity:
1 – Si 1000= , 2 – 250, 3 – 100, 4 – 25

Анализ формулы (14) показывает, что эффективная вязкость потока прямо
пропорциональна вязкости при бесконечной скорости сдвига ∞μ  и нелинейным

образом зависит от числа Сиско 2Si
2

N

S

u R dp
u dxk

∞μ
= = . Из рис. 1 видно, что с ростом

значений Si  происходит уменьшение значений eff ∞μ μ . Этот результат объясня-
ется преобладающей ролью ньютоновских свойств течения в потоках с высокими
значениями числа Si .

На рис. 2 показана зависимость относительного значения среднерасходной

вязкости ∞μ μ  от перепада давления dp
dx

. Как видно из рисунка, величина сред-

нерасходной вязкости монотонно убывает с ростом перепада давления, асимпто-
тически стремясь к ∞μ . С увеличением консистенции среды k  величина средне-
расходной вязкости увеличивается. Этот эффект наиболее выражен для низкоско-
ростных потоков, движущихся при малом перепаде давления. С уменьшение зна-
чений ∞μ  жидкость становится более подвижной. Это приводит к уменьшению
значений μ . Отметим, что при уменьшении ∞μ  при одном и том же Nu , отноше-
ние среднерасходной вязкости к вязкости при бесконечной скорости сдвига стре-
мится к единице: 1∞μ μ → .
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Рис. 2. Зависимость относительной величины среднерасходной вяз ∞μ μ

от перепада давления /dp dx : 1200ρ = кг/м3, а – 0.05∞μ = Па·с, b – 0.5;
1 – 0.1k = Па·с0.5 , 2 – 0.5, 3 – 1. Пунктирная прямая на рис. 2, а
соответствует значению 1∞μ μ =

Fig. 2. Dependence of the relative value of the mean-flow viscosity ∞μ μ  on

the pressure drop /dp dx : 1200ρ = кг/м3, а – 0.05∞μ = Pa·s, b – 0.5;
1 – 0.1k = Pa·s0.5 , 2 – 0.5, 3 – 1. The dashed line on Fig. 2a corresponds to the
value 1∞μ μ =
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Результаты, представленные на рис. 2, можно систематизировать, если рассмот-
реть зависимость ∞μ μ  от числа Сиско Si . Перепишем зависимость (16) в виде

( )

( )( ) ( )( )

3 21 2

1
7 2 5 2-4

2 11 Si Si 1 4Si
3 3

1 2 2Si 1 4Si 1 1 4Si 1
24 7 5

− −

∞
−

μ ⎡= + − + +⎢μ ⎣

⎛ ⎞⎤+ + − − + −⎜ ⎟⎥⎝ ⎠⎦
. (19)

Результаты вычисления относительного значения среднерасходной вязкости
от числа Сиско представлены на рис. 3. При Si 0.1=  величина среднерасходной
вязкости почти в 15 раз превышает ∞μ . Однако с ростом значений числа Сиско Si
различие в значениях μ  и ∞μ  уменьшается: при Si 500=  величина среднерасход-

ной вязкости всего лишь на 5 % превышает ∞μ , а при 4Si 10=  – менее чем на 1 %.
Этот факт объясняется тем, что в потоках с малыми значениями числа Si  преоб-
ладают нелинейные свойства, а при больших значениях числа Si  – ньютоновские
свойства. Таким образом, если при течении псевдопластической жидкости, опи-
сываемой моделью Сиско, параметр Si 500> , то неньютоновские свойства тече-
ния проявляются незначительно и с точностью? достаточной для инженерных
расчетов, можно рассматривать течение ньютоновской жидкости с вязкостью ∞μ .
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Рис. 3. Зависимость относительной величины
среднерасходной вязкости ∞μ μ  от числа Сиско

Fig. 3. Dependence of the relative value
of the mean-flow viscosity ∞μ μ  on Sisko number

На рис. 4 представлены радиальные распределения скорости, рассчитанные
для одного и того же значения перепада давления, но различных значений реоло-
гических параметров ∞μ , k .
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Рис. 4. Радиальное распределение скорости: / 500dp dx = Па/м, 1200ρ = кг/м3,

а – 0.5∞μ = Па·с, b – 5; 1 – 0k =  (ньютоновская жидкость),
2 – 0.1k = Па·с0.5 , 3 – 0.5, 4 – 1

Fig. 4. Radial distribution of velocity: / 500dp dx = Pa/m 1200ρ = кг/м3,

а – 0.5∞μ = Pa·с, b – 5; 1 – 0k =  (newtonian fluid),
2 – 0.1k = Pa·s0.5 , 3 – 0.5, 4 – 1
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С увеличением консистенции скорость потока уменьшается: среда становится
менее подвижной, нелинейная составляющая эффективной вязкости возрастает.
Это приводит к росту гидравлического сопротивления. В результате расход жид-
кости уменьшается. При этом значения скорости уменьшаются по всему сечению
трубы. Аналогичный эффект наблюдается и при увеличении значений ∞μ . Одна-
ко уменьшение скорости потока объясняется ростом гидравлического сопротив-
ления, вызванного увеличением линейной составляющей эффективной вязкости.

Заполненность профиля скорости характеризует параметр ( )max 2u uλ = ,
представляющий отношение скорости на оси течения к удвоенному значению
среднерасходной скорости. Для ньютоновской жидкости 1λ = . При течении
псевдопластической жидкости, описываемой моделью Сиско, λ  является функ-
цией числа Si . Результаты расчетов показывают, что 1λ < . Это свидетельствует
о большей заполненности профиля скорости: радиальное распределение скорости
становится более пологим. С ростом значений Si  ньютоновские свойства стано-
вятся доминирующими. В результате этого профиль скорости становится менее
заполненным, а значения 1λ →  (рис. 5).
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Рис. 5. Зависимость коэффициента заполненности профиля скорости от числа Сиско
Fig. 5. Dependence of the occupancy rate of the velocity profile on the Sisko number

На рис. 6 показано изменение коэффициента гидравлического сопротивления
ζ  с ростом перепада давления /dp dx  для различных значений параметра конси-
стенции k . Коэффициент гидравлического сопротивления псевдопластической
жидкости Сиско существенно превышает коэффициент сопротивления ньютонов-
ской жидкости с вязкостью ∞μ , движущейся под тем же перепадом давления. Ве-
личина ζ  тем больше, чем выше значения параметра консистенции. С увеличени-
ем значений /dp dx  гидравлическое сопротивление потока уменьшается. При
больших значениях перепада давления /dp dx  величина коэффициента гидрав-
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лического сопротивления ζ , рассчитанная для жидкости Сиско, приближается к
значениям, рассчитанным для ньютоновской жидкости с вязкостью μ .
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Рис. 6. Зависимость коэффициента гидравлического сопротивления от
перепада давления: 1200ρ = кг/м3, 0.05∞μ = Па·с, 1 – 0k =  (ньютонов-
ская жидкость) , 2 – 0.1k = Па·с0.5 , 3 – 0.5, 4 – 1
Fig. 5. Dependence of coefficient of hydraulic resistance from the pressure
drop: 1200ρ = kg/m3, 0.05∞μ = Па·с, 1 – 0k =  (Newtonian fluid), 2 –

0.1k = Па·с0.5 , 3 – 0.5, 4 – 1

Заключение

Проведенные исследования показали, что при значениях числа Сиско Si 500>
неньютоновские свойства течения можно не учитывать.

Для Si 500<  коэффициент гидравлического сопротивления псевдопластиче-
ской жидкости Сиско существенно превышает коэффициент сопротивления
ньютоновской жидкости с вязкостью ∞μ , движущейся под тем же перепадом дав-
ления.

В периферийной и пристеночной частях течения эффективная вязкость харак-
теризуется низкими значениями. Однако в окрестности оси течения, где градиент
скорости имеет невысокие значения, наблюдается значительный рост значений
эффективной вязкости. С увеличением скорости сдвига происходит уменьшение
эффективной вязкости.

С увеличением консистенции среды k  и вязкости при бесконечной скорости
сдвига ∞μ  величина среднерасходной вязкости увеличивается. Этот эффект наи-
более выражен для низкоскоростных потоков, движущихся при малом перепаде
давления.
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The pseudoplastic fluid flow described by the Sisko model was investigated, the dependence
of the fluid flow rate on the pressure drop and also radial distribution of the velocity and the
effective viscosity of the flow were determined. The effective viscosity of the flow is directly
proportional to the viscosity at an infinite shear rate and depends nonlinearly on the Sisko
number. In the peripheral and near-wall part of the flow, the effective viscosity is characterized by
low values. However, in the vicinity of the flow axis, where the velocity gradient has low values,
a significant increasing the effective viscosity is observed. As the shear rate increases, the
effective viscosity decreases. With an increase in the consistency of the fluid and the viscosity at
an infinite shear rate, the value of the average viscosity increases. This effect is most pronounced
for low-velocity flows moving at a small pressure drop. The investigations carried out have
shown that for values of the Sisko number less then 500 the non-Newtonian properties of the flow
appear insignificantly and with an accuracy sufficient for engineering calculations, one can
consider the flow of a Newtonian fluid. The coefficient of hydraulic resistance of a pseudo-plastic
Sisko fluid is significantly larger than the resistance coefficient of a Newtonian fluid with a
viscosity μ∞ moving under the same pressure drop.
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ИНЖЕКЦИИ СЕРОВОДОРОДА
В ПРИРОДНЫЙ ПЛАСТ, СОПРОВОЖДАЮЩЕЙСЯ

ОБРАЗОВАНИЕМ ЕГО ГАЗОГИДРАТА1

На основе уравнений механики многофазных сред построена математиче-
ская модель инжекции жидкого сероводорода в пористый пласт, насыщен-
ный нефтью и водой. Построены автомодельные решения задачи для случая,
когда в пласте возникают две подвижные межфазные поверхности, на кото-
рых происходят образование газогидрата сероводорода и вытеснения нефти
сероводородом. Исследована зависимость автомодельных координат меж-
фазных границ от проницаемости пласта и его начального давления. Уста-
новлено, что при низких значениях проницаемости и высоких значениях на-
чального давления пласта может происходить слияние межфазных поверх-
ностей. Найдены зависимости критических значений давления инжекции,
соответствующих слиянию межфазных поверхностей, от проницаемости
пласта и его исходного давления.

Ключевые слова: математическая модель, автомодельное решение, по-
ристая среда, фильтрация, газогидраты, сероводород.

Одним из методов снижения эмиссии сероводорода, вырабатываемого про-
мышленными предприятиями, в атмосферу является его подземное захоронение в
истощенных нефтегазовых коллекторах [1, 2]. Поскольку при долгосрочном под-
земном хранении утилизируемых газов в виде флюида существует риск их утечки
на поверхность, то рассматривается возможность их перевода в газогидратное со-
стояние, позволяющее по сравнению со свободным состоянием хранить одинако-
вые объемы газа при меньших давлениях [3−5].

Поскольку любые технологические идеи должны быть подкреплены соответ-
ствующими расчетами, основанными на теоретических моделях, то актуальной
задачей является построение адекватных математических моделей гидратообразо-
вания в природных пластах. Математические модели образования газогидратов в
пористых средах, насыщенных метаном и водой, сформулированы, в частности, в
работах [6, 7]. Математические модели образования газогидрата H2S в пластах,
насыщенных нефтью и водой, при инжекции жидкого сероводорода представлены
в работах [8, 9]. Однако в данных работах задача решена в наиболее простой по-
становке, когда образование газогидрата происходит на границе, совпадающей с
границей вытеснения нефти сероводородом. В настоящей работе построена мате-
матическая модель образования газогидрата H2S для случая, когда гидратообразо-
вание происходит на фронтальной границе, которая не совпадает с границей вы-
теснения нефти жидким сероводородом.

                                                          
1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ и Республики Башкортостан (проект 17-48-

020123 р_а).
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Постановка задачи

Термобарические условия существования газогидрата H2S показаны на фазо-
вой диаграмме (рис. 1) [5]. На данной диаграмме кривая 1 определяет трехфазное
равновесие между газообразным сероводородом, водой и газогидратом H2S, кри-
вая 2 – равновесие между жидким сероводородом, водой и газогидратом H2S, а
кривая 3 – двухфазное равновесие между газообразным и жидким сероводородом.
Соответственно газогидрат H2S существует левее кривых 1 и 3. В квадрупольной
точке Q (TQ = 302.6 К и pQ = 2.24 МПа) все четыре указанные фазы находятся в
равновесии.

1
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273 283 293
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0.1

0.5
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5

10

р,
 М
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Рис. 1. Фазовая диаграмма системы «сероводород – вода»
Fig. 1. Phase diagram of the system "hydrogen sulfide – water"

Пусть полубесконечный горизонтальный пористый пласт (занимающий полу-
пространство x > 0) в начальный момент времени насыщен водой и нефтью. Бу-
дем полагать, что начальная температура пласта T0 выше температуры QT , соот-
ветствующей квадрупольной точке. Следовательно, в рассматриваемой задаче на-
чальное состояние пласта не соответствует условиям образования газогидрата се-
роводорода. Положим, что через границу (x=0) закачивается жидкий сероводород,
давление pe и температура Te которого соответствуют условиям существования
газогидрата сероводорода.

В данной работе будем рассматривать модель с поршневым вытеснением неф-
ти жидким сероводородом, а также случай, когда значение исходной водонасы-
щенности пласта не превышает 0.2, тогда воду можно считать неподвижной. Та-
ким образом, в данной модели только две фазы являются подвижными – нефть и
жидкий сероводород. Рассматривая масштабы времени, значительно превышаю-
щие характерное время кинетики процесса гидратообразования, и учитывая, что в
рассматриваемой задаче начальное состояние пласта не соответствует условиям
образования газогидрата сероводорода можно полагать, что гидратообразование
происходит на фронтальной границе, не совпадающей с границей вытеснения
нефти сероводородом. Следовательно, в рассматриваемом случае в пласте обра-
зуются три характерные области (рис. 2). В первой (ближней) области поры на-
сыщены сероводородом и газогидратом H2S, во второй (промежуточной) области
присутствуют вода и сероводород, а в третьей (дальней) зоне поры насыщены во-
дой и нефтью. Соответственно существуют две подвижные межфазные поверхно-
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сти: между первой и второй областями, где вода полностью переходит в газогид-
ратное состояние (фронт гидратообразования), и между второй и третьей облас-
тями, где происходит вытеснение нефти сероводородом (фронт вытеснения).

p Te e, 

Гидрат H S, 2
H S2

Вода, 
H S2

Вода,
нефть

 

0 x( )n x( )d x

Рис. 2. Схема задачи
Fig. 2. Schematic diagram of the problem

Основные уравнения

Примем следующие упрощающие предположения: пористость пласта m посто-
янна, скелет пористой среды, газогидрат и вода несжимаемы и неподвижны. Газо-
гидрат H2S является двухкомпонентной системой с массовой концентрацией се-
роводорода G. Жидкий сероводород и нефть будем считать слабосжимаемыми
жидкостями.

Система основных уравнений, описывающая в одномерном случае процессы
фильтрации и теплопереноса в пористом пласте представляет собой законы со-
хранения масс и энергии, закон Дарси и уравнения состояния нефти и воды [10]:

( ) ( ) 0i i i i imS mS
t x

∂ ∂
ρ + ρ υ =

∂ ∂
,

i i i i
T T Tc c mS
t x x x

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ρ + ρ υ = λ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
,  (1)

i
i i

i

k pmS
x

∂
υ = −

μ ∂
,

( )( )0 01i i i p pρ = ρ + β − .
Здесь t – время; x – координата; m – пористость; T – температура; p – давление;
нижние индексы i = l, s относятся соответственно к параметрам нефти и серово-
дорода; ρi – плотность; υi – действительная средняя скорость; ki – фазовая прони-
цаемость; μi – динамическая вязкость; ci – удельная теплоемкость; Si – насыщен-
ность; iβ  – коэффициент сжимаемости; ρc и λ – эффективные значения объемной
теплоемкости и коэффициента теплопроводности насыщенного пласта, которые
считаем постоянными величинами (так как основной вклад в их значения вносят
параметры горной породы).

Зависимость коэффициента фазовой проницаемости ki от насыщенности Si и
абсолютной проницаемости пласта k0 зададим следующим образом:

0i ik k S=  (i=s, l).

На поверхности ( )nx x= , разделяющей первую и вторую области, происходит
полный переход воды в гидратное состояние. Поэтому из условий баланса массы



116 М.К. Хасанов

и тепла на этой границе следует

( )(1) (1) (2) (2)
( )

0

1
1s s hh

h n
s s s w

k p k p GG
mS V

x x
∂ ∂ ρ −ρ⎛ ⎞

− + = + −⎜ ⎟μ ∂ μ ∂ ρ ρ⎝ ⎠
, (2)

( ) 0 ( )(1 )h h n w w nmS G V mS Vρ − = ρ , (3)

(1) (2)
( )h h h n

T T
mS L V

x x
∂ ∂

λ − λ = ρ
∂ ∂

. (4)

Здесь ( )nV  – скорость движения фронта образования газогидрата H2S, G – массо-
вая концентрация сероводорода в гидрате, Lh – удельная теплота образования га-
зогидрата H2S, Sw0 – начальная водонасыщенность пористой среды, ρw – плотность
воды, ks(1) – фазовая проницаемость для сероводорода в первой области, ks(2) – фа-
зовая проницаемость для сероводорода во второй области. Нижний индекс n от-
носится к параметрам на границе, разделяющей первую и вторую области, а ниж-
ние индексы 1 и 2 – к параметрам первой и второй областей соответственно. Тем-
пературу на этой границе будем считать непрерывной и равной температуре квад-
рупольной точки TQ.

На поверхности ( )dx x= , разделяющей вторую и третью области, происходит
вытеснение нефти сероводородом. Поэтому с учетом условий баланса массы неф-
ти и сероводорода, а также баланса тепла на этой границе имеем

( )(2) (2)
0 ( )1s

w d
s

k p
m S V

x
∂

− = −
μ ∂

; (5)

( )(3)
0 ( )1l

w d
l

pk
m S V

x
∂

− = −
μ ∂

; (6)

(2) (3) 0
T T

x x
∂ ∂

λ − λ =
∂ ∂

,  (7)

где ( )dV – скорость движения фронта вытеснения нефти сероводородом, kl – фазо-
вая проницаемость для нефти в третьей области. Нижний индекс d относится к
параметрам на границе, разделяющей вторую и третью области, а нижний индекс
3 – к параметрам третьей области.

На обеих границах давление и температуру будем считать непрерывными ве-
личинами.

Из уравнения (3) можно найти величину гидратонасыщенности в первой об-
ласти:

( )
0

1
w w

h
h

S
S

G
ρ

=
ρ −

.

На основе уравнений системы (1), уравнения пьезопроводности и температу-
ропроводности запишутся в виде

( ) ( )( )
( )

j jp
j

p p
t x x

∂ ∂⎛ ⎞∂
= χ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

,  j = 1, 2, 3;  (8)
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( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

1
2

j j jT T
j

T T p T
t x x x x

∂ ∂ ∂⎛ ⎞∂ ∂
= χ + χ α⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

,  j = 1, 2, 3,  (9)

где 
( )

(1)( )
(1) 1

sp

s h s

k
m S

χ =
μ − β

, 
( )

(2)( )
(2)

01
sp

s w s

k
m S

χ =
μ − β

, 
( )

( )
(3)

01
p l

l w l

k
m S

χ =
μ − β

,

( )T

c
λ

χ =
ρ

, 0 (1)
(1)

2 s s s

s s

c kρ
α =

λμ β
, 0 (2)

(2)
2 s s s

s s

c kρ
α =

λμ β
, 0

(3)
2 l l l

l l

c kρ
α =

λμ β
,

нижние индексы j=1,2,3 относятся к параметрам соответственно первой, второй и
третьей областей.

Поскольку в рассматриваемой задаче перепады температур в пласте незначи-
тельны (∆T << T0), то в уравнении пьезопроводности отброшено слагаемое, отве-
чающее за переменность температуры.

Начальные и граничные условия имеют вид

0 0 00 : , , ( 0)w wt S S T T p p x= = = = ≥ .

0 : , ( 0)e ex T T p p t= = = > . (10)

Автомодельное решение

Введем автомодельную переменную: ( )Tx tξ = χ . Для этой переменной
уравнения пьезопроводности и температуропроводности (8), (9) в каждой области
примут вид

( ) ( )
( )2j j

j
dp dpd
d d d

⎛ ⎞
−ξ = η ⎜ ⎟

⎜ ⎟ξ ξ ξ⎝ ⎠
; (11)

( ) ( ) ( ) ( )
( ) 2j j j j

j
dT dp dT dTd
d d d d d

⎛ ⎞
−ξ = α + ⎜ ⎟ξ ξ ξ ξ ξ⎝ ⎠

, (12)

где ( ) ( )
( ) ( )

p T
j jη = χ χ .

После интегрирования (11), (12) с учетом начальных и граничных условий (10)
решения для распределения давления и температуры в каждой из областей могут
быть записаны в виде

( ) ( )
( )

e ( ) ( ) (1)
(1) ( )

( ) (1)

I , ;

I 0, ;
n n

n
n

p p
p p

− ξ ξ η
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,  
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( ) (1) ( )
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J 0,
e n n
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T T
T T
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ξ
; (13)
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( )
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n d d

d
n d

p p
p p
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n d d
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T T
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( ) 0 (3)
(3) 0
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d

d

p p
p p

− ξ ∞ η
= +

ξ ∞ η
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(3) 0
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J ,

J ,
d

d

T T
T T

− ξ ∞
= +
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где введены обозначения интегралов:

( )
2

I , ; exp
4

b

a

a b c d
c

⎛ ⎞ξ
= − ξ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ;   ( )

2

( ) ( ) ( )J , exp
4

b

j j j
a

a b p d
⎛ ⎞ξ

= − − α ξ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ;

p(n) и T(n) – давление и температура на границе между первой и второй областями;
p(d) и T(d) – давление и температура на границе между второй и третьей областями.

На основе соотношений (2), (4) с учетом решений (13), (14) получим уравне-
ния для определения координаты фронта гидратообразования ( )nξ  и значений па-
раметров на нем:

( )
( )

( )
( )

2 2
( ) ( )

( ) ( ) ( )
(2) (1)

(2) (1) ( )
( ) ( ) (2) ( ) (1)

exp exp
4 4
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ξ ξ η ξ η
; (16)
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ρξ ξ ξ ξ
; (17)

( )n QT T= , (18)

где ( )( )

0

1
1T hh

s
s w

GG
K m

ρ −ρ⎛ ⎞
= μ χ + −⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠

.

Аналогично на основе соотношений (5) – (7) с учетом решений (14) и (15) по-
лучим систему уравнений для определения координаты фронта вытеснения нефти
сероводородом (d)ξ  и значений параметров на нем:

( )
( ) ( )

2
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( ) ( )
(2) ( )

(2) 0 ( )
( ) ( ) (2)
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1
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d
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l l w d
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( ) ( )

( ) ( ) (2) ( ) 0 ( ) (3) ( )

(2) ( ) ( ) (3) ( )

exp exp
4 4

0
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d d
d n d d d

n d d

T T p T T p
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ξ ξ

− − − α − − − α⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠− =

ξ ξ ξ ∞
. (21)

Система граничных уравнений (16) – (21) в работе решена следующим обра-
зом. Вначале задается нулевое приближение искомых величин на фронте гидра-
тообразования. Далее, решая уравнение (19), находим величину p(d) (как функцию

( )dξ ), подставляя которую в уравнение (20) получим трансцендентное уравнение

для нахождения ( )dξ . Решив данное уравнение (методом половинного деления),
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определим величину ( )dξ  (и соответственно p(d)), а затем из (21) определяем T(d).
Далее, подставляя (18) в уравнение (17), получим трансцендентное уравнение для
нахождения ( )nξ . Решая данное уравнение (методом половинного деления), опре-

деляем новое приближение величины ( )nξ . Затем, решая уравнение (16), находим
новое приближение величины p(n). В результате циклического повторения опи-
санной итерационной процедуры получаем последовательность приближенных
значений, которая сходится к искомым значениям граничных параметров.

Результаты расчетов

На рис. 3 приведены распределения температуры и давления в зависимости
от автомодельных переменных. Здесь и далее, если не оговорено иное, для пара-
метров, характеризующих систему, приняты следующие значения: m = 0,1,
Sw0 = 0.2, pe = 8.6 МПа, Te = 290 К, p0 = 8 МПа, T0 = 305 К, k0 = 10−11 м2,
G = 0.24, lβ  = 1·10−9 Па-1, sβ  = 3·10-9 Па-1, λ = 2 Вт/(м·К), ρc = 2·106 Дж/(К·кг),
μl = 2·10-3 Па·с, μs = 2·10-4 Па·с, ρh = 1003 кг/м3, ρw = 1000 кг/м3, ρ0l = 900 кг/м3,
ρ0s = 890 кг/м3, cl = 1900 Дж/(К·кг), cs = 1800 Дж/(К·кг), Lh = 4.1·105 Дж/кг.

Т, К

р, МПа

ξ( )dξ( )n ξ

ξ

Рис. 3. Распределения температуры и давления
Fig. 3. Temperature and pressure distributions
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Рис. 3 показывает, что перераспределение давления в пласте происходит зна-
чительно быстрее изменения температуры. Это обусловлено тем, что величина

коэффициента пьезопроводности ( )p k
m

χ =
μ β

 значительно превышает величину

коэффициента температуропроводности ( )T

c
λ

χ =
ρ

. Кроме того, согласно рис. 3,

граница образования газогидрата движется очень медленно. Это обусловлено тем,
что процесс образования газогидрата сопровождается выделением тепла, а темпе-
ратура на фронте гидратообразования не должна превышать температуру квадру-
польной точки TQ. Поэтому движение границы образования газогидрата лимити-
руется скоростью отвода выделяющейся энергии, которая оттекает от фронта фа-
зовых переводов в основном за счет теплопроводности в пласте. Вследствие того,
что процесс образования газогидрата сопровождается выделением тепла, градиент
температуры на ближней границе фазовых переходов согласно рис. 3 терпит
разрыв.

На рис. 4 приведены зависимости координат фронтов образования газогид-
рата H2S (кривая 1) и вытеснения нефти жидким сероводородом (кривая 2) от
проницаемости пласта (a) и его начального давления (b). Из рис. 4 видно, что
скорость фронта образования газогидрата H2S практически не зависит от на-
чального давления пласта и его проницаемости. Это обусловлено тем, что ско-
рость данного фронта лимитируется, прежде всего, отводом тепла, выделяюще-
гося при образовании газогидрата H2S. Также, согласно рис. 4, скорость фронта
вытеснения нефти сероводородом снижается с увеличением начального давле-
ния пласта и уменьшением его проницаемости. Это обусловлено тем, что ско-
рость фронта вытеснения нефти сероводородом лимитируется скоростью тече-
ния в пласте, которая согласно закону Дарси пропорциональна перепаду давле-
ния в пласте и его проницаемости.

р0, МПаk0
2, м

ξ( , )n d ξ( , )n da b

Рис. 4. Зависимость координат границ образования газогидрата H2S (кр. 1)
и вытеснения нефти сероводородом (кр. 2) от проницаемости пласта (a)
и начального давления (b)
Fig. 4. Coordinates of the boundaries of H2S gas hydrate formation (curve 1) and
displacement of oil by hydrogen sulfide (curve 2) as functions of (a) permeability
of the reservoir and (b) initial pressure



Математическая модель инжекции сероводорода в природный пласт 121

Также видно, что при достаточно больших значениях исходного давления пла-
ста и его проницаемости происходит слияние фронтов. В этом случае режим, при
котором гидратообразование происходит на фронтальной границе, а фронт вы-
теснения нефти сероводородом опережает данную границу, переходит в режим,
при котором образование газогидрата сероводорода происходит на фронтальной
границе, совпадающей с границей вытеснения нефти жидким сероводородом.

Рассматриваемый в данной работе режим реализуется в том случае, когда ско-
рость фронта вытеснения нефти сероводородом (лимитируемая скоростью тече-
ния в пласте) превышает скорость фронта гидратообразования. Поэтому сущест-
вует некоторое критическое значение давления инжекции сероводорода, ниже ко-
торого происходит слияние границ. На рис. 5 приведены зависимости величины
данного давления от проницаемости при разных значениях исходного давления
пласта p0 = 7.9 МПа (кривая 1) и p0 = 8 МПа (кривая 2).

k0
2, м

р*, МПа

Рис. 5. Зависимость предельного давления от проницаемости пласта
при p0 = 7.9 МПа (кривая 1) и p0 = 8 МПа (кривая 2)

Fig. 5. Limiting pressure as a function of permeability of the reservoir
at p0 = (1) 7.9 and (2) 8 MPa

Согласно рис. 5, с увеличением проницаемости пласта и уменьшением его на-
чального давления критическое значение давления снижается. Это обусловлено
тем, что с увеличением проницаемости и уменьшением начального давления пла-
ста увеличивается интенсивность массопереноса в пласте и соответственно воз-
растает скорость фронта вытеснения нефти сероводородом. Поэтому в этом слу-
чае данный фронт опережает границу образования газогидрата H2S даже при ма-
лых значениях давления инжекции сероводорода.

Заключение

Предложена математическая модель закачки жидкого сероводорода в пласт,
насыщенный нефтью и водой, сопровождающейся образованием газогидрата се-
роводорода. Рассмотрен случай, когда фронт вытеснения нефти сероводородом
опережает фронт образования газогидрата H2S. Результаты расчетов показали, что
скорость фронта вытеснения нефти сероводородом снижается с увеличением
начального давления пласта и уменьшением его проницаемости. Поэтому при
достаточно больших значениях исходного давления пласта и его проницаемости
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может происходить слияние фронтов образования газогидрата H2S и вытеснения
нефти сероводородом. Получена зависимость критического значения давления
инжекции сероводорода, ниже которого происходит слияние фронтов, от про-
ницаемости пласта. Установлено, что с увеличением проницаемости пласта и
уменьшением его начального давления критическое значение давления снижа-
ется.
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Based on the equations of mechanics of multiphase media, a mathematical model of liquid
hydrogen sulfide injection into a porous formation saturated with oil and water is developed. To
describe the processes of heat and mass transfer in the porous medium, the combined equations
including mass and energy conservation laws, Darci's law, and the equation of state are used.
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Self-similar solutions to the problem, in which three characteristic areas are formed in the
reservoir, are obtained. In the first area (the nearest region), the porous are saturated with liquid
hydrogen sulfide and its hydrate; in the second area (intermediate region), there is water and
liquid hydrogen sulfide; and in the third area (distant region), the porous are saturated with oil and
water.

Self-similar coordinates of the interphase borders are studied as functions of permeability of
the reservoir and its initial pressure. It is established that increase in the initial pressure of the
reservoir and decrease in its permeability cause a decrease in the velocity of oil displacement by
hydrogen sulfide. It is shown that in conditions of low permeability of the reservoir and high
initial pressure, the merge of interphase boundaries could happen. The dependences of critical
values of injection pressure, corresponding to a merge of interphase boundaries, on the
permeability of the reservoir and its initial pressure are found.
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