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О СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ СУБГРАДИЕНТНОГО МЕТОДА
С ИЗМЕНЕНИЕМ МЕТРИКИ И ЕГО ПРИЛОЖЕНИЯ
В СХЕМАХ НЕЙРОСЕТЕВЫХ ПРИБЛИЖЕНИЙ

Исследуется релаксационный субградиентный метод с двухранговой кор-
рекцией матриц метрики. Доказано, что на сильновыпуклых функциях, в
случае существования линейного преобразования координат, уменьшающе-
го степень обусловленности задачи, метод имеет линейную скорость сходи-
мости, соответствующую этой степени обусловленности. Экспериментально
установлено, что скорости сходимости квазиньютоновского и изучаемого
методов на гладких функциях практически эквивалентны. Вычислительные
возможности метода используются для построения эффективных алгорит-
мов обучения нейронных сетей.
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В задачах обучения по прецедентам (см., например, [1]) при небольших по
размеру обучающих выборках и неизвестном виде математической модели возни-
кает необходимость поиска соответствующего описания в виде искусственной
нейронной сети (ИНС) [1−4]. При этом структура модели должна быть достаточ-
ной сложной для качественного описания данных и достаточно простой для обес-
печения хороших обобщающих свойств [1]. Подобные проблемы возникают в
различных практических приложениях аппарата ИНС [5−7]. Для устранения из-
быточного описания нейросети используют различные способы регуляризации [1,
8−12]. В задачах обучения ИНС при небольших обучающих выборках [1−4, 6, 7,
13] используют, как правило, сети с небольшим числом слоев, а в качестве мето-
дов обучения применяют методы сопряженных градиентов (МСГ) [13], квазинью-
тоновские (КНМ) [14, 15] и Левенберга – Марквардта (ЛМ) [16]. Учитывая не-
применимость этих методов для решения негладких задач, слабую устойчивость
методов ЛМ [13] и МСГ в условиях плохой обусловленности и росте размерности
задачи представляется актуальным исследование методов обучения ИНС, имею-
щих высокую скорость сходимости как на гладких, так и негладких овражных
функциях, в том числе и невыпуклых.

К числу методов, обладающих возможностями минимизации негладких и, в
том числе, невыпуклых функций, относятся релаксационные субградиентные ме-
тоды (РСМ). Свойствами скорости сходимости, близкими свойствам метода со-
пряженных градиентов, обладают РСМ, предложенные в работах [17−22]. Суще-
ственного повышения эффективности РСМ удалось достичь в результате созда-
ния методов негладкой оптимизации с изменением метрики пространства [17, 23,
24]. В данной работе теоретически и экспериментально рассмотрен релаксацион-
ный субградиентный метод с двухранговой коррекцией матриц метрики (СМДМ)
[23], который при исключении операции сжатия пространства эквивалентен r-
алгоритму Н.З. Шора [17]. В статье установлено, что на сильновыпуклых функци-
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ях с липшицевым градиентом [14] метод сходится линейно. В силу инвариантных
свойств алгоритма, полученная оценка справедлива и в системе координат с наи-
лучшими для оценки скорости сходимости пропорциями констант сильной вы-
пуклости и Липшица. Проведенный вычислительный эксперимент подтверждает
близость свойств методов СМДМ и КНМ на квадратичных функциях и эффектив-
ность метода при минимизации негладких функций с высокой степенью вытяну-
тости поверхностей уровня.

Использование ИНС при небольших по размеру обучающих выборках натал-
кивается на проблемы выбора хорошего начального приближения и быстро на-
ступающего переобучения в случае излишнего числа нейронов. Предложен новый
эффективный способ выбора начального приближения ИНС. Использование регу-
ляризации позволило исключить эффекты переобучения и эффективно удалять
малозначимые нейроны и связи внутри нейронов. Возможности эффективного
решения подобных задач обеспечены методом СМДМ. В статье приведены при-
меры решения задач обучения ИНС.

2. О скорости сходимости субградиентного метода с изменением метрики

Рассматривается задача минимизации дифференцируемой функции ( )f x ,
nx R∈ , где nR  – конечномерное евклидово пространство. Обозначим ( , )x y  –

скалярное произведение векторов, ( , )x x x=  – норму вектора. Для произволь-
ной симметричной строго положительно определенной матрицы H  размера n n×
будем использовать обозначение 0H > .

Условие А. Будем предполагать, что функция ( ), nf x x R∈ , дифференцируема
и сильновыпукла с константой 0l >  [14]:

 2( (1 ) ) ( ) (1 ) ( ) (1 ) / 2, 0 1f x y f x f y l x yλ + − λ ≤ λ + − λ − λ − λ − ≤ λ ≤  ,  (1)
а ее градиент удовлетворяет условию Липшица с константой 0L >

 || ( ) ( ) || || ||f x f y L x y∇ − ∇ ≤ − .  (2)
Последовательные приближения алгоритма СМДМ [23] на некоторой k-й ите-

рации при точном одномерном спуске строятся по формулам

1k k k kx x s+ = − γ , s H gk k k= ; (3)

0
arg min ( )k k kf x s

γ>
γ = − γ .  (4)

Здесь 0x − заданная начальная точка, 0 0H > – заданная начальная матрица, а мат-
рицы 0kH >  вычисляются по формулам

1 2 2
1 1(1 ) (1 )

( , ) ( , )

T T T T
k k k k k k k k

k k
k k k k k k

H y y H H p p H
H H

y H y p H p+ = − − − −
α β

; (5)

 1 ,k k ky g g+= − 1 ,k k k kp g t y+= + 1( , )
( , )

k k k
k

k k k

y H g
t

y H y
+= −  ,

1, (0,1], 1α > β ∈ α ⋅β > , (6)

где коэффициент kt  вычисляется из условия ортогональности ( , ) 0k k ky H p = .
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Здесь и далее g , ( )g x  – некоторый субградиент из субградиентного множества
( )f x∂  функции ( )f x , ( )k kg g x= .
Итерационный процесс (3) – (6) является частным случаем алгоритма миними-

зации из [23]. В [23] для преобразования (5) необходимо из множества 1( )kf x +∂
выбирать субградиент 1( )kg x + , удовлетворяющий условию

1 1( , ( )) ( ( ), ( )) 0k k k k ks g x H g x g x+ += ≤ .

В силу точного одномерного спуска (4) для дифференцируемой функции это ус-
ловие выполняется 1( , ( )) 0k ks g x + = . В качестве нового агрегированного субгради-
ента для формирования направления спуска в работе [23] предложено выбирать
вектор на отрезке двух векторов 1,k kp g + . В этой работе, как следует из (3), для
формирования направления спуска используется только вектор 1kg +  этого отрез-
ка, что определяет алгоритм (3) – (6) как частный случай метода минимизации из
[23].

Обозначим через *x  точку минимума функции * *( ), ( ), ( ),k kf x f f x f f x= =
*

k kf fμ = − , 1
k kA H −= . Для матрицы 1kH + , полученной в результате (5) при па-

раметрах ,α β , удовлетворяющих (6), при условии 0kH >  в [23] показано, что
матрица 1 0kH + >  и для нее выполняются равенства

2 2
1 ( 1) ( 1)

( , ) ( , )

T T
k k k k

k k
k k k k k k

y y p p
A A

y H y p H p+ = + α − + β − ; (7)

2 2
1

( , ) ( , )
( ) ( ) ( 1) ( 1)

( , ) ( , )
k k k k

k k
k k k k k k

y y p p
Sp A Sp A

y H y p H p+ = + α − + β − ; (8)

1 2 2
det( )

det( ) .k
k

H
H + =

α β   

2 2
1det( ) det .k kA A+ = α β (9)

В следующей теореме показано, что наличие движения в результате итераций
метода (3) – (5) приводит к уменьшению функции.

Теорема 1. Пусть функция ( )f x удовлетворяет условию А. Тогда для последо-
вательности{ }, 0, 1, 2,...,kf k = заданной процессом (3), (4), имеет место оценка:

22

1 0 2 2
0

exp .
k

i
k

i i

yl
L g

+
=

⎡ ⎤
μ ≤ μ −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ (10)

Доказательство. Для сильновыпуклой функции выполняются неравенства
[14]

 2 2/ 2 ( ) ( ) / 2l x x f x f g x l∗ ∗− ≤ − ≤  .  (11)

Согласно определению kμ , с учетом правого из неравенств в (11), получим

( )1 1 1
2

1

( ) 1 ( ) /

(1 2 ( ) / ( ) ).
k k k k k k k k

k k k

f f f f

l f f g x
+ + +

+

μ = μ − − = μ − − μ ≤

≤ μ − − (12)
Левое из неравенств в (11) справедливо и для одномерной функции
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( ) ( / )k k kt f x tr rϕ = − . Отсюда, с учетом точного одномерного поиска (4) и усло-
вия Липшица (2), следует оценка

2 2 2
1 1 / 2 / 2 .k k k k kf f l x x l y L+ +− ≥ − ≥

Преобразуем (12), используя последнее соотношение и неравенство
exp( ) 1c c− ≥ − при 0c ≥ :

2 22 2

1 2 22 2
1 exp .k k

k k k
k k

l y l y
L g L g

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
μ ≤ μ − ≤ μ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
Рекуррентное использование последнего неравенства приводит к оценке (10).
Теорема доказана.

В следующей теореме обосновывается линейная скорость сходимости метода
СМДМ.

Теорема 2. Пусть функция ( )f x  удовлетворяет условию A . Тогда для после-
довательности { }, 0,1,2,...,kf k =  заданной процессом (3) – (6), с ограниченной на-
чальной матрицей 0H

0 0 0( , ) /( , ) ,m H z z z z M≤ ≤ (13)
имеет место оценка

2
0 0

1 0 2 2 2
ln( / )2( 1) ln( )exp

( 1) ( 1)k
m Ml k

L n+
⎧ ⎫⎡ ⎤+ αβ

μ ≤ μ − +⎨ ⎬⎢ ⎥
α − α −⎣ ⎦⎩ ⎭

.  (14)

Доказательство. Исходя из (8), учитывая неравенство 2 1 0β − ≤ , получим
оценку следа матриц kA :

2

1
( 1)( , )

Sp( ) Sp( ) 1 .
Sp( )( , )

k k
k k

k k k k

y y
A A

A H y y+
⎡ ⎤α −

≤ +⎢ ⎥
⎣ ⎦

(15)

В силу точного одномерного спуска (4) выполняется условие

1 1( , ( )) ( ( ), ( )) 0,k k k k ks g x H g x g x+ += =

что вместе с положительной определенностью матриц kH  доказывает неравен-
ство

1 1

1

( , ) ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))
2( ( ) , ( )) ( ( ), ( )).

k k k k k k k k k

k k k k k k k

H y y H g x g x H g x g x
H g x g x H g x g x

+ +

+

= + −
− ≥

Отсюда, с учетом неравенства Sp( ) ,k kA M≥  где kM − максимальное собственное
значение матрицы kA , получим

Sp( )( , ) Sp( )( ( ), ( ))
Sp( )

( ( ) , ( )) ( ( ), ( )).

k k k k k k k k

k
k k k k k

k

A H y y A H g x g x
A

g x g x g x g x
M

≥ ≥

≥ ≥

Неравенство (15) на основании последней оценки преобразуется к виду
2

2
1 2Sp( ) Sp( ) 1 ( 1) .

( )
k

k k
k

y
A A

g x
+

⎡ ⎤
≤ + α −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
(16)
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На основе соотношения между среднеарифметическим и среднегеометриче-
ским собственных значений матрицы 0A >  имеем 1/Sp( ) / [det( )] .nA n A≥  Отсюда
и из (16) получим

2
2 1/ 2 2 1 1/0 1

1 02
0

Sp( ) Sp( )
1 ( 1) (det( )) [( ) det( )] .

( )

k
n k ni k

k
i i

A y A
A A

n ng x
++

+
=

⎡ ⎤
+ α − ≥ ≥ = α β⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∏

Последнее неравенство на основе соотношения 1 exp( )p p+ ≤  преобразуем к виду
2

2 2 2 ( 1) / 1/0
02

0

Sp( )
exp ( 1) ( ) (det( )) .

( )

k
k n ni

i i

A y
A

n g x
+

=

⎡ ⎤
α − ≥ α β⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ (17)

В силу условия (13)

0 0Sp( ) / 1/ ,A n m≤  1/
0 0(det( )) 1/ .nA M≥

Логарифмируя (17), с учетом последних неравенств, найдем
2

0 0
2 2 2

0

ln( / )2( 1) ln( ) ,
( 1) ( 1)( )

k
i

i i

y m Mk
ng x=

+ αβ
≥ +

α − α −
∑

что вместе с (10) доказывает (14). Теорема доказана.
Полученные оценки скорости сходимости не объясняют факт высокой скоро-

сти сходимости метода СМДМ, например, на квадратичных функциях. Для обос-
нования наличия ускоряющих свойств у метода нам необходимо показать его ин-
вариантность относительно линейного преобразования координат, а затем исполь-
зовать оценку (14) в системе координат, в которой отношение /l L  максимально.
Подобная возможность существует, например, в случае квадратичных функций,
где это отношение будет равно 1.

Пусть задано линейное преобразование координат x Px= , , nx x R∈ , где x  –
переменные новой системы координат, Р − невырожденная матрица размера n×n.
Образуем функцию 1( ) ( ) ( )f x f P x f x−= = . Здесь и далее черта сверху − признак
принадлежности одноименной переменной новой системе координат. Обозначим

1( ) .T TP P− −=  Установим соответствие между характеристиками процесса (3) –

(5), применяемого для минимизации функций ( )f x  и f(x).
Лемма 1. Пусть начальные условия процесса (3) – (5), применяемого для ми-

нимизации функций ( )f x  и ( )f x , связаны равенствами

0 0x Px= , 0 0
TH PH P= .  (18)

Тогда характеристики этих процессов связаны соотношениями
( ) ( )k kf x f x= , k kx Px= , ( ) ( )T

k kg x P g x−=  , T
k kH PH P=  ( k = 0,1,2,…). (19)

Доказательство. Для производных функций ( )f x  и ( )f x  справедлива взаи-

мосвязь ( ) ( )Tg x P g x−= . Отсюда и предположения (18) следует (19) при k = 0.
Предположим, что равенства (19) выполнены при всех k = 0,1,…,i. Покажем их
выполнимость при k=i+1. Из (3) при k = i после умножения на Р слева с учетом
доказанных равенств (19) получим

1 ( ) ( ).T T
i i i i i i i i iPx Px PH P P g x x H g x−
+ = − γ = − γ  (20)
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Отсюда, согласно определению функции f , на этапе одномерной минимизации
(4) выполняется равенство .i iγ = γ  Поэтому правая часть (20) − реализация шага
(3) в новой системе координат. Следовательно:

1 1 1 1 1, ( ) ( ) ( ) ( )T T
i i i i i i i iPx x g x P g x и y g x g x P y− −
+ + + + += = = − = .  (21)

Помножая (5) слева на Р, а справа на ,TP  с учетом (21) получим
1

1 2 1

1

2 1

2 2

1(1 )
( , )

1(1 )
( , )

1 1(1 ) (1 ) ,
( , ) ( , )

T T T T T
T T i i i i

i i T T
i i i

T T T T T
i i i i

T T
i k i

T T T T
i i i i i i i i

i
i i i i i i

PH P P y y P PH P
PH P PH P

y P PH P P y

PH P P p p P PH P
p P PH P P p

H y y H H p p H
H

H y y H p p

− −

+ − −

− −

− −

= − − −
α

− − =
β

= − − − −
α β

где правая часть есть реализация формулы (5) в новой системе координат. Поэто-
му 1 1

T
i iPH P H+ += . Следовательно, равенства (19) будут справедливы и при

k = i + 1. Продолжая процесс индукции, получим доказательство леммы.
Обозначим через ,P Pl L  соответственно константы сильной выпуклости и

Липшица для функции ( ).f x  Введем функцию ( ) /P PK P l L= . Обозначим V мат-
рицу преобразования координат такую, что K(V) ≥ K(P) для произвольных невы-
рожденных матриц Р.

Теорема 3. Пусть функция ( )f x  удовлетворяет условию A . Тoгдa для после-
довательности { }, 0,1,2,...,kf k =  заданной процессом (3) – (6), с ограниченной на-
чальной матрицей 0H  (13) имеет место оценка

2

1 0 2 2 2
2( 1) ln( ) ln( / )exp

( 1) ( 1)
V

k
V

l k m M
L n+

⎧ ⎫⎡ ⎤+ αβ⎪ ⎪μ ≤ μ − +⎨ ⎬⎢ ⎥
α − α −⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

,  (22)

где m и M – соответственно минимальное и максимальное собственные значения
матрицы 0 0

TH VH V= .
Доказательство. Согласно результатам леммы 1, мы можем выбрать произ-

вольную систему координат для оценки скорости сходимости процесса миними-
зации (3) – (5). Поэтому используем оценку (14) в системе координат с матрицей
Р = V , получим оценку (22).

Для метода скорейшего спуска (схема (3), (4) при kH I= ) на функциях, удов-
летворяющих условию А, порядок скорости сходимости определяется выражени-
ем ( )0 exp /k kl Lμ ≤ μ −  [14, 25]. При условии 2 2/ /V Vl L l L>>  оценка (22) оказыва-
ется предпочтительнее. Такая ситуация возникает, например, при минимизации
квадратичных функций, матрицы вторых производных которых имеют большой
разброс собственных значений. Второе слагаемое оценки (22) характеризует этап
настройки матрицы СМДМ-алгоритма. При больших значениях α настройка мат-
рицы протекает интенсивнее. Таким образом, при конечных значениях параметра
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растяжения пространства алгоритм СМДМ на сильно выпуклых функциях, без
предположения существования вторых производных, обладает ускоряющими
свойствами сравнительно с методом скорейшего спуска.

3. Результаты вычислительного эксперимента

1. Исследование скорости сходимости алгоритма СМДМ. Предварительный
вычислительный эксперимент имеет целью сравнить скорости сходимости ква-
зиньютоновского метода Бройдена – Флетчера – Гольдфарба – Шанно (BFGS)
[15] и СМДМ и на квадратичных функциях с высокой степенью обусловленности
( 1010μ = ). Вторая часть эксперимента состоит в соотнесении скорости сходимо-
сти СМДМ на квадратичных и негладких функциях с равной степенью вытянуто-
сти функции:

2 5 2
1 0,

1
( ) (1 ( 1)(10 1) /( 1)) , 1, 0, 0,1, 2, ,

n

i i i
i

f x x i n x x i n∗

=
= ⋅ + − − − = = =∑ … ,

5
2 0,

1
( ) | | (1 ( 1)(10 1) /( 1)), 1, 0, 0,1, 2, ,

n

i i i
i

f x x i n x x i n∗

=
= ⋅ + − − − = = =∑ … .

Обозначим it – число итераций метода, а nfg –количество вычислений функ-
ции и градиента, требуемые для достижения заданной точности kf f ∗− ≤ ε . Ре-
зультаты для методов приведены в табл. 1.

Т а б л и ц а  1

Результаты сходимости методов на сложных функциях

Функция f1 ( ε =10−10) f2 ( ε =10−5) f3 = f1 + f2( ε =10−5)
Методы BFGS (it/nfg) СМДМ (it/nfg) СМДМ (it/nfg) СМДМ (it/nfg)
n = 500 543/ 993 755 / 1267 2747 / 4883 2596 / 4600
n = 1000 1049/ 1974 1330 / 2144 5451 / 9159 5178 / 8305
n = 5000 5100 / 9873 5411 / 8321 20073 / 29607 18328 / 26514

Метод BFGS является конечным на квадратичных функциях с числом итера-
ций, равным размерности задачи. Стратегии методов BFGS и СМДМ различные.
В квазиньютоновских методах важна точность одномерного поиска, а в релакса-
ционных субградиентных алгоритмах наоборот, чем больше окрестность поиска,
тем эффективнее выбор направления для последующего выхода из этой окрестно-
сти. Результаты табл. 1 свидетельствуют о практической идентичности методов
на квадратичных функциях с высокой степенью обусловленности и высокой эф-
фективности СМДМ при минимизации сложных негладких функций f2 и f3.
В представленных ниже сценариях обучения ИНС требуется высокая точность
решения задач негладкой минимизации. Данный эксперимент дает определенные
гарантии возможности СМДМ решать подобные задачи.

2. Задача аппроксимации двухслойной ИНС сигмоидального типа. ИНС
представляют собой мощный инструмент аппроксимации и находят применение в
различных областях, в том числе и при решении уравнений математической фи-
зики [6, 7]. Требования к аппарату приближения – это надежность и качество при-
ближения. Ниже будут изложены способы решения подобных проблем, где важ-
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ную роль играет исследованный выше релаксационный субградиентный метод с
двухранговой коррекцией матриц метрики СМДМ.

Рассмотрим задачу аппроксимации

( )arg min , ,
w

w E w D∗ = α ,

 ( ) ( )2
, 1, , ( , ) ( )k

i ix y D iE w D y f x w R w
∈ =

α = − + α∑ ∑ ,  (23)

где 1{( , ) | , }, 1,..., }i i p
i iD x y x R y R i N= ∈ ∈ =  – данные наблюдения, ( )iR w - раз-

личные виды регуляризаторов; iα  – параметры регуляризации, ( , )f x w  – аппрок-

симирующая функция; px R∈  – вектор данных; nw R∈  – вектор настраиваемых
параметров, p и n – их размерности. В качестве регуляризаторов можно использо-
вать следующие:

( ) 2
12 n

iiR w w
=

= ∑ [8], ( ) 11 | |n
iiR w w

=
= ∑  [26],

( ) 6
1( ) ( 10 , 0.7)n

iiR w w γ −
=

γ = + ε ε = γ =∑  [9].

Использование R2 приводит к подавлению в большей мере больших компонент
вектора w, R1 – больших и малых, а Rγ  – преимущественно малых. Подобное
свойство Rγ  позволяет сводить к нулю слабые компоненты, несущественные для
описания данных. В задачах приближения ИНС в отсутствие помех мы будем ис-
пользовать регуляризатор Rγ .

В задаче аппроксимации сетью прямого распространения требуется по данным
D обучить двухслойную сигмоидальную нейронную сеть следующего вида (оце-
нить ее неизвестные параметры w):

(2) (2)
0 1( , ) ( )m

i iif x w w w s
=

= + ϕ∑ , ( ) /(1 | |)s s sϕ = + ,

(1) (1)
0 1 , 1, 2,...,p

i j iji js w x w i m
=

= + =∑ ,  (24)

где xj – компоненты вектора px R∈ , (2) (1)(( , 0,..., ), ( , 0,..., , 1,..., ))i ijw w i m w j p i m= = = =

– набор неизвестных параметров, которые необходимо оценить методом наи-
меньших квадратов (23), ( )sϕ  – функция активации нейрона, m – число нейронов.
Для решения задач (23) используем субградиентный метод СМДМ.

3. Оптимизационный алгоритм нахождения начального приближения
ИНС. Начальное приближение в задаче обучения ИНС играет решающую роль.
В литературе по нейронным сетям [2, 3] предлагается задавать начальные значе-
ния параметров нейронов w случайным образом. Рассмотрим процесс задания на-
чальных параметров сети, в котором каждому нейрону отводится зона активного
приближения данных и при этом зоны нейронов покрывают область данных.

Рабочие области нейронов ( )sϕ  в (24) имеют характер активной зависимости
только в некоторой окрестности значений s = 0, а при значительных отклонениях
значений s от нуля значения ( )sϕ  близки к своим асимптотам, принимающим
значения {−1, 1}. Важно иметь такие параметры нейронов w, которые обеспечи-
вают для векторов области данных px R∈  принадлежность рабочей области хотя
бы одного нейрона.



30 В.Н. Крутиков, Н.С. Самойленко

При произвольном задании начальных параметров в задаче минимизации (23)
зачастую оказывается, что рабочие области нейронов охватывают только часть
области аппроксимации либо выходят за ее пределы, образуя локальные миниму-
мы, выход из которых нельзя осуществить приемами локальных изменений теку-
щего приближения. Даже если предположить, что рабочие области нейронов рас-
положены правильно, нельзя гарантировать, что их положение сохранится при
дальнейшем решении задачи обучения. Расположение нейронов в точках с высо-
кой концентрацией данных также не обеспечивает сохранения этого положения,
поскольку при дальнейшем обучении нейроны могут покинуть изначально задан-
ные области. Поэтому требуется дополнительная привязка рабочих областей ней-
ронов посредством обучения нейросети при фиксированных центрах. В этом слу-
чае нейрон сможет покинуть свой регион только в случае, когда в этом регионе
будет обеспечена уже имеющаяся точность приближения данных.

В следующем алгоритме предлагается найти приближение ИНС, т.е. парамет-
ры нейронов при фиксированном положении рабочих областей нейронов с помо-
щью заданных центров , 1, 2,..., ,p

ic R i m∈ =  в области аппроксимации px R∈ ,
определяемой данными. В этом случае в (24) будут использоваться выражения

(1)
1( ) , 1, 2,...,p

i j ij ijjs x c w i m
=

= − =∑ ,

(2) (1)(( , 0,..., ), ( , 1,..., , 1,..., ))i ijw w i m w j p i m= = = = .  (25)

Центры ic  можно найти некоторым алгоритмом кластеризации данных

, 1,...,i px R i N∈ = , что полезно и с точки зрения расположения нейронов в облас-
тях с высокой плотностью данных. В этой работе использовался максиминный ал-
горитм [27], в котором в качестве первых двух центров выбираются две макси-
мально удаленные друг от друга точки данных. Каждый новый центр получается
выбором точки данных ix , расстояние от которой до ближайшего известного цен-
тра максимально.

Оптимизационный алгоритм нахождения начального приближения ИНС
(ОНП).

1. Задать данные D, число нейронов m<N. Выбрать регуляризатор и его пара-
метры в (23).

2. На данных D определить центры рабочих областей нейронов ,p
ic R∈

1, 2,...,i m= .
3. Выбрать начальное приближения параметров ИНС (24) в форме (25).
4. Для ИНС (24) в форме (25) найти неизвестные параметры посредством ре-

шения задачи (23).
5. Вернуться к исходному описанию сети в виде (24) посредством образования

параметров
(1) (1)
0 1 , 1, 2,...,p

ij iji jw c w i m
=

= − =∑ .  (26)

Пункт 4 алгоритма в определенной степени гарантирует, что область данных
будет покрыта рабочими областями нейронов. В своей выделенной области
каждый нейрон обеспечит некоторое качество приближения, которое при возвра-
те (26) к виду (24) сохраняется, а при дальнейшем обучении может только улуч-
шиться.
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4. Алгоритм обучения ИНС в задачах аппроксимации. При малой размер-
ности данных px R∈ , например, при решении уравнений математической физики
[6], можно обойтись без удаления переменных внутри нейронов, а сосредоточится
на выборе оптимального числа нейронов, удаляя избыточные. В следующем алго-
ритме задается избыточное число нейронов, а регуляризация проводится только
по параметрам (2) , 1,...,iw i m= , из (24) с использованием регуляризатора Rγ.

Алгоритм обучения ИНС в задачах аппроксимации при отсутствии помех
(А0).

1. Задать данные D, число нейронов m<N. Выбрать регуляризатор ( )R wγ  и
параметр α для алгоритма ОНП и для алгоритма обучения нейросети (23).

2. Найти начальное приближение ИНС W0, используя алгоритм ОНП.
3. Для k=1,2,…, m−1 выполнить действия:
3.1. ( )1arg min , ,k k

w
w E w D−

Ω= α . Вычислить величину среднеквадратичной

погрешности

( ) ( )2

,, ( , ) /k
k k x y DS S D f y f x w N

∈
= = −∑ .  (27)

3.2. Последовательно по одному удалить нейроны, обеспечивающие мини-
мальное после удаления значение показателя ( ),S D f , не превосходящее значе-
ние kS  более чем на заданное число процентов.

3.3. Если в пункте 3.2 не произошло удаления нейронов, то удалить один из
нейронов, приводящий к наименьшему росту показателя ( ),S D f .

4. В качестве окончательной модели аппроксимации выбрать ИНС ( , )kf x w  с
числом параметров n, не превосходящим N, имеющую наименьшее значение
показателя kS .

Первоначально алгоритм, подобный А0, по аналогии с методом построения
компактной линейной модели [9], не содержал пункта 2. Для получения качест-
венной модели приходилось многократно примененять алгоритм со случайным
выбором начального приближения ИНС. При этом не всегда удавалось достиг-
нуть необходимого качества. Сочетание первоначального равномерного покрытия
области данных рабочими областями избыточного числа нейронов с последую-
щим удалением избыточных нейронов средствами негладкой регуляризации по-
зволило получать качественные приближения за один просчет алгоритма А0.

Обладание техникой размещения рабочих зон сигмоидальных нейронов в
нужных областях данных и способом удаления избыточных нейронов позволяет
построить другие разновидности алгоритма А0, например, с последовательным
добавлением нейронов в областях данных с низким качеством приближения на
предыдущих этапах. При этом негладкая регуляризация позволит исключить из
модели малоинформативные нейроны.

5. Примеры решения задач аппроксимации. Обоснование эффективности
изложенных алгоритмов проведем на примерах функций, для которых известны
результаты аппроксимации ИНС [3]. Будем использовать следующую функцию
активации нейрона ( ) 1/(1 exp( ))s sϕ = + − . Зададим параметр регуляризации

910−α = . При решении задач алгоритмом А0 в качестве решения будем выбирать
ИНС с наименьшим значением показателя (27) при условии n < N.
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В [3,  с. 149) на данных при N = 625, сформированных в области
[ 3, 3] [ 3, 3]Ω = − × −  датчиком равномерных случайных чисел, аппроксимировалась

функция

( ) 2 2
3 1 2 1 1 2

3 5 2 2 2
1 1 2 1 2 1 2

, 3(1 ) exp( ( 1))
10( / 5 )exp( ) exp( ( 1) ) / 3

f x x x x x
x x x x x x x

= − − − + −

− − − − − − + − .
Максимальное уклонение построенной в [3] ИНС, основанной на радиальных ба-
зисных функциях (RBF), на проверочной выборке из 1000 данных составило
∆1000=0.06 [3]. Функция 3f  – типичный пример удобной для аппроксимации сетью
RBF функции. Тем не менее использование алгоритма А0 на меньшей по размеру
выборке (N = 600) позволяет получить сигмоидальную сеть с меньшим уклонени-
ем ∆1000=0.0171.

В той же работе [3, с. 162] в области [ 1, 1] [ 1, 1]Ω = − × −  аппроксимировалась

функция 2
4 1 2 1 2( , ) sin( )sin(2 ) / 2f x x x x= π π . На основе выборки с N = 500 получено

∆1000=0.15 [3]. Алгоритм А0 при меньшем количестве данных N = 150 позволяет
получить сигмоидальную ИНС, для которой максимальное уклонение почти на
порядок меньше ∆1000 = 0.018.

Отметим, что при аппроксимации функций f3 и f4 сигмоидальной нейронной
сетью без использования оптимизационного алгоритма нахождения начального
приближения не удавалось получить качество аппроксимации выше, чем в [3].

В работе [6] ИНС применялись для решения уравнений математической физи-
ки. Использовался метод доверительных областей [28], в котором накладываются
ограничения на область изменения параметров ИНС при обучении. В силу слож-
ности и низкой скорости сходимости используемого метода в [13] предпринята
попытка найти наиболее подходящий алгоритм для обучения сетей RBF. Среди
исследуемых алгоритмов в [13] присутствовали и эффективные методы обучения
глубоких нейронных сетей [29, 30]. На функции 2 2

5 1 2 1 2( , )f x x x x= +  в области
[ 3, 3] [ 3, 3]Ω = − × −  на равномерно распределенных в области данных при N = 100

лучшим оказался метод Левенберга – Марквардта. При этом достигнутая величи-
на среднеквадратичной погрешности на обучающей выборке составляет S100=10−6

[13]. Для сигмоидальной ИНС, полученной алгоритмом А0, имеем на обучающей
выборке S100 = 1.55·10−11, а на тестовой выборке – S1000 = 5.3·10−10, что на несколько
порядков превосходит имевший место результат.

Приведенные результаты сведены в табл. 2, где m – число нейронов аппрокси-
мирующей сети, m0 – первоначальное число нейронов. Остальные обозначения
введены ранее.

Т а б л и ц а  2

Результаты аппроксимации нейросетями

Известные результаты Полученные результатыФункция N m Результат N m0 m Результат

3f 625 36 ∆1000=0.06 600 70 64 ∆1000=0.0171

4f 500 41 ∆1000=0.15 150 70 48 ∆1000= 0.018

5f 100 16 S100=10−6 100 30 16 S100 = 1.55·10−11; S1000 = 5.3·10−10
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Таким образом, оптимизационный алгоритм отыскания начального приближе-
ния сети вместе с процедурой подавления избыточных нейронов позволяет полу-
чать ИНС высокого качества. Высокая точность решения задачи минимизации и
скорость сходимости метода СМДМ дают возможность эффективно реализовать
этапы алгоритма А0.

Заключение

Доказано, что на сильно выпуклых функциях с липшицевым градиентом ре-
лаксационный субградиентный метод с двухранговой коррекцией матриц метрики
сходится линейно, а преобразование метрики пространства в алгоритме обеспечи-
вает его ускоряющие свойства. Вычислительный эксперимент устанавливает бли-
зость свойств скорости сходимости изучаемого алгоритма и квазиньютоновских
методов на квадратичных функциях. Метод обладает высокой скоростью сходи-
мости и на негладких функциях.

Предложен комплекс алгоритмов построения ИНС в условиях небольших по
размеру обучающих выборок. Сюда входит оптимизационный алгоритм нахожде-
ния начального приближения ИНС, который состоит в закреплении рабочих об-
ластей нейронов в области данных посредством построения первоначальной сети
с фиксированными центральными линиями сигмоидальных нейронов. В основной
схеме построения ИНС используется негладкая регуляризация, необходимая для
целей устранения эффектов переобучения и удаления малозначимых нейронов.
Приводимые примеры решения задач построения ИНС позволяют сделать заклю-
чение об эффективности предложенных в работе алгоритмов. Высокая скорость
сходимости на гладких и негладких функциях алгоритма минимизации СМДМ
дает возможность эффективно решать задачи минимизации в схемах построения
ИНС.

Авторы считают своим долгом выразить признательность анонимным рецен-
зентам, замечания и комментарии которых позволили существенным образом
улучшить изложение результатов.
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