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КОНФЛЮЭНТНЫЕ ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ
МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ И ИХ ПРИМЕНЕНИЕ К НАХОЖДЕНИЮ
ФУНДАМЕНТАЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ ОБОБЩЕННОГО УРАВНЕНИЯ

ГЕЛЬМГОЛЬЦА С СИНГУЛЯРНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Вводится в рассмотрение новый класс конфлюэнтных гипергеометрических
функций многих переменных, изучаются их свойства, строятся интеграль-
ные представления и определяется система уравнений с частными произ-
водными, которую удовлетворяет данная функция. Оказывается, все фунда-
ментальные решения обобщенного уравнения Гельмгольца с несколькими
сингулярными коэффициентами выписываются через нововведенную кон-
флюэнтную гипергеометрическую функцию. С помощью установленной
здесь формулы разложения для конфлюэнтной функции определен порядок
особенности фундаментальных решений рассматриваемого эллиптического
уравнения.

Ключевые слова: конфлюэнтная гипергеометрическая функция, функции
Лауричелли, фундаментальные решения, обобщенное уравнение Гельмгольца
с несколькими сингулярными коэффициентами, формула разложения.

Нет необходимости говорить о важности свойств гипергеометрических функ-
ций. Любой исследователь, имеющий дело с практическими применениями диф-
ференциальных или интегральных уравнений, с ними встречается. Решение самых
разных задач, относящихся к теплопроводности и динамике, электромагнитным
колебаниям и аэродинамике, квантовой механике и теории потенциалов, приводит
к изучению гипергеометрических функций.

 Разнообразие задач, приводящих к гипергеометрическим функциям, вызвало
быстрый рост их числа. Особенно большие успехи в теории гипергеометрической
функции одного переменного стимулировали развитие соответствующих теорий
для функций двух и многих переменных. Книги [1] и [2] посвящены систематиче-
скому изложению результатов по гипергеометрическим функциям двух и трех пе-
ременных соответственно. В литературе принято делить гипергеометрические
функции на два вида: полные и конфлюэнтные (определения см. [1]). Конфлю-
энтные гипергеометрические функции во всех отношениях значительно мало изу-
чены по сравнению с полными, особенно, когда размерность переменных превы-
шает две. Отметим лишь работы [3, 4], в которых были рассмотрены некоторые
конфлюэнтные гипергеометрические функции трех переменных. В настоящей ра-
боте мы определим некоторый класс конфлюэнтных гипергеометрических функ-
ций многих переменных.

 Рассмотрим обобщенное уравнение Гельмгольца с несколькими сингулярны-
ми коэффициентами
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в области ( ){ }1 2 1 2: , ,..., : 0, 0,..., 0 ,n n nR x x x x x x+ = > > >  где n  – размерность
Эвклидова пространства; 2,n ≥ αi  – действительные числа, причем

0 2α 1,i< < 1, ;i n=  λ  – действительное или чисто мнимое постоянное.
Как известно, фундаментальные решения играют важную роль при изучении

дифференциальных уравнений с частными производными. На них основываются
формулировка и решение многих локальных и нелокальных краевых задач. Ока-
зывается, все фундаментальные решения уравнения (1) выписываются через кон-
флюэнтную гипергеометрическую функцию ( )1n + переменных. Найдем эти ре-
шения уравнения (1), выпишем формулы разложения для них и с помощью этих
формул установим, что фундаментальные решения уравнения (1) имеют особен-
ность порядка 21/ nr − при 0r → .

Отметим, что фундаментальные решения уравнения (1) в двух- и трехмерных
случаях найдены и исследованы в работах [5−8], а также они применены к реше-
нию некоторых краевых задач для уравнения (1) в случае, когда 3n = и λ 0=
[9, 10].

Прежде чем перейти к изложению основных результатов приведем некоторые
известные факты из теории гипергеометрических функций.

Известная гипергеометрическая функция Гаусса ( ), ; ;F a b c x  определяется
формулой [1]
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Кроме того, в наших исследованиях будут участвовать некоторые гипергео-
метрические функции многих переменных:

 ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 2

2 1 2 1 2
1 2, 0

, , ; , ; , , 1;
! !

m nm n m m

m n m m

a b b
F a b b c c x y x y x y

m n c c

∞
+

=
= + <∑ (2)

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
1 1 2

2 1 1 2 1
1, 0

, , , ; ; , ,
! !

m nm n m n n

m n m

a b d d
H a b d d c x y x y

m n c

∞
−

=
= ∑ ( )1, 1/ 1 ;x y x< < +

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 1 1

1 1

1...( )
1 1 1 1

1 1,... 0

...
, ,..., ; ,..., ; ,..., ... ,

!... ! ...
n n n

n n

nm m m m m mn
n n n nA

n nm m m m

a b b
F a b b c c x x x x

m m c c

∞
+ +

=
= ∑

 1 2 ... 1;nx x x+ + + <  (3)

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
1 1 1

1 1

1 1( )
1 1 1 1

1,... 0 ...

... ...
,..., , ,..., ; ; ,..., ... ,

!... !
n n n

n n

n nm m m m m mn
n n n nB

nm m m m

a a b b
F a a b b c x x x x

m m c

∞

= + +

= ∑

( )1 2max , ,..., 1.nx x x <

Здесь 2F и 2H  – известные гипергеометрические функции двух переменных [1], а
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( )n
AF и ( )n

BF  – гипергеометрические функции Лауричелли n ∈  переменных [11]
(см. также [2]) Легко заметить, что функция 2F является функцией Лауричелли
двух переменных.

1. Обобщение функций Лауричелли и его конфлюэнтная форма

А. Эрдейи [12] (см. также [2]) предложил обобщить функций Лауричелли мно-
гих переменных в виде
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где p  и n  целые числа, причем 0 .n p≤ ≤
Очевидно, что
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Гипергеометрическая функция (4) в случае 1p n= +  принимает вид
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Здесь и далее для краткости принята запись: 1ξ : ξ ,...,ξn= .
Из гипергеометрического ряда (5) нетрудно определить следующую конфлю-

энтную гипергеометрическую функцию:
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При определении конфлюэнтной гипергеометрической функции ( ,1)n
AΗ  мы поль-

зовались равенством [2] ( )
ε 0
lim 1/ ε ε 1k

k→
⋅ =  (где k – натуральное число). Таким обра-

зом, конфлюэнтная гипергеометрическая функция многих переменных имеет вид
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Частные случаи конфлюэнтной гипергеометрической функции ( ,1)n
AΗ  были из-

вестны: в случае двух переменных [1]
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и в случае трех переменных [6]
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Конфлюэнтные гипергеометрические функции 3Η ,  2Α  и ( ,1)Η n
A  имеют сле-

дующие формулы для вычисления производных:
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и интегральные представления:
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Теперь, воспользовавшись формулой для вычисления производных (7), не-
трудно показать, что конфлюэнтная гипергеометрическая функция (6) удовлетво-
ряет систему уравнений
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Отметим, что частные случаи (т.е. 2n = и 3n = ) системы уравнений (8) встре-
чаются в работах [1, 5−8].

Выражение ( ) ( )1 nτ τ ν
n1ω ξ,η ξ ...ξ η ψ ξ,η ,= где ( )ψ ξ,η  – произвольная функция, а

1τ , …, τn  и ν  – постоянные, подлежащие определению, подставим в систему (8).
В результате элементарных вычислений получим алгебраическую систему урав-
нений для определения 1τ , …, τn  и ν , которая, в свою очередь, имеет следующие
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Следовательно, система уравнений (8) имеет 2n  линейно независимых реше-
ний:
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С учетом симметричности функции ( ,1)n
AΗ  относительно параметров 1,b …, ,nb

1,c …, nc  можно сгруппировать вышеприведенные линейно независимые решения
системы уравнений (8). В результате этого уменьшится количество решений сис-
темы (8), которые необходимы в дальнейших исследованиях. Таким образом, все
решения системы (8) выражаются формулой
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где kС  – произвольные постоянные. Произведение вида 
0

1i=
∏ считается равным

единице.

2. Формулы разложения

Формулы разложения позволяют представить гипергеометрическую функцию
многих переменных через бесконечную сумму произведений нескольких гипер-
геометрических функций с одной переменной, а это, в свою очередь, облегчает
процесс изучения свойств функций многих переменных. Впервые Дж.Берчнелл и
Т.Ченди [13,14] разложили многие гипергеометрические функции двух перемен-
ных в бесконечную сумму произведений двух гипергеометрических функций Га-
усса одной переменной. Например, функция ( )2 1 2 1 2, , ; , ; ,F a b b c c x y , определенная
формулой (2), разлагается в виде [13]

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2 1 2 1 2

1 2
1 1 2 2

1 20

, , ; , ; ,

, ; ; , ; ; .
!

i ii i i

i i

F a b b c c x y
a b b

x y F a i b i c i x F a i b i c i y
i c c

∞

=

=

= + + + + + +∑

В основе метода Берчнелла – Ченди, который ограничивался функциями двух
переменных, лежали следующие взаимно-обратные символические операторы
[13]:

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2

1 2

δ δ
,

δ δ
h h

h
h h

Γ Γ + +
∇ =

Γ + Γ +
 ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 2

1 2

δ δ
,

δ δ
h h

h
h h

Γ + Γ +
∆ =

Γ Γ + +
 (10)

где 1δ x
x

∂
=

∂
 и 2δ y

y
∂

=
∂

.
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С целью обобщить операторы ( )h∇  и ( )h∆ , определенные (10), А. Хасанов и
Х.М. Сривастава [15,16] ввели операторы

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2

1 2

1
; ,...,

1 2

1 2
; ,...,

1

Γ Γ δ ... δ
,

Γ δ Γ δ ... δ

Γ δ Γ δ ... δ
,

Γ Γ δ ... δ

n

m

n
x x x

n

n
x x x

n

h h
h

h h

h h
h

h h

+ + +
∇ =

+ + + +

+ + + +
∆ =

+ + +

 (11)

где ( )δ 1,..., ,i i
i

x i n
x
∂

= =
∂

с помощью которых им удалось найти формулы разло-

жения целого класса гипергеометрических функций многих переменных. Напри-
мер, гипергеометрическая функция Лауричелли n  переменных ( )n

AF , определен-
ная формулой (3), имеет разложение [15]

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

2 2 2 2 2

2 2 2

( )
1 1 1

1 2... ... ...
1 2

2 1 2,..., 0 ...

2 1 2 1 2 1
( 1)

2

, ,..., ; ,..., ;ξ ,...,ξ
...

ξ ξ ...ξ
!... ! ...

... , ... ; ... ;ξ
... ,

n n n n n

n n n

n
n n nA

nm m m m m m m m m m
n

n nm m m m m m

n n n
n

nA

F a b b c c
a b b b

m m c c c

F a m m b m m c m m
F a m m

∞
+ + + + + +

= + +

−

=

= ×

× + + + + + + + + + ×

× + + +

∑

( )
{ }

2 2 2 2 2,..., ; ,..., ;ξ ,...,ξ ,
\ 1 .

n n n n nb m b m c m c m
n

+ + + +
∈ (12)

Однако, из-за рекуррентности формулы (12) могут возникать дополнительные
трудности в приложениях этого разложения. Дальнейшее изучение свойств опе-
раторов (10) и (11) показало, что формулу (12) можно привести к более удобному
виду [17]

( )
,

(2 )

( , )( )
1 1

2,2 2,3 , ,0
(2 )

( )
, ,..., ; ,..., ;ξ

! ! ! !
i j
i j n

N n nn
n nA

i j n nm
i j n

a
F a b b c c

m m m m
≤ ≤ ≤

∞

=
≤ ≤ ≤

= ×
⋅⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅∑

( )( , ) ( , )

( , )1

( )
ξ ( , ), ( , ); ( , );ξ ,

( )

n
k M k n M k n

k k kk
k M k nk

b
F a N k n b M k n c M k n

c=

× + + +∏ n ∈ , (13)

где , 1,
1

( , ) ,
k n

i k k i
i s i k

M k n m m +
= = +

= +∑ ∑
1

,( , ) .
k n

i j
i s j i

N k n m
+

= =
= ∑∑

Теперь, следуя [13−16] и используя формулу (13), нетрудно установить фор-
мулу разложения для конфлюэнтной гипергеометрической функции ( ,1)n

AΗ , опре-
деленной формулой (6):

( )( ,1)
1 1; ,..., ; ,..., ;ξ,ηn

n nA a b b c cΗ =

( )
( )

( )1 0 1
0 0 ( , )

( 1) η( , ) Φ , ,..., ;ξ 1 ; η
1 !

k j jk
j

nk
k j I n k j

d k j C k i i F a j
a j

+∞

= =

−
= − + −

−∑ ∑ ∑  ,n ∈  (14)

где ( ) { 1, если 0 и 0,,
/ , если 1 и 0,

k jd k j
j k k j

= =
=

≥ >
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( ) ( ){ }1 1 1, ,..., : 0,..., 0, ... ,n n nI n k i i i i i i k= ≥ ≥ + + =

( )

( )
( )

( )

,
(2 )

( , )
1

2,2 2,3 , ,0
(2 )
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1 1 1 1

1

( )
Φ , ,..., ;ξ

! ! ! !

ξ
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!
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s
s

s

N n n
n

i j n nm
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in s si n
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s ss i

a
k i i

m m m m

b
F a k b i b i c i c i

c i

≤ ≤ ≤

∞

=
≤ ≤ ≤

=

= ×
⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

× + + + + +

∑

∏

Исследуем гипергеометрическую функцию ( )1, ,..., ;ξnk i iΦ . Для этого функ-

цию ( )( )
1 1 1 1; ,..., ; ,..., ;ξn

n n n nAF a k b i b i c i c i+ + + + + выпишем с помощью формулы
(13). Применив к каждой ( )( , ), ( , ); ( , );ξk k k k kF a k N k n b i M k n c i M k n+ + + + + +
известную формулу [1]

( ) ( ), ; ; 1 , ; ; ,
1

b xF a b c x x F c a b c
x

− ⎛ ⎞= − −⎜ ⎟−⎝ ⎠
получим

( )
( )

( )
( )

,
(2 )

1
( , )

( , )( , )

2,2 2,3 , ,0 1 ( , )
(2 )

, ,..., ;ξ
( ) ξ

1 ξ
! ! ! ! ! 1 ξ

ξ
( , ) ( , ), ( , ); ( , );

ξ 1

s
s s

i j s
i j n

n
i M s nn s i M s nN n n b s

s
i j n n s s sm s i M s n

i j n

s
s s s s s s

s

k i i
ba

m m m m c i

F c i a k M s n N s n b i M s n c i M s n

≤ ≤ ≤

+∞
+ −

= = +
≤ ≤ ≤

Φ =

⎛ ⎞
= − ×⎜ ⎟⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −⎝ ⎠

⎛ ⎞
× + − − + − + + + +⎜ ⎟−⎝ ⎠

∑ ∏

. (15)

Формула (15) будет полезна при исследовании фундаментальных решений урав-
нения (1).

3. Фундаментальные решения

Решение уравнения (1) в области nR+  будем искать в виде

0( , ) ( )ω(ξ,η),u x x P r= (16)

где 1,..., ;nx x x=  0 01 0,..., ;nx x x= ( ) α2( )P r r
−

= , 
1

α α 1 ;
2

n

i
i

n

=
= − +∑   

1ξ : ξ ,...,ξ ,n=  2 21η λ ;
4

r= −   2 2
0

1
( ) ,

n

i i
i

r x x
=

= −∑
 

2 2 2
0 0

1,
( ) ( ) ,

n

k k k i i
i i k

r x x x x
= ≠

= + + −∑
2 2

2ξ ,k
k

r r
r
−

=
 

1, .k n=

Вычислив необходимые производные функции 0( , )u x x  и подставив их в урав-
нение (1), получим

2 2 2 2

12 2
1 1 1 1

1
1

ω ω ω ω
ξ ξ ξ ηξ η

ω ω ω 0,
ξ η
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m n mk m
m k mm m k m mm

n

m n
mm

A A B C

D D E

+
= = = + =

+
=

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + +

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

∂ ∂
+ + + =

∂ ∂

∑ ∑ ∑ ∑

∑ (17)
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где  ( )0
2

4 ( ) ξ 1 ξ ,k
k k k

k

xP rA
xr
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2

0
2
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k k k
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xP rC P r
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0 0
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( ) 0 0
2

1

4 ( ) 2α αξ ξ α ,
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1 2
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=
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2

1

4α ( )λ α .
n

m
m

mm

xP rE P
xr =

= − + ∑
С учетом найденных выражений коэффициентов уравнения (17) получим сле-
дующую систему уравнений:

( ) ( )[ ]

( )

ξ ξ ξ ξ ξ η ξ
1,

ξ η
1,

ηη ξ η
1

ξ 1 ξ ω ξ ξ ω ξ ηω 2α α α 1 ξ ω

α ξ ω α ηω αα ω 0, 1, ,
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⎪⎪− + − = =⎨
⎪
⎪
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∑

∑

∑

 (18)

Теперь, воспользовавшись решениями (9) системы уравнений (8), нетрудно опре-
делить решения системы (18), и подставив эти решения в (16), получить фунда-
ментальные решения уравнения (1) в виде

( ) ( ) ( )1 2α ,12α 1 1
0 0

1 11

α ,1 α ,...,1 α ,α ,...,α ;, γ ξ,η ,2 2α ,..., 2 2α , 2α ,..., 2α ;
i

k
n k k k n

k k i i A
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+=

− −⎡ ⎤= ⋅ Η ⎢ ⎥− −⎣ ⎦
∏  (19)
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2α
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1 1

Γ 1 αΓ α Γ α
γ 2 ,
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jm k i

k m
ij i kj
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1 1α 1 α ... α α ... α ,
2k k k n
n k += + − − − − + + + 0, .k n=

4. Особенность фундаментальных решений уравнения (1).

Определим порядок особенности фундаментальных решений (19) при 0.r →
Возьмем решение

( ) ( ) ( )0 ,12α
0 0 0 0 1 1, γ α ,α ,...,α ;2α ,..., 2α ;ξ,η .n

n nAq x x r−= Η

Воспользовавшись формулами (14) и (15), получим

( ) ( )2 2 2 2 2
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1
, , ,..., ,

n
n

i n
i

q x x r r f r r r−

=

= ⋅∏
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где
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Теперь в ( )2 2 2
1, ,..., nf r r r , перейдя к пределу при 0r →  и несколько раз при-

менив к полученному выражению известную формулу

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
Γ Γ

, ; ;1 , 0, 1, 2,..., Re 0,
Γ Γ

c c a b
F a b c c c a b

c a c b
− −

= ≠ − − − − >
− −

имеем

( )
1α ... α 1

2 2
1 / 2

4 20, ,..., Γ , 2.
2π

n

n n
nf r r p

+ + − −⎛ ⎞= >⎜ ⎟
⎝ ⎠

Таким образом, фундаментальное решение ( )0 0,q x x  при 0r →  имеет осо-

бенность порядка 21/ .nr −  Аналогичным образом устанавливается, что фундамен-
тальные решения ( )0,kq x x  ( 1,k n= ) при 0r →  также имеют особенность поряд-

ка 21/ .nr −
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An investigation of applied problems related to heat conduction and dynamics,
electromagnetic oscillations and aerodynamics, quantum mechanics and potential theory leads to
the study of various hypergeometric functions. The great success of the theory of hypergeometric
functions of one variable has stimulated the development of the corresponding theory for
functions of two and more variables. In the theory of hypergeometric functions, an increase in the
number of variables will always be accompanied by a complication in the study of the function of
several variables. Therefore, the decomposition formulas that allow us to represent the
hypergeometric function of several variables in terms of an infinite sum of products of several
hypergeometric functions in one variable are very important, and this, in turn, facilitates the
process of studying the properties of multidimensional functions. Confluent hypergeometric
functions in all respects, including the decomposition formulas, have been little studied in
comparison with other types of hypergeometric functions, especially when the dimension of the
variables exceeds two. In this paper, we define a new class of confluent hypergeometric functions
of several variables, study their properties, give integral representations, and establish
decomposition formulas. An important application of confluent functions has been found. It turns
out that all fundamental solutions of the generalized Helmholtz equation with singular coefficients
are written out through one new introduced confluent hypergeometric function of several
variables. Using the decomposition formulas, the order of the singularity of the fundamental
solutions of the above elliptic equation is determined.
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