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ИССЛЕДОВАНИЕ УСТАНОВИВШЕГОСЯ ТЕЧЕНИЯ
ПСЕВДОПЛАСТИЧЕСКОЙ ЖИДКОСТИ, ОПИСЫВАЕМОЙ

МОДЕЛЬЮ СИСКО, В ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ТРУБЕ

Проведено исследование течения псевдопластической жидкости, описывае-
мой моделью Сиско, в цилиндрической трубе, определена зависимость рас-
хода жидкости от перепада давления, получены зависимости для радиально-
го распределения скорости и эффективной вязкости течения. Проведенные
исследования показали, что при значениях числа Сиско Si>500 неньютонов-
ские свойства течения можно не учитывать и, с точностью достаточной для
инженерных расчетов, рассматривать течение ньютоновской жидкости с
вязкостью μ∞.
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Развитие химических технологий делает актуальными задачи исследования за-
кономерностей течения неньютоновских сред [1]. Одним из определяющих пара-
метров при течении жидкостей, является вязкость, которая существенно влияет на
структуру течения. Неньютоновские среды, с которыми приходится иметь дело на
практике, являются многокомпонентными, многофазными и дисперсными. Вяз-
кость таких сред зависит от соотношения фаз, степени дисперсности, параметров
течения [2, 3] и описывается сложной функциональной зависимостью от градиен-
та скорости.

В связи с этим изучению особенностей течения неньютоновских сред со слож-
ным реологическим поведением уделяется значительное внимание [4]. Подроб-
ный обзор исследований, посвященных течениям реологически сложных сред,
приведен в монографиях [1 – 5].

Исследование закономерностей течения неньютоновских сред в каналах раз-
личной формы проведено авторами [6–14]. Для описания реологического поведе-
ния использовались модели Карро, Пауэлла-Эйринга, Уильямсона, Шведова –
Бингама, Балкли – Гершеля, Робертсона – Стиффа. Результаты исследований по-
казывают важность учета неньютоновских свойств жидкости для корректного
описания структуры течения и теплообмена потока.

Авторами [15] исследуется структура течения и формирование динамического
пограничного слоя при обтекании пластины потоком жидкости Сиско. Получен-
ные результаты сравниваются с известным решением Блазиуса для обтекания
пластины потоком ньютоновской жидкости.

Течение жидкости Сиско в цилиндрической трубе рассмотрено в [16]. С ис-
пользованием метода малых возмущений получено приближенное аналитическое
решение для определения профиля скорости.

Настоящая работа является продолжением исследований течений неньютонов-
ских сред [17–21]. Ее целью является исследование установившегося течения
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псевдопластической жидкости, описываемой моделью Сиско, в цилиндрическом
канале.

Математическая модель

При описании движения жидких сред, как правило, используют подход Эйлера
[22], в рамках которого рассматривают изменение скорости частиц, проходящих
через определенную точку пространства.

Деформационное течение определяется тензором скоростей деформаций [2],
компоненты которого в декартовой системе координат имеют вид

1
2

ji
ij

j i

vv
x x

∂⎛ ⎞∂
ε = +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
� . (1)

Напряженное состояние среды описывается тензором напряжений ijσ , кото-

рый можно разложить на девиатор ijτ  и шаровую часть p , называемую давлени-

ем [4]:

ij ij ijpσ = − δ + τ . (2)

Для построения моделей жидких сред нужно установить связь между девиато-
рами тензора скоростей деформации и тензора напряжений [3]. В тензорно-
линейных моделях такая связь задаётся соотношениями

2ij ijKτ = ε� . (3)

В классических моделях предполагается зависимость K только от второго ин-
варианта девиатора тензора скоростей деформации. В качестве вторых инвариан-
тов тензоров ε�  и σ  удобно ввести

2 D D
ij jiU = ε ε� � ,  / 2ij ijT = τ τ , (4)

где 1
3

D
ij ij kkε = ε − ε� � �  – компоненты девиатора тензора скоростей деформации.

Из соотношения (3) вытекает следующее соотношение между инвариантами:
Т KU= . (5)

Если связь (5) установлена, то, подставляя её в уравнения движения и присое-
диняя уравнение неразрывности, а также формулируя необходимые начальные и
граничные условия, получим замкнутую систему для определения поля течения.

К настоящему времени разработано большое количество реологических моде-
лей, описывающих поведение неньютоновских сред. К числу наиболее простых
относится модель Оствальда – де Вейля [23]. Обобщение этой модели на трех-
мерный случай приводит к реологическому уравнению

1
eff .nkU −μ = (6)

Постоянная k  называется показателем (индексом) консистенции жидкости:
чем меньше ее текучесть, тем больше k . Параметр n  характеризует степень
неньютоновского поведения материала: чем сильнее n  отличается от единицы (в
большую или меньшую сторону), тем отчетливее проявляется аномалия вязкости
и нелинейность кривой течения.
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Значениям 0 1n< <  отвечают псевдопластичные жидкости, эффективная вяз-
кость которых убывает с ростом скоростей сдвига. Ньютоновская жидкость ха-
рактеризуется параметром 1n = . Значениям 1n >  отвечают дилатантные жидко-
сти, у которых эффективная вязкость растет с увеличением скоростей сдвига.

К недостаткам модели Оствальда – де Вейля относится нереалистичное описа-
ние реологического поведения псевдопластических сред при больших скоростях
сдвига (U → ∞ ), а дилатантных – при малых ( 0U → ). В этих случаях согласно
(7) эффективная вязкость становится равной нулю. Отметим, что стремление
эффективной вязкости к бесконечности при 0U →  в псевдопластических средах
и U → ∞  в дилатантных объясняется их структурированием и формированием
квазитвердых зон.

Реологическая модель Сиско позволяет преодолеть отмеченный выше
недостаток модели Оствальда – де Вейля. Эта модель имеет вид [2]

1
eff * .nkU −μ = μ + (7)

Параметр модели *μ  в случае псевдопластических сред характеризует
эффективную вязкость при бесконечной скорости сдвига ( * ∞μ = μ ), в случае
дилатантных сред – при нулевой ( * 0μ = μ ).

Рассмотрим установившееся осесимметричное течение жидкости в прямой го-
ризонтальной трубе круглого сечения радиуса R . Координату x , отсчитываемую
вдоль оси трубы, направим вниз по потоку. Ограничимся исследованием стабили-
зированного течения вдали от входного течения, когда жидкость движется парал-
лельно оси трубы.

В этом случае уравнение движения жидкости примет вид [23]

eff
1 d du dpr
r dr dr dx

⎛ ⎞μ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (8)

Интегрирование уравнения (8) с учетом граничного условия

0r = : 0du
dr

= ;   r R= :  0u = . (9)

В случае установившегося течения течение псевдопластической жидкости
Сиско ( ( )xu u r= , 0ru = , 0uϕ = ) реологическое соотношение (7) принимает вид:

1

eff

nduk
dr

−

∞μ = μ + . (10)

С учетом соотношения (10) запишем уравнение движения в виде
11 nu u pr k

r r r r x

−

∞
⎡ ⎛ ⎞ ⎤∂ ∂ ∂ ∂

μ + =⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎝ ⎠ ⎦
. (11)

Интегрирование уравнения (11) при значении показателя нелинейности
0.5n =  позволяет определить радиальное распределение осевой скорости в

канале:
3 2 3 22 212 1 2 1 1 4 1 4

3
S N N

N S
N S S

u u ur r ru u u
R R u u R u

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟= − + − + + − +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. (12)
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В формуле (12) 
2

2S
ku R

∞

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟μ⎝ ⎠

 – масштаб скорости, характеризующий ненью-

тоновские свойства среды, 
2

N 8
R dpu

dx∞
=

μ
 – среднерасходная скорость ньютонов-

ской жидкости с вязкостью ∞μ , движущейся вследствие перепада давления dp
dx

.

Максимальная скорость жидкости достигается на оси потока:
3 22

max
12 2 1 1 4
3

S N
N S

N S

u u
u u u

u u
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= + + − +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
. (13)

Расход жидкости через поперечное сечение трубы вычисляется по формуле
3 22

2
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24 7 5
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∫

а среднерасходная скорость определяется как
3 22

2
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.

Вязкие свойства потока можно характеризовать двумя величинами: эффектив-
ной вязкостью effμ , определяющей локальные свойства течения и среднерасход-
ной вязкостью μ , определяющей интегральные свойства потока.

Для определения эффективной вязкости воспользуемся реологическим соот-
ношением (10) с учетом радиального распределения скорости (12). В результате
получим

0.5

eff 1 2 1 4 1 2N N

S S

u ur r
u R u R

−

∞

⎡ ⎤
⎢ ⎥μ = μ + + − −
⎢ ⎥⎣ ⎦

. (14)

Определим среднерасходную вязкость неньютоновской жидкости μ
как вязкость ньютоновской жидкости, движущейся со среднерасходной скоро-

стью u  в трубе радиусом R  под действием перепада давления dp
dx

. Введение

среднерасходной вязкости позволяет при проведении гидравлических расчетов
вместо неньютоновской среды рассматривать ньютоновскую жидкость с вязко-
стью μ .
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Для ньютоновской жидкости связь между перепадом давления и массовым
расходом определяется выражением [24]

4

8
R dpQ

dx
π

=
μ

. (15)

Таким образом, среднерасходная вязкость потока μ  будет равна:

Nu
u∞μ = μ . (16)

В технических расчетах принято связывать перепад давления со среднерас-
ходной скоростью течения с использованием коэффициента сопротивления ζ .
Для этого предполагается, что перепад давления должен быть пропорционален
динамическому напору

2

4
dp u
dx R

ρ
= ζ . (17)

Подставляя в равенство (17) значения dp
dx

 из формулы (15), получим выраже-

ния для коэффициента сопротивления
6432
ReuR

μ
ζ = =

ρ
. (18)

где Re ud= ρ μ  – число Рейнольдса, построенное по среднерасходной скорости
u , среднерасходной вязкости μ  и диаметру трубы 2d R= .

Равенство (18) выражает закон сопротивления Блазиуса для течения неньюто-
новской жидкости

Результаты математического моделирования

Перейдем к анализу полученных результатов. Диапазон изменения
параметров был выбран следующим: показатель нелинейности – 0.5n = ,
консистенция жидкости изменялась в пределах 0.1 1k = − Н⋅с0.5/м2, перепад
давления – 200 5000dp dx = − Па/м, вязкость при бесконечной скорости сдвига –

0.05 5∞μ = − Па·с. Радиус канала составлял 0.1R = м.
На рис. 1 показана зависимость относительной эффективной вязкости eff ∞μ μ

от безразмерной радиальной координаты r Rξ = . Это распределение является
типичным для псевдопластических сред. В периферийной и пристеночной частях
течения эффективная вязкость характеризуется низкими значениями. Однако в
окрестности оси течения, где градиент скорости имеет невысокие значения, на-
блюдается значительный рост значений эффективной вязкости. На оси течения

eff ∞μ μ → ∞ . Увеличение эффективной вязкости псевдопластических сред с
уменьшением скоростей сдвиговых деформаций в реологии объясняется процес-
сами структурирования [2]. При малых скоростях сдвига происходит стягивание
молекул полимера между собой, вследствие чего в потоке формируется область
структурированного течения, характеризуемая высокими значениями эффектив-
ной вязкости. С увеличением скорости сдвига структурированность среды нару-
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шается, молекулы ориентируются вдоль направления движения. В результате это-
го сопротивление среды ослабевает, что означает уменьшение эффективной вяз-
кости.

0 0.2 0.4 0.6 0.8
1.0

1.5

2.0

1
2

3 4

ξ

μ
μ

eff 

∞

Рис. 1. Радиальное распределение относительной эффективной вязкости:
1 – Si 25= , 2 – 100, 3 – 250, 4 – 25

 Fig. 1. Radial distribution of relative effective viscosity:
1 – Si 1000= , 2 – 250, 3 – 100, 4 – 25

Анализ формулы (14) показывает, что эффективная вязкость потока прямо
пропорциональна вязкости при бесконечной скорости сдвига ∞μ  и нелинейным

образом зависит от числа Сиско 2Si
2

N

S

u R dp
u dxk

∞μ
= = . Из рис. 1 видно, что с ростом

значений Si  происходит уменьшение значений eff ∞μ μ . Этот результат объясня-
ется преобладающей ролью ньютоновских свойств течения в потоках с высокими
значениями числа Si .

На рис. 2 показана зависимость относительного значения среднерасходной

вязкости ∞μ μ  от перепада давления dp
dx

. Как видно из рисунка, величина сред-

нерасходной вязкости монотонно убывает с ростом перепада давления, асимпто-
тически стремясь к ∞μ . С увеличением консистенции среды k  величина средне-
расходной вязкости увеличивается. Этот эффект наиболее выражен для низкоско-
ростных потоков, движущихся при малом перепаде давления. С уменьшение зна-
чений ∞μ  жидкость становится более подвижной. Это приводит к уменьшению
значений μ . Отметим, что при уменьшении ∞μ  при одном и том же Nu , отноше-
ние среднерасходной вязкости к вязкости при бесконечной скорости сдвига стре-
мится к единице: 1∞μ μ → .



Исследование установившегося течения псевдопластической жидкости 105

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
0

5

10

15

20

25

1

2

3

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
1,0

1,1

1,2

1,3

1,4

1

2

3

| / |dp dx , Па/м

μ
μ

 

∞

μ
μ

 

∞

| / |dp dx , Па/м

а

b

Рис. 2. Зависимость относительной величины среднерасходной вяз ∞μ μ

от перепада давления /dp dx : 1200ρ = кг/м3, а – 0.05∞μ = Па·с, b – 0.5;
1 – 0.1k = Па·с0.5 , 2 – 0.5, 3 – 1. Пунктирная прямая на рис. 2, а
соответствует значению 1∞μ μ =

Fig. 2. Dependence of the relative value of the mean-flow viscosity ∞μ μ  on

the pressure drop /dp dx : 1200ρ = кг/м3, а – 0.05∞μ = Pa·s, b – 0.5;
1 – 0.1k = Pa·s0.5 , 2 – 0.5, 3 – 1. The dashed line on Fig. 2a corresponds to the
value 1∞μ μ =
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Результаты, представленные на рис. 2, можно систематизировать, если рассмот-
реть зависимость ∞μ μ  от числа Сиско Si . Перепишем зависимость (16) в виде

( )

( )( ) ( )( )

3 21 2

1
7 2 5 2-4

2 11 Si Si 1 4Si
3 3

1 2 2Si 1 4Si 1 1 4Si 1
24 7 5

− −

∞
−

μ ⎡= + − + +⎢μ ⎣

⎛ ⎞⎤+ + − − + −⎜ ⎟⎥⎝ ⎠⎦
. (19)

Результаты вычисления относительного значения среднерасходной вязкости
от числа Сиско представлены на рис. 3. При Si 0.1=  величина среднерасходной
вязкости почти в 15 раз превышает ∞μ . Однако с ростом значений числа Сиско Si
различие в значениях μ  и ∞μ  уменьшается: при Si 500=  величина среднерасход-

ной вязкости всего лишь на 5 % превышает ∞μ , а при 4Si 10=  – менее чем на 1 %.
Этот факт объясняется тем, что в потоках с малыми значениями числа Si  преоб-
ладают нелинейные свойства, а при больших значениях числа Si  – ньютоновские
свойства. Таким образом, если при течении псевдопластической жидкости, опи-
сываемой моделью Сиско, параметр Si 500> , то неньютоновские свойства тече-
ния проявляются незначительно и с точностью? достаточной для инженерных
расчетов, можно рассматривать течение ньютоновской жидкости с вязкостью ∞μ .
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Рис. 3. Зависимость относительной величины
среднерасходной вязкости ∞μ μ  от числа Сиско

Fig. 3. Dependence of the relative value
of the mean-flow viscosity ∞μ μ  on Sisko number

На рис. 4 представлены радиальные распределения скорости, рассчитанные
для одного и того же значения перепада давления, но различных значений реоло-
гических параметров ∞μ , k .
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Рис. 4. Радиальное распределение скорости: / 500dp dx = Па/м, 1200ρ = кг/м3,

а – 0.5∞μ = Па·с, b – 5; 1 – 0k =  (ньютоновская жидкость),
2 – 0.1k = Па·с0.5 , 3 – 0.5, 4 – 1

Fig. 4. Radial distribution of velocity: / 500dp dx = Pa/m 1200ρ = кг/м3,

а – 0.5∞μ = Pa·с, b – 5; 1 – 0k =  (newtonian fluid),
2 – 0.1k = Pa·s0.5 , 3 – 0.5, 4 – 1
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С увеличением консистенции скорость потока уменьшается: среда становится
менее подвижной, нелинейная составляющая эффективной вязкости возрастает.
Это приводит к росту гидравлического сопротивления. В результате расход жид-
кости уменьшается. При этом значения скорости уменьшаются по всему сечению
трубы. Аналогичный эффект наблюдается и при увеличении значений ∞μ . Одна-
ко уменьшение скорости потока объясняется ростом гидравлического сопротив-
ления, вызванного увеличением линейной составляющей эффективной вязкости.

Заполненность профиля скорости характеризует параметр ( )max 2u uλ = ,
представляющий отношение скорости на оси течения к удвоенному значению
среднерасходной скорости. Для ньютоновской жидкости 1λ = . При течении
псевдопластической жидкости, описываемой моделью Сиско, λ  является функ-
цией числа Si . Результаты расчетов показывают, что 1λ < . Это свидетельствует
о большей заполненности профиля скорости: радиальное распределение скорости
становится более пологим. С ростом значений Si  ньютоновские свойства стано-
вятся доминирующими. В результате этого профиль скорости становится менее
заполненным, а значения 1λ →  (рис. 5).
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Рис. 5. Зависимость коэффициента заполненности профиля скорости от числа Сиско
Fig. 5. Dependence of the occupancy rate of the velocity profile on the Sisko number

На рис. 6 показано изменение коэффициента гидравлического сопротивления
ζ  с ростом перепада давления /dp dx  для различных значений параметра конси-
стенции k . Коэффициент гидравлического сопротивления псевдопластической
жидкости Сиско существенно превышает коэффициент сопротивления ньютонов-
ской жидкости с вязкостью ∞μ , движущейся под тем же перепадом давления. Ве-
личина ζ  тем больше, чем выше значения параметра консистенции. С увеличени-
ем значений /dp dx  гидравлическое сопротивление потока уменьшается. При
больших значениях перепада давления /dp dx  величина коэффициента гидрав-
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лического сопротивления ζ , рассчитанная для жидкости Сиско, приближается к
значениям, рассчитанным для ньютоновской жидкости с вязкостью μ .
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Рис. 6. Зависимость коэффициента гидравлического сопротивления от
перепада давления: 1200ρ = кг/м3, 0.05∞μ = Па·с, 1 – 0k =  (ньютонов-
ская жидкость) , 2 – 0.1k = Па·с0.5 , 3 – 0.5, 4 – 1
Fig. 5. Dependence of coefficient of hydraulic resistance from the pressure
drop: 1200ρ = kg/m3, 0.05∞μ = Па·с, 1 – 0k =  (Newtonian fluid), 2 –

0.1k = Па·с0.5 , 3 – 0.5, 4 – 1

Заключение

Проведенные исследования показали, что при значениях числа Сиско Si 500>
неньютоновские свойства течения можно не учитывать.

Для Si 500<  коэффициент гидравлического сопротивления псевдопластиче-
ской жидкости Сиско существенно превышает коэффициент сопротивления
ньютоновской жидкости с вязкостью ∞μ , движущейся под тем же перепадом дав-
ления.

В периферийной и пристеночной частях течения эффективная вязкость харак-
теризуется низкими значениями. Однако в окрестности оси течения, где градиент
скорости имеет невысокие значения, наблюдается значительный рост значений
эффективной вязкости. С увеличением скорости сдвига происходит уменьшение
эффективной вязкости.

С увеличением консистенции среды k  и вязкости при бесконечной скорости
сдвига ∞μ  величина среднерасходной вязкости увеличивается. Этот эффект наи-
более выражен для низкоскоростных потоков, движущихся при малом перепаде
давления.
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Matvienko O.V. (2018) INVESTIGATION OF THE STABILEZED FLOW OF PSEUDO-
PLASTIC LIQUID, DESCRIBED BY THE SISKO MODEL, IN THE CYLINDRICAL TUBE.
Vestnik Tomskogo gosudarstvennogo universiteta. Matematika i mekhanika [Tomsk State
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The pseudoplastic fluid flow described by the Sisko model was investigated, the dependence
of the fluid flow rate on the pressure drop and also radial distribution of the velocity and the
effective viscosity of the flow were determined. The effective viscosity of the flow is directly
proportional to the viscosity at an infinite shear rate and depends nonlinearly on the Sisko
number. In the peripheral and near-wall part of the flow, the effective viscosity is characterized by
low values. However, in the vicinity of the flow axis, where the velocity gradient has low values,
a significant increasing the effective viscosity is observed. As the shear rate increases, the
effective viscosity decreases. With an increase in the consistency of the fluid and the viscosity at
an infinite shear rate, the value of the average viscosity increases. This effect is most pronounced
for low-velocity flows moving at a small pressure drop. The investigations carried out have
shown that for values of the Sisko number less then 500 the non-Newtonian properties of the flow
appear insignificantly and with an accuracy sufficient for engineering calculations, one can
consider the flow of a Newtonian fluid. The coefficient of hydraulic resistance of a pseudo-plastic
Sisko fluid is significantly larger than the resistance coefficient of a Newtonian fluid with a
viscosity μ∞ moving under the same pressure drop.
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