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В.А. Кыров

О ВЛОЖЕНИИ ДВУМЕТРИЧЕСКИХ ФЕНОМЕНОЛОГИЧЕСКИ
СИММЕТРИЧНЫХ ГЕОМЕТРИЙ

Известна полная классификация двуметрических феноменологически сим-
метричных геометрий двух множеств ранга (n+1, 2), где n = 1, 2,… . Функ-
ции, задающие эти геометрии, локально изотопны почти n-транзитивным
действиям некоторых групп на двумерном многообразии. Доказывается, что
функция, задающая двуметрическую ФС ГДМ ранга (n+2, 2), содержит как
аргумент функцию, задающую некоторую двуметрическую ФС ГДМ ранга
(n+1, 2). Доказательство сводится к исследованию групп преобразований. В
конце доказывается, что все рассматриваемые здесь группы преобразований
являются почти n-транзитивными.

Ключевые слова: двуметрическая феноменологически симметричная гео-
метрия двух множеств, группа преобразований, вложение геометрий, поч-
ти n-транзитивная группа преобразований.

Г.Г. Михайличенко в 80-х годах прошлого века было дано определение дву-
метрической феноменологически симметричной геометрии двух множеств (ДФС
ГДМ) ранга (n+1, 2). Им же была построена полная классификация таких геомет-
рий и доказано, что они локально изотопны некоторым транзитивным группам Ли
преобразований двумерного многообразия [1]. Исследования ДФС ГДМ ранга
(n+1, 2), с групповой точки зрения проводились автором данной статьи [2] и Си-
моновым А.А. [3]. В работах [4−6] исследовался геометрический смысл некото-
рых ДФС ГДМ ранга (n+1, 2). Эти исследования в данной статье продолжаются.

Основные понятия и постановка задачи

ДФС ГДМ ранга (n+1, 2), где n∈` , задается на двумерном и 2n-мерном
дифференцируемых многообразиях M и N дифференцируемой функцией

2:f M N R× →  с открытой и плотной областью определения в M N× , сопостав-

ляющей паре точек два действительных числа [1]. Если x, y и 1 1, ,..., ,n nξ η ξ η  – ло-
кальные координаты в многообразиях M и N, то для двухкомпонентной функции

1 2( , )f f f= можно записать ее координатное представление
1 1( , , , ,..., , )n nf f x y= ξ η ξ η . (1)

Предполагается выполнение следующих естественных аксиом:
Аксиома 1. Координатное представление (1) функции f невырождено относи-

тельно двух координат x и y и относительно 2n координат 1 1, ,..., ,n nξ η ξ η .
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Невырожденность функции f в ее координатном представлении (1) выражается
необращением в нуль якобианов:

1 2( ( , ), ( , )) / ( , ) 0i if i f i x y∂ α α ∂ ≠

и 1 2 1 2 1 1
1 1( ( , ), ( , ),..., ( , ), ( , )) / ( , ,..., , ) 0n n

n nf i f i f i f i α α α α∂ α α α α ∂ ξ η ξ η ≠ ,

где ( , )i ix y  – координаты точки i, а 1 1( , ,..., , )n n
α α α αξ η ξ η – координаты точки α.

Основной аксиомой, определяющей ДФС ГДМ ранга (n+1, 2), является сле-
дующая:

Аксиома 2. Для плотного и открытого в 1 2nM N+ ×  множества кортежей
1 2 1 1 2, ,..., , ,ni i i + α α  длины n+3 все 4(n+1) значений функции f связаны уравне-

нием
1 2 1 2

1 1 1 1 1 2 1 2( ( , ), ( , ),..., ( , ), ( , )) 0,n nf i f i f i f i+ +Φ α α α α = (2)

где 1 2( , )Φ = Φ Φ – двухкомпонентная функция 4(n+1) переменных с rang 2Φ = .
В работе [1] проведена полная классификация ДФС ГДМ ранга (n+1, 2). С точ-

ностью до замены координат в многообразиях и преобразования ( )f fχ → имеем
следующие ДФС ГДМ:

для n = 1:
1 2, ;f x f y= + ξ = + η (3)

1 2( ) , ( ) ;f x y f x= + ξ = + ξ η (4)
для n = 2:

1 1 1 2 2 1 1 2, , 1,0,1;f x y f x y= ξ + ε η + ξ = η + ξ + η ε = − (5)

1 1 2 2 1 1, ( ) , 1f x f x y γ= ξ + ξ = η + ξ + ν γ ≠ ; (6)

1 1 2 2 1 2 2 1 2 1 2, ( ) ln ;f x f x y x= ξ + ξ = η + ξ + ξ ξ + η (7)

1 1 2 2 1 2, ;f x y f x y= ξ + ξ = η + η (8)
для n = 3:

 

( )( ) ( )

( )( ) ( )

1 1 2 3 1 1 2 3
1

3 2 3 2

1 1 2 3 1 1 2 3
2

3 2 3 2

( )
,

( ) ( )
( )

;
( ) ( )

x y x x y y
f

x y
x y y x y x

f
x y

⎫ξ + ε η + ξ + ξ − ε η + ξ + η + η
⎪=

+ ξ − ε + η ⎪
⎬

ξ + ε η + ξ + η − η + ξ + η + ξ ⎪
= ⎪

+ ξ − ε + η ⎭

(9)

 
1 2 1 2 3

1 2
3 3, ;x x yf f

x x
ξ + ξ η + η + η

= =
+ ξ + ξ

(10)

1 1 2 3 2 1 2 3, ;f x y f x y= ξ + ξ + ξ = η + η +η (11)
для n = 4:

 
1 2 3 1 2 3

1 2
4 4 4 4, ;x y x yf f

x y x y
ξ + ξ + ξ η + η +η

= =
ξ + + η ξ + + η

(12)

для n > 4 двухкомпонентная невырожденная функция 1 2( , )f f f= не существует.
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Формулы (3), (5) и (9) можно записать компактно, используя комплексные, ду-
альные и двойные числа:

 ;f z= + ξ� � (3’)

;f z= ξ +μ� � � (5’)

,f z
z
ξ +
+
μ
ρ

=
��
�

�
(9’)

где 1 2 ,f f fi+=� z x iy= + , 1 1iξ = ξ + η� , 2 2iμ = ξ + η� , 3 3iρ = ξ + η� , i – мнимая ком-

плексная, дуальная или двойная единица, то есть 2 1,0,1i = − . Умножение опреде-

ляется покомпонентно, а деление определяется так: 
*

2
w wz
z z
= , где *z x iy= − – со-

пряженное число; 2 * 2 2 2z zz x i y= = − – квадрат модуля числа [7]. Множества
комплексных, дуальных и двойных чисел обозначаются C, Du и D соответственно
и называются еще комплексными, даульными и двойными прямыми. Комплекс-
ные, дуальные и двойные проективные прямые будем обозначать: PC, PDu и PD.
Последние проективные прямые определяются как и комплексная проективная
прямая.

В монографии [1] доказывается, что функция (1) ДФС ГДМ ранга (n+1, 2)
локально изотопна действию λ некоторой группы Ли 2nG  в M, т. е. существуют
три локальных диффеоморфизма 2 2: ,R Rω → : ,v M M→ 2: ,nw N G→  что

( ) ( ) ( )( )( ),Ξ , Ξ ,f X v X w= ω λ  причем ( ), ,X x y=  ( )1 1Ξ , , , , .n n= ξ η … ξ η  Группа

преобразований обозначается 2 ( ).nG M Тогда будем иметь:
функция (3) локально изотопна группе сдвигов в C, Du или D:

1 2' , ;z z A A a ia= + = + (13)
функция (4) локально изотопна группе преобразований арифметической плос-

кости R2:

1 2
1

' , ' ;yx a x a y
a

= + = (14)

функция (5) локально изотопна группе аффинных преобразований в C, Du и D:

1 2 1 1 2 2 3 4' , , ;z A z A A a ia A a ia= + = + = + (15)
функции (6) и (7) локально изотопны группам преобразований в R2:

1 3 2 41' , ' ;x a x a y a x a y aγ= + = + + (16)

2 2 2
1 3 2 1 1 1 4' , ' ln ;x a x a y a x a y x a a a= + = + + + (17)

функция (8) локально изотопна центрально-аффинной группе преобразований
в R2:

1 2 3 4' , ' ;x a x a y y a x a y= + = + (18)
функция (9) локально изотопна группе проективных преобразований проек-

тивных прямых PC, PDu и PD:
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1 2
1 1 2 2 3 4 3 5 6 4 7 8

3 4
' , , , , ,

A z A
z A a ia A a ia A a ia A a ia

A z A
+

= = + = + = + = +
+

(19)

причем в однородных координатах

1 1 1 2 2 2 3 1 4 2' , ' ;z A z A z z A z A zρ = + ρ = + (19)

функция (10) локально изотопна группе центрально-проективных преобразо-
ваний действительной проективной плоскости PR2:

1 3 4 5 6

7 9 7 9
' , ' ,

a x a a x a y a
x y

a x a a x a
+ + +

= =
+ +

(20)

в однородных координатах

1 3 4 5 6 7 9' , ' , ' ;x a x a w y a x a y a w w a x a wρ = + ρ = + + ρ = + (20’)
функция (11) локально изотопна аффинной группе в R2:

1 2 5 3 4 6' , ' ;x a x a y a y a x a y a= + + = + + (21)

функция (12) локально изотопна группе проективных преобразований в PR2:

1 2 3 4 5 6

7 8 9 7 8 9
' , ' ,

a x a y a a x a y a
x y

a x a y a a x a y a
+ + + +

= =
+ + + +

(22)

в однородных координатах

1 2 3 4 5 6 7 8 9' , ' , ' .x a x a y a w y a x a y a w w a x a y a wρ = + + ρ = + + ρ = + + (22’)

Пусть функция ( )1 2 1 2, ( , ; , , )ng g g g x y= = ξ … ξ  задает ДФС ГДМ ранга

(n+1, 2), а функция 1 2 1 2 2 1 2 2( , ) ( ', '; , , , , )n n nf f f f x y + += = η … η η η  задает ДФС
ГДМ ранга (n+2, 2), где n = 1, 2, 3.

Определение. Будем говорить, что ДФС ГДМ ранга (n+1, 2) вложена в ДФС
ГДМ ранга (n+2, 2), если имеет быть место функциональное соотношение

( ) ( )( )1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2', '; , , , , , ; , , , , ,n n n n n nf x y g x y+ + + +η … η η η = χ ξ … ξ ξ ξ

где χ, ( ) ( )1 2' , , ' , ,x x y y x y= λ = λ

( ) ( )1 1 1 2 2 1 2 2 2 1 2 2 1 2 2, , , , , , , , , , ,n n n n n n n n+ + + +η = τ ξ … ξ ξ ξ … η = τ ξ … ξ ξ ξ

( )2 1 2 1 1 2 2 1 2 2, , , , ,n n n n n+ + + +η = τ ξ … ξ ξ ξ  ( )2 2 2 2 1 2 2 1 2 2, , , ,n n n n n+ + + +η = τ ξ … ξ ξ ξ

– дифференцируемые функции, причем выполняются неравенства
1 2 2

1 2 2
( ', ') ( , , , )0, 0.
( , ) ( , , )

n

n
x y
x y

+

+

∂ ∂ η … η
≠ ≠

∂ ∂ ξ … ξ
(23)

Основная задача данной работы – доказательство следующей теоремы.
Теорема. В каждую ДФС ГДМ ранга (n+2, 2) вложена по крайней мере одна

из ДФС ГДМ ранга (n+1, 2), где n = 1, 2, 3.
Доказательство теоремы. Эта теорема доказывается групповым методом.

Рассмотрим произвольную точку .u M∈  Множество всех преобразований из
группы Ли преобразований 2 ( )nG M , оставляющих неподвижными точку u, обо-
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значается .uG Это подмножество является стационарной подгруппой в 2 ( )nG M  [8].
Найдем все стационарные подгруппы вышевыписанных групп преобразований.

Рассмотрим сначала группу проективных преобразований действительной
проективной плоскости PR2, в однородных координатах задаваемую уравнениями
(22’). Найдем её стационарную подгруппу (0, ,0)yG  с неподвижной точкой (0,y,0).

Используем условие неподвижности точки: 2 5 80 , ,0 ,a y y a y a y= ρ = =  поэтому

2 80, 0.a a= =  Найденное подставляя в (22’), получаем (20’), то есть группа пре-
образований (20) является стационарной подгруппой проективной группы (24).

Далее рассмотрим аффинную группу (21). Найдем ее стационарную подгруппу
(0,0)G . Тогда 5 60 ,0 ,a a= = следовательно, получаем центрально-аффинную груп-

пу (18).
Запишем стационарную подгруппу ( ,0,0)xG  центрально-проективной группы

(20’), для которой 4 70, 0a a= = . Переходя к неоднородным координатам, получа-
ем группу преобразований

1 3 6 7' , ' ,x a x a y a y a= + = +

локально изоморфную группе преобразований (15) при i2 = 1.
Далее рассмотрим группу (19’). Ее стационарная подгруппа с неподвижной

точкой (z1,0) в неоднородных координатах совпадает с аффинной группой (15).
Рассмотрим теперь группы преобразований (15), (16) и (17). Их стационарные

подгруппы (0,0)G  следующие:

1' ;z A z= (15’)

1 2 1' , ' , 1;x a x y a x a yγ= = + γ ≠ (16’)

2 2 2
1 2 1 1 1' , ' ln .x a x y a x a y x a a= = + + (17’)

Стационарная подгруппа (1,0)G  группы преобразований (18) следующая:

2 4' , ' .x x a y y a y= + = (18’)
Отметим, что группа преобразований (15’) локально изоморфна группе (13), а

группы (16’), (17’) и (18’) локально изоморфны группе (14). Локальный изомор-
физм групп Ли преобразований означает совпадение структурных констант, кото-
рые в перечисленных выше группах Ли преобразований легко вычисляются, что
продемонстрируем на примере (18’). Сначала вычисляем базисные операторы:

2 4 2 42 20 0

' ' ,x y x
a a a a

x yX y
a a= = = =

⎛ ∂ ⎞ ⎛ ∂ ⎞
= ∂ + ∂ = ∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 4 2 44 40 0

' ' ,x y y
a a a a

x yY y
a a= = = =

⎛ ∂ ⎞ ⎛ ∂ ⎞
= ∂ + ∂ = ∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

следовательно, их коммутатор [ ], .X Y X= −  Аналогично вычисляем базисные
операторы группы преобразований (14): ,x yX x y= ∂ − ∂  ,xY = ∂  следовательно

[ ], .X Y X= −  Видно, что для этих групп преобразований структурные константы
совпадают, поэтому они локально изоморфны. Подобным образом проверяется
локальный изоморфизм для остальных групп Ли преобразований.
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Приступим теперь к построению вложений. Сначала рассмотрим группу пре-
образований (15). Очевидно, любое преобразование из этой группы является ком-
позицией преобразований подгрупп (15’) и (13):

( )1 2'' ' ,z A z A C z B= + = +

одна из которых стационарная. Тогда
1 ,A C=  2 .A CB=

Переходя к явным записям, имеем:

1 1 2 2 3 1 1 2 2 4 1 2 2 1, , , .a c a c a c b c b a c b c b= = = + ε = +

Теперь рассмотрим группу преобразований (16). Любое преобразование из
этой группы является композицией преобразований подгрупп (16’) и (13):

( ) ( ) ( )1 3 1 1 2 4 2 1 21 1'' ' , '' ' ' .x a x a b x c y a x a y a b x c b y cγ γ= + = + = + + = + + +

Тогда 1 1 2 2 3 1 1 4 2 2 21, , , .a b a b a b c a b c b cγ= = = = +

Рассмотрим группу преобразований (17). Очевидно, любое преобразование из
этой группы является композицией преобразований подгрупп (17’) и (13):

( )

( ) ( ) ( )

1 3 1 1
2 2 2

2 1 1 1 4
2 2

2 1 2 1 1 11

'' ' ,
'' ' ' ' ln

l .n

x a x a b x c
y a x a y x a a a

b x c b y c x c b bγ

= + = +

= + + + =

= + + + + +

Тогда
2 2 2

1 1 2 2 3 1 1 1 1 1 4 2 2 1 1 1 11, , 2 ln , ln .a b a b a b c c b b a b c b c c b bγ= = = + = + +

Преобразование из группы (18) является композицией преобразований
подгруппы (18’) 1 2'' ' ', '' 'x x c y y c y= + =  и ей локально изоморфной группы

1 2' , ' ,x b x y y b x= = +  поэтому

1 1 2 2 2'' ( ), '' ( ).x b x c y b x y c y b x= + + = +

Тогда
1 1 1 2 2 1 3 2 2 4 1, , , .a b c b a c a c b a c= + = = =

Далее, любое преобразование из группы (19) является композицией преобра-

зований подгруппы (15) 1 2'' 'z B z B= +  и следующей: 
1 2

' .zz
C z C

=
+

 Тогда

1
2

2 2
'' ,

B z
z B

C z C
= +

+
поэтому

1 1 2 1 2 2 2 3 1 4 2, , , .A B B C A B C A C A C= + = = =

Теперь возьмем группу преобразований (20). Преобразование из этой группы
является композицией преобразований подгрупп 1 2 3 4'' ' , '' 'x b x b y b y b= + = +  и

1 2

3 4 3 4
' , ' ,

c x c y
x y

c x c c x c
= =

+ +
 одна из которых стационарная:

 1 2
1 2 3 4

3 4 3 4
' , '' ,'

c x c y
x b b y b b

c x c c x c
= + = +

+ +
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тогда

1 1 1 2 3 3 2 4 4 4 3 5 3 2 6 4 4 7 3 9 4, , , , , , .a b c b c a b c a b c a b c a b c a c a c= + = = = = = =

Еще рассмотрим группу преобразований (21). Произвольное преобразование
из этой группы является композицией преобразований подгрупп

''
1 2 3 4' ', '' ' 'x b x b y y b x b y= + = +  и 1 2' , ' ,x x c y y c= + = +  одна из которых стационар-

ная. Тогда
''

1 1 2 2 3 1 4 2( ) ( ), '' ( ) ( ),x b x c b y c y b x c b y c= + + + = + + +

поэтому

1 1 2 2 4 3 5 4 3 1 1 2 2 6 1 3 2 4, , , , , .a b a b a b a b a b c b c a c b c b= = = = = + = +

Наконец, рассмотрим группу преобразований (22). Всякое преобразование из
этой группы является композицией преобразований подгрупп

'
3 4 51 2

'
6 76 7

' '
'' , ''

'
b x b y bb x b

x y
b x bb x b
+ ++

= =
++

 и 1 2' , ' .x c x c y y y= + =  Явный вид композиции

3 1 2 4 51 1 2 2

6 1 2 7 6 1 2 7

( )( )
'' , '' ,

( ) ( )
b c x c y b y bb c x c y b

x y
b c x c y b b c x c y b

+ + ++ +
= =

+ + + +

поэтому

1 1 1 2 1 2 3 2 7 6 1 8 6 2 9 7

4 3 1 5 3 2 4 6 5

, , , , , ,
, , .

a b c a b c a b a b c a b c a b
a b с a b c b a b

= = = = = =
= = + =

Для всех вышеполученных результатов выполняется неравенство (23). Теоре-
ма доказана полностью. ■

Из доказательства теоремы вытекает.
Следствие. Всякое преобразование группы преобразований 2 ( ),nG M  задаю-

щее ДФС ГДМ ранга (n+2, 2), является композицией преобразования стационар-
ной подгруппы ,uG  задающей ДФС ГДМ ранга (n+1, 2), и некоторого преобразо-
вания подгруппы 1.G

Следует отметить, что представленные при доказательстве теоремы вложения
не являются единственными. Так, в работе [9] приводятся аддитивные и мультип-
ликативные вложения ДФС ГДМ ранга (2, 2) в ДФС ГДМ ранга (3, 2), многие из
которых негрупповые:

Аддитивные вложения ДФС ГДМ ранга (2, 2) в ДФС ГДМ ранга (3, 2):
для ДФС ГДМ (5):

( ) ( )1 2, , , , , , , ,x y x y x y x yξ + ε η+μ = χ + ξ + η μ ν η+ ξ + ν = χ + ξ + η μ ν

, , , , , ,x x y y= = ξ = μ η = ν μ = ξμ + εην ν = ξν + ημ

( ) ( ) ( ) ( )1 2, ;x y x yχ = + ξ μ + ε + η ν χ = + ξ ν + + η μ

для ДФС ГДМ (6):
 ( ) ( )1 2, , , , , , , ,cx x y x y x yξ +μ = χ + ξ + η μ ν η+ ξ + ν = χ + ξ + η μ ν

, , , , , ,cx x y y= = ξ = μ η = ν μ = ξμ ν = ξν + ημ

( ) ( ) ( )1 2, ;cx x yχ = + ξ μ χ = + ξ ν + + η μ
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для ДФС ГДМ (7):

( ) ( )1 2 2 2 2, , , , ln , , , ,x x y x y x x yξ +μ = χ + ξ + η μ ν η+ ξ + ξ ξ + ν = χ + ξ + η μ ν

2 2 2 2, , , 2 , , ,x x y y ln ln= = ξ = μ η = μ ξ μ μ = ξμ ν = ξν + ημ + ξ μ μ

( ) ( ) ( )1 2 2 2 2, ( ) ;x x ln x yχ = + ξ μ χ = + ξ μ μ + + ξ ν + + η μ

для ДФС ГДМ (8):
 ( ) ( )1 2, , , , , , , ,x y x y x y x yξ + μ = χ + ξ + η μ ν η+ ν = χ + ξ + η μ ν

2 2exp , exp , exp , exp , exp , exp ,x x y y= = ξ = μ ξ η = μ ξ μ = ν η ν = ν η

( )1 2 2 2exp( ) exp( ), exp exp( ).x y x yχ = μ + ξ + ν + η χ = μ + ξ + ν + η

Мультипликативные вложения ДФС ГДМ ранга (2, 2) в ДФС ГДМ ранга (3, 2):
для ДФС ГДМ (5):

( )( ) ( )( )1 2, ( ) , , , , ( ) , , ,x y x y x x y x y xξ + ε η+μ = χ + ξ + ξ η μ ν η+ ξ + ν = χ + ξ + ξ η μ ν

, 1/ , , , , ,x x y y= = ξ = η η = ημ μ = ξη ν = ξημ + ν

( ) ( )1 2, ;x x
y y

εμη η
χ = + ξ η+ χ = + ξ ημ + + ν

для ДФС ГДМ (6):

( )( ) ( )( )1 2, ( ) , , , , ( ) , , ,cx x y x x y x y xξ +μ = χ + ξ + ξ η μ ν η+ ξ + ν = χ + ξ + ξ η μ ν

при c ≠ 0:
, 1/ , , , , ,cx x y y= = ξ = η η = ημ μ = ξη ν = ξημ + ν

( ) ( )1 2, ;
c

x x
y
η⎛ ⎞χ = + ξ η χ = + ξ ημ + + ν⎜ ⎟

⎝ ⎠
при c = 0:

, ln , , , , ln ,x x y y= = − ξ = η η = ημ μ = ξη ν = ξημ + η+ ν

( ) ( )1 2, ln ln ;x x yχ = + ξ η χ = + ξ ημ + η− + ν

для ДФС ГДМ (7):

 ( )( )
( )( )

1

2 2 2 2
, ( ) , , ,

ln , ( ) , , ,
x x y x

x y x x y x
ξ +μ = χ + ξ + ξ η μ ν

η+ ξ + ξ ξ + ν = χ + ξ + ξ η μ ν

2
2

1 ln, , , , , ,x yx y
y y y

= = − ξ = η η = ξη μ = μ ν = ν

( )
2

1 2, (ln ln ) ;x y
y y y
η η η⎛ ⎞χ = χ = + ξ η + η− + ν⎜ ⎟

⎝ ⎠
для ДФС ГДМ (8):

( )( ) ( )( )1 2, ( ) , , , , ( ) , , ,x y x y x x y x y xξ + μ = χ + ξ + ξ η μ ν η+ ν = χ + ξ + ξ η μ ν
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, , , , , ,x y y xy μ ν
= = ξ = + ξν η = + ξμ μ = ν ν = μ

η η

( ) ( )1 2, .
( ) ( )

x y x y
x x
μ ν⎛ ⎞ ⎛ ⎞χ = + ξ + ν χ = + ξ +μ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ ξ η + ξ η⎝ ⎠ ⎝ ⎠

ДФС ГДМ ранга (n+1, 2) как почти n-транзитивные
группы Ли преобразований

Известно определение близко точно n-транзитивной группы Ли преобразова-
ний, n∈N  [3]. В данной работе используется термин почти n-транзитивная груп-
па Ли преобразований.

Определение. Группа преобразований ( )G M  называется почти n-транзи-
тивной, если для любых двух упорядоченных множеств из n различных элемен-
тов ( )1 1 1, , , ( , , ) Ω( ), , ,n k kx x y y M x y M… … ∈ ∈  Ω( )M – открытое и плотное под-

множество в nM , существует единственное преобразование λ, такое, что

( )k ky x= λ  для всех 1, , .k n= …

Предложение. Группы преобразований (13) – (22) почти n-транзитивны,
n = 1, 2, 3, 4.

Доказательство. Рассмотрим две произвольные совокупности 1( , , )nx x…  и
1( , , )ny y…  из открытого и плотного подмножества Ω( )M  в .nM  Из определения

близко точно n-транзитивности следует, существование единственного преобра-
зования многообразия M, которое каждую точку первой совокупности переводит
в соответствующую точку второй совокупности. В процессе доказательства для
преобразований (13) – (22) по этим совокупностям находим параметры соответст-
вующего преобразования, которые его однозначно определяют. Подробные рас-
суждения проводим для групп преобразований (14), (17), (21) и (22). Для осталь-
ных групп преобразований рассуждения аналогичны.

Рассмотрим сначала группу преобразований (14). Здесь n = 1, поэтому сово-
купности берутся по одной точке. Записываем равенства по (14):

2
1 1 1 2 2

1
, .

x
y a x a y

a
= + =

Полученная система однозначно разрешается относительно параметров при усло-
вии 2 20, 0 :x y≠ ≠

 2 1 2
1 2 1

2 2
, .

x x x
a a y

y y
= = −

Рассмотрим теперь группу преобразований (17). В данном случае n = 2, поэто-
му берем две совокупности по две точки и для них записываем равенства по сис-
теме (17):

1 1 1 1 2 1 1 2 2
1 1 1 3 2 2 1 1 2 1 1 1 4
2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 3 2 2 1 1 2 1 1 1 4

, ( ) ln ,
, ( ) ln .

y a x a y a x a x x a a a
y a x a y a x a x x a a a

= + = + + +

= + = + + +
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Полученная система однозначно разрешается относительно параметров при усло-

вии 
2 1
1 1
2 1
1 1

0 :
y y
x x

−
>

−

( )

2 1 2 1
1 11 1 1 1

1 3 1 12 1 2 1
1 1 1 1

2 1 2 1
2 2 1 22 2 2 2

2 1 1 1 1 12 1 2 1
1 1 1 1

1 1 2 1 1 2 2
4 2 2 1 1 2 1 1 1

, ,

ln ,

( ) ln .

y y y y
a a y x

x x x x
y y x x

a a x x a a
x x x x

a y a x a x x a a

− −
= = −

− −

− −
= − − +

− −

= − + +

Далее рассматриваем группу аффинных преобразований (21). Здесь n = 3, по-
этому берем две совокупности по три точки:

1 1 1 1 1 1
1 1 1 2 2 5 2 3 1 4 2 6
2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 5 2 3 1 4 2 6
3 3 3 3 3 3
1 1 1 2 2 5 2 3 1 4 2 6

, ,
, ,
, .

y a x a x a y a x a x a
y a x a x a y a x a x a
y a x a x a y a x a x a

= + + = + +

= + + = + +

= + + = + +

Полученная система однозначно разрешима относительно параметров 1 6, ,,a a…
если невырождена матрица коэффициентов.

И, наконец, рассматриваем группу проективных преобразований (22). Здесь
n = 4, поэтому берем две совокупности по четыре точки и для них записываем ра-
венства по системе (22), записанные в неоднородных параметрах:

1 1 1 1
1 11 1 2 2 3 4 1 5 2 6
1 21 1 1 1

7 1 2 8 7 1 2 8

, ,
b x b x b b x b x b

y y
b x x b b x x b

+ + + +
= =

+ + + +

2 2 2 2
2 21 1 2 2 3 4 1 5 2 6
1 22 2 2 2

7 1 2 8 7 1 2 8

, ,
b x b x b b x b x b

y y
b x x b b x x b

+ + + +
= =

+ + + +

3 3 3 3
3 31 1 2 2 3 4 1 5 2 6
1 23 3 3 3

7 1 2 8 7 1 2 8

, ,
b x b x b b x b x b

y y
b x x b b x x b

+ + + +
= =

+ + + +

4 4 4 4
4 41 1 2 2 3 4 1 5 2 6
1 24 4 4 4

7 1 2 8 7 1 2 8

, .
b x b x b b x b x b

y y
b x x b b x x b

+ + + +
= =

+ + + +

Очевидно, полученная система однозначно разрешима относительно параметров
1 8, ,,b b…  если совокупности точек берутся из открытого и плотного подмножест-

ва точек Ω( )M  в 4.M ■

Заключение

В данной статье установлены связи ДФС ГДМ разного ранга, то есть доказано,
что ДФС ГДМ меньшего ранга вложены в ДФС ГДМ большего ранга. Здесь эта
задача решена групповым методом, но можно ее решить и не прибегая к понятию
группы преобразований. Так, в работе [9] ставится задача о вложении для ДФС
ГДМ в общем виде как решение особых функциональных уравнений, правда, там
они не решаются, а приводятся некоторые результаты.
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The two-dimetric phenomenologically symmetric geometry of two sets (TPS GTM) of rank
(n + 1, 2), where n = 1, 2, ..., is defined on a two-dimensional and 2n-dimensional differentiable
manifolds M and N by a differentiable nondegenerate function 2:f M N R× →  with an open and
dense domain and the axiom of phenomenological symmetry. There is a complete classification of
the TPS GTM of rank (n + 1, 2), and the functions that define these geometries are locally
isotopic to n-transitive actions of certain Lie groups on a two-dimensional manifold. From this
classification, it can be seen that functions of some TPS GTM of rank (n + 1, 2) contain functions
of the TPS GTM of rank (n, 2) as an argument.

In this paper, we introduce the definition of an embedding according to which the TPS GTM
of rank (n, 2), given by the function 1 2( , ),g g g=  is embedded in the TPS GTM of rank (n + 1, 2)

with the function 1 2( , )f f f=  if the function f contains the function g as an argument. The
problem is to find the embeddings for the TPS GTM of rank (n + 1, 2). As a result, an important
theorem is proved, according to which at least one of the TPS GTM of rank (n, 2), where
n = 2, 3, 4, is embedded in each of the TPS GTMs of rank (n + 1, 2). The problem is solved by the
group method and is reduced to distinguishing the stationary subgroups of the transformation
groups to which the previously known TPS GTMs are locally isotopic. In the process of proving
the theorem, it is established that the transformation group defining the TPS GTM of rank
(n + 1, 2) is a composition of the stationary subgroup defining the TPS GTM of rank (n, 2) and
some subgroup. It is also proved that transformation groups that are locally isotopic to a TPS
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GTM of rank (n + 1, 2) are nearly n-transitive. The last property means that parameters of such a
group of transformations can be expressed in terms of coordinates of a certain number of points.
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КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ В СПЕЦИАЛЬНОЙ ОБЛАСТИ
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ СМЕШАННОГО ТИПА

Сформулированы краевые задачи для уравнения смешанного типа со спек-
тральным параметром в области, состоящей из двух секторов круга и двух
характеристических треугольников, доказана однозначная разрешимость по-
ставленных задач. Объектом исследования являются краевые задачи для
дифференциальных уравнений смешанного типа со спектральным парамет-
ром. Цель работы – постановка и исследование краевых задач для диффе-
ренциальных уравнений смешанного типа со спектральным параметром в
специальных областях. Использованы методы теории дифференциальных
уравнений с частными производными и теории сингулярных интегральных
уравнений, методы интегралов энергии и принцип экстремума, а также ме-
тод разделения переменных и теория бесселевых функций. Сформулирова-
ны краевые задачи для уравнения смешанного типа со спектральным пара-
метром в области, состоящей из двух секторов круга и двух характеристиче-
ских треугольников, а также доказана однозначная разрешимость постав-
ленных задач.

Ключевые слова: уравнения смешанного типа, спектральный параметр,
краевая задача, единственность решения, существование решения, инте-
гральное уравнение.

Со второй половины семидесятых годов прошлого века начато изучение крае-
вых задач для уравнений смешанного типа со спектральным параметром. Первые
фундаментальные результаты в этом направлении получены в работе Т.Ш. Каль-
менова [1], где доказано существование хотя бы одного положительного собст-
венного значения задачи Трикоми для уравнения Лаврентьева – Бицадзе, в работе
Е.И.Моисеева [2], в которой указаны секторы, где нет собственного значения за-
дачи Трикоми для ряда уравнений смешанного типа, и в работе С.М. Пономарева
[3], где найдены собственные значения и собственные функции задачи Трикоми
для уравнения Лаврентьева – Бицадзе со спектральным параметром в одной спе-
циальной области. Впоследствии по этой тематике появились многочисленные
работы, среди которых следует отметить [4−17, 25, 26] и т.д. До настоящего вре-
мени научные исследования по этой тематике развивались в двух направлениях.
Первое из них – это доказательство теорем единственности решения краевых за-
дач для уравнений смешанного типа со спектральным параметром, т.е. определе-
ние множества тех значений спектрального параметра, при которых справедлива
теорема единственности, а второе – нахождение собственных значений и собст-
венных функций краевых задач для уравнений смешанного типа и исследование
на полноту системы найденных собственных функций.
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Методология

В этой статье для конечной односвязной области ( )0x y∆ = Ω∩ − > , где об-
ласти Ω  плоскости xOy , ограниченной при 0,y ≥  0x ≥  и 0x ≤ , 0y ≤  дугами

1σ  и 2σ  окружности 2 2 1x y+ = , с концами в точках 1(0,1)A , 1(1,0)B  и 2 ( 1,0)B − ,

2 (0, 1)A −  и отрезками 1OA  и 2OB  прямых 0x =  и 0y =  соответственно, а при

0x ≥ , 0y ≤  отрезком 1 2B A  прямой 1x y− = , поставлены краевые задачи для
уравнения

2sign sign sign( ) 0xx yyy u xu x y u+ −μ + = (1)

и изучена однозначная разрешимость поставленных задач. При этом
используются следующие обозначения: ( 0),x y+∆ = ∆∩ + >  2 ( 0),y+ +Ω = ∆ ∩ <

3 ( 0);y+ +Ω = ∆ ∩ >  ( 0),x y−∆ = ∆∩ + <  2 ( 0),x− −Ω = ∆ ∩ >  3 ( 0);x− −Ω = ∆ ∩ <

3 1 ( 0),x yσ = σ ∩ − >  4 2 ( 0);x yσ = σ ∩ − >  3OA  4( )OA , 1OB , 2OA , OD  – отрезки
прямых 0x y− = , 0y = , 0x = , 0x y+ =  соответственно, где (0,0)O ,

( )1/ 2, 1/ 2 ,D −  ( )3 1/ 2,1/ 2 ,A  ( )4 1/ 2, 1/ 2A − − .

В области ∆  рассмотрим уравнение (1), причем предположим, что 1μ = μ  в

областях 3
±Ω  и 2μ = μ  в областях 2

±Ω , где 1 2, Rμ μ ∈  – заданные числа.
Задача L. Найти в области ∆  решение

( ) ( )1 2
3 4 1 2( , ) ( ) ( ) \ \ ( )u x y C C OA OA OD C OB OA OD∈ ∆ ∩ ∆∪ ∪ ∩ ∆ ∪ ∪

уравнения (1), удовлетворяющее условиям

3 3( , ) ( , ), ( , ) ;u x y x y x y= ϕ ∈σ (2)

4 4( , ) ( , ), ( , ) ;u x y x y x y= ϕ ∈σ (3)

3 3( , ) ( ), ( , ) ;u x y x x y OA
n
∂

= ψ ∈
∂

(4)

 4 4( , ) ( ), ( , ) ;u x y x x y OA
n
∂

= ψ ∈
∂

(5)

( ) 1(0, ) / 2, / 2 ( ), 0 1,u y u y y f y y− + = ≤ ≤ (6)

где ( , ),j x yϕ  ( ),j xψ  1( )f y  – заданные функции, причем

( )[ ] 0
3 3( , ) ( , ),x y y x y x yαϕ = − ϕ  ( )[ ] 0

4 4( , ) ( , ),x y x y x x yαϕ = − ϕ  ( )0 ( , ) ,j
jx y Cϕ ∈ σ  1;α>

(1, )
3 4( ), ( ) (0,1/ 2] (0,1/ 2) (0,1/ 2);x x C C Lεψ ψ − ∈ ∩ ∩

1 (2, )
1( ) [0,1] (0,1] (0,1),f y C C C ε∈ ∩ ∩  '

1 ( ) (0,1),f y L∈  0 1< ε ≤ , 1(1) 0;f =

n  – внутренняя нормаль к , 3, 4.jOA j =
Так как условие (6) связывает значения искомого решения в граничных и

внутренних точках области ∆ , то задача L  является задачей, предложенной в
[18].
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При исследовании задачи L  используются следующие вспомогательные зада-
чи, которые также представляют самостоятельный интерес.

Задача N. Найти функцию

( ) ( )1 2
3 1( , ) ( ) \ ,u x y C C OA C OB+ + +∈ ∆ ∩ ∆ ∪ ∩ ∆

удовлетворяющую в области 1\ OB+∆  уравнению (1) и условиям

3( , ) ( , ), ( , ) ;u x y x y x y= ϕ ∈σ� (7)

3( , ) ( ), ( , ) ;u x y x x y OA
n
∂

= ψ ∈
∂

� (8)

( , ) 0, ( , )u x y x y OD= ∈ , (9)

где ( , ), ( )x y xϕ ψ� �  – заданные функции, причем

( )[ ] 0( , ) ( , ),x y y x y x yαϕ = − ϕ� � 1α > , ( )0
3( , ) ;x y Cϕ ∈ σ� (10)

(1, )( ) (0,1/ 2] (0,1/ 2) (0,1/ 2), 0 1.x C C Lεψ ∈ ∩ ∩ < ε ≤� (11)

Задача M. Найти в области 3
±Ω  решение

( ) ( )1 2
3 3 3 3( , ) ( )u x y C C OA C+ + +∈ Ω ∩ Ω ∪ ∩ Ω

уравнения (1), удовлетворяющее условиям (7), (8) и

( ) 1( ,0) / 2, / 2 ( ), ( ,0) ,u x u x x x x OB+ = γ ∈� (12)

где ( , ), ( ), ( )x y x xϕ ψ γ −� � � заданные функции, обладающие свойствами (10), (11), и
1 (2, )( ) [0,1] (0,1] (0,1), ' (0,1)x C C C Lεγ ∈ ∩ ∩ γ ∈� � .

Так как в условии (12) участвуют значения искомой функции в точках отрез-
ков 3OA  и 1OB , то задача M  является нелокальной краевой задачей [19].

В этом параграфе докажем однозначную разрешимость задач L , N  и M ,
причем сначала изучим задачу M , затем – задачу N , а в последнем – задачу L .

Результаты и исследования

И с с л е д о в а н и е  з а д а ч и  M

Сначала докажем единственность решения задачи.
Теорема 1. Задача M  не может иметь более одного решения.
Доказательство. Пусть ( , )u x y  −  решение однородной задачи M . Предпо-

ложим, что ( , )u x y const≡  в 3
+Ω . Тогда на основании принципа экстремума для

эллиптических уравнений [20] и 
3

| 0u σ =  положительный максимум и отрица-

тельный минимум функции ( , )u x y  не достигаются в 3 3
+Ω ∪σ  . Так как

3
( / ) | 0OAu n∂ ∂ = , то в силу принципа Заремба – Жиро [20] они не достигаются и на

отрезке 3OA . Если учесть это и при условии, что ( ,0) ( / 2, / 2)u x u x x= − ,
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0 1x≤ ≤ , то эти значения не достигаются и на 1 { }OB O∪ , что невозможно. Полу-

ченное противоречие показывает, что ( , )u x y const≡  в 3
+Ω . Так как 

3
( , ) | 0u x y σ = ,

то ( , ) 0u x y ≡  в 3
+Ω . Отсюда следует, что задача M  не может иметь более одного

решения. Теорема 1 доказана.
Переходим к доказательству существования решения задачи M .
При этом нам понадобится решение задачи N�  для уравнения (1) в области 3Ω

об определении решения

( ) ( )1 2
3 3 1 3 3( , ) ( )u x y C C OB OA C+ + +∈ Ω ∩ Ω ∪ ∪ ∩ Ω

уравнения (1), удовлетворяющего краевым условиям (7), (8) и ( ,0) ( ),yu x x= ν

0 1.x< <
Применяя метод отражения [21, 24], нетрудно убедиться, что функция Грина в

этой задачи имеет вид

( )
2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2

(1 )(1 ) (1 )(1 )1, ; , ln ln ,
2 ( )( ) ( )( )

z z z z
G x y

z z z z

⎧ ⎫− ζ − ζ − ζ − ζ⎪ ⎪ξ η = +⎨ ⎬
π ζ − ζ − ζ − ζ −⎪ ⎪⎩ ⎭

где 1 2, , , .i i z x iy z x iyζ = ξ + η ζ = η+ ξ = + = −

Используя метод функций Грина, нетрудно убедиться, что решение задачи N�
определяется формулой

3

0 0 3( , ) ( , ) ( , ) ( , ; , ) , ( , ) ,u x y u x y u R x y d d x y
+

+

Ω

= + ξ η ξ η ξ η ∈Ω∫∫  (13)

где
3

0
( , ; , )( , ) ( , ) G x yu x y ds

nζσ

∂ ξ η
= ϕ ξ η −

∂∫ �

1 1/ 2

0 0

( ) ( ,0; , ) ( ) ( , ; , )G x y d G x y d− ν ξ ξ ξ − ψ ξ ξ ξ ξ∫ ∫ � ; (14)

( , ; , )R x yξ η −� резольвента ядра 2
1( ) ( , ; , );G x y n−μ ξ η −� внутренняя нормаль к 3σ ,

а s –  длина дуги, отсчитываемая от точки 1B .
Пусть теперь ( , )u x y  – решение задачи M . Введем обозначения

( ,0) ( ),yu x x= ν  0 1x< < , и предположим, что (1, )( ) (0,1) (0,1), 0 1x C Lεν ∈ ∩ < ε ≤ .

Тогда функция ( , )u x y  в области 3
+Ω  как решение задачи N�  для уравнения (1) с

краевым условиями (7), (8) и ( ,0) ( ),yu x x= ν  0 1x< < , представима в виде (13).
Подставляя функцию (13) в условие (12), получим

1

1 1
0

( ) ( ,0; ,0) ,0; , ( , ) ( ), 0 1,
2 2

x xt G t x G t K x t dt F x x⎡ ⎛ ⎞ ⎤ν + + = < <⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎝ ⎠ ⎦∫ � �  (15)

где
3

1( , ) ( ,0; , ) ( , ; ,0) , ; , ,
2 2

x xK x t G t R x R d d
+Ω

⎡ ⎛ ⎞⎤= ξ η ξ η + ξ η ξ η⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎝ ⎠⎦∫∫ � � �
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1/ 2

1
0

( ) ( ) ( ) ( , ; ,0) , ; ,
2 2

x xF x x t G t t x G t t dt⎡ ⎛ ⎞⎤= −γ − ψ + −⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎝ ⎠⎦∫ � �� �

3

1/ 2

0

( ) ( , ; , ) ( , ; ,0) , ; ,
2 2

x xt G t t R x R d d dt
+Ω

⎡ ⎤⎡ ⎛ ⎞⎤⎢ ⎥− ψ ξ η ξ η + ξ η ξ η +⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎝ ⎠⎦⎣ ⎦
∫ ∫∫ � � ��

3

( , ) ( , ; ,0) , ; ,
2 2

x xG x G
nζσ

⎧ ∂⎪ ⎡ ⎛ ⎞⎤+ ϕ ξ η ξ η + ξ η +⎨ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ⎣ ⎝ ⎠⎦⎪⎩
∫ � ��

}
3

1 1
1 1 1 1 1 1

( , ; , )
( , ; ,0) , ; , .

2 2
G x xR x R d d ds

n+ ζΩ

∂ ξ η ξ η ⎡ ⎛ ⎞⎤+ ξ η + ξ η ξ η⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ⎣ ⎝ ⎠⎦∫∫
��

� �  (16)

Следовательно, задача M  в смысле разрешимости эквивалентна уравнению
(15) относительно ( )xν . Если, пользуясь свойствами заданных функций, одно-
значно найдём функцию ( )xν  из уравнения (15), то решение задачи M  определя-
ется формулой (13). Поэтому теперь займемся решением уравнения (15). С этой
целью, дифференцируя равенство (15) по x  и проведя рассуждения, аналогичные
при получении равенств

1 1 4
4 4 3 1

1 4 4
0 0

( )
( ) ln(1 ) 4

1
t td t t x dt x dt

dx t x
ν

ν − = −
−∫ ∫

и 
1 1

4 4 3 1
1 4 4

0 0

( )
( ) ln( ) 4

td t t x dt x dt
dx t x

ν
ν − = −

−∫ ∫ ,

имеем
1 17 8

'
1 18 8 8 8

0 0

8 1 ( ) ( ) ( , ) ( ), 0 1.
1

x t t dt t K x t dt F x x
xt x t x

⎛ ⎞ ∂
− ν + ν = < <⎜ ⎟π ∂− −⎝ ⎠

∫ ∫

Пользуясь условиями (10), (11), условием на ( )xγ�  и равенством (16), как и в

[10], можно показать, что 1 (2, ) '
1 1( ) [0,1] (0,1] (0,1), ( ) (0,1).F x C C C F x Lε∈ ∩ ∩ ∈

Выполняя замену 8 16 8 162 /(1 ), 2 /(1 )x x t tθ = + υ = +  и введя обозначения
7 16( ) (1 ) ( ),x t x−ρ θ = + ν  получим сингулярное интегральное уравнение типа Коши

первого рода нормального типа
1

1
0

1 ( ) ( ), 0 1,d Nρ υ
υ = θ < θ <

π υ−θ∫ (17)

где 
1

7 16 '
1 1 1

0

( ) (1 ) ( ) ( ) ( , ) .N x x F x t K x t dt
x

− ⎡ ⎤∂
θ = + − ν⎢ ⎥

∂⎢ ⎥⎣ ⎦
∫

Из постановки задачи и введенных обозначений следует, что решение уравне-
ния (17) надо искать в классе функций (1, )( ) (0,1),C ερ θ ∈  ограниченных при 1θ→
и неограниченных при 0θ→ . Индекс уравнения (17) в этом классе равен нулю.
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Учитывая это и свойства функции 1( ),N θ однозначно находим решение уравнения
(17) в виде [22]

1
1 2

1

0

( )1 (1 )( ) .
(1 )

N
d

υ−θ υ⎡ ⎤ρ θ = − υ⎢ ⎥π θ − υ υ−θ⎣ ⎦∫ (18)

Переходя в правой части равенства (17) к переменным ,θ υ  и функции ( )ρ θ  и
подставляя полученное выражение 1( )N θ  в правую часть (18), получим инте-
гральное уравнение Фредгольма второго рода относительно ( )ρ θ , эквивалентное
задаче M  (в смысле разрешимости). Однозначная и безусловная разрешимость
полученного интегрального уравнения, в силу эквивалентности, следует из един-
ственности решения задачи M .

И с с л е д о в а н и е  з а д а ч и  N

Пусть ( )u x y, − решение задачи N . Причем обозначения и предположения

( 0) ( ), 0 1,u x x x, = τ ≤ ≤  ( 0) ( ), 0 1,yu x x x, = ν < <  2( ) [0 1] (0 1)x C Cτ ∈ , ∩ , ,
1( ) (0 1) (0 1)x C Lν ∈ , ∩ , .  Тогда функция ( )u x y,  как решение задачи Коши для

уравнения (1) в области 2
+Ω  представима в виде [10]

[ ] 2 2
0

1 1( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

x y

x y

u x y x y x y t J x t y dt
+

−

⎡ ⎤= τ + + τ − + ν μ − − +⎢ ⎥⎣ ⎦∫

2 2 2
1

1 ( ) ( )
4

x y

x y

y t J x t y dt
+

−

⎡ ⎤+ μ τ μ − −⎢ ⎥⎣ ⎦∫ , 1( , ) .x y ∈Ω  (19)

Удовлетворив функцию (19) условию (9), находим функциональное соотно-
шение

0
0

( ) ( ) [ ( )] , 0 1
x

x t J x t dt xτ = ν μ − ≤ ≤∫ , (20)

между ( )xτ  и ( )xν  на 1OB , получаемое из того условия, что решение задачи N
должно удовлетворит условию (9). Поэтому справедливо и неравенство

1

0

( ) ( ) 0.x x dxτ ν ≥∫ (21)

Теорема 2. Задача N  не может иметь более одного решения.
Доказательство. Пусть ( )u x y, − решение однородной задачи N . Умножая

обе части уравнения (1) на функцию ( )u x y,  и интегрируя полученное тождество

по области 3
+Ω , а затем применяя формулу Грина и учитывая, что

3 30 ( / ) ( ) 0 ( , )u n u x y x y OAσ| ≡ , ∂ ∂ , ≡ , ∈ ,  получим равенство

3

1
2 2 2 2

0

( ) ( ) ( ) ( ) 0x yu u u dxdy x x dx
+

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

Ω

+ +μ + τ ν = .∫∫ ∫
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Если учесть (21), то из последнего равенства следует, что ( )u x y const, ≡  в 3
+Ω .

Так как 3( , ) ( )u x y C +∈ Ω  и 
3

0u σ| = , то ( ) 0u x y, ≡  в 3
+Ω . Отсюда следует, что

( ,0) 0u x = , 0 1x≤ ≤ , ( ,0) 0yu x = , 0 1x< < . Поэтому, согласно формуле (19),

( ) 0u x y, ≡  в 2
+Ω . Следовательно, ( , ) 0u x y ≡ , ( , )x y +∈∆ . Теорема 2 доказана.

Переходим к доказательство существование решения задачи N .
В обозначениях и предположениях (13) решение задачи N  в области 3

+Ω , как

решение задачи N�  для уравнения (1) с краевыми условиями (7), (8) и
( 0) ( ) 0 1yu x x x, = ν , < < , представимо в виде (13).

Полагая 0y =  в (13), находим соотношение между ( )xτ  и ( )xν  на 1OB , полу-
чаемое из того условия, что решение задачи N  должно удовлетворять условиям
(7) и (8):

3

0 0( ) ( 0) ( ) ( 0) 0 1x u x u R x d d x
+Ω

τ = , + ξ,η ξ,η; , ξ η, ≤ ≤ .∫∫ � (22)

Подставляя функции ( )xτ  и 0 ( ,0)u x  соответственно из (20) и (14) в равенство
(22), а затем дифференцируя по x , как и в задаче M , имеем

1 13 8

2 24 4 4 4
0 0

1 (1 ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 0 1
( )(1 )

x t tx dt K x t t dt F x x
t x t x

− ν
ν + + , ν = , < < ,

π − −∫ ∫

где 3

3

2 1 2

2

( 0 ) ( 0) [ ( )], ;

( )
( 0 ) ( 0) , ,

G t R x d d J x t t x
x

K x t
G t R x d d t x

x

+

+

Ω

Ω

∂⎧ , ;ξ,η ξ,η; , ξ η+μ μ − ≤⎪ ∂⎪, = ⎨ ∂⎪ , ;ξ,η ξ,η; , ξ η ≥
⎪ ∂
⎩

∫∫

∫∫

� �

� �

3 3

2

2 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( 0) ( 0) ( )F x G x R x G d d ds
x n +ζσ Ω

⎡ ⎤∂ ⎢ ⎥= ϕ ξ,η ξ,η; , + ξ ,η ; , ξ,η;ξ ,η ξ η −
∂ ∂ ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫∫� ���

3

1/ 2

0

( ) (0 0) ( 0) (0 )t G t x R x G t d d dt
x +Ω

⎡ ⎤∂ ⎢ ⎥− ψ , ; , + ξ,η; , , ;ξ,η ξ η .
∂ ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫∫� ���

Выполним замену 4 82 (1 )x xθ = / + , 4 82 (1 )t tϑ = / + , отсюда получим сингуляр-
ное интегральное уравнение второго рода нормального типа

1

2
0

1 ( )( ) ( ) 0 1d N xρ ϑ
ρ θ + ϑ = θ , < <

π ϑ− θ∫ , (23)

где 3 8( ) (1 ) ( )x x x−ρ θ = + ν ,  
1

3 8
2 2 2

0

( ) (1 ) ( ) ( ) ( )N x x F x t K x t dt− ⎡ ⎤
θ = + − ν ,⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ , (24)

(1, )
2 ( ) (0,1] (0,1) (0,1)N C C Lεθ ∈ ∩ ∩ .
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На основании постановки задачи N  и свойства функции 2 ( )N θ  решение

уравнения (23) надо искать в классе функций (1, )( ) (0 1)C ερ θ ∈ , ,  ограниченных при
1θ→  и неограниченных при 0θ→ . Индекс уравнения (23) в этом классе равен

нулю. Поэтому решение уравнения (23) в этом классе существует, единственно и
дается формулой

3
41

2
2

0

( )1 1 (1 )( ) ( )
2 2 (1 )

N
N d

ϑ−θ ϑ⎡ ⎤ρ θ = θ − ϑ.⎢ ⎥π θ −ϑ ϑ−θ⎣ ⎦∫ (25)

Переходя в правой части выражения 2 ( )N θ  к переменным ,θ ϑ  и функции
( )ρ θ , а затем подставляя полученное выражения 2 ( )N θ  в правой части равенства

(25), относительно ( )ρ θ  получим интегральное уравнение Фредгольма второго
рода, эквивалентное задаче N  (в смысле разрешимости). Разрешимость получен-
ного интегрального уравнения, в силу эквивалентности, следует из единственно-
сти решения задачи N . После того как найдена функция ( )ρ θ , решения задачи

N  в областях 3
+Ω  и 2

+Ω  определяется формулами (13) и (19) соответственно, где
3 8 1 4 8( ) (1 ) ( ), 2 /(1 )x x x x x−ν = + ρ θ θ = + .

И с с л е д о в а н и е  з а д а ч и  L

Пусть ( )u x y,  – решение задачи L . Введем обозначения ( )x y yξ = ξ , = − ,
( )x y xη = η , = −  и

( ) ( )( )
( ) ( ) .

u x y x yu x y
u x y x y

+ +

− −

⎧ , , , ∈∆ ;
, = ⎨

, , , ∈∆⎩

Очевидно, что если ( )x y +, ∈∆ , то ( ) −ξ,η ∈∆ . Учитывая это, в области +Ω
введем в рассмотрение функцию

( ) ( ) ( ) ( )x y u x y u x y+ − +υ , = , − ξ,η , , ∈∆ . (26)

Пользуясь свойствами функций ( )u x y+ ,  и ( )u− ξ,η ,  краевых условий (2) – (5)

и ( ) ( ) 0 1 2u x x u x x x+ −,− = ,− , ≤ ≤ / ,  нетрудно убедиться в том, что функция ( )x yυ ,
удовлетворяет условиям

1 2
3 1

2
1

3 4 3

3 4 3

( ) ( ) ( ) ( )
0 ( )

( ) ( ) ( ) ( )
(0 ) ( ) ( ) (0 )

( ) 0, ( , ) .

xx yy

x

x y C C OA C \ OB
sign y x y \ OB

x y x y y x x y
y y y y OA

x y x y OD

+ + +

+

⎫υ , ∈ ∆ ∩ ∆ ∪ ∩ ∆ ;
⎪

υ + υ −μ υ = , , ∈∆ ; ⎪⎪
⎬υ , = ϕ , −ϕ − ,− , , ∈σ ;
⎪υ , = ψ −ψ − , , ∈ ; ⎪
⎪υ , = ∈ ⎭

(27)

На основании исследования задачи M заключаем, что функция ( )x yυ ,
является единственным решением задачи M  при 3 4( ) ( ) ( )x y x y y xϕ , = ϕ , −ϕ − ,−� ,

3 4( ) ( ) ( )y y yψ = ψ −ψ −� . После того как найдена функция ( )x yυ ,  с помощью усло-
вий (27), подставляя её в (26), имеем
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( ) ( ) ( ) ( )u x y u y x x y x y+ − +, − − ,− = υ , , , ∈∆ , (28)

откуда при 0y =  следует, что ( 0) (0 ) ( 0) 0 1u x u x x x+ −, − ,− = υ , , ≤ ≤ .
Принимая во внимание условие (6), получим

1( 0) (0 ) ( 0) ( ) 0 1u x u x x f x x+ +, + , = υ , + , ≤ ≤ . (29)

Следовательно, функция ( )u x y+ ,  в области 3
+Ω  удовлетворяет уравнению (1),

а на её границе – условиям (2), (4) и (29). На основании исследования задачи N
заключаем, что функция ( )u x y+ ,  однозначно находится как решение задачи N
при 3 3( , ) ( , ), ( ) ( ),x y x y y yϕ = ϕ ψ = ψ� �  1( ) ( 0) ( )x x f xγ = υ , +� .

После того как найдена функция ( , )u x y+  в области 3
+Ω , функция ( , )u x y−  в

области 3
−Ω  находится из равенства (28). Решение задачи L  в областях в 2

+Ω  и

2
−Ω  определяется как решение задачи Коши для уравнения (1) с начальными дан-

ными ( 0)u x+ , ,  ( 0)yu x+ , ,  0 1x< <  и (0 )u y− , ,  (0 )xu y− , ,  1 0y− < < , соответственно.
Этим завершено доказательство однозначной разрешимости задачи L .

Выводы

Рассматриваются краевые задачи для уравнений смешанного типа со спек-
тральным параметром в смешанных областях, состоящих из двух секторов круга и
двух характеристических треугольников. Существование и единственность иссле-
дуемых краевых задач доказаны с использованием методов интегральных уравне-
ний, принципа экстремума и интегралов энергии.
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Boundary value problems for a mixed type equation with a spectral parameter in a region
consisting of two sectors of a circle and two characteristic triangles are formulated; the unique
solvability of the problems posed is proved. The objects of study are boundary value problems for
differential equations of mixed type with a spectral parameter. The purpose of the study is the
formulation and study of boundary value problems for differential equations of mixed type with a
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as the method of separation of variables and the theory of Bessel functions, were used. The results
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The article deals with the problem of portfolio investment in the Black-Scholes
model with several risky assets. The hedging strategy for Asian option is found
using the martingale method. The analytical properties (differentiability) of the
densities of exponential random variables are studied.
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Introduction

The world financial system is continuously developing, which causes its ever in-
creasing fragmentation. The derivatives market as one of the elements of the system de-
velops even more rapidly. The first derivatives were currency futures and forwards,
emerged in the early 70’s a little later there were options [1].

After the first option transaction, which took place in 1973 on the Chicago Board of
Options Exchange [2], a revolution in the development of option trading began. By the
end of the 1970’s options were well studied on stock exchange and then new exotic op-
tions appeared. In the late 1980’s and early 1990’s exotic options became more in de-
mand and their trade became more active in the over-the-counter market. Soon in the
commodity and currency markets Asian options are becoming popular.

Geman and Yor have considered Asian options in their work [3], such derivatives
are based on the average prices of underlying assets. Using the Bessel processes authors
found the value of the Asian option. Moreover, applying simple probabilistic methods
they obtained the following results about these options: calculated moments of all orders
of the arithmetic average of the geometric Brownian motion; obtained simple, closed
form expression of the Asian option price when the option is “in the money”.

The exact pricing of fixed-strike Asian options is a difficult task, since the distribu-
tion of the average arithmetic of asset prices is unknown when its prices are distributed
lognormally. The study of this problem is divided into three groups. A large number of
works are connected with the numerical approach. Kemna and Vorst were among the
first who solved the task [4]. In their work the pricing strategy includes Monte Carlo
simulation with elements of dispersion reduction and improves the pricing method.
Furthermore, the authors showed that the price of an option with an average value will
always be lower than of a standard European option. Carverhill and Clewlow [5] used a
fast Fourier transform to calculate the density of the sum of random variables, as con-
volution of individual densities. Then the payoff function is numerically integrated
against the density. In this direction other authors continued to work, applying to the
calculations improved methods of numerical simulation [6−8]. Unfortunately, these
methods do not provide information on the hedging portfolio.

                                                          
1 This work was supported by the Ministry of Education and Science of the Russian Federation, state assign-

ment No.2.3208.2017/4.6.
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The second approach, used by Ruttiens [9] and Vorst [10], is to change the geomet-
ric average price of the option. The third approach proposed by Levy [11] and accepted
by some practitioners, suggests that the distribution of the arithmetic average is well ap-
proximated at least in some markets by a lognormal distribution, and therefore the
problem is reduced to determining the necessary parameters. This problem is less com-
plicated since the first two moments of the arithmetic mean are relatively simple.

For a trader or an investor the main task is not only the saving but also the multipli-
cation of its capital. Many risks can be avoided with the help of one popular and very
effective technique – hedging. The option is hedged to protect its value from the risk of
price movement of the underlying asset in an unfavorable direction. To solve the hedg-
ing problem stochastic calculus methods are used which became a powerful tool used in
practice in the financial world. Stochastic calculus is a well-developed branch of mod-
ern mathematics with a “correct” approach to analyzing complex phenomena occurring
on world stock markets. Book of A.N. Shiryaev [12] provides a complete and systemic
view of ideas and techniques in stochastic finance. It should be noted that the task of
options pricing and the construction of a hedging strategy is well studied for American
and European options, for such derivatives there is a so-called delta strategy. But this
technique is not developed for Asian options.

In this paper we consider the financial portfolio with several risky assets. Based on
the results presented in the article [14] we have solved the hedging problem for the
Asian option using martingale methods. The main result of the paper is the formulas for
the hedging strategy ( ) ( ) ( )( )1 ,..., dt t tγ = γ γ  which are obtained with the help of the
martingale representation and Ito’s formula and is defined as

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ), , ,    1,       ,
i

d
i yt G t t S t i d t S tγ = ∂ ξ = ξ ∈\ , (1)

where ( )
( )1 1, , .

d d
i i ii ix y v

G t x y K
d

= =

+

⎛ ⎞+ η
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑E
�

(2)

In solving the problem we found the densities for the following random exponential
variables

( ) ( ){ }2
0

exp / 2 ,          1 .
v

i i i iv W u u du v tη = σ − σ = −∫� (3)

Also we proved that the function ( ), ,G t x y  is a unique solution of the elliptic dif-
ferential equation and has continuous derivatives with respect to all variables.

The article is structured as follows. In section 1 we define the model, construct the
strategy, find the densities for random variables (3). In section 2 we prove uniqueness of
the solution ( ), ,G t x y . In section 3 we prove the theorem on the differentiability of the
function (2). In section 4 we formulate the auxiliary theorems.

1. Statement of the problem and main results

Consider a market consisting of d  risky assets with the price process
( ) ( ) ( )( )1 ,..., dS t S t S t=  driven by the following system of SDEs

( ) ( ) ( ) ,       1,..., ,        0 1,i i i idS t S t dW t i d t= σ = ≤ ≤ (4)
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where ( )1,..., dW W W=  is a d -dimensional standard Brownian process with correlation

matrix ( ),i j d d
R

×
= ρ  ,where , { }i j i j=ρ = χ  .

We assume that the riskless asset is a constant over time, i.e.
( ) 1.B t =

The payoff function 1f  is given by

( )1
10

1 ,          1.
T d

i
i

f S t dt K T
Td = +

⎛ ⎞
= − =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∫

Let ( )0 1t t≤ ≤F  be the natural filtration generated by all random sources, i.e.

( ){W ,s t}t s= σ ≤F  and denote by ( )( )1 0, ,t t T≤ ≤Ω P, F F  the corresponding probabil-
ity space which represents market fundamental elements.

Remark that the asset processes ( )iS t , 1,...,i d= , admit the following explicit form

( ) ( ) ( ){ }20 exp / 2 ,           1,..., .i i i i iS t S W t t i d= σ − σ =

The procedure for obtaining the strategy is the same as in the article [14]. To construct a
hedging strategy in the case of model (4) apply the representation Theorem 2 to the
following martingale

( ) ( )1 | tM t f= E F .

To this end is we will find square integrable processes ( )( )0 1i tt ≤ ≤α  adapted w.r.t. tF

such that for all [ ]0,1t∈

( ) ( ) ( ) ( )
1 0

0 .
td

i i
i

M t M s dW s
=

= + α∑∫
Clearly that

( ) ( ) ( )
1

.
d

i i
i

dM t t dW t
=

= α∑ (5)

For coefficients ( )i tα  we use the following formula

( )
0

, .
t

i itM W s ds= α∫
Therefore

( ) ,i i t
dt M W
dt

α = . (6)

Also the portfolio value satisfies the equality

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

.
d d

i i i i i i
i i

dX t t dS t t S t dW t
= =

= γ = γ σ∑ ∑ (7)

Then equating the equalities (5) and (7) we obtain the strategy given by on the formulas

( ) ( )
( )

,i
i

i i

t
t

S t
α

γ =
σ
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 10

0 ,
td d

i i i i
i i

t M s dW s t S t
= =

β = + α − γ∑ ∑∫

where ( )i tγ  and ( )tβ  are the quantities of risky assets and riskless asset respectively. In
our case the martingale has the following form

( ) ( )
1

10

1 .
d

i t
i

M t S v dv K
d = +

⎛ ⎞⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

∑∫E F (8)

If 1t v≤ ≤  then we have

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2

exp .
2
i

i i i i iS v S t W v W t v t
⎧ ⎫σ⎪ ⎪= σ − − −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

We obtain

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 2

1 1 10 0

exp .
2

td d d
i

i i i i i i
i i i t

S v dv S v dv S t W v W t v t dv
= = =

⎧ ⎫σ⎪ ⎪= + σ − − −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫

It means that we can represent the integral in the equality (8) as

( )
( ) ( ) ( )1

1 1

10

1 ,
d dd

i i ii i
i

i

t S t t
S v dv

d d
= =

=

ξ + η
=
∑ ∑∑∫

where

( ) ( )
0

t

i it S v dvξ = ∫
and

( ) ( ) ( )( ) ( )
1 2

exp
2
i

i i i i
t

t W v W t v t dv
⎧ ⎫σ⎪ ⎪η = σ − − −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ .

Note that ( )i tξ  are measurable w.r.t. tF  and ( )i tη  are independent on tF . Hence

( ) ( ) ( )( ), ,M t G t t S t= ξ .

Here ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 1,..., ,     ,...,d dt t t S t S t S tξ = ξ ξ = , and

( )
( )1 1, , ,

d d
i i ii ix y t

G t x y K
d

= =

+

⎛ ⎞+ η
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑E

where ( )1,..., dx x x=  and ( )1,..., dy y y=  . After some transformation we come to the
random variables

( ) ( )
2

0

exp ,       1 .
2

v
i

i i iv W u u du v t
⎧ ⎫σ⎪ ⎪η = σ − = −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫�

Since ( )i vη�  are independent random variables therefore the following proposition
holds
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Proposition 1. For all t  the random variables ( )i vη� , 1,...,i d= , have the following
distribution densities

( ) ( )
( )
( )( )

0,1, ,       1, ,
, ,i

i
iv

i i i

a
q t z i d

K t a t zη
ϕ

= =E� (10)

where

( )( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )
2

0

, , exp ,     1
2

v
i

i i i i i i i i i i i
u

z F t a t z B u ua du B u W u uW
σ

= = σ + σ = − −∫ � � ,

( )( ) ( ) ( ) ( )0,1
,

, , ,       0,1 .i i
i i i

i

dF t a
K t a t z N

da
= ϕ ⋅ ∼

The proof is carried out in the same way as in the article [14].
Represent martingale ( ) ( ) ( )( ), ,M t G t t S t= ξ  by Ito’s formula. The existence of the

continuous derivatives of the function ( ), ,G t x y  is proved in section 3. In our case pro-
cesses ( )i tξ  and ( )iS t  have the following stochastic differentials

( ) ( ) ,i id t S t dtξ =

( ) ( ) ( )i i i idS t S t dW t= σ .
By Theorem 4 we have

( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )' ' '' 2 2

1 1

, ,
1, , , , , ,
2i i i

d d

t x i y y i i
i i

dG t t S t

G t t S t G t t S t S t G t t S t S t dt
= =

ξ =
⎡ ⎤

ξ + ξ + ξ σ +⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑ ∑

( ) ( )( ) ( ) ( )'

1
, ,

i

d

y i i i
i

G t t S t S t dW t
=

+ ξ σ∑ .

Then ( ) t tM t f M= + � ,
where

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

' '

10

'' 2 2

1

0 , , , ,

1 , ,
2

i

i i

t d

t t x i
i

d

y y i i
i

f M G v v S v G v v S v S v

G v v S v S v dv

=

=

⎡
= + ξ + ξ +⎢

⎣
⎤

+ ξ σ ⎥
⎦

∑∫

∑

and ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )'

1 0

ˆ ˆ,  , , .
i

td

t j j y i i j
i

M M t M t G v v S v S v dW v
=

= = ξ σ∑ ∫�

Since tf  is continuous martingale with finite variation, then

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

' '

10

'' 2 2

1

, , , ,

1 , , 0.
2

i

i i

t d

t x i
i

d

y y i i
i

G v v S v G v v S v S v

G v v S v S v dv

=

=

⎡
ξ + ξ +⎢

⎣
⎤

+ ξ σ =⎥
⎦

∑∫

∑



34 А.А. Shishkova

So far as ˆ , 0j i t
M W =  when i j≠  then

( ) ( )( ) ( )'

1 0

ˆ ˆ, , , , , , .
i

td

i i j i i i y i it t t t
i

M W M W M W M W G v v S v S v dv
=

= = = = ξ σ∑ ∫�

Hence, we obtain that

( ) ( )( ) ( )'

0

, , , .
i

t

i y i itM W G v v S v S v dv= ξ σ∫

So, remark that the function ( ), ,G t x y  is a solution of the following equation

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 ''

1 1

1, , , , , , 0,
2

1, , .

i i i

d d

t x i i i y y
i i

G t x y G t x y y y G t x y

G x y x K
= =

+

⎧
+ + σ =⎪

⎨
⎪ = −⎩

∑ ∑ (13)

The equation (13) has the unique solution, see proof in the section 2. Then the coeffi-
cients in (6) are equal to

( ) ( ) ( )( ) ( )' , ,
ii y i it G t t S t S tα = ξ σ .

Thus the option can be hedged by the strategy
( ) ( )( )1 ,..., ,dt tγ = γ γ

with the components
( ) ( ) ( )( ), , ,         1,..., .

ii yt G t t S t i dγ = ∂ ξ =

2. Uniqueness of the solution ( )G t x y, ,

Definition 1. A [ )0, d dT + +× × →\ \ \  function G  is called of uniform polynomial
growth if there exist some constants 0m >  and 0L >  such that

( ) ( )
0
sup , , 1 m m

t T
G t x y L x y

≤ ≤
≤ + + .

Theorem 1. The equation

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 ''

1 1

1, , , , , , 0,
2

1, ,

i i i

d d

t x i i i y y
i i

G t x y G t x y y y G t x y

G x y x
= =

⎧
+ + σ =⎪

⎨
⎪ = ϕ⎩

∑ ∑ (15)

has a unique solution in the class of uniform polynomial growth functions.
Remark 1. The equation (15) is a particular form of the following equation

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

, , , , , , 0,
2

1, , .
t x yy

a y
u t x y u t x y y u t x y

u x y x

⎧ + + =⎪
⎨
⎪ = ϕ⎩

(16)

In the theory of elliptic equations in order to prove that (16) has a unique solution it
is necessary that the following condition holds

( )inf | | 0.
y

a y >
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In our case this condition does not hold since ( ) 2 2a y y= σ  and 2 2inf | | 0
y

yσ =  . We

obtain the degeneracy of the coefficient, thus yyu  disappears and there is a singularity.
The theory of differential equations does not answer the question of the uniqueness of a
solution of such an equation. Therefore, for proving this fact we will use a probability
representation of the function G .

Proof. Without loss of generality we give the proof for 1d = .We will prove by the
rule of contraries. Suppose that there exists another solution ( ), ,G t x y�  which satisfies
the equation (15) that is

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
2, , , , , , 0,

2
1, , .

t x yyG t x y G t x y y y G t x y

G x y x

⎧ σ
+ + =⎪

⎨
⎪ = ϕ⎩

� � �

�

We will prove uniqueness in the class of classical solutions. Represent ( ), ,u uG u Sξ�

by Ito’s formula

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2
' ' 2 ''

'

, , , , , , , ,
2

, , .

u u u u u x u u u u yy u u

u y u u u

dG u S G u S G u S S S G u S du

S G u S dW

⎡ ⎤σ
ξ = ξ + ξ + ξ⎢ ⎥

⎣ ⎦
+ σ ξ

� � � �

�

And first of all we seek a solution in the class where the derivative w.r.t. y  is bounded.
Next we apply the Ito formula on the interval 1t u≤ ≤

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

1 1
1 2

' ' 2 ''

1
'

1, , , ,

, , , , , ,
2

, , .

t t

u u u x u u u u yy u u
t

u y u u u
t

G S G t S

G u S G u S S S G u S du

S G u S dW

ξ = ξ

⎡ ⎤σ
+ ξ + ξ + ξ⎢ ⎥

⎣ ⎦

+ σ ξ

∫

∫

� �

� � �

�

The second term is equal to zero by the assumption of the theorem. Since we suppose

that '
yG�  is bounded then ( )

1
' , ,u u y u u u

t

M S G u S dW= ξ∫ �  is square integrable martingale.

Hence

( ) ( )1 11, , , ,t t uG S G t S Mξ = ξ + σ� �  . (17)
Next consider the conditional expectation which on the one hand is equal to

( )( ) ( )( )1 1 11, , | , | ,t t t tG S x S y x S yξ ξ = = = ϕ ξ ξ = =E E� .

On the other hand we have by (17) the equality

( )( )

( )( ) ( )

1 1
1

'

1, , | ,

, , | , , , | , ,

t t

t t t t u y u u u t t
t

G S x S y

G t S x S y S G u S dW x S y

ξ ξ = =

⎛ ⎞
= ξ ξ = = + σ ξ ξ = =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫

E

E E

�

� �
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where ( )
1

' , , | , 0u y u u u t t
t

S G u S dW x S y
⎛ ⎞
σ ξ ξ = = =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫E � , because uM  is a martingale.

Then we equate the right parts of both equalities

( )( ) ( )( ) ( )1 | , , , | , , ,t t t t t tx S y G t S x S y G t x yϕ ξ ξ = = = ξ ξ = = =E E � � .

Finally we obtain

( ) ( )( ) ( )1, , | , , , .t tG t x y x S y G t x y= ϕ ξ ξ = = =E�

Now we will study the case when ( ), ,yG t x y  is not bounded. Introduce the stopping
time

{ }2inf 1: ,
u

n st
t u ds nτ = ≤ ≤ θ ≥∫

where ( )' , ,u u y u uS G u Sθ = σ ξ� . Consider

( ) ( ), , , , n

n nn t t u ut
G S G t S dW

τ
τ ττ ξ = ξ + θ∫� � .

Since uθ  is a continuous function, it is bounded and 1nτ → . In this case
2n
ut
du n

τ
θ ≤∫E  and hence ( )2 | 0n

u u tt
dW

τ
θ =∫E F . Then

( )( ) ( ), , | , , ,      1.
n nn tG S G t x y nτ ττ ξ = ∀ ≥E � F

Now we need to go to the limit. Suppose that function ( ), ,G t x y�  belongs to the
class of function of polynomial growth, that is

( ) ( ), , 1 ,      1.m mG t x y L x y m≤ + + ∀ ≥�

Therefore, we can write

( ) ( )( ), , lim , , |
n nn tn

G t x y G Sτ τ
→∞

= τ ξE� � F .

One can prove that

( ) ( )1 1 1

0 0 0
.

n

mm m m
u u uS du S du S duτξ ≤ ≤ =∫ ∫ ∫E E E E

Since tξ  is a monotone function then 
0 1
sup | | .m

t
t≤ ≤

ξ < +∞E  Also we have

{ } { }2
0

0 1 0 1 0 1
sup sup exp / 2 exp sup .m m

t t t
t t t

S S m W m t W
≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

≤ σ − σ ≤ σ < +∞E E E

The last inequality was proved in [14]. Then we obtain

( ) ( ) 1
0 1 0 1 0 1 0 1

, , sup , , 1 sup sup 1 sup .
n n

m m m m
n t t t t t

t t t t
G S G t S L S L Sτ τ

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

⎛ ⎞ ⎛ ⎞τ ξ ≤ ξ ≤ + ξ + ≤ + ξ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

� �

Denoting

( ), ,
n nn nG Sτ τψ = τ ξ�  and ( )*

0 1
sup , ,t t

t
G t S

≤ ≤
ψ = ξ�

we get *,    n nψ ≤ ψ ∀   and *ψ < +∞E .
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Next we apply Lebesgue’s theorem on majorized dominanted convergence to obtain

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )1

, , lim | , lim | ,

| , , , .
n t t n t tn n

t t

G t x y x S y x S y

x S y G t x y
→∞ →∞

= ψ ξ = = = ψ ξ = = =

= ϕ ξ ξ = = =

E E

E

�

The theorem has been proved.

3. Investigation of the function ( )G t x y, ,  on differentiability

Earlier we used the fact that the function ( ), ,G t x y  is continuously differentiable
w.r.t. all variables to represent the martingale by the Ito formula. This result is presented
in the following theorem.

Theorem 2. Let , dx y∈\  and ( ) ( ){ }2

0

exp / 2
v

i i i iv W u u duη = σ −σ∫� . The function

( )
( )1 1, ,

d d
i i ii ix y v

G t x y K
d

= =

+

⎛ ⎞+ η
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑E
�

has the continuous derivatives

( ) ( ) ( ) ( )
2

2, , ,   , , ,    , , ,    , , ,    1, .
i i i

G t x y G t x y G t x y G t x y i d
t x y y
∂ ∂ ∂ ∂

=
∂ ∂ ∂ ∂

Proof. Represent function ( ), ,G t x y  as

( ) ( ) ( ) 11 1 1, , , ... ,d
dd d

i i i i i di i iG t x y x y z Kd q t z dz dz
= = =+

= + −∑ ∑ ∏∫\
where ( ),i iq t z  are densities defined in Proposition 1. Denote ( ) 1

d
iil x Kd x

=
= −∑ , then

( ) ( ){ } ( )( ) ( )
1

11 1, , , ...dd i ii

dd
i i i i dy z l x i iG t x y y z l x q t z dz dz

=+
> = =∑

= χ −∑ ∏∫\

( ) ( ){ } ( )( ) ( )( )1
1

1 1 1 212 0
, , ...dd i ii

d d
i i i i dy z l x ii q t z y z l x q t z dz dz dz−

=+

∞

> == ∑
= χ −∑∏∫ ∫\

( ) ( )( )( )
( )( )1 1 1 1 212 , ,

, , ...d
d d

i i i i dii a x y z
q t z y z l x q t z dz dz dz−

+

∞

==
= −∑∏∫ ∫\

,

where ( ) 1 2

1
, , .

d d
i i ii iKd x y z

a x y z
y

= =

+

⎛ ⎞− −
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑

By the Leibniz formula (18) we obtain

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )( )
1

'
2

1 1 1 1 1 21, ,

, , ,

, , , , , , ...

di

d
x i ii

d
i i dia x y z

G t x y q t z

q t z dz q t a x y z y a x y z y z l x dz dz

−
+ =

∞

=

=

× + + −

∏∫
∑∫

\

( )
( )1 12, ,

, ... .d
d

i i dia x y z
q t z dz dz−

∞

=
= ∏∫ ∫\
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Analogonsly we find derivatives w.r.t. iy

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( )( )

1
'

2

'
1 1 1 2, ,

, , ,

, , , , , , , ... .

di

i

d
y i ii

i y da x y z

G t x y q t z

z q t z dz f a x y z x y a x y z dz dz

−
+ =

∞

=

× −

∏∫

∫
\

We use the function ( ) ( )( ) ( )1 1 11, , ,d
i iif z x y y z l x q t z

=
= −∑  which is equal to zero

when ( )1 , ,z a x y z= . Hence

( ) ( ) ( )
( )( )1

'
1 1 1 22 , ,

, , , , ... .di

d
y i i i di a x y z

G t x y q t z z q t z dz dz dz−
+

∞

=
= ∏∫ ∫\

Note that

( )
( ) 2

' 2
1

,     when  1,, ,

,        when     2... .
i

d
i ii

y

i

l x y z
ia x y z y

z i d

=
⎧ −
⎪− == ⎨
⎪− =⎩

∑

Then

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1
'' '

1 22, , , , , , , , , , ... .di i i

d
y y i i y diG t x y q t z a x y z q t a x y z a x y z dz dz−

+ =
= −∏∫\

Analyzing the obtained derivatives we conclude about its continuity.
Now we consider the partial derivative w.r.t. t . Introduce the notation

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1, ,        and       , , .dd d
i i i i ii i iH x y z x y z Kd t z q t z

= = =+
= + − ρ =∑ ∑ ∏

Then ( ) ( ) ( ) 1, , , , , ... .d dG t x y H x y z t z dz dz
+

= ρ∫\  By the definition of a derivative we can

write
( ) ( ) ( ) ( ) 1

, , , ,
, , , ...d d

G t x y G t x y
H x y z t z dz dz

+
δ

+ δ −
= ς

δ ∫\ ,

where

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1

, ,
, , , , .

d
d

i i j jj
i
i j

t z t z
t z t z q t z q t z

t tδ =
=
≠

⎛ ⎞
ρ + δ −ρ ∂ ∂⎜ ⎟ς = → ρ = ⎜ ⎟δ ∂ ∂⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑ ∏

Note, taking into account of Proposition 2 in [14], that

( ) ( ) ( ),        and        ,i i i i i iq t z b z q t z b
t
∂

≤ ≤
∂

.

Then

( ) ( ) ( )

( ) ( )1
1

1 1, , ,

1 , , .

t t

t t

dt d
i i j jjt

i
i j

t z u z du u z du
t t

q u z q u z du
t

+δ +δ
δ

+δ

=
=
≠

∂ ∂
ς = ρ ≤ ρ

δ ∂ δ ∂
⎛ ⎞ ∂

≤ < +∞⎜ ⎟δ ∂⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫

∑ ∏∫
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Therefore, by Lebesgue’s theorem

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

10

11
1

, , , , lim , ...

, , , , ... .

d

d

d

d
d

i i j j dj
i
i j

G t x y H x y z t z dz dz
t

H x y z q t z q t z dz dz
t

+

+

δ
δ→

=
=
≠

∂
= ς

∂
⎛ ⎞

∂⎜ ⎟
= ⎜ ⎟ ∂⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫

∑ ∏∫

\

\

The continuity of the derivative ( )' , ,tG t x y  follows from the smoothness of densities
( ),i iq t z , which was proved in Proposition 2 of the article [14].

4. Appendix

4 . 1 .  R e p r e s e n t a t i o n  t h e o r e m

Theorem 3. If ( ) ( )( )1 ,...,t nW W t W t=  – n -dimensional Wiener process
and ( ),t t t TX x ≤= F  is a quadratic integrable martingale with

( ) ( ){ }1: ,..., ,t nW s W s s t= σ ω ≤F  then

( ) ( )0 0
1

, ,
n t

t i i
i

x x s dW s
=

= + α ω∑∫

where ( ),i tsα ω −F  adapted and ( )2
0

1
,

n T
i

i
s ds

=
α ω < +∞∑∫ E .

4 . 2 .  I t o ’ s  f o r m u l a .  M u l t i d i m e n s i o n a l  v e r s i o n

Let ( )( ), t t Tt ≤ξ = ξ F  and ( )( ), t t TS S t ≤= F  are vector random processes
( ) ( ) ( )( )1 ,..., dt t tξ = ξ ξ  and ( ) ( ) ( )( )1 ,..., dS t S t S t=  which have the following sto-

chastic differentials
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,    1,x x x

i i i id a t dt b t dW t i dξ = ω + ω = ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,    1, .y y y
i i i idS a t dt b t dW t i d= ω + ω =

Theorem 4. Let function ( )1 1, ,..., , ,...,d df t x x y y  is continuous and has derivatives
' ' ', , ,

i it x yf f f '' '' '', ,
i j i j i jx x x y y yf f f . Then with probability 1 the process ( ) ( )( ), ,f t t S tξ  has

the following stochastic differential

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

'

' '
1 1

2 2'' ''
1 1

' '
1 1

, , , ,

, , , , , ,
1 1, , , , , ,
2 2

, , , , , , .

i i

i i i i

i i

t
d dx y

x i y ii i
d dx y

x x i y y ii i

d dx x y y
x i i y i ii i

df t t S t f t t S t

f t t S t a t f t t S t a t

f t t S t b t f t t S t b t dt

f t t S t b t dW t f t t S t b t dW t

= =

= =

= =

⎡ξ = ξ⎣
+ ξ ω + ξ ω

⎤+ ξ ω + ξ ω ⎥⎦
+ ξ ω + ξ ω

∑ ∑
∑ ∑

∑ ∑
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4 . 3 . L e i b n i z ’ s  f o r m u l a

Let a function ( ),f x z  and its partial derivative ( )' ,xf x z  be continuous on
[ ] [ ], ,c dα β ×  (a segment [ ],α β  contains a set of values ( ) ( ),a x b x  and functions ( )a x
and ( )b x  are differentiable on [ ],c d ). Then the integral

( ) ( )
( )

( )
,

b x

a x
I x f x z dz= ∫

is differentiable w.r.t. x  on [ ],c d  and the following equality holds

( ) ( )
( )

( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )' ' ', , , .

b x
x a x

I x f x z dz f x b x b x f x a x a x
x
∂

= + −
∂∫ (18)

Conclusions

 In the paper, the hedging problem for the Asian option on a multidimensional finan-
cial market was considered. The main result is the hedging strategy for the Asian option.
For this we have obtained a differential equation of elliptic type have proved the
uniqueness of its solution. In addition, we have established that the obtained solution is
a continuous differentiable function. This property allows us to apply Ito's formula for
finding the coefficients in the martingale representation (5).
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Д.И. Юнусова

О ПРОДОЛЖЕНИИ ПСЕВДОНОРМЫ И МЕТРИКИ
НА ПОЛУГРУППОВОЕ КОЛЬЦО

Основным результатом работы является теорема, устанавливающая доста-
точные условия возможности продолжения псевдонормы кольца R и
метрики пространства X до такой групповой нормы на полугрупповом
кольце RF кольца R и свободного моноида F, порожденного множеством X,
что топология, задаваемая этой групповой нормой, является кольцевой.

Ключевые слова: псевдонорма, топология, полугрупповое кольцо, группо-
вая норма.

При изучении алгебраических систем с дополнительными структурами (топо-
логия, порядок, норма и др.) иногда возникает необходимость продолжать эти до-
полнительные структуры с кольца на их надкольца. В частности, возникает во-
прос о возможности продолжения заданных дополнительных структур группы и
кольца на их групповое кольцо.

Настоящая работа посвящена изучению вопроса о возможности продолжения
действительнозначной псевдонормы и метрики на полугрупповое кольцо свобод-
ного моноида.

Этот результат обобщает теорему 1 из [1].
Примем следующие обозначения:
N – множество всех натуральных чисел;
|A| – мощность множества A;
RF – полугрупповое кольцо моноида F и кольца R;
<X>F – подмоноид (подгруппа) моноида (группы) F, порожденный множест-

вом X;
M – нетривиальное многообразие моноидов (групп), т.е. многообразие, не со-

держащее одноэлементного моноида (группу);
F = F(M,X) – свободный моноид (свободная группа) с свободными образую-

щими из X;
τξ – топология, задаваемая нормой ξ на группе;
R – поле действительных чисел с обычным порядком;
R+ – множество неотрицательных действительных чисел;
Определение 1. Пусть F – моноид. Отображение : F R+η → называется дей-

ствительнозначной псевдополунормой, если выполнены следующие условия:
1. ( ) 0gη > для любого g∈F.
2. ( ) 1eη = , где e – единица в F.
3. ( ) ( ) ( )g h g hη ⋅ ≤ η ⋅η для любых g,h∈F.
Определение 2. Говорим, что на кольце R задана групповая норма ξ, если

отображение : R R+ξ → удовлетворяет следующим условиям:
1. ( ) 0rξ =  тогда и только тогда, когда r = 0.
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2. ( ) ( )r rξ − = ξ для любого r∈R.
3. 1 2 1 2( ) ( ) ( )r r r rξ + ≤ ξ + ξ для любых 1 2,r r R∈ .
Определение 3. Кольцо R называется псевдонормированным, если на R

определена неотрицательно действительнозначная функция ξ , удовлетворяющая
следующим условиям:

A. ( ) 0rξ =  тогда и только тогда, когда r = 0.
B. ( ) ( )r rξ − = ξ  для любого r∈R.
C. 1 2 1 2( ) ( ) ( )r r r rξ + ≤ ξ + ξ для любых 1 2,r r R∈ .
D. 1 2 1 2( ) ( ) ( )r r r rξ ⋅ ≤ ξ ⋅ξ для любых 1 2,r r R∈ .
Лемма. Пусть ( , )X ρ  – метрическое пространство, F = F(M,X) – свободный в

многообразии M моноид (группа) с множеством свободных образующих X,
( , )R ξ – псевдонормированное кольцо с помощью действительнозначной псевдо-
нормы ξ , ,m p N∈ , 2p ≥ ; 1 1 1,..., ; ,..., ,...,p m p Fx x X z z x x∈ ∈< >� � � �� � причем i jz z≠� � при

1 i j m≤ < ≤ ; 10 ,..., mr r R≠ ∈� � .

Если 
1

,
m

j j
j

f r z
=

= ∑ � �  то для любого разложения 
'

1 1
( )

s s

k k l l l l
k l

f r z f x y g
= =

= + −∑ ∑ , где

; ;k kr R z F∈ ∈ 1 k s≤ ≤ ; , ;l lf g RF∈ , ,1 ;l lx y X l s∈ ≤ ≤ , 's s N∈  имеем
'

1
1 1

( ) ( , ) min{ ( ), ( , ) |1 }.
s s

k l l i j
k l

r x y r x x i j p
= =
ξ + ρ ≥ ξ ρ ≤ < ≤∑ ∑ � � �

Доказательство. Допустим противное, то есть, что
'

1
1 1

( ) ( , ) min{ ( ), ( , ) |1 }.
s s

k l l i j
k l

r x y r x x i j p
= =
ξ + ρ < ξ ρ ≤ < ≤∑ ∑ � � �

Зададим на множестве X отношение эквивалентности δ , определенное множе-
ством пар {( , } | 1,..., '}l lx y l s= , следующим образом:

x yδ  тогда и только тогда, когда x y=  либо существует такая конечная
последовательность чисел 1,..., tl l  где 1 'il s≤ ≤  для 1,..., ,i t=  что

1 1
{ , } { , }

i i i il l l lx y x y
+ +

∩ ≠ ∅  для 1 1i t≤ < −  и 
1 1

{ , }, { , }
t tl l l lx x y y x y∈ ∈ .

Покажем, что для любых , {1,..., }i j p∈ из ( )i jx xδ� �  следует, что .i j=  Допустим

противное, то есть что ( )i jx xδ� �  и .i j≠  Выберем набор пар 
1 1

( , ),..., ( , )
t tl l l lx y x y

минимальной из возможных длин такой, что 
1 1

( , ), ( , )
t ti l l j l lx x y x x y∈ ∈� �  и

1 1
{ , } { , }

i i i il l l lx y x y
+ +

∩ ≠ ∅  для 1 1i t≤ < − .

Можем считать, что 
1
, .

ti l j lx x x y= =� �
 
Tогда 

1
1

( , ) ( , ) ( , ).
t i i

t

i j l l l l
l

x x x x x y
=

ρ = ρ ≤ ρ∑� �

Так как набор пар 
1 1

( , ),..., ( , )
t tl l l lx y x y  имеет минимальную длину, то в нем нет

повторяющихся пар, и поэтому,
'

1
1 1

( , ) ( , ) min{ ( ), ( , ) |1 } ( , ).
i i

t s

l l l l i j i j
i l

x y x y r x x i j p x x
= =
ρ ≤ ρ < ξ ρ ≤ < ≤ ≤ ρ∑ ∑ � � � � �
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Полученное противоречие показывает, что из ( )i jx xδ� � следует, что .i j=

Рассмотрим отображение : X Xγ → , где 
1

,если , 2,..., ;( )
в остальных случаях.

i ix x x i px
x

⎧ δ =γ = ⎨
⎩

�
�

Поскольку для i j≠  элемент xi не эквивалентен элементу xj , то отображение
γ определено корректно. Продолжим γ до эндоморфизма (который будем обозна-
чать также через γ ) свободного моноида (свободной группы) F, полагая

1 1
11( ) ( ) ( )p p

p px x x xε εε εγ = γ γ" " , а затем продолжим полученный эндоморфизм до

эндоморфизма полугруппового кольца RF, который будем обозначать через γ̂ ,

полагая 
1 1

ˆ( ) ( ).
n n

i i i i
i i

r h r h
= =

γ = γ∑ ∑
Так как 1,...,j p Fz x x∈< >� ��  для 1 j m≤ ≤  и ( )i ix xγ =� �  для i = 1,…,p, то ( )j jz zγ =� �

для любого j m≤  и, значит, ˆ( ) .f fγ =
Из определения отношения δ  и отображения γ̂  имеем ˆ( ) 0l lx yγ − =  для всех

1,..., 'l s=  и, поэтому, 
1 1

ˆ( ) ( ).
m s

j j k k
j k

r z f f r z
= =

= = γ = γ∑ ∑� �

Тогда 
1

1
( )k

k
z z

r r
γ =

= ∑
�

�  и, значит,

1

1 1 1
( ) 1

( ) ( ) ( ) min{ ( ), ( , ) |1 } ( ).
k

s

k k i j
z z k

r r r r x x i j p r
γ = =

ξ ≤ ξ ≤ ξ < ξ ρ ≤ < ≤ < ξ∑ ∑
�

� � � �

Получили противоречие. Этим лемма полностью доказана.
Предложение. Пусть X – множество, M – нетривиальное многообразие моно-

идов (групп), F – свободный моноид (свободная группа) в многообразии M,

1, ,..., nx x x X∈ . Если 1
1

n
nx x xε ε= " , то существует такой индекс {1,..., }i n∈ , что

.ix x=
Доказательство. Допустим противное, то есть что ix x≠  для 1,..., .i n=  Так

как M – нетривиальное многообразие, то существует такая группа (моноид)
A∈M, что | | 2.A ≥  Пусть a A∈ . Так как | | 2,A ≥ то существует такой b A∈ , что

nb a≠  (определение числа n смотрите выше). Рассмотрим гомоморфизм
ˆ :ψ F(M,X) A→  являющейся продолжением отображения : X Aψ → , определен-
ного следующим образом:

ˆ ( )x bψ = и ˆ ( )ix aψ = для 1,..., .i n= Тогда N1ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) .n
n

n раз
b x x x a a a= ψ = ψ ψ = =" "

Получили противоречие. Этим предложение полностью доказано.
Теорема. Пусть ( , )R ξ  – псевдонормированное кольцо, ( , )X ρ  – метрическое

пространство, M – нетривиальное многообразие моноидов (групп), F – свободный
моноид (свободная группа) в многообразии M, порожденный множеством X . То-

гда на полугрупповом кольце RF существует такая групповая норма ξ̂ , что:
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1. ˆ( ) ( )r e rξ ⋅ = ξ для любого .r R∈

2. ˆ( ) ( , )x y x yξ − = ρ для любых , .x y X∈
3. ξ̂τ  – кольцевая топология.

4. X является замкнутым подмножеством кольца ˆ( , )RF ξτ .

5. Если 
1

n

i i
i

f r h RF
=

= ∈∑ , где не все элементы iτ являются левыми топологиче-

скими делителями нуля в R , то подгруппа { | }R f r f r R⋅ = ⋅ ∈ аддитивной группы
кольца RF топологически изоморфна аддитивной группе кольца R.

6. Для любого элемента x X∈ подмножество { | }R x r x r R⋅ = ⋅ ∈ является
замкнутым в ˆ( , )RF ξτ .

Доказательство. Зафиксируем некоторый элемент 0x X∈  и определим на F
неотрицательно действительнозначную функцию η , полагая

1
0 11

1
( ) 1 inf{ ( , ) | ; ,..., }.n

n

i n n
i

g x x g x x Zε ε

=
η = + ρ = ε ε ∈∑ "

Проверим, что η  – мультипликативная псевдополунорма на F, удовлетво-
ряющая следующим условиям:

A. ( ) 1gη ≥ для любого g F∈ .
B. ( , ) ( ) ( )x y x yρ ≤ η +η для любых , .x y X∈
C. ( ) ( , ) ( )x x y yη ≤ ρ + η для любых , .x y X∈
D. 0( ) 1.xη =
В самом деле, из определения функции η  следует выполнение условий А, D, а

также условий 1 и 2 из определения 1 .
Проверим, что ( ) ( ) ( )g h g hη ⋅ ≤ η ⋅η для любых , .g h F∈
Пусть g, h – произвольные элементы из F и ε  – любое положительное число.

Существуют положительное число 0ε  и такие разложения: 1
1

n
ng x xε ε= "  и

''
1

1' ' k
kh x x εε= " , что

0 0 0 0( ) ( )g hη ⋅ε + η ⋅ε + ε ⋅ε < ε ,

0 0
1

1 ( , ) ( ) ,
n

i
i

x x g
=

+ ρ ≤ η + ε∑ '
0 0

1
1 ( , ) ( ) .

k

i
i

x x h
=

+ ρ ≤ η + ε∑

Тогда 
''

1 1
1 1' ' kn

n kg h x x x x εε εε⋅ = ⋅" " ,

причем
'

0 0
1 1

'
0 0 0 0

1 1

0 0 0 0

( ) 1 ( , ) ( , )

(1 ( , ))(1 ( , )) ( ( ) ) ( ( ) )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

n k

i i
i i

n k

i i
i i

g h x x x x

x x x x g h

g h g h g h

= =

= =

η ⋅ ≤ + ρ + ρ ≤

≤ + ρ + ρ ≤ η + ε ⋅ η + ε =

= η ⋅η + η ⋅ε + η ⋅ε + ε ⋅ε ≤ η ⋅η + ε

∑ ∑

∑ ∑
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Из произвольности числа ε получим, что ( ) ( ) ( )g h g hη ⋅ ≤ η ⋅η .
Этим проверено, чтоηявляется мультипликативной псевдополунормой.
Теперь покажем, что 0( ) 1 ( , )x x xη = +ρ для любого x X∈ .
В самом деле, из задания функции ηследует, что 0( ) 1 ( , ).x x xη = +ρ
Допустим, что 0( ) 1 ( , ).x x xη < +ρ  Тогда существует такое разложение

1
1

n
nx x xε ε= "  (где ,i ix X Z∈ ε ∈  для 1 i n≤ ≤ , что 0 0

1
1 ( , ) 1 ( , ).

n

i
i

x x x x
=

+ ρ < +ρ∑
Согласно предложению 

0i
x x=  для некоторого 01 i n≤ ≤ , и, значит,

0 0 0
1 1

( , ) ( , ) ( , ).
n n

i i
i i

x x x x x x
= =
ρ ≥ ρ > ρ∑ ∑

Получили противоречие. Следовательно, 0( ) 1 ( , ).x x xη = +ρ
Теперь проверим выполнение условий B и C.
Пусть , .x y X∈  Тогда

0 0 0 0( , ) ( , ) ( , ) (1 ( , )) (1 ( , ) ( ) ( )x y x x x y x x x y x yρ ≤ ρ +ρ ≤ +ρ + +ρ = η + η

и 0 0( ) 1 ( , ) 1 ( , ) ( , ) ( ) ( , )x x x x y y x y x yη = +ρ ≤ +ρ +ρ = η +ρ

для любых , .x y X∈

Определим теперь на RF неотрицательно действительнозначную функцию ξ̂
следующим образом:

Для любого f RF∈ положим

'

1 1 1 1

ˆ( ) inf{ ( ) ( ) ( , ) | ( ) ;
k

n m n m

i i k k i i k k k
i k i k

f r h x y f r h x y
= = = =

ξ = ξ η + ρ = + ϕ − ϕ∑ ∑ ∑ ∑
', }.k k RFϕ ϕ ∈

Покажем, что ξ̂  является групповой нормой на RF.

Ясно, что ˆ(0) 0.ξ =

Допустим противное, то есть что ˆ( ) 0fξ =  для некоторого 0f ≠ . Если

1

n

i i
i

f r h RF
=

= ∈∑  (где i jh h≠  при 1 i j n≤ < ≤  и 0kr ≠  для 1,..., )k n= , то

существуют такие попарно различные элементы 1,..., ,px x X∈� �  что

1,...,i p Fh x x∈< >� �  для 1,..., .i n=

Пусть 1min{ ( ), ( , ) |1 }.i jr x x i j pε = ξ ρ ≤ < ≤� �  Тогда 0ε >  и, значит, найдется

такое разложение 
'

' ' '

1 1
( )

n m

j j t t t t
j t

f r h x y
= =

= + ϕ − ϕ∑ ∑  что

'
' '

1 1
( ) ( ) ( , )

n m

j j t t
j t

r h x y
= =
ξ η + ρ < ε∑ ∑ . (1)

Так как ( ) 1gη ≥  для любого ,g F∈  то из неравенства (1) и леммы следует,
что
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1
' '

' ' '

1 1 1 1

min{ ( ), ( , ) |1 }

( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) .

i j
n m n m

j t t j j t t
j t j t

r x x i j p

r x y r h x y
= = = =

ε ≤ ξ ρ ≤ < ≤ ≤

≤ ξ + ρ ≤ ξ η + ρ < ε∑ ∑ ∑ ∑

� �

Получили противоречие, следовательно, ˆ( ) 0fξ ≠ .
Этим проверено выполнение условия 1 из определения 2.
Пусть ,f ϕ  – произвольные элементы из RF, ε  – положительное число. Тогда

существуют такие разложения:
'

'

1 1
( ) ,

n n

i i k k k k
i k

f a h f x y f
= =

= + −∑ ∑  
'

' ' '

1 1
( )

m m

j j t t t t
j t

b g x y
= =

ϕ = + ϕ − ϕ∑ ∑ ,

что
'

1 1

ˆ( ) ( ) ( , ) ( ) ,2
n n

i i k k
i k

a h x y f
= =

εξ η + ρ < ξ +∑ ∑
'

' '

1 1

ˆ( ) ( ) ( , ) ( ) .2
m m

j j t t
j t

b g x y
= =

εξ η + ρ < ξ ϕ +∑ ∑

Рассмотрим разложение
' '

' ' ' '

1 1 1 1
( ) ( ) .

n m n m

i i j j k k k k t t t t
i j k t

f a h b g f x y f x y
= = = =

+ ϕ = + + − + ϕ − ϕ∑ ∑ ∑ ∑

Из определения ξ̂ следует, что
' '

' '

1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) .
n m n m

i i j j k k t t
i j k t

f a h b g x y x y f
= = = =

ξ + ϕ ≤ ξ η + ξ η + ρ + ρ < ξ + ξ ϕ + ε∑ ∑ ∑ ∑

Из произвольности числа ε  следует, что ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ).f fξ + ϕ ≤ ξ + ξ ϕ
Этим проверено выполнение условия 2 из определения 2.
Так как ˆ ˆ( ) ( )f fξ − = ξ для любого f RF∈ , то ξ̂  удовлетворяет и условию 3 из

определения 2 и, значит, ξ̂ – групповая норма.
Проверим выполнение свойств 1−6.
Пусть r – любой элемент кольца R. Тогда из задания функции ξ̂  следует, что

ˆ( ) ( ) ( ) ( ),r e r e rξ ⋅ ≤ ξ ⋅η = ξ  то есть ˆ( ) ( ).r e rξ ⋅ ≤ ξ  Допустим, что ˆ( ) ( ).r e rξ ⋅ < ξ  Тогда
существует такое разложение

'
'

1 1
( ) ,

n n

i i j j j j
i j

r e r h f x y f
= =

⋅ = + −∑ ∑

что
'

1 1
( ) ( ) ( , ) ( ).

n n

i i j j
i j

r h x y r
= =
ξ η + ρ < ξ∑ ∑

Рассмотрим отображение ˆ : RF Rψ → , определенное по правилу

' ' '

1 1
ˆ ( ) .

n n

i i i
i i

r h r
= =

ψ =∑ ∑

Тогда 
1

ˆ ( )
n

i
i

r r e r
=

= ψ ⋅ = ∑ .
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Так как ξ – псевдонорма на кольце R, и ( ) 1hη ≥  и ( , ) 0x yρ ≥  для любых

, ( , ) ,h F x y X∈ ∈  то 
'

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( , ).

n n n

i i i j j
i i j

r r r h x y
= = =

ξ ≤ ξ ≤ ξ η + ρ∑ ∑ ∑

Получили противоречие с допущением, следовательно, 
ˆ( ) ( )r e rξ ⋅ = ξ  для лю-

бого .r R∈
Пусть теперь x, y – произвольные элементы из X. Из задания функции ξ̂  сле-

дует, что ˆ( ) ( , ).x y x yξ − ≤ ρ

Допустим, что ˆ( ) ( , ).x y x yξ − < ρ Тогда существует такое разложение
'

'

1 1
( )

n n

i i j j j j
i j

x y r h f x y f
= =

− = + −∑ ∑ (2)

что 
'

1 1
( ) ( ) ( , ) ( , )

n n

i i j j
i j

r h x y x y
= =
ξ η + ρ < ρ∑ ∑ (2')

Как и при доказательстве леммы рассмотрим отношение эквивалентности δ ,
задаваемое совокупностью

1 1 ' '{( , ), , ( , )}.n nx y x y"

Вначале покажем, что x и y не эквивалентны относительно этого отношения
эквивалентности.

В самом деле, в противном случае, согласно определения отношения δ , дол-
жен существовать такой конечный набор пар 

1 1
( , ), , ( , ),

t tj j j jx y x y"  что

1 1
( , ), ( , )

t tj j j jx x y y x y∈ ∈  и 
1 1

( , ) ( , )
i i i ij j j jx y x y

+ +
∩ ≠ ∅  для 1 1.i t≤ ≤ −  Можем

считать, что 
1

, .
tj jx x y y= =  Тогда

1

'

1 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ).

t i i

t n

j j j j j j
i j

x y x y x y x y x y
= =

ρ = ρ ≤ ρ ≤ ρ < ρ∑ ∑

Получили противоречие. Следовательно,  и  не находятся в отношении эк-
вивалентности δ .

Определим отображение : X Xγ → следующим образом:

0

, если ,
( ) , если ,

, в остальных случаях.

x x x
x y x y

x

δ⎧⎪γ = δ⎨
⎪⎩

Ясно, что отображение γ определено корректно. Тогда ( ) ( )j jx yγ = γ  для лю-
бого 1,..., '.j n=

Так как F – свободный моноид (свободная группа) в многообразии M, то γ
можно продолжить до гомоморфизма γ  F в себя.

Пусть { |1 , ( ) }, { |1 , ( ) }.i iA i i n h x B i i n h y= ≤ ≤ γ = = ≤ ≤ γ =
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Так как 
1

( ) ( ) ( )
n

i i
i

x y x y r h
=

− = γ − γ = γ∑ , то , .A B≠ ∅ ≠ ∅  Можем считать, что

{1,..., }, { 1,..., '}A m B m m= = +  где 1 ' ,m m n≤ < ≤  причем

1( ) ( )ih hη ≥ η  для 1,...,i m= , (3)

1( ) ( )m ih h+η ≥ η  для 1,..., 'i m m= + (3')

 (в противном случае провели бы перенумерацию )ih . Тогда разложение (2) при-
мет вид

'

'
0

1 1 1 1

( ) ( ) .
n m m n

i i i i i
i i i m i m

x y x y r h r x r y r x
= = = + = +

− = γ − = γ = + +∑ ∑ ∑ ∑

Следовательно,
1

1,
m

i
i

r
=

=∑  
'

1
( ) 1

m

i
i m

r
= +

− =∑ . (4)

Пусть ε  – такое положительное число, что

1 1
( ) ( ) ( , ) 2 ( , )

n m

i i j j
i j

r h x y x y
= =
ξ η + ρ + ε < ρ∑ ∑

(из неравенства (2 ) следует существование числа ε ).

Существуют такие разложения 
''

1 1
1 11 1' ' , ' ' ps

s m ph x x h y y εε εε
+= =" " , что

'
1

1
1 ( , ) ( )

s

o i
i

x x h
=

+ ρ < η + ε∑ ; (5)

'
1

1
1 ( , ) ( )

p

o i m
i

x y h +
=

+ ρ < η + ε∑ . (5 )

Тогда 1' '
1 1( ) ( ) ... ( ) s

sx h x x εε= γ = γ γ  и 
''

1' '
1 1( ) ( ) ... ( ) p

m py h y y εε
+= γ = γ γ .

По предложению существуют такие числа 1q  и 2q , что 
1

'( ) ,qx xγ =
2

'( ) .qy yγ =

Из определения отображения γ следует, что существуют такие последователь-
ности попарно различных чисел { }'1,..., 1,...,

s
l l n∈  и { }'1,..., 1,...,

p
k k n∈ , что

{ }1 1
,l lx x y∈ , { }1 ' '

' ,
s s

q l lx x y∈  ,{ } { }1 1
, ,

i i i il l l lx y x y
+ +

∩ ≠ ∅  для '1,..., 1i s= − ,

{ }1 1
,k ky x y∈ , { }2 ' '

' ,
p p

q k ky x y∈ ,{ } { }1 1
, ,

i i i ik k k kx y x y
+ +

∩ ≠ ∅  для 1,..., ' 1i p= − .

Можем считать, что

1 1
,

i il l lx x y y
+

= =  для 
1 '

' '1 ,
s

q li s x y≤ ≤ =

и 
1 1
, ,

i ik k ky x y x
+

= =  
2 '

'

p
q ly y=  для 1 'i p≤ ≤ .

Из определения множеств A  и B  следует, что

{ } { }' '1 1,..., , ,...,
s p

l l A k k B⊆ ⊆ . (6)
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Тогда последовательно применяя B , C , (5) , (5 ) , (4) , (6) , (3) и (3 ), получим,
что

1 1 2 2

1 2 1 ' 1 '

''

'

' ' ' '

' '
0 0

1 1
1 1

1 1
1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

1 ( , ) 1 ( , ) ( , ) ( , )

( ) ( , ) ( ) ( , )

( ) ( ) ( ) ( ) ( , )

s p

i i i i

q q q q

q q l l k l

ps

l l m k k
i i

n

i i m j j
j

x y x y x x x y y y

x x x y x y x y

h x y h x y

r h r h x y

+
= =

+
=

ρ ≤ η + η ≤ η +ρ + η +ρ =

= +ρ + +ρ +ρ +ρ ≤

≤ η + ε + ρ + η + ε + ρ ≤

≤ ξ η + ε + ξ η + ε + ρ ≤

∑ ∑
'

'
1 1

1 1
( ) ( ) ( , ) 2 .

m m

i i m

n n

i i j j
i j

r h x y

= = +

= =
≤ ξ η + ρ + ε

∑ ∑ ∑

∑ ∑

Получили противоречие с выбором числа ε , следовательно, ˆ( ) ( , )x y x yξ − = ρ .
Теперь покажем, что ξ̂τ  – кoльцевая топология. Согласно предложению 1.2.2

из [2], нужно проверить, что совокупность B0 = { }| 0Vε ε >  удовлетворяет

условиям (БО.1) – (БО.6). Так как ξ̂  – групповая норма, то условия (БО.1) –
(БО.4) выполнены.

Проверим выполнение условий (БО.5) и (БО.6).
Пусть ε  – произвольное положительное число и 1 0ε >  такое число, что

1 1 12ε ⋅ε + ε < ε .
Если 

1
,f Vεϕ∈ , то существуют такие разложения:

'
'

1 1
( )

n n

i i k k k k
i k

f a h f x y f
= =

= + −∑ ∑ , 
'

' ' '

1 1
( )

m m

j j t t t t
j t

b g x y
= =

ϕ = + ϕ − ϕ∑ ∑ ,

что 
'

1
1 1

( ) ( ) ( , )
n n

i i k k
i k

a h x y
= =
ξ η + ρ < ε∑ ∑ ; (7)

'
' '

1
1 1

( ) ( ) ( , )
m m

j j t t
j t

b g x y
= =
ξ η + ρ < ε∑ ∑ . (7')

Если обозначить элемент 
1

n

i i
i

a h
=
∑  через ψ , то

' '
' ' '

1 1 1 1
( ) ( )

n m m n

i j i j t t t k k k k
i j t k

f a b h g x y f x y f
= = = =

⋅ϕ = + ψϕ − + − ϕ∑∑ ∑ ∑ ,

причем 
1 1 1 1

1 1
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .

n m n m

i j i j i j i j
i j i j

n m

i i j j
i j

a b h g a b h g

a h b g

= = = =

= =

ξ η ≤ ξ ξ η η ≤

≤ ξ η ⋅ ξ η < ε ⋅ε

∑∑ ∑∑

∑ ∑
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Кроме того, из неравенств (7) и (7') следует, что
'

1
1

( , )
n

k k
k

x y
=
ρ < ε∑  и 

'
' '

1
1

( , )
m

t t
t

x y
=
ρ < ε∑ .

Тогда
' '

' '
1 1 1

1 1 1 1

ˆ( ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) 2 ,
n m n m

i j i j k k t t
i j k t

f a b h g x y x y
= = = =

ξ ⋅ϕ ≤ ξ η + ρ + ρ < ε ⋅ε + ε < ε∑∑ ∑ ∑

то есть f Vε⋅ϕ∈ . Из произвольности элементов ,f ϕ  следует, что 
1 1

V V Vε ε ε⋅ ⊆  и,
значит, выполнено условие (БО.5).

Пусть 
1

n

i i
i

f a h
=

= ∑  (где i jh h≠  для 1 i j n≤ < ≤ ) – произвольный элемент из

RF и ε  – положительное число.
Если 0f =  , то { }0f V Vε ε⋅ = ⊆ .

Если же 0f ≠ , то рассмотрим число 
1

( ) ( )
n

i i
i

s a h
=

= ξ η∑ .

Существует такое число 1 0ε > , что 1 1s ⋅ ε + ε < ε .
Пусть теперь ϕ  – любой элемент из 

1
Vε . Существует такое разложение

'
'

1 1
( )

m m

j j t t t t
j t

b g x y
= =

ϕ = + ϕ − ϕ∑ ∑ ,

что 
'

1
1 1

( ) ( ) ( , )
m m

j j t t
j t

b g x y
= =
ξ η + ρ < ε∑ ∑ .

Тогда 
'

'

1 1 1
( )

n m m

i j i j t t t t
i j t

f a b h g f x y
= = =

⋅ϕ = + ϕ − ϕ∑∑ ∑ ,

причем

1 1 1 1

1
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

n m n m

i j i j i j i j
i j i j

n m

i i j j
i j

a b h g a b h g

a h b g s

= = = =

= =

ξ η ≤ ξ ξ η η ≤

≤ ξ η ⋅ ξ η < ⋅ε

∑∑ ∑∑

∑ ∑

и  
'

1
1

( , ) .
m

t t
t

x y
=
ρ < ε∑

Из задания функции следует, что
'

1 1
1 1 1

ˆ( ) ( ) ( ) ( , )
n m m

i j i j t t
i j t

f a b h g x y s
= = =

ξ ⋅ϕ ≤ ξ η + ρ < ⋅ε + ε < ε∑∑ ∑ ,

то есть .f Vε⋅ϕ∈ Из произвольности ϕ  следует, что 
1

f V Vε ε⋅ ⊆  .

Аналогично проверяется, что 
1

V f Vε ε⋅ ⊆ , то есть выполнено условие (БО.6).



52 Д.И. Юнусова

Итак, ξ̂τ  – кольцевая топология.

Покажем, что X  – замкнутое подмножество в ˆ( , )RF ξτ .

Допустим противное и пусть [ ]0 \f X X∈ . Тогда найдутся такие конечные

подмножества { }1,..., nz z F⊆ , { }1,..., px x X⊆ , что i jz z≠ при 1 i j n≤ < ≤ ,

0
1

n

i i
i

f r h
=

= ∑  (где 0 )ir R≠ ∈ , 1,...,i p Fz x x∈< > , 1 i n≤ ≤ .

Пусть { }min (1), ( 1), ( ), ( 1), ( , ) |1 ,1 ,1i i j k ir r x x i n r i k pε = ξ ξ − ξ − ξ − ρ ≤ ≤ ≠ ≤ < ≤ .

Тогда { }
4

ˆ| ( )
4

W RFε
ε

= ϕ∈ ξ ϕ <  – окрестность нуля в ˆ( , )RF ξτ  и, значит,

0
4

( )f W Xε+ ∩ ≠ ∅ .

Пусть 0
4

( )x f W Xε∈ + ∩ . Тогда 0
4

x f Wε− ∈  и, значит,

0
ˆ( )

4
x f ε

ξ − < . (*)

Возможны следующие 3 случая:

1. Сущестует { }0 1,...,i p∈ , такое, что 
0i

x x= . Тогда 0
1

k

i i
i

x f r z
=

− = ∑ , где

0lr ≠ для 1 l n≤ ≤  и { } { }| 1,..., 1, 1, ,1 | 1,..., ; 1 ,l i i i i jr l k r r i n r z z= ⊆ − − − = ≠ ≠ для

1 i j k≤ < ≤  и { } { }| 1,..., , | 1,...,i iz i k z x i n= ⊆ = , причем 1,...,i p Fz x x∈< >  для

1 i k≤ ≤ .
Так как ( ) 1zη ≥  для любого z F∈ , то из леммы получим, что

0
ˆ( )

4
x f ε

ξ − ≥ ε > .

Получили противоречие с неравенством (*) .

2. ix x≠  и ( , )
4ix x ε

ρ ≥  для 1,...,i p= . Тогда 
1

0
1

n

i i
i

x f r z
+

=
− = ∑ , где

{ , ,
1, 1

i
i

r если i nr
если i n

≤
=

= +
 и { , ,

, 1
i

i
z если i nz

x если i n
≤

=
= +

, причем 1 1,...,i p Fz x x +∈< > , где

1px x+ =  для любого 1 1i n≤ ≤ + . Так как ( ) 1zη ≥  для любого z F∈ , то из леммы

получим, что { }0 1
ˆ( ) min ( ), ( , ) |1 1

4i jx f r x x i j p ε
ξ − ≥ ξ ρ ≤ < ≤ + ≥ .

Получили противоречие с неравенством (*).

3. ix x= для 1,...,i p= , но существует oi p≤ , такое, что 
0

( , )
4ix x ε

ρ < .

Тогда 
0 0

ˆ( )
4ix f ε

ξ − ≤ и, значит, 
0 00 0

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )
2i ix f x x x f ε

ξ − ≤ ξ − + ξ − <  .
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Так же как и в случае 1, получим, что 
0 0

1

k

i i i
i

x f r z
=

− = ∑ , где 0lr ≠  для

1 l k≤ ≤  и { } { }| 1,..., 1, 1, ,1 | 1,..., ; 1 ,i i i i i jr i k r r i n r z z= ⊆ − − − = ≠ ≠  для 1 i j k≤ < ≤

и { } { }| 1,..., , | 1,...,i iz i k z x i n= ⊆ = , причем 1,...,i p Fz x x∈< >  для 1 i k≤ ≤ .

Так как ( ) 1zη ≥  для любого z F∈ , то из леммы получим, что 
0 0

ˆ( )ix fξ − ≥ ε .

Получили противоречие с тем, что 
0 0

ˆ( )
2ix f ε

ξ − < .

Итак, показали, что X  – замкнутое подмножество в ˆ( , )RF ξτ .

Теперь проверим, что подгруппа { }|R f r f r R⋅ = ⋅ ∈  аддитивной группы
кольца RF топологически изоморфна аддитивной группе кольца R  для любого

элемента 
1

n

i i
i

f r z
=

= ∑ , где i jz z≠ для 1 i j n≤ < ≤  и для некоторого 0i n≤  элемент

0i
r  (можем считать, что 1r ) не является левым топологическим делителем нуля в R.

Из предложения 1.8.7 из [2] следует, что отображение :f R R fϕ → ⋅

действует по правилу ( )f r r fϕ = ⋅ . Проверим, что fϕ  – открытое отображение.

Пусть 0V  – произвольная окрестность нуля в R  . Так как 1r  не является левым
топологическим делителем нуля в R  , то согласно предложения 1.8.7 из [2], сущест-
вует такая окрестность 1V  нуля в R , что 1 1r r V⋅ ∉  для любого элемента 0r V∉ .

Пусть ε  – такое положительное число, что { } 1| ( )r R r V∈ ξ < ε ⊆ .

Если { }1,..., px x  такое конечное подмножество в X , что 1,...,i p Fz x x∈< > ,

1 i n≤ ≤  и { }1 min , ( , ) |1i jx x i j pε = ε ρ ≤ < ≤ , то покажем, что 
1 0 .W R f V fε ∩ ⋅ ⊆ ⋅

Допустим противное, то есть что существует такой элемент 
10f W R fε∈ ∩ ⋅ ,

что 0 0f V f∉ ⋅ . Тогда существует такой элемент r R∈ , что

0 0 1
1

ˆ( ) , ( ) ,
n

i i
i

f r f r r z f
=

= ⋅ = ⋅ ξ < ε∑  а 0r V∉ .

Из выбора окрестности 1V  следует, что 1 1r r V⋅ ∉  и, значит, 1 1( )r rξ ⋅ ≥ ε > ε .

Тогда согласно лемме, { }0 1 1
ˆ( ) min ( ), ( , ) |1i jf r r x x i j pξ ≥ ξ ⋅ ρ ≤ < ≤ ≥ ε  и, значит,

10f Wε∉ . Получили противоречие с выбором элемента 0f . Следовательно,

1 0W R f V fε ∩ ⋅ ⊆ ⋅ .

Итак, мы показали, что подгруппы ( )R f⋅ +  и ( )R +  топологически изоморфны.
Проверим, что R x⋅  замкнутое подмножество в ˆ( , )RF ξτ  для любого x X∈ .

Допустим противное, то есть что [ ]0 \f R x R x∈ ⋅ ⋅ .

Существуют такие подмножества { }1,..., pz z F⊆  и { }1,..., px x X⊂ , что

0
1

n

j j
j

f r z
=

= ∑ , где 0jr ≠  и
 1,...,j p Fz x x∈< >  при 1 j n≤ ≤ .
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Если { }1min ( ), ( , ) |1i jr x x i j pε = ξ − ρ ≤ < ≤ , то 0( )f W R xε+ ∩ ⋅ ≠ ∅  для

окрестности нуля { }ˆ| ( )W RFε = ϕ∈ ξ ϕ < ε  в ˆ( , )RF ξτ .

Пусть 0( )rx f W R xε∈ + ∩ ⋅ . Тогда 0rx f Wε− ∈ , то есть

0
ˆ( )rx fξ − < ε . (**)

Возможны следующие 2 случая:
1. 1n = . Так как 0f R x∉ ⋅ , то 1z x≠ . Полагая в лемме 1 1 1 1,r r z z= − =� � ,

получим, что { }1 1 1
ˆ( ) min ( ), ( , ) |1i jrx r z r x x i j pξ − ≥ ξ − ρ ≤ < ≤ ≥ ε . Получили проти-

воречие с неравенством (**) .
2. 2n ≥ . Так как i jz z≠ , то i j≠ , тогда существует такой индекс 0i n≤ ,

что 
0i

z x≠ . Можем считать, что 1z x≠ . Тогда 0
1

k

i i
i

rx f r z
=

− = ∑ , где 1 1,r r= −

{ } { }| 2,..., , , | 1,..., ,i j jr i k r r r r j n= ⊆ − − = { } { }| 1,..., , | 1,...,i jz i k z x j n= ⊆ = .

Полагая в лемме ,j j j jr r z z= =� � , для 1,...,j m=  получим, что

{ }0 1
ˆ( ) min ( ), ( , ) |1i jrx f r x x i j pξ − ≥ ξ − ρ ≤ < ≤ ≥ ε .

Получили противоречие с неравенством (**) .
Этим теорема полностью доказана.
Следующий пример показывает, что в общем случае подмножество R f⋅ не

является замкнутым в ˆ( , )RF ξτ , даже если 
1

n

i i
i

f r z
=

= ∑  (где i jz z≠  для 1 i j n≤ < ≤ )

и все элементы ir  не являются левыми топологическими делителями нуля в R .
Пример. Пусть R  – кольцо целых чисел, 3p =  и норма pξ  является p-ади-

ческой нормой на R .
Рассмотрим множество { }0 1,X x x=  с метрикой ρ , где 0 1( , ) 1x xρ = .
Ясно, что p  – равнобедренная метрика.

Пусть F  – свободный моноид, порожденный множеством X, и ξ̂  – групповая
норма на кольце RF , построеннная в теореме для псевдонормы ξ  и метрики ρ .

Если 0 12 2f x x= +  и 0 0 1f x x= +  , то 0f R f∉ ⋅ .
Покажем, что [ ]0 RFf R f∈ ⋅  .
В самом деле, пусть ε  – произвольное положительное число и n  – такое

натуральное число, что 1
32n
ε

< .

Так как числа 2  и 3n  взаимно просты, то существуют такие целые числа

k  и m , что 2 3 1nk m− ⋅ = . Тогда 1(2 1) (3 )
32

n
p p nk m ε

ξ − = ξ ⋅ ≤ <  и 0kf f− =

0 1(2 1) (2 1)k x k x= − + − . Из построения нормы ξ̂  следует, что

{ } { }0
ˆ( ) max (2 1), (2 1) 2 max , 2

3 3p pkf f k k ε ε
ξ − ≤ ξ − ξ − ⋅ ≤ ⋅ < ε .
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Из произвольности числа ε  следует, что [ ]0 RFf R f∈ ⋅ , причем поскольку pξ

– норма на кольце R, то элемент 2  не является левым топологическим делителем
нуля в R.

Также приведем пример, показывающий, что теорема не может быть усилена в
том смысле, что псевдонорму ξ  кольца R  вообще говоря нельзя продлить

до такой псевдонормы ξ̂  кольца RF , чтобы ˆ( ) ( , )x y x yξ − = ρ , то есть вместо

утверждений: ξ̂  – групповая норма и ξ̂τ  – кольцевая топология, получить что

ξ̂  – псевдонорма.
Пример. Пусть M – многообразие коммутативных идемпотентных моноидов,

то есть коммутативных моноидов в которых выполняется тождество 2 ;g g=
( , )X ρ  – такое метрическое пространство, что 2X ≥  и ( , ) 1/ 2x yρ =  для любых

, ,x y X∈  ;x y≠  F  – свободный моноид, порожденный множеством X, R –

двухэлементное поле с обычной нормой ξ  , то есть {0, 0,( )
1, 1.
если rr
если r

=
ξ =

=
Покажем, что норму ξ  и метрику ρ  нельзя продлить до кольцевой

псевдонормы ξ̂  .

Допустим противное, то есть что существует такая псевдонорма ξ̂  на

полугрупповом кольце RF , что ˆ( ) ( , )x y x yξ − = ρ  для любых ,x y X∈ .
Зафиксируем некоторую пару различных элементов ,x y X∈ . Так как F ∈  M,

то 2x x=  и 2y y= . Тогда из того, что 2 0r = , следует, что
2

2 2 2 2 21 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( ) ( ) (( ) ) ( ( )) ( ( , ))
2 2 4

x y x y x y x y x y x y ⎛ ⎞= ρ = ξ − = ξ − = ξ − ≤ ξ − = ρ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

Получили противоречие с допушением, следовательно, норму ξ  и метрику ρ

нельзя продлить до кольцевой псевдонормы ξ̂  на кольце RF  .
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and a metric to the semigroup ring of a free monoid.

The main result of the paper is a theorem that establishes sufficient conditions for the
possibility of extending the pseudonorm of the ring R and the metric of the space X to such a
group norm on the semigroup ring RF of the ring R and the free monoid F generated by the set X
such that the topology given by this group norm is annular.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ УСЛОВИЙ ПОЯВЛЕНИЯ
НИЗКОТЕМПЕРАТУРНЫХ ТРЕЩИН В АСФАЛЬТОБЕТОННОМ СЛОЕ

АВТОМОБИЛЬНОЙ ДОРОГИ

Низкотемпературные (морозобойные) трещины образуются в верхних слоях
автомобильных дорог при их промерзании. Предложена механико-математи-
ческая модель условий образования таких трещин. Установлено, что распре-
деление растягивающих сил в сегменте асфальтобетонного слоя описывает-
ся полиномом второго порядка с максимумом в середине длины сегмента.
По условию прочности на растяжение определена наибольшая длина сег-
мента без трещин.

Ключевые слова: низкотемпературные трещины, асфальтобетон, авто-
мобильные дороги, условия появления трещин, механико-математическая
модель.

Низкотемпературные трещины, называемые также морозобойными трещина-
ми, образуются в верхних слоях грунтов при их промерзании [1], в асфальтобе-
тонных покрытиях автомобильных дорог [2] и аэродромов [3]. С точки зрения ме-
ханики такие трещины «относятся к типу трещин нормального отрыва при растя-
жении, характерного для упруго-хрупкого разрушения» [1].

Рассматриваются низкотемпературные трещины в асфальтобетонных покры-
тиях автомобильных дорог. Особенность таких трещин заключается в том, что
они появляются через несколько лет после завершения строительства дороги и
ориентированы перпендикулярно ее продольной оси. Шаг трещин составляет от
нескольких до десятков метров, в наибольшей степени зависит от физико-меха-
нических свойств асфальтобетона, от амплитуды и скорости изменений темпера-
туры [2], а также от толщины асфальтобетонного слоя и других параметров [4].
Свойства асфальтобетона с течением времени изменяются, поскольку «амплитуда
колебаний температур слоев покрытия существенно выше перепада температур
воздуха. Например, в зимнее время температура покрытия в дневное время ниже
температуры воздуха, а в летнее время наоборот. Колебание температуры внеш-
ней среды является источником непрекращающихся структурных превращений в
асфальтобетоне, следовательно, под влиянием этих явлений практически непре-
рывно изменяется число вязких и упругих (с разной жесткостью) элементов в ме-
ханической модели асфальтобетона» [3].

То обстоятельство, что низкотемпературные трещины параллельны друг другу
и перпендикулярны продольной оси дороги, позволяет провести аналогию с осе-
вой деформацией стержня и использовать одномерные модели участка асфальто-
бетонного покрытия автомобильной дороги. Такой подход использован в работах
[5, 6] для прогнозирования расстояния между трещинами в покрытиях автомо-
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бильных дорог. Однако остались нераскрытыми закономерности влияния отрица-
тельной температуры на распределение растягивающих напряжений и деформа-
ций в асфальтобетонном слое. Необходимость продолжения исследований в дан-
ной области подчеркивается также в работе [2].

Механизм влияния толщины и физико-механических характеристик асфальто-
бетонного слоя на его трещиностойкость исследован в работе [3]. В данной работе
сформулированы предложения по предотвращению так называемых «отражен-
ных» трещин. В частности, установлено, что целесообразно уменьшение сцепле-
ния между слоем асфальтобетона и плитами основания в области шва, а также
увеличение толщины асфальтобетонного слоя.

В ряде публикаций по затронутой теме отмечается, что полностью исключить
появление трещин практически невозможно. Однако трещины появляются через
несколько лет после завершения строительства [2], поэтому реалистичны задачи
уменьшения количества трещин, приходящихся на единицу длины дороги, а так-
же задачи увеличения срока службы асфальтобетонного покрытия до появления
трещин [3]. При этом необходимым условием поиска решения задач является
применение современных механико-математических моделей и компьютерных
технологий их реализации.

Цель работы: разработать механико-математическую модель условий образо-
вания низкотемпературных трещин на участке асфальтобетонного слоя и выпол-
нить анализ закономерностей влияния отрицательной температуры на распреде-
ление растягивающих сил в асфальтобетонном слое и сил сдвига в области
его контакта с основанием.

Модель взаимодействия сегмента асфальтобетонного слоя
с основанием дороги

Рассмотрим физические и геометрические характеристики сегмента асфальто-
бетонного слоя дорожной конструкции при изменении температуры, необходи-
мые для его моделирования (рис. 1).

Рис. 1. Расчетная схема слоя (1.1) и симметричные элементы (1.2 и 1.3)
Fig. 1. Schematic description of the layer (1.1) and symmetric elements (1.2 and 1.3)
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Асфальтобетон рассматриваем как однородный изотропный материал, для ко-
торого модуль упругости равен E, коэффициент Пуассона ν, коэффициент тепло-
вого расширения α. Слой асфальтобетона постоянной толщины H опирается на
упругий базовый слой толщиной H0. По аналогии с [6], сегмент асфальтобетонно-
го слоя рассмотрим как стержень шириной B, толщиной H и длиной 2L l=
(рис. 1).

Предполагается, что температура одинакова для всех точек на дневной по-
верхности асфальтобетонного слоя. Предполагается также, что величина H доста-
точно мала для того, чтобы пренебречь неравномерностью распределения темпе-
ратуры, деформаций и напряжений по толщине данного слоя.

Осевая деформация, продольные силы и напряжения

При отрицательной температуре длина участка асфальтобетонного слоя
уменьшается. Однако деформациям асфальтобетонного слоя препятствуют силы
трения и сцепления с нижележащим слоем. В рассматриваемой модели линии
действия этих сил расположены в плоскости контакта слоев. Эти силы пропор-
циональны жесткости k упругого базового слоя. Жесткость k зависит от ряда фак-
торов, может быть определена экспериментально или по литературе. Например,
для одного из вариантов асфальтобетонного покрытия 416k = МН/м3 [6]. С физи-
ческой точки зрения величина k может рассматриваться как жесткость K обычной
пружины (размерность Н/м), распределенной по площади a контакта слоев:

/ .k K a=  Тогда для отрезка длиной dx и шириной B (рис. 1) запишем
.K kBdx= (1)

При уменьшении температуры, когда растягивающие напряжения в слое ас-
фальтобетона достигают предела прочности, происходит его разрушение и появ-
ляется трещина, ширина которой растет с увеличением сдвига верхнего слоя.
Сдвигу противодействуют касательные силы T, которые распределены по площа-
ди контакта слоев и зависят от трения и адгезии слоев.

Изменение температуры стержня на ∆t градусов связано с перемещением точ-
ки i соотношением ,u x= ∆  где .x x t∆ = α ∆  Продольная деформация du элемента
длиной dx (рис. 1), для которого площадь поперечного сечения равна A BH=  и
модуль упругости материала равен E, вызывается двумя факторами, а именно: из-
менением температуры ∆t и продольной силой Kdu. Тогда

/( ) .du tdx Kdudx EA tdx= α∆ + ≈ α∆  Так как 0u =  при 0x =  (рис. 1), то интегрируя,
получим

.u x t= α ∆ (2)
Как следствие симметрии физических и геометрических параметров модели

(рис. 1), внутренние силы и перемещения зеркально симметричны относительно
оси Y: ( ) ( ).u x u x− = −  Из условия равновесия отрезка длиной dx следует

.dN dT= (3)
Здесь ,dT Ku=  где K и u определяются по (1) и (2): ( ) .dT kBdx u=  Принимая во
внимание (3) запишем

.dN kB txdx= α∆ (4)
Интегрируя обе части равенства (4), получим

2
1/ 2 .N kB tx C= α∆ + (5)
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В физической модели сегмента (рис. 1) на торцевых гранях продольных сил
нет: если ,x l= ±  то 0.N =  Таким образом, 2

1 / 2,C kB tl= − α∆
2 2( ) / 2.N kB t x l= α∆ − (6)

Здесь ;x l≤  если 0,t∆ < то 0.N ≥
Зная N (6), определим нормальные напряжения σ. При этом, пренебрегая слу-

чайными отклонениями размеров поперечного сечения от их идеальных значений,
считаем, что поперечное сечение имеет форму прямоугольника (рис. 1):

2 2 2 2/ /( ) ( ) /(2 ) ( ) /(2 ).N A N BH kB t x l BH k t x l Hσ = = = α∆ − = α∆ − (7)
Вследствие того, что экстремум растягивающей силы (6) имеет место

при 0,x =  новая трещина при достаточно низкой температуре будет локализована
в середине длины рассматриваемого сегмента (рис. 1).

Пример 1. Пусть 2 12L l= = м (рис. 1); 10B = м, 0.2H = м; 416k = МН/м3 [6];
52.2 10−α = ⋅ (1/°C) [7]. Температура уменьшается от нуля до 20t = − °C, то есть

;t t∆ =  12500E = МПа при 20t = − °C [8]. Прочность асфальтобетона при растя-
жении (в МПа) зависит от температуры и определяется по известной формуле [9]:

4.015exp( 0.042 ).t tσ = − (8)
Вопрос: появится ли трещина при уменьшении температуры асфальтобетонно-

го слоя?
Ответ: очевидно, условие прочности можно записать в виде

extr extr / ,tN Aσ = ≤ σ  где A BH=  и extrN  определяется по формуле (6) при 0x =

(рис. 1): 6
extr 32.947 10N = ⋅ Н. Соответственно extr 16.474σ =  МПа, что больше

4.015exp( 0.042( 20)) 9.300tσ = − − = МПа. Поэтому появление трещины неизбежно.
Однако трещина появится прежде, чем температура достигнет значения

20t = − °C.
Определим наименьшую температуру *,t  при которой условие прочности в

рассматриваемой модели будет выполнено и трещина не появится. Напряжение

extrσ  прямо пропорционально изменению температуры t: температуре * 0t t= <

соответствует * *
extr 16.474 /( 20).tσ = −  Однако, согласно формуле (8), прочность

асфальтобетона tσ  при увеличении температуры экспоненциально уменьшается.

С учетом соотношения (8) условие прочности *
extr tσ ≤ σ  запишем в виде нестрого-

го неравенства * *16.474 /( 20) 4.015exp( 0.042 ).t t− ≤ −  Решение данного неравенства
* 6.37t ≥ − °C прогнозирует критическое значение температуры. Если 6.37t > − °C,
то трещина не появится.

Соответственно при * 6.37t t= = − °C находим *
extr 16.474 /( 20)tσ = − =

= 5.247МПа, max 10.49N = МН. Правая часть неравенства, т.е. прочность асфаль-
тобетона при 6.37t = − °C по формуле (8) равна 5.247tσ = МПа. Таким образом,
моделируемый сегмент распадается на два новых сегмента длиной по 6 м каждый,
если температура опустится ниже критического значения * 6.37t = − °C.
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Наибольшая длина сегмента без трещин
при отрицательной температуре

Формулы (6) и (7) прогнозируют локализацию низкотемпературной трещины в
середине длины однородного стержня с постоянной площадью поперечного сече-
ния, так как экстремум продольной силы имеет место при 0x =  (рис. 1). Соответ-
ственно напряжение extrσ  (7):

2
extr /(2 ).k tl Hσ = − α∆ (9)

Здесь 0.t∆ <  Очевидно, с учетом (8) и (9) условие прочности можно записать в
виде extr .tσ ≤ σ  Из соотношения (9) следует, что extrσ  быстро возрастает с увели-

чением / 2,l L=  а именно: 2
extr /(8 ).k tL Hσ = − α∆  Это означает, что при достаточ-

но большом значении L появится низкотемпературная трещина. Практический
интерес представляет зависимость наибольшей длины сегмента без низкотемпе-
ратурных трещин от характеристик асфальтобетонного слоя.

Определение: критическая длина сегмента равна наибольшей его длине, пре-
вышение которой вызывает появление низкотемпературной трещины при отрица-
тельной температуре. Соответственно критическое растягивающее напряжение
равно напряжению, превышение которого вызывает появление низкотемператур-
ной трещины при отрицательной температуре.

Используя выражение extrσ  (9), найдем критическую длину cr cr2 ,L L l= =
( 0t∆ < ):

cr extr8 /( ).L H k t= − σ α∆ (10)

В критическом состоянии extr tσ = σ  (8). Тогда, используя полученную в работе
[9] формулу (8), перепишем (10) в виде

cr 32.12 exp( 0.042 ) /( ).L H t k t= − − α∆ (11)

Пример 2. В условиях примера 1 определить crL  при 20t = − °C.
Решение. По формулам (8) и (9) найдем соответственно extr 9.300σ = МПа и

cr 9.016L = м.
Если 20t < − °C, то в середине длины данного сегмента появится новая трещина и,
соответственно, два новых сегмента длиной по cr / 2 4.5L ≈ м каждый. В новых
сегментах напряжение extrσ  (9) уменьшится в четыре раза.

Пример 3. Вычислить crL  для трех значений k, равных 416, 104 и 26 МН/м3, в
интервале температур от –1 °C до –40 °C. Остальные исходные данные принима-
ются по примеру 1.

Решение. Результаты вычислений по формуле (11) приведены в графической
форме на рис. 2.

Результаты моделирования (рис. 2) показывают, что при температуре от –40 °C
до –10 °C длина сегмента асфальтобетонного слоя без трещин почти не зависит от
температуры, однако существенно увеличивается с уменьшением коэффициента
сцепления k с базовым слоем.

Для практики важно увеличить расстояние между трещинами, т.е. увеличить
cr .L  Из соотношений (10) и (11) следует, что длина сегмента асфальтобетонного

слоя автомобильной дороги без трещин будет возрастать, если:
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- увеличить толщину асфальтобетонного слоя H;
- повысить прочность материала асфальтобетонного слоя при растяжении, на-

пример армированием;
- уменьшить коэффициент сцепления k асфальтобетонного слоя с нижележа-

щим слоем;
- уменьшить коэффициент α материала асфальтобетонного слоя.

–40 –30 –20 –10 0
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80

120

Температура, С°

L c
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м

k = 416 МН/м3

k = 4 10 МН/м3
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Рис. 2. Зависимость критической длины Lcr от температуры
Fig. 2. Critical length Lcr as a function of temperature

Силы сдвига и касательные напряжения в области контакта
асфальтобетонного слоя с основанием

Найдем интенсивность сил сдвига int / .T dT dx=  С учетом (3) и (4) получим

int / / .T dT dx dN dx kB tx= = = α∆ (12)
Следовательно, наибольших по модулю значений силы сдвига достигают при

1x = ±  (рис. 1).
Определим силы сдвига T, которые действуют в области контакта асфальтобе-

тонного слоя с нижележащим слоем. Принимая во внимание (3) и (12), получим
.dT kB txdx= α∆ (13)

Интегрируя обе части равенства (13), получим 2
2/ 2 .T kB tx C= α∆ +  Константу

интегрирования C2 найдем, используя (11): если 0,x =  то int 0,T =  а значит, и
0.T =  Таким образом, 2 0,C =

2 / 2.T kB tx= α∆ (14)

Учитывая (6) и (14), заметим, что разность 2 / 2;N T kB tl− = − α∆  так как
0,t∆ <  то 0.N T− >

Найдем касательные напряжения τ в области контакта асфальтобетонного слоя
с основанием (рис. 1). Так как ,dA Bdx=  то с учетом (13) получим

/ /( ) .dT dA kB txdx Bdx k txτ = = α∆ = α∆ (15)
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Известные по литературе [10] эксперимен-
тальные данные показывают, что с уменьшени-
ем температуры касательные напряжения (15)
линейно возрастают по модулю до определен-
ного значения τ0 (рис. 3).

Величины τ0 и u0 весьма вариабельны, на-
пример, могут принимать значения из интерва-
лов соответственно [0.010, 0.024] МПа и [0.5,
1.4] мм [10]. Принимая во внимание рис. 3 и
известные по литературе данные по трибологии
[11], можно предположить, что если в рассмат-
риваемом случае 0τ = τ , то имеет место сколь-
жение с трением; однако если 0τ < τ , то ос-
новную роль играет адгезия. Более детальное
обсуждение данного вопроса выходит за рамки

данной работы.

Обсуждение и сравнение с результатами других авторов

Адекватность результатов моделирования по разработанной методике под-
тверждается известными по литературе экспериментальными данными. Напри-
мер, анализ большого объема экспериментальных и теоретических данных пред-
ставил B. Teltayev [2]. Рассмотрим один из примеров, подробно описанный в ста-
тье [2]: дорога с асфальтобетонным слоем толщиной 0.15 м построена в Казахста-
не в 2008−2009 гг.; по состоянию на 19.07.2015 среднее число трещин на 1 км до-
роги равно 57.

Таким образом, среднее расстояние между трещинами 17.6 м, что согласуется
с представленными на рис. 2 результатами моделирования для 104k = МН/м3

в интервале температур от –40 до –10 °C, в котором Lcr принимает значения от 18
до 20 м. Соответственно расхождение составляет от 2 до 12 %, если 0.2H =  м.

Однако если 0.15H =  м, то по формуле (10) получим для Lcr интервал значе-
ний от 15.6 до 17.3 м. Расхождения объясняются тем, что в представленных на
рис. 2 результатах вычислений не учтены случайные отклонения характеристик
технологических процессов, климатических условий и физико-механических
свойств от их нормируемых значений. Для оценки влияния этих факторов необ-
ходимо продолжение исследований.

Тем не менее детерминируемые формулами (10) и (11) закономерности влия-
ния характеристик асфальтобетонного слоя на Lcr согласуются с независимо полу-
ченными по другим методикам данными исследований аналогичных объектов [3,
c. 72]. А именно, как и в [3], подтверждено, что сопротивление появлению трещин
возрастает с увеличением толщины асфальтобетонного слоя H и уменьшением
коэффициента k, т.е. сцепления слоя асфальтобетона с основанием.

Можно предположить, что увеличение коэффициента k в формулах (10) и (11)
эквивалентно повышению жесткости основания, т.е. увеличению модуля упруго-
сти. Тогда в литературе находим экспериментально обоснованное подтверждени-
ем нашего теоретически полученного вывода о том, что с уменьшением коэффи-
циента k уменьшается количество трещин на единицу длины дороги: «… покры-
тия с высокомодульными асфальтобетонными основаниями имеют в 2,45 раза

τ

τ0

u0

u

–τ0

–u0

Рис. 3. Напряжения и перемещения
при сдвиге бетонного слоя при

0t∆ ≤
Fig. 3. Stresses and displacements due
to a concrete layer shearing at 0t∆ ≤
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больше шансов оказаться в группе трещиноватых покрытий, чем покрытия с
обычными асфальтобетонными основаниями» [12]. В цитируемой работе толщина
слоев асфальта варьируется на разных участках дороги от 11 до 31 см, а толщина
основания – от 15 до 25 см. Возраст различных участков дорог от одного года до
12 лет, общая протяженность исследованных в 2014 г. участков дорог 1300 км.
При этом модуль упругости более жесткого асфальтобетона равен 14000 МПа при
15 °C, и менее жесткого – также 14000 МПа, но при 10 °C [12].

Таким образом, разработанная модель условий появления низкотемператур-
ных трещин физически адекватна, а расчетные формулы определения критиче-
ской длины асфальтобетонного слоя (10) и (11) приводят к реалистичным резуль-
татам (рис. 2), что подтверждается их согласованностью с экспериментальными и
теоретическими результатами исследований других авторов [2, 3, 12]. Разрабо-
танная модель и расчетные формулы (10) и (11) могут быть использованы как при
анализе мониторинга существующих автомобильных дорог, так и в исследовани-
ях дорожных конструкций из новых материалов [4, 13].

Заключение

В результате выполненного исследования разработана механико-математиче-
ская модель условий образования низкотемпературных трещин на участке асфаль-
тобетонного слоя. С применением разработанной модели выполнен анализ законо-
мерностей влияния отрицательной температуры на распределение растягивающих
напряжений в асфальтобетонном слое, взаимодействующим с основанием.

Установлено, что силы сдвига в середине длины сегмента равны нулю и дос-
тигают наибольших по модулю значений в окрестности торцевых сечений сег-
мента асфальтобетонного слоя.

Установлено, что распределение растягивающих сил в сегменте асфальтобе-
тонного слоя описывается полиномом второго порядка (6); растягивающая сила
имеет максимум в середине длины сегмента. Соответственно новая трещина при
понижении температуры появится в середине длины сегмента.

Получены расчетные формулы (10) и (11) для определения наибольшей длины
сегмента асфальтобетонного слоя автомобильной дороги без трещин Lcr. Адекват-
ность результатов моделирования подтверждена их согласованностью с опубли-
кованными в литературе экспериментальными и теоретическими данными неза-
висимо выполненных исследований других авторов.

С применением разработанной модели показано, что сопротивление появле-
нию трещин будет возрастать, если: увеличить толщину асфальтобетонного слоя
H; уменьшить коэффициент сцепления k асфальтобетонного слоя с нижележащим
слоем; повысить прочность материала асфальтобетонного слоя при растяжении, в
том числе армированием; уменьшить коэффициент α асфальтобетонного слоя при
отрицательных температурах.

ЛИТЕРАТУРА

 1. Merzlyakov V.P. Physical and mechanical conditions for primary frost crack formation // Soil
Mechanics and Foundation Engineering. 2016. V. 53. No. 4. P. 221–225. DOI: 10.1007/
s11204-016-9389-1.

 2. Teltayev B. Regularities of increasing of temperature cracks number in asphalt pavement of
highway // Reports of the National Academy of Sciences of the Republic of Kazakhstan.
2015. No. 5. P. 35–57.



Моделирование условий появления низкотемпературных трещин в асфальтобетонном слое 65

 3. Попов А.Н., Кочетков А.В., Масалыкин А.Н. Математическая модель деформирования
асфальтобетонного слоя усиления сборного аэродромного покрытия под воздействием
температуры // Научный журнал строительства и архитектуры. 2015. № 2 (38). С. 65–74.

 4. Zavyalov M.A., Kirillov A.M. Evaluation methods of asphalt pavement service life // Maga-
zine of Civil Engineering. 2015. No. 2 (54). P. 70–76. DOI: 10.18720/MCE.70.5.

 5. Shen W., Kirkner D.J. Distributed thermal cracking of AC pavement with frictional constraint
// J. Engineering Mechanics. 1999. V. 125. No. 5. P. 554–560.

 6. Chen G., Baker G. One-dimensional nonlinear model for prediction of crack spacing in con-
crete pavements // Advances in Structural Engineering. 2005. V. 8. No. 6. P. 595–602.

 7. Pszczoła M., Judycki J. Comparison of calculated and measured thermal stresses in asphalt
concrete // Baltic J. Road & Bridge Engineering. 2015. V. 10. No. 1. P. 39–45. DOI:
10.3846/bjrbe.2015.05.

 8. Judycki J. A new viscoelastic method of calculation of low-temperature thermal stresses in
asphalt layers of pavements // Int. J. Pavement Engineering. 2018. V. 19. Issue 1. P. 24–36.
DOI: 10.1080/10298436.2016.1199883.

 9. Левашов Г.М., Сиротюк В.В. Об определении предела прочности асфальтобетона на
растяжение при изгибе // Вестник Сибирской государственной автомобильно-дорожной
академии. 2011. № 22. С. 23–26.

 10. Zhang J., Li V.C. Influence of supporting base characteristics on shrinkage-induced stresses in
concrete pavements // J. Transportation Engineering. 2001. V. 127. No. 6. Р. 455–462.

 11. Myshkin N.K., Goryacheva I.G. Tribology: trends in the half-century development // Journal
of Friction and Wear. 2016. V. 37. No. 6. Р. 513–516. DOI: 10.3103/S106836661606009X.

 12. Rys D., Judycki J., Pszczola M., Jaczewski M., Mejlun L. Comparison of low-temperature
cracks intensity on pavements with high modulus asphalt concrete and conventional asphalt
concrete bases // Construction and Building Materials. 2017. V. 147. Р. 478–487.
https://doi.org/10.1016/j.conbuildmat.2017.04.179.

 13. Sirotyuk V.V., Lunev A.A. Strength and deformation characteristics of ash and slag mixture //
Magazine of Civil Engineering. 2017. No. 6 (74). P. 3–16. DOI: 10.18720/MCE.74.1.

Статья поступила 25.04.2018

Kolesnikov G.N., Gavrilov T.A. (2018) SIMULATION OF THE CONDITIONS FOR A LOW-
TEMPERATURE CRACK APPEARANCE IN THE ASPHALT CONCRETE LAYER OF A
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Low-temperature cracks are formed in the upper layers of roads during freezing of the latter.
The methods used for predicting the distance between cracks on the road surfaces are well known.
However, the patterns of negative temperature influence on the distribution of tensile stresses in
an asphalt concrete layer are still undefined.

The purpose of the work is to develop a mechanical and mathematical model of the conditions
for the low-temperature cracks arising in the asphalt layer and to analyze the effect of subzero
temperature on the distribution of both tensile forces in the asphalt layer and shear forces in the
contact area between the layer and the base.

As a result, it is found that the distribution of tensile forces in the segment of asphalt concrete layer
is described by a second order polynomial whose maximum is in the middle of the segment length. The
maximum (critical) length of the segment without cracks is determined by means of tensile strength
condition. It is revealed that the shear forces in the middle of the segment length are equal to zero and
reach the highest absolute values in the vicinity of end faces of asphalt layer segment.

The adequacy of simulation results is confirmed by their consistency with experimental and
theoretical data published by other authors.
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МЕТОДИКА ОПРЕДЕЛЕНИЯ СОБСТВЕННЫХ ЧАСТОТ
ТУПИКОВЫХ ОТВЕТВЛЕНИЙ ГАЗОПРОВОДОВ

На базе волнового уравнения распространения звуковых колебаний в газе и
нестационарной модели динамики жидкости рассмотрен акустический резо-
нанс во фрагменте газотранспортной сети, содержащем тупиковое ответвле-
ние. Найдены минимальные частоты автоколебательного процесса пульса-
ций давления, а также частоты образования вихрей, составляющих дорожку
Т. Кармана. Оценивается возможность проявления резонансных явлений.

Ключевые слова: трубопроводные тупики, акустический резонатор, соб-
ственные частоты, пульсации давления, звуковые колебания, механические
колебания, резонанс.

При штатной работе компрессорных станций часть отводов коллектора от-
ключается. Это приводит к образованию трубопроводных тупиков, что, в свою
очередь, порождает интенсивные механические колебания, частотой порядка
10 Гц. Также, при установке датчиков перепада давления в импульсные трубки на
участках технологических трубопроводов, регистрируют колебания, имеющие
более высокую выраженную частоту [1, 2]. Эти процессы могут быть объяснены
явлениями срыва вихрей с геометрических границ области течения [3]. Срыв вих-
рей порождает пульсации давления столба газа в тупике, которые, в свою очередь,
вызывают акустические колебания, входящие в резонанс с собственными часто-
тами «тупика».

Рассмотрим типичную схему входной коллекторной системы цеха КС МГ с
5 агрегатами мощностью 16 МВт (рис. 1). В этой схеме нас будут интересовать
только коллекторы (как правило, Ду 1000) и отводные трубопроводы к ГПА (как
правило, Ду 700).

Необходимо заметить, что в такой системе возможно два вида резонанса: аку-
стический и механический. Первый возникает вследствие совпадения частоты
пульсаций давления с собственными частотами столба газа в тупиковом ответв-
лении, представляющем собой акустический резонатор. Второй – вследствие сов-
падения частоты пульсаций давления с собственной частотой металлических кон-
струкций. Практический интерес представляет первый случай, так как он лежит в
области порядка 10 Гц. Во втором случае собственная частота конструкции газо-
провода (обвязки) является слишком высокой (она измеряется в кГц), и практиче-
ски, частота пульсаций давления автоколебательного процесса к ней не прибли-
жается. Условие кратности частот в этом случае не рассматривается, так как крат-
ность составляет более трех порядков.

Собственные частоты столба газа в возникающих акустических резонаторах
(тупиках) рассчитываются по методике, представленной ниже, и для тупиков,
представленных на рис. 1, имеют значение около 60 Гц.

Расчеты в ANSYS показали [4], что явления срыва вихрей в местах сочленения
коллектора и отводных трубопроводов к ГПА, происходят с частотой 15–30 Гц.
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Рис. 1. Схема входной коллекторной системы цеха КС МГ с 5-ю ГПА. ЦН № 1 – ЦН № 5 –
нагнетатели давления; затемненные ЦН №4; ЦН №5 характеризуют их отключенное со-
стояние; К1 – кран шаровой, Qц – цеховой расход газа; Qл, Qп – расходы по левой и пра-
вой ветвям коллектора соответственно; Q1, Q2, Q3 – расходы нагнетателей
Fig. 1. Scheme of the input collector system of the production facility of a cross-country pipeline
compressor station with five gas compressor units. ЦН №1 – ЦН №5 are the pressure
superchargers; filled symbols of ЦН №4 and ЦН №5 characterize their disconnected state; К1 is
the ball valve; Qц is the gas consumption of the production facility; Qл, Qп are the consumptions
of collector’s left and right branches, respectively; Q1, Q2, and Q3 are the consumptions of
superchargers

Таким образом, в сложившейся ситуации возможен резонанс. Рассмотрим мето-
дику расчета собственных частот трубопроводных тупиков.

Вообще задача об определении собственных частот имеет счетное множество
решений, но нас будет интересовать минимальная собственная частота или ос-
новной тон акустического резонатора (тупика).

Основной тон акустической системы равен минимальной частоте стоячей вол-
ны, образующейся в тупике. Сама стоячая волна есть результат взаимодействия
бегущей и отраженной от стенки волн.

Рассмотрим одномерное уравнение распространения звуковых колебаний в
трубе (волновое уравнение):

2
1

tt zzu u
c

= . (1)

Здесь z – пространственная координата, t – время, c – скорость звука в газе,
u = ρ − ρ0 – избыточная плотность, ρ0 – плотность газа в отсутствие звуковых ко-
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лебаний. Кроме этого введены обозначения:
2 2

2 2,tt zz
u uu u

t z
∂ ∂

= =
∂ ∂

.

Общее решение уравнения (1) записывается в виде двух волн, распростра-
няющихся в противоположных направлениях оси z:

( ) ( )1 2u f z ct f z ct= + + − , (2)
где f1, f2 – произвольные непрерывные дважды дифференцируемые функции своих
аргументов. Конкретный вид этих функций определяется граничными условиями.
По теории Фурье каждая из этих функций может быть представлена в виде раз-
ложения по ортогональным гармоническим функциям, каждая из которых опре-
деляет основной тон или свой обертон. В задаче о нахождении минимальных аку-
стических частот нас интересует только основной тон. Минимальная частота оп-
ределяется первыми слагаемыми в разложении Фурье. Это будет либо синус, либо
косинус угла 2πz/λ. Чтобы удовлетворить граничному условию на стенке тупика:
uz = 0 при z = λ, выбираем косинус, поэтому

cos 2π
λ
zu ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
. (3)

Причем λ – длина волны – должна быть максимальна и равна длине тупика h.
Рассмотрим случай интерференции бегущей волны и волны, отраженной от

стенки тупика, накладывающейся на бегущую (с одинаковой амплитудой и часто-
той) [5, 6].

Пусть две волны распространяются вдоль оси z в противоположных направле-
ниях:

( ) ( )1 1, cos ωu z t A t kz= − + ϕ ; (4)

( ) ( )2 2, cos ωu z t A t kz= + + ϕ . (5)
Если аргументы у косинусов в (4) и (5) представить как

ω ω
2 2

t kz t kz2 1 2 1
1

ϕ + ϕ ϕ −ϕ⎛ ⎞− + ϕ = + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

; (6)

ω ω
2 2

t kz t kz2 1 2 1
2

ϕ + ϕ ϕ −ϕ⎛ ⎞+ + ϕ = + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

(7)

и воспользоваться формулами для косинуса разности и косинуса суммы двух уг-
лов, то после суммирования выражений (4) и (5) получим

2 1 2 1
1 2 2 cos cos ω

2 2
u u u A kz t

ϕ −ϕ ϕ + ϕ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. (8)

В целях упрощения выберем начало отсчета по продольной координате так,
чтобы разность φ2 – φ1 стала равной нулю, а начало отсчета по оси времени таким
образом, чтобы оказалась равной нулю сумма φ2 + φ1. Тогда с учетом введенного
обозначения k = 2π/λ (волновое число), получим стоячую волну в виде

( )2 cos 2π cos ω
λ
zu A t⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
, (9)

что, в свою очередь, согласуется с (3).
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Примем, что тупик расположен вертикально и ее нижний конец заглушен
(рис. 2).

A A

B

B

d

hD

Рис. 2. Схематическое изображение газопроводного тупика
A–A – основной канал; B–B – резонатор; h – длина резонатора,
d – диаметр трубопровода, D – диаметр тупика
Fig. 2. Schematic representation of a dead leg of pipeline. A–A is
the main channel; B–B is the resonator; h is the resonator length; d
is the pipeline diameter; and D is the dead leg diameter

На этом конце должно выполняться условие отсутствия проникновения массы
через непроницаемую стенку трубы. Так как мы уже приняли, что u есть плот-
ность, а по закону Фика поток массы пропорционален градиенту плотности, то на
дне тупика имеем

0z
uu
z
∂

= =
∂

. (10)

Для нахождения собственных частот и условий резонанса достаточно исполь-
зовать нормированное распределение избыточной плотности. Таким образом,
вместо (9) можем записать

cos 2π cosω
λ
zu t⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
. (11)

Заметим, что в этом случае условие (10) удовлетворяется автоматически. Как
видно из дальнейшего (см. рис. 3−5), точки по длине тупика, определяемые усло-
вием (10), остаются неизменными для любых мгновенных значений волновых
функций. В этих точках градиент избыточной плотности равен нулю. Поэтому та-
кие точки называются узлами стоячих волн. Другими стационарными точками
стоячих волн градиента плотности являются пучности. В них величина градиента
максимальна. В этих точках реализуется максимальный переток массы из одной
области пространства в другую. Естественно, что на свободной границе, опреде-
ляющей вход в тупик, целесообразно поставить условие, отвечающее наличию
пучности:

maxz zu u= .
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Тогда с учетом распределения (11) это эквивалентно выполнению следующего
соотношения:

πsin 2π 1, 2π π , 0,1, 2,3...
λ λ 2
h h n n⎛ ⎞ = = + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
. (12)

Таким образом, для возникновения стоячей волны в трубе с заглушенным кон-
цом на ее длине должно укладываться нечетное число четвертей волн градиента
плотности:

( )λ 2 1
4

h n= + . (13)

На рис. 3−5 изображены стоячие волны, возникающие в трубе с одним заглу-
шенным концом. В дальнейшем нас будут интересовать наиболее длинные по
протяженности, т.е. минимальные по частоте волны. Поэтому на рис. 4 показаны
волны, имеющие наряду с другими размерами длину λ/4.

0 0.5 1 1.5 2 z

uz

–2

–1

0

1

Рис. 3. Изображение падающей волны градиента плотности (сплошная
линия) и стоячей волны (пунктир) для заглушенной с левого конца
трубы. Продольный размер стоячей волны – 5/4 длины волны
Fig. 3. Illustration of the incident wave of density gradient (solid line) and
standing wave (dashed line) for the pipe whose left end is blanked off. A
longitudinal size of standing wave is of 5/4 wavelength

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 z

–0.8

–0.4

0

0.4

0.8
uz

Рис 4. Стоячие волны градиента плотности в полузакрытой трубе,
отвечающие семи различным моментам времени

Fig. 4. Standing waves of density gradient in a semi-closed pipe
at seven different time instants
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 z

–0.8

–0.4

0

0.4

0.8
uz

Рис 5. Стоячие волны в трубе размером 1.25 м, имеющие 1/4 длины волны
(сплошная линия), 3/4 длины волны (пунктир) и 5/4 длины волны (точки)

Fig. 5. Standing waves of 1/4 (solid line), 3/4 (dashed line), and 5/4 (dotted line)
wavelength in the pipe of 1.25 m long

Строго говоря, стоячая волна может существовать только при отсутствии по-
терь в среде и полном отражении волн от границы. Обычно кроме стоячих волн в
среде присутствуют и бегущие волны, подводящие энергию к местам её поглоще-
ния или излучения.

В нашем случае полуоткрытой трубы при существовании в ней стоячих волн
создаются условия перераспределения энергии таким образом, что часть ее может
эффективно излучаться во внешнее пространство с открытого конца трубы.

Определение собственных частот плоского резонатора

Уравнение распространения акустических колебаний (или волновое уравне-
ние) в декартовых координатах на плоскости (x, z) имеет вид

2
1

tt xx zzu u u
c

= + . (14)

Здесь c – скорость звука; u может быть смещением частиц среды, их скоростью,
плотностью, давлением, но мы по-прежнему будем рассматривать плотность.

Из курса общей физики известно, что звуковые колебания представляют собой
продольные волны сжатия и растяжения среды и имеют периодическую структу-
ру. В соответствии с известным методом разделения переменных, будем искать
нормированное решение уравнения (14) в виде u = u1(t)·u2(x)·u3(z) или в случае
распространения гармонических колебаний в форме

cosω cosα cosβu t x z= ⋅ ⋅ . (15)
Подставляя (15) в (14), получаем после сокращения на u так называемое час-

тотное уравнение:
2

2 2
2

ω α β
c

= + . (16)

В задаче о распространении акустических колебаний положение физических
границ имеет определяющее значение. На твердых стенках обычно ставятся усло-
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вия равенства нулю производной по нормали к стенке, выражающие собой усло-
вие непроницаемости стенки. Таким образом, на горизонтальных гранях резона-
тора (см. рис. 2) для производной от плотности мы должны записать

( ,0, ) 0,   ( , , ) 0x xu t z u t d z= = . (17)

Первое из двух условий (17) при выборе решения в виде (15) удовлетворяется
автоматически, второе дает

sinα 0, α πd d m= = . (18)
На дне каверны, при z = 0, имеем также условие материального баланса, кото-

рое, как и в предыдущем случае, удовлетворяется автоматически. При z = h, т.е. на
открытой границе каверны, должно быть выставлено условие, определяющее
пучности волн:

maxz zu u=

или, имея в виду (15),
sinβ 1h = .

Откуда получаем
πβ π , 0,1, 2,3...
2

h n n= + =  . (19)

Подставляя α и β из (18) и (19) в (16), для круговой частоты найдем

( )22

2 2
2 1

ω π
4
nmс

d h
+

= + . (20)

Тогда для линейной частоты получим

( )22

2 2
2 1

2 4
nс m

d h
+

ν = + . (21)

Минимум в (21) достигается при m = 0, n = 0, так что

min 4
с
h

ν = . (22)

Определение собственных частот цилиндрического резонатора

Волновое уравнение в цилиндрических координатах (r, φ, z) имеет вид

2 2
1 1 1

tt rr r zzu u u u u
rc r ϕϕ= + + + . (23)

В этих переменных решение будет периодическим по всем координатам, кро-
ме r. Учитывая это и разделяя переменные, можно записать

( )cosω cos cosβu t n z R r= ⋅ ϕ⋅ ⋅ . (24)
Причем в (24) n равно нулю или целое, поскольку в окружность по φ должно

укладываться целое число волн. Подставляя (24) в (23), сокращая результат на
cosωt·cosnφ·cosβz и умножая его на r2, получим уравнение Бесселя:

( )2 2 2 2λ 0r R rR r n R′′ ′+ + − = . (25)
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Здесь введено обозначение
2

2 2
2

ωλ β
с

= − . (26)

Решениями этого уравнения будут функции Бесселя первого и второго рода.
Функции Бесселя второго рода имеют особенность в нуле и поэтому не годятся
для описания физических процессов во внутренности цилиндра. Таким образом, с
точностью до константы можно записать

( ) ( )λnR r J r= , (27)
где Jn – функция Бесселя первого рода n-го порядка.

Конечная цель проводимого анализа – нахождение минимальной акустической
частоты цилиндрического резонатора. Как и в плоском случае, этот результат бу-
дет достигаться при n = 0. Поэтому в дальнейшем будем работать с функцией
J0(λr), тогда

( ) ( )0 λR r J r= . (28)
По смыслу задачи функция R(r) на боковой стенке цилиндра должна отвечать

условию ее непроницаемости 0u
r
∂

=
∂

, которое приводит к условию

( ) ( )0ρ λ λρ 0R J′ ′= = . (29)
Здесь ρ – радиус цилиндра.

Откуда находим
γ

λ
ρ
k

k = , (30)

где γk, k = 0, 1, 2, … – корни уравнения

( )0 γ 0J ′ = . (31)

Решение (24) автоматически удовлетворяет условию непроницаемости при
z = 0. Условия существования пучностей при z = h в волновом распределении (24)
эквивалентно соотношениям

sinβ 1, , 0,1,2,3...
2

h h n nπ
= β = + π = . (32)

Отсюда
( )π 2 1

β
2
n
h
+

= . (33)

Подставляя (30) и (32) в (26), для круговой частоты найдем

( )222

2 2
π 2 1γ

ω
ρ 4

k n
с

h
+

= + . (34)

Тогда частота, выраженная в герцах, будет

( )22

2 2 2
2 1γ

2 π ρ 4
k nс

h
+

ν = + . (35)
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Минимальная частота будет достигаться для случая, когда k = 0 (γ0 = 0) и n = 0
и составит величину

min 4
с
h

ν = . (36)

Как видим, эта частота совпадает с минимальной частотой полуоткрытого
плоского резонатора.

Теория вихревых дорожек Кармана

Наблюдения, относящиеся к исследованию вихревых явлений позади обтекае-
мого тела, начиная с работы Бенара [7], приводят к следующим результатам. При
некоторой достаточно большой скорости, зависящей от вязкости жидкости и раз-
мера обтекаемого тела, позади тела начинают образовываться вихри с устанавли-
вающимся определенным расстоянием между ними. При этом расстояние между
нижним и верхним рядами вихрей не зависит от скорости течения, а зависит лишь
от ширины тела. Т. Карман [8, 9] в 1912 г. дал теорию таких вихревых цепочек, их
устойчивости и рассмотрел вопрос о лобовом сопротивлении тел. С тех пор тео-
рия Кармана нашла широкое применение для объяснения многих явлений, таких
как раскачивание деревьев и проводов ветром, неустойчивость колебаний подвес-
ных мостов и теория машущего крыла [10]. Очевидно, теория вихревых дорожек
Кармана применима и к течению газа по трубам, поскольку они могут возникать
не только при обтекании выступов, рассмотренном в литературе, но так же и при
обтекании каверн (участков разветвлений), что является гораздо менее освещен-
ной областью.

Эта теория применена для случая обтекания плоской каверны. Она показала
результаты, хорошо согласующиеся с данными вычислений по пакету ANSYS
FLUENT [4]. Результаты сопоставления приведены в табл. 1. Расчеты проводи-
лись для тупикового ответвления газопровода диаметром 700 мм, высотой 1400 мм.
Решалась нестационарная задача, неявным методом с использованием разностей
второго порядка, с шагом по времени t = 10−6 c, модель турбулентности – DES,
с предустановленными в ANSYS FLUENT настройками.

Т а б л и ц а  1

Частоты автоколебательного процесса

Частота зарождения и срыва вихрей Теория Кармана Пакет ANSYS
Вихри основного потока 34.6 с–1 33.5 с–1

Вихри каверны 17.3 с–1 16.7 с–1

Расчетами выявлено существование двух частот автоколебаний: для вихрей,
уносимых основным потоком, и вихрей, падающих в каверну. Эти данные обоб-
щены в виде следующих зависимостей для частот:

1 1α V∞ν = ; (37)

2 2α V∞ν = , (38)
где α1 = 1.73 м–1, α2 = 0.83 м–1 – размерные константы, V∞ – скорость набегающего
потока. При этом избыточное давление определяется соотношением

2βρ , β 7.44p p p V∞ ∞∆ = − = = . (39)
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Условия резонанса между акустическими и автоколебаниями

Резонанс возникает в результате действия вынуждающей силы, если ее частота
равна одной из собственных частот системы. В нашем случае вынуждающей силой
является переменное давление, возникающее в результате наличия автоколебаний, а
собственные частоты системы – это акустические частоты каверны. Условия резо-
нанса разберем на примере плоской каверны. Для этого возьмем минимальную ли-
нейную частоту, определяющуюся формулой (36). Это будет величина

min 4
с
h

ν = . (40)

При сопоставлении ее с частотами автоколебаний, найденными из расчетов по па-
кетным технологиям: ν1 = α1V∞, ν2 = α2V∞ (α1 = 1.73 м–1, α2 = 0.83 м–1) условия
кратности частот будут выглядеть следующим образом:

min min

1 2
,k m

ν ν
= =

ν ν
, (41)

где k, m – натуральные числа.
Подставляя в (40) значения частот из (37) и (38), найдем условия на h – высоту

каверны:

1 2
,

4 4k m
c ch h

k V m V∞ ∞
= =

α α
. (42)

Последние формулы дают значения h, отвечающие различным числам кратно-
сти, которые могут приводить к резонансным явлениям в системе.

Т а б л и ц а  2

Критические высоты каверны

Критические высоты каверны, кратные первой частоте автоколебаний
k кратность 1 2 3 4 5 6

hk(м) 3.16 2.08 1.05 0.79 0.63 0.52
Критические высоты каверны, кратные второй частоте автоколебаний

k кратность 1 2 3 4 5 6
hk(м) 6.32 3.16 2.11 1.58 1.26 1.05

Вероятность резонансных явлений с повышением кратности существенно
снижается, поэтому наиболее критичными являются высоты, отвечающие первой
кратности.

Выводы

Анализ решений уравнений акустики в плоском и осесимметричном случаях
показал одинаковые результаты в отношении минимальных частот полуоткрытых
плоского и цилиндрического резонаторов.

При сближении собственных частот тупиков (акустических резонаторов) с
частотой колебаний среды, вызванных вихревой дорожкой Кармана, может на-
ступить акустический резонанс, способный вызвать нарушения в работе узлов и
агрегатов газотранспортных систем.

Найдены формулы, определяющие собственные акустические частоты тупико-
вого ответвления.
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ЧИСЛЕННОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ КРИТИЧЕСКИХ УСЛОВИЙ
ИСКРОВОГО ЗАЖИГАНИЯ И ВЫХОДА НА УСТОЙЧИВЫЙ РЕЖИМ

ГОРЕНИЯ БЕДНОЙ МЕТАНО-ВОЗДУШНОЙ СМЕСИ

Представлена математическая модель и результаты решения задачи искро-
вого зажигания бедной метано-воздушной смеси. В задаче определялась ми-
нимальная энергия искры, при которой было возможно инициирование про-
цесса горения бедной метано-воздушной смеси с выходом на устойчивый
режим распространения фронта горения. Задача решалась численно с ис-
пользованием алгоритма распада произвольного разрыва методом С.К. Го-
дунова. Из решения задачи определены зависимости минимальной энергии
искрового зажигания, а также видимой и нормальной скорости распростра-
нения фронта горения метано-воздушной смеси от содержания горючей
компоненты в газе.

Ключевые слова: скорость горения, искровое зажигание, бедная метано-
воздушная смесь, устойчивость горения, математическое моделирование.

Задача инициирования устойчивого горения реагирующей газовой или газо-
дисперсной смеси искровым разрядом является актуальной и исследована в рабо-
тах ряда авторов. Основная цель проводимых работ – определение минимальной
энергии разряда, необходимой для инициирования процесса горения. Одной из
причин широкого исследования задачи искрового зажигания в газах являются
требования техники безопасности на производстве. В [1] указано, что минималь-
ная энергия зажигания является критерием оценки способности газа воспламе-
няться. Под минимальной энергией зажигания подразумевается наименьшая ве-
личина энергии искры электрического разряда, достаточная для воспламенения
газа. Таким образом, оценка зависимости минимальной энергии зажигания газа от
состава необходима для прогнозирования пожаро-взрывоопасности горючих газо-
вых смесей.

В работах [2 – 4] выполнено численное исследование задачи о минимальной
энергии зажигания смеси реагирующего газа и частиц. Получены условия ини-
циирования горения для двухфазной, двухтемпературной теплодиффузионной
модели горения [2], а также условия для моделей, учитывающих термическое
расширение газа [3], лучистый теплоперенос [4]. Из решения задач определено
влияние параметров смеси, а также движения газа и лучистого теплопереноса от
частиц на критические условия инициирования горения.

Оценка энергии зажигания и энергии инициирования детонации в углеродо-
воздушных смесях приведена в работах [5, 6]. В работе [5] приведена оценка
перехода от режима горения к режиму детонации для водородо-воздушной смеси.
В работе [6] показано, что при высоких энергиях искрового заряда возможен пе-
реход от режима зажигания с устойчивым распространением фронта горения ме-
тано-воздушной смеси к детонационному режиму. Согласно [6], энергия зажига-
ния метано-воздушной смеси лежит в диапазоне Eз = 10–4 – 11 Дж в зависимости
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от молярной доли метана в газе. Известно, что минимальная энергия искрового
зажигания метано-воздушной смеси составляет 0.28 мДж [7].

Под искровым зажиганием классически принято понимать зажигание с выхо-
дом на устойчивый режим распространения пламени. В случае зажигания с выхо-
дом на устойчивый режим горения после инициирования процесса тепловая волна
должна продвигаться по пространству с постоянными значениями видимой и
нормальной скорости горения. Зависимость нормальной скорости горения мета-
но-воздушной смеси от состава, определенная экспериментально, представлена в
работе [8].

Целью настоящей работы является численное определение критических усло-
вий инициирования зажигания с последующим устойчивым распространением
фронта горения метано-воздушной смеси (МВС), а также определение нормаль-
ной и видимой скорости распространения горения.

Построение математической модели

Математическая модель зажигания МВС формулируется на основе моделей
[3, 9] при следующих допущениях: МВС с объемной концентрацией метана avol
находится в бесконечном объеме. Нитевидный мгновенный источник зажигания
расположен в центре. Внешняя граница расчетной области полагается бесконечно
удаленной от источника зажигания. Потерями тепла на электроды пренебрегается.
Теплоотдача излучением от продуктов сгорания не учитывается. Диссоциация
молекул продуктов сгорания при высокой температуре также не учитывается. Ко-
эффициенты диффузии и теплопроводности зависят от температуры [9]. Газовая
постоянная определяется составом газовой смеси. Константа скорости химиче-
ской реакции зависит от температуры по закону Аррениуса, скорость реакции за-
висит от концентрации метана и кислорода и описывается кинетикой первого по-
рядка по метану и первого порядка по кислороду. Учитывается движение газа,
обусловленное тепловым расширением газа при повышении температуры.

Математическая постановка задачи при сформулированных допущениях имеет
вид:

Уравнение неразрывности:

0r r u
t r

∂ ρ ∂ ρ
+ =

∂ ∂
. (1)

Уравнение сохранения импульса:

( )2

.
r u pr u p

t r

∂ ρ +∂ ρ
+ =

∂ ∂
(2)

Уравнение энергии:

( ) ( )

( )

2 2

0 CH4 O2

2 2

exp .
u

r u r u u pu

t r
T Er T rQk

r r R T

⎡ ⎤∂ ρ ε + ∂ ρ ε + +⎣ ⎦+ =
∂ ∂

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞= λ + ρ ρ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(3)

Уравнение баланса массы метана в смеси:

( )CH4 CH4 CH4
0 CH4 O2 exp .g

u

r r u a ErD T rk
t r r r R T

∂ ρ ∂ ρ ∂ ⎛ ⎞∂ ⎛ ⎞+ = ρ − ρ ρ −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
(4)
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Уравнение баланса массы кислорода в смеси:

( )O2 O2 O2
1 0 CH4 2

u
exp .g O

r r u a ErD T r k
t r r r R T

∂ ρ ∂ ρ ∂ ⎛ ⎞∂ ⎛ ⎞+ = ρ − α ρ ρ −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
(5)

Уравнение состояния идеального газа:
p RT= ρ . (6)

Начальные условия:

( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
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z
z z

CH4 z CH4, O2 z O2, z z
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4 4
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ρ = ρ ρ = ρ = ρ = ρ (7)

Граничные условия:
( ) ( ) ( ) ( )CH4 O20, 0, 0, 0,

0
t T t t t

r r r r
∂ρ ∂ ∂ρ ∂ρ

= = = =
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; (8)

( ) ( ) ( )CH4 O2, , ,
0

T t t t
r r r

∂ ∞ ∂ρ ∞ ∂ρ ∞
= = =

∂ ∂ ∂
. (9)

Здесь u – скорость, t – время, r – координата по радиусу, p – давление, k0 – кон-
станта скорости химической реакции, T – температура, Ea – энергия активации,
Ru – универсальная газовая постоянная, ρ – плотность, CH4ρ , O2ρ  – парциальные
плотности метана и кислорода в газе, Q – тепловой эффект реакции, Qz – энергия

искрового разряда, 
( )1

p
ε =

ρ γ −
 – внутренняя энергия газа, p

v

c
c

γ =  – показатель

адиабаты, O2 O2
1

CH4 CH4

μ ν
α =

μ ν
 – стехиометрический коэффициент расхода кислорода в

реакции с метаном. Переменные ρCH4 и ρO2 определяют значения парциальных
плотностей метана и кислорода в смеси, CH4 CH4aρ = ρ , O2 O2aρ = ρ , где aCH4, aO2 –
относительные массовые концентрации метана и кислорода. Связь между относи-
тельной массовой концентрацией метана и кислорода и объемным содержанием
метана avol в смеси определяется из соотношений:

( )
( )

vol air
O2 air,O2

vol air vol CH4

100
100

a
a a

a a
− μ

=
− μ + μ

, 
( )

vol CH4
CH4

vol air vol CH4100
a

a
a a

μ
=

− μ + μ
.

Здесь avol – объемная процентная концентрация метана в смеси, μCH4 – молярная
масса метана, μair– молярная масса воздуха, aair,O2 – массовое содержание кислоро-
да в воздухе. Зависимости коэффициентов диффузии и теплопроводности от тем-
пературы определяются выражениями [9]

2 3

st
b

T
T
⎛ ⎞

λ = λ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, ( )
p

T
D

c
λ

=
ρ

,

stλ  – значение коэффициента теплопроводности при T = 300 К. Газовая постоян-
ная рассчитывалась в зависимости от состава смеси из соотношения

( )( )u O2 O2 CH4 CH4 O2 CH4 N21R R a a a a= μ + μ + − − μ , где μN2, μ – молярная масса азо-
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та и кислорода. Индексом z отмечены характеристики параметров искры, b – на-
чальные параметры смеси при температуре Tb = 300 К.

Метод решения и результаты

Для численного решения задачи (1) – (9) был использован метод Годунова
[10]. Слагаемые в правых частях уравнений, описывающие процессы переноса за
счет механизмов теплопроводности и диффузии, аппроксимировались явно на
трехточечном шаблоне. Шаг по пространству в области источника зажигания (до
координаты r = 2·10−3 м) задавался равным ∆hconst = 10−5 м. После координаты
r = 2·10−3 м шаг по пространству увеличивался в направлении правой границы по
правилу 1 1.005i ih h+∆ = ⋅∆ . Координата правой границы определялась из условий
(9). Величина схемной диффузии при выбранном шаге ∆h была много меньше ко-
эффициента диффузии D. Шаг по времени выбирался минимальный из двух усло-
вий устойчивости Куранта: const g gmaxt h u c⎡ ⎤∆ < ∆ +⎣ ⎦ , где cg – скорость звука в

газе, и ( )2
const g2t h∆ <∆ χ , где ( )g g v gcχ = λ ρ  – коэффициент температуропро-

водности газа.
Решение задачи (1) – (9) выполнено при следующих значениях размерных ве-

личин [9]:
Q = 55.7 МДж/кг, k0 = 1.125·1012 м3/(кг·с), pb = 0.1 МПа,

E = 239 кДж/моль, cp = 1065 Дж/(кг·К), cv = 768.2 Дж/(кг·К),
λst = 0.025 Вт/(м·К), Ru = 8.31 Дж/(моль·К), Tb = 300 К.

В расчетах варьировалась объемная доля метана в метано-воздушной смеси в
диапазоне vol 5 9.5 %a = − , что соответствует диапазону значений коэффициента

избытка горючего 0.55 1φ = − , 
( )

CH4 O2

CH4 O2 стех

a a
a a

φ = , где ( )CH4 O2 стехa a  – соотно-

шение между относительными массовыми концентрациями метана и кислорода
для стехиометрического состава метано-воздушной смеси. Для каждого состава
смеси проводилась серия параметрических расчетов, в которой определялась ми-
нимальная энергия искры Qz, при которой было возможно возникновение зажига-
ния МВС с последующим выходом на устойчивый режим горения. Минимальная
энергия искры, аналогично работе [11], определялась в размерности Дж/м. Для
нахождения величины минимальной энергии в размерности Дж необходимо ум-
ножать Qz на величину межэлектродного расстояния, составляющую rsp = 3 – 6 мм
[8, 12, 13]. Результаты расчета представлены на рис. 1 – 4.

На рис. 1 представлена динамика зажигания и выхода на устойчивый режим
горения метано-воздушной смеси с объемным содержанием метана 6 %. Темпера-
тура газа показана на рис. 1, а, скорость газа представлена на рис. 1, b. Энергия
искрового зажигания равнялась Qz = 0.05 Дж/м и соответствовала минимальному
значению, при котором было возможно инициирование искрового зажигания газа
с последующим устойчивым распространением волны горения.

На рис. 2 представлена зависимость минимальной энергии искрового зажига-
ния метано-воздушной смеси от коэффициента избытка горючего ϕ. Минимальная
энергия зажигания, выраженная в [Дж/м], представлена на рис. 2, а. Минимальная
энергия зажигания в размерности [Дж], для межэлектродного расстояния 4 мм
(сплошная кривая) и 6 мм (пунктир) представлена на рис. 2, b.
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Рис. 1. Профили температуры (а) и скорости движения (b) 6 %-й метано-воздушной смеси
при искровом зажигании с энергией искры Qz = 0.05 Дж/м. Кривые: t = 5·10−3 с (1), 10−2 (2),
1.5·10−2 (3), 2·10−2 (4), 2.5·10−2 (5), 3·10−2 (6), 3.5·10−2 (7), 4·10−2 (8), 4.5·10−2 (9), 5·10−2 с (10)
Fig. 1. Profiles of the (a) temperature and (b) velocity of a 6% methane-air mixture at spark
ignition with a spark energy Qz = 0.05 J/m. Curves: t = (1) 5·10−3 s, (2) 10−2 s, (3) 1.5·10−2 s, (4)
2·10−2 s, (5) 2.5·10−2 s, (6) 3·10−2 s, (7) 3.5·10−2 s, (8) 4·10−2 s, (9) 4.5·10−2 s, and (10) 5·10−2 s
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Рис. 2. Зависимость минимальной энергии искрового зажигания метано-воздушной смеси
от коэффициента избытка горючего: а – энергия зажигания в размерности [Дж/м], b – энер-
гия зажигания в размерности [мДж]
Fig. 2. Minimum energy of the spark ignition of methane-air mixture as a function of fuel-air
equivalence ratio. Dimension of the ignition energy: (a) [J / m] and (b) [mJ]

Указанная в научной литературе величина минимальной энергии искрового
зажигания для стехиометрического состава метано-воздушной смеси 0.28 мДж
получена экспериментально и учитывает тепловые потери на электроды. Мини-
мальная энергия искрового зажигания, приведенная на рис. 2, b, получена без уче-
та тепловых потерь, но при этом для состава смеси ϕ = 0.65−1 ( vol 6.5 9.5 %a = − )
минимальная энергия искрового зажигания близка к экспериментальному значе-
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нию. Аналогично работе [5] для смеси, состав которой близок к стехиометриче-
скому, минимальная энергия искрового зажигания практически не меняется с уве-
личением доли горючего в газе. Для смесей с содержанием горючего, близким к
нижнему пределу воспламеняемости метано-воздушных смесей (эта величина по
разным данным соответствует vol 3.8 5.4 %a = −  [5]), наблюдается резкое увели-
чение минимальной энергии, необходимой для инициирования искрового зажига-
ния с последующим устойчивым режимом распространения фронта горения. Это
соответствует как работе [5], так и результатам экспериментов [8].

Полученные в ходе параметрического исследования результаты были исполь-
зованы для определения нормальной и видимой скорости распространения фрон-
та горения в зависимости от состава смеси. Видимая скорость горения определя-
лась по скорости изменения координаты, соответствующей выгоранию с массовой
концентрации метана до 0.1 от начального значения, CH4 CH4,0.1 ba a= . Нормаль-
ная скорость горения определялась как разность между видимой скоростью пере-
мещения фронта горения и скоростью движения газа. Результаты расчета пред-
ставлены на рис. 3. Согласно рисунку, видимая скорость горения зависит от ко-
эффициента избытка горючего линейным образом, и для смесей с составом, близ-
ким к нижнему пределу воспламеняемости, видимая скорость горения МВС стре-
мится к нулю. Зависимость нормальной скорости горения МВС от коэффициента
избытка горючего близка к данным [8].
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Рис. 3. Зависимость видимой (а) и нормальной (b) скорости горения
метано-воздушной смеси от коэффициента избытка горючего

Fig. 3. Dependence of the (a) apparent and (b) normal burning velocity
of methane-air mixture on fuel-air equivalence ratio

На рис. 4 для сравнения представлены результаты наших расчетов и результа-
ты экспериментов [8] (точечная линия), а также результаты, взятые из работы [14]
(сплошная линия и символы). Эксперимент [8] был воспроизведен нами с некото-
рой долей погрешности по рисунку, помещенному в книгу. Результаты работы
[14] были скопированы из статьи с максимальным повторением масштабов ри-
сунка. Результаты расчета [14] показаны сплошной кривой. Символами отмечены
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экспериментальные точки из [15–18], описанные в работе [14]. Наши результаты
на рис. 4 показаны жирной штриховой линией. Наблюдается хорошее согласие
между данными наших расчетов и результатами [14].

Рис. 4. Зависимость нормальной скорости
распространения фронта горения метано-
воздушной смеси от коэффициента избытка
топлива. Пунктирная кривая – результаты
расчета по модели (1) – (9), сплошная кри-
вая – результаты [14], символы – результаты
[15–18], точечная кривая – результаты [8]
Fig. 4. Normal velocity of the flame front of
methane-air mixture as a function of fuel-air
equivalence ratio. The dashed curve is the
calculated results obtained using model (1) –
(9), the solid curve is the results from [14], the
symbols are the results from [15 – 18], and the
dotted curve is the results from [8]

Выводы

Разработана физико-математическая постановка задачи искрового зажигания
бедной метано-воздушной смеси, проведено численное исследование зависимости
критических условий инициирования искрового зажигания метано-воздушной
смеси с выходом на устойчивый режим распространения горения. Определены за-
висимости видимой и нормальной скорости распространения фронта горения ме-
тано-воздушной смеси в зависимости от коэффициента избытка горючего в газе.
Показано, что для смесей с содержанием метана, близким к нижней границе вос-
пламеняемости метано-воздушных смесей, энергия искрового зажигания на 1−2
порядка превышает энергию искрового зажигания смесей с составом, близким к
стехиометрическому значению. Нормальная и видимая скорость горения таких
смесей стремится к нулю и на порядок меньше нормальной и видимой скоростей
горения стехиометрической газовой смеси. Полученные результаты хорошо со-
гласуются с известными работами других авторов.
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A mathematical model and solution to the problem of spark ignition of a lean methane-air
mixture are presented. The work is aimed to find a minimum value of the spark ignition energy
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stable mode of flame front propagation. The problem is numerically solved using the algorithm of
the decay of an arbitrary discontinuity by Godunov’s method. Based on the problem solution, the
dependence of a minimum energy of spark ignition on the content of a combustible component in
the gas is determined. The apparent and normal velocity of flame front of methane-air mixture are
obtained as functions of fuel-air equivalence ratio. The calculated results are in a good agreement
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ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ПРОЦЕССА РАЗЛОЖЕНИЯ
ГИДРАТА МЕТАНА ПРИ ЗАКАЧКЕ ТЕПЛОГО ГАЗА

В ГИДРАТОНАСЫЩЕННУЮ ЗАЛЕЖЬ

В плоскорадиальном приближении приведена постановка задачи о закачке
теплого (с температурой выше исходной температуры пласта) газа в порис-
тый пласт, насыщенный в исходном состоянии метаном и его гидратом.
Численно исследовано влияние параметров нагнетаемого газа и исходной
гидратонасыщенности пласта на темпы диссоциации гидрата метана в пла-
сте, а также на режим протекания данного процесса (фронтальный режим
фазового перехода или разложение газогидрата происходит в протяженной
зоне). Показано, что для данного вида воздействия характерным является
фронтальный режим диссоциации газового гидрата.

Ключевые слова: газовый гидрат, пористая среда, неизотермическая
фильтрация, разложение гидрата.

В настоящее время углеводороды являются одним из важнейших источников
для энергетики и практически незаменимым сырьем для химической промышлен-
ности. В связи с этим ведутся исследования в области поиска и разработки новых,
нетрадиционных источников углеводородов, среди которых особый интерес пред-
ставляют гидраты природного газа [1, 2]. Благодаря своей клатратной структуре
единичный объём газового гидрата может содержать до 160 – 180 объемов сво-
бодного газа [3, 4]. Одним из аспектов применения газогидратных технологий яв-
ляется возможность организации газогидратных хранилищ газа в равновесных ус-
ловиях (под давлением) вблизи крупных потребителей газа, что связано со спо-
собностью гидратов концентрировать газ при относительно низком давлении [5].
Так, например, при температуре +4 °С и давлении 4 МПа концентрация метана в
гидрате соответствует его концентрации в сжиженном состоянии при давлении в
150 – 160 атм. На данный момент уже приведены характеристики залежей и ме-
сторождений газовых гидратов [6], а также имеются национальные программы
нескольких стран по работе с ними и возможной добыче природного газа из гид-
ратов [2, 7].

Основным отличием разработки газогидратных залежей является необходи-
мость разложения в пласте газогидратов с последующим отбором свободного газа
с использованием традиционных технологий [2]. Газовые гидраты могут разла-
гаться, если температура и давление находятся за пределами зоны стабильности
гидратов, или химическое равновесие системы «газогидрат – окружающая среда»
нарушается [8]. С учетом данного обстоятельства было предложено несколько
методов для извлечения метана из газогидратных залежей: депрессионное воздей-
ствие на пласт (снижение давления на забое скважины), термическая стимуляция
с целью повышения температуры в пласте выше равновесной температуры разло-
жения гидрата метана, закачка в пласт диоксида углерода, инжекция ингибиторов,
способствующих диссоциации газогидрата, или комбинация вышеуказанных спо-
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собов. Теоретическое исследование отбора газа из гидратонасыщенного пласта
представлено в ряде работ, например [9−16].

Авторами [16] в плоскопараллельной постановке была рассмотрена задача на-
гнетания в пласт, насыщенный в исходном состоянии метаном и его гидратом, га-
за (метана), температура которого выше начальной температуры пласта. Построе-
на математическая модель и предложен алгоритм решения задачи неизотермиче-
ской фильтрации газа в пласте, который включает в себя оригинальный метод
расчета гидратонасыщенности. Расчет этого параметра является весьма нетриви-
альным, поскольку на сегодняшний день расчетных схем для процесса неизотер-
мической фильтрации газа без учета фазовых переходов существует достаточное
количество, а вот учет образования и/или диссоциации газогидратов создает зна-
чительные вычислительные сложности. Похожая задача решалась ранее в случае
калорически совершенного газа, т.е. без учета коэффициента сверхсжимаемости
[17]. Значения гидратонасыщенности в пористой среде рассчитывались с помо-
щью метода ловли фронта в узел сетки. Этот метод является достаточно эффек-
тивным для подобной задачи, однако его невозможно использовать в двумерном
или трехмерном случае, а также при наличии нескольких фронтов [18].

В настоящей работе в плоскорадиальном приближении представлены резуль-
таты численного исследования процесса закачки в гидратонасыщенный пласт те-
плого (с температурой выше исходной температуры пласта) газа.

Постановка задачи и основные уравнения

Рассмотрим процесс закачки газа (метана) в однородный горизонтальный по-
ристый пласт постоянной толщины. Данная залежь в исходном состоянии запол-
нена метаном и его гидратом, давление p0 и температура T0 которых соответству-
ют термодинамическим условиям их существования в свободном состоянии. Ис-
ходная гидратонасыщенность Sh0 известна. Пусть кровля и подошва пласта не-
проницаемы. Примем, что пласт является однородным и изотропным, а также
пренебрежем влиянием верхней и нижней границ. В этой связи можно считать,
что задача является одномерной и параметры процесса зависят только от про-
странственной координаты и времени [19].

Пусть в некоторый момент времени через скважину радиуса rw, вскрывшую
пласт на всю толщину, начинается закачка газа (метана) с постоянным массовым
расходом Qe (на единицу высоты скважины). Температура нагнетаемого в пласт
газа Te является постоянной величиной (Te > T0), она выше равновесной темпера-
туры разложения газового гидрата, т.е. в пласте может происходить диссоциация
гидрата метана на газ и воду. Поэтому в пласте в общем случае могут возникнуть
три характерные области (рис. 1): первая (ближняя к границе нагнетания метана,
r = rw), где поры заполнены газом и водой, вторая (промежуточная), в которой газ,
вода и гидрат находятся в равновесии, и третья (дальняя), незатронутая тепловым
воздействием. Одной из задач настоящего исследования является выявление ус-
ловий, при которых либо будет возникать протяженная зона фазового перехода,
либо разложение газового гидрата будет происходить на скачке (фронте), разде-
ляющем ближнюю и дальнюю зоны пористой среды (т.е. в этом случае вторая об-
ласть отсутствует).

Примем следующие допущения: гидрат метана является двухкомпонентной
системой с постоянной массовой концентрацией газа G; температуры пористой
среды, газа, гидрата метана и воды в каждой точке пласта совпадают (однотемпе-
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ратурная модель); пористость пласта m постоянна; скелет пористой среды, газо-
вый гидрат и вода несжимаемы и неподвижны.

Рис. 1. Схема процесса нагнетания метана в гидратонасыщенный пласт
Fig. 1. Diagram of the process of methane injection into a hydrate-saturated stratum

Система основных уравнений, описывающая процессы фильтрации и теплопе-
реноса в пористой среде, представляет собой законы сохранения масс и энергии,
закон Дарси и уравнение состояния для газа. Эта система в плоскорадиальном
случае при сделанных допущениях имеет вид [10, 15, 19, 20]:
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где ρj и cj (j = g, w, h) – плотность и удельная теплоемкость j-й фазы (w – вода, h –
гидрат, g – газ); Sj (j = w, h, g) – насыщенность пор j-й фазой; ρsk, λsk и csk – плот-
ность, коэффициент теплопроводности и удельная теплоемкость скелета пористой
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среды; vg и μg – скорость и динамическая вязкость газовой фазы; k – абсолютная
проницаемость пласта; ε и η – коэффициент дросселирования и адиабатический
коэффициент; Lh – теплота разложения гидрата метана; ρc и λ – удельная объем-
ная теплоемкость и коэффициент теплопроводности системы «пласт – насыщаю-
щее вещество».

Коэффициент сверхсжимаемости для газа zg будем находить на основе уравне-
ния Латонова – Гуревича [20, 21]:

0.10.17376 ln 0.73
cp p

g
c c

T pz
T p

⎡ ⎛ ⎞ ⎤
= ⋅ + +⎜ ⎟⎢ ⎥
⎣ ⎝ ⎠ ⎦

, (6)

где Tc и pc – эмпирические критические параметры для газа.
Начальное и граничные условия запишем в следующем виде:
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Здесь rw – радиус скважины; L – протяженность (радиус) пласта; Sh0 – исходная
гидратонасыщенность пласта.

Условие на левой границе пласта с учетом закона Дарси (3) можно переписать
в виде
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Система уравнений (1) – (6) с начальным и граничными условиями (7), (8)
описывает процесс неизотермической фильтрации закачиваемого в пласт газа с
учетом разложения гидрата метана, который изначально заполняет часть порового
пространства.

Результаты расчетов

Численная реализация математической модели была осуществлена с исполь-
зованием неявной разностной схемы, метода прогонки, метода простых итера-
ций и авторского метода для расчета гидратонасыщенности [16]. Этот метод
заключается в расчете гидратонасыщенности в пласте, исходя из следующих
лимитирующих условий: при разложении газогидрата давление повышается,
пока не достигнет равновесного давления или не разложится весь гидрат; при
диссоциации гидрата температура понижается, пока не достигнет равновесной
температуры или не разложится весь гидрат; при образовании газового гидрата
давление уменьшается, пока не достигнет равновесного давления или не закон-
чатся все фазы образователи гидрата; при образовании газогидрата температура
повышается, пока не достигнет равновесной температуры или не закончатся все
фазы образователи гидрата.

На основе данного алгоритма был разработан программный продукт, для тес-
тирования которого было проведено сравнение результатов численного экспери-
мента с результатами расчетов, проведенных с учетом построенных в диссертаци-
онной работе М.К. Хасанова автомодельных решений задачи о закачке теплого
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газа в гидратонасыщенный пласт (рис. 2). Из рисунка видно хорошее согласие ре-
зультатов численного и аналитического исследований.
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Рис. 2. Сравнение результатов расчета и автомодельного решения для дав-
ления (a) и температуры (b). Пунктирная линия – автомодельное решение,
сплошная – расчет
Fig. 2. Comparison of the calculated results and self-similar solution for (a) pres-
sure and (b) temperature. The dashed line indicates the self-similar solution; the
solid line, the calculated results

Были проведены вычислительные эксперименты с целью выявления значений
параметров нагнетаемого газа и исходных параметров пласта, при которых могла
бы возникнуть протяженная (объемная) зона разложения газового гидрата, т.е.
область пористой среды, где газ, вода и гидрат находились бы в состоянии термо-
динамического равновесия.

При проведении расчетов были приняты следующие значения используемых
параметров: Qe = 0.02 кг/(м·с); Te = 293 К; L = 100 м; T0 = 281 К; p0 = 6 МПа.
Sh0 = 0.2; pc = 4.599 МПа; Tc = 190.56 К; k0 = 10−15 м2; m = 0.1; ρsk = 2300 кг/м3;
ρw = 1000 кг/м3; ρh = 910 кг/м3; csk = 1000 Дж/(кг·К); cw = 4200 Дж/(кг·К);
ch = 2000 Дж/(кг·К); λsk = 1.5 Вт/(м·К); λw = 0.56 Вт/(м·К); λh = 4·10−2 Вт/(м·К);
Rg = 519 Дж/(кг·К); Lh = 4.37·105 Дж/кг; G = 0.12 [3, 5, 10, 22-24]. Значения cg, λg,
μg определялись путем интерполяции табличных данных для метана; равновесная
температура образования газового гидрата Ts(p) – на основе интерполяционных
соотношений, предложенных в одной из работ авторов [25].
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На рис. 3 представлены поля давления, температуры и гидратонасыщенности в
различные моменты времени после начала закачки теплого (Te > T0) газа в пласт,
изначально содержащий метан и его гидрат. Как и следовало ожидать, протяжен-
ность первой (ближней) области пласта, насыщенной газом и водой, со временем
растет, но темпы увеличения зоны, в которой газогидрат уже разложился, падают.
Для всех моментов времени температура в ближней зоне выше равновесной тем-
пературы образования газового гидрата Ts(p), а в дальней (в этой зоне поровое
пространство заполнено метаном и его гидратом) – ниже. То есть фронтальная
схема диссоциации газогидрата адекватно описывает процесс.

0 20 40 60 80 r, м

P, 
МПа

6

8

10

12

1

2
3

1 2

3

a

Т, К

280

285

290

0 2 4 6 8 r, м

b

0 1 2 3 4 r, м

1
2

3
0.1

0.2

Sh c

Рис. 3. Изменение по координате r давления (a), температуры (b) и гидра-
тонасыщенности (c) в различные моменты времени после начала эксплуа-
тации нагнетательной скважины t. Линии 1, 2 и 3 соответствуют t = 1, 10 и
30 сут; на рис. 3, b сплошные линии соответствуют температуре в пласте,
штриховые – равновесной температуре разложения газового гидрата Ts(p)
Fig. 3. Distribution of the (a) pressure, (b) temperature, and (c) hydrate satura-
tion along r-coordinate at different time instants t after the start of injection well
operating. Lines 1, 2, and 3 correspond to t = 1, 10, and 30 days, respectively;
the solid lines in Fig. 3b indicate the temperature of stratum; the dashed lines,
the equilibrium temperature of gas hydrate decomposition Ts(p)
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Параметрами процесса закачки метана в гидратонасыщенную залежь можно
управлять, меняя массовый расход нагнетаемого газа и его температуру на входе
в пласт. Вычислительные эксперименты с различной температурой закачки мета-
на в пласт, насыщенный в исходном состоянии метаном и его гидратом, показали,
что диссоциация газового гидрата происходит на фронтальной поверхности при
любом значении Te из приведенного диапазона температур (рис. 4). Проведенные
авторами расчеты с большими значениями Te (вплоть до 373 К) не выявили тех
температур, при которых в пласте возникает протяженная зона фазового перехода
(т.е. зона смеси газа, воды и гидрата метана). Это можно объяснить тем, что для
возникновения протяженной области диссоциации газогидрата равновесная тем-
пература разложения гидрата должна опускаться ниже температуры пласта. По-
скольку для природных пластов значение коэффициента пьезопроводности

( )χ μp
g gk p m=  всегда на несколько порядков превышает значение коэффициен-

та температуропроводности ( )χ λ ρT c= , то температура от границы диссоциации
гидрата к внешней границе пласта убывает быстрее, чем давление и однозначно
связанная с ним равновесная температура разложения газогидрата. Поэтому при
закачке теплого газа температура пласта в любой точке дальней области опуска-
ется ниже равновесной температуры разложения газогидрата, что препятствует
диссоциации газогидрата в дальней области.
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Рис. 4. Распределение по координате r температуры (a) и гидратонасы-
щенности (b) при различной температуре Te закачиваемого в пласт газа.
Линии 1, 2 и 3 соответствуют Te = 283, 293 и 303 К. Время нагнетания га-
за t = 10 сут
Fig. 4. Distribution of the (a) temperature and (b) hydrate saturation along r-
coordinate at various temperatures Te of gas injected into the stratum. Lines 1,
2, and 3 correspond to Te = 283, 293, and 303 K, respectively. Gas injection
time is t = 10 days
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Из данных, приведенных на рис. 4, видно, что при Te = 283 К (при этой темпе-
ратуре нагнетаемого газа не происходит диссоциации гидрата метана, рис. 4, b)
температура в пласте на некотором участке становиться меньше исходной темпе-
ратуры пласта. Данное обстоятельство обусловлено действием эффекта Джоуля –
Томсона.

На рис. 5 представлены поля давления, температуры и гидратонасыщенности
при различных массовых расходах Qe на 10-е сутки после начала нагнетания газа.
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Рис. 5. Распределение по координате r давления (a), температуры (b) и гид-
ратонасыщенности (c) при различных массовых расходах на скважине: ли-
ния 1 – 0.01 кг/(м·с); линия 2 – 0.05 кг/(м·с); на рис. 5, b сплошные линии со-
ответствуют температуре в пласте, штриховые – равновесной температуре
образования газового гидрата Ts(p)
Fig. 5. Distribution of the (a) pressure, (b) temperature, and (c) hydrate saturation
along r-coordinate at various mass flow rates in the well: 1, 0.01 and 2,
0.05 kg/(m·s); the solid lines in Fig. 5b indicate the stratum temperature; the
dashed lines, the equilibrium temperature of gas hydrate formation Ts(p)
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Из данных, представленных на данном рисунке, видно, что реализуется фрон-
тальная схема разложения газового гидрата. Также из рис. 5 следует, что с повы-
шением массового расхода газа Qe уменьшается протяженность области пористой
среды (первая зона), в которой газовый гидрат уже разложился. Данное обстоя-
тельство связано с тем, что с ростом величины Qe повышается давление в пласте
и соответственно увеличивается равновесная температура разложения гидрата,
что и приводит к смещению границы фазовых переходов к левой границе.
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Рис. 6. Распределение давления (a), температуры (b) и гидратонасыщенно-
сти (c) при различной начальной гидратонасыщенности Sh0. Линии 1 и 2 со-
ответствуют Sh0 = 0.1 и 0.3; на рис. 6, b сплошные линии соответствуют тем-
пературе в пласте, штриховые – равновесной температуре образования газо-
вого гидрата Ts(p)
Fig. 6. Distribution of the (a) pressure, (b) temperature, and (c) hydrate saturation
for various initial hydrate saturation Sh0. Lines 1 and 2 correspond to Sh0 = 0.1 and
0.3, respectively; the solid lines in Fig. 6b indicate the stratum temperature; the
dashed lines, the equilibrium temperature of gas hydrate formation Ts(p)
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Таким образом, проведенные расчеты показывают, что увеличение массового рас-
хода закачиваемого в гидратонасыщенный пласт газа не приводит к росту темпов
разложения газогидрата.

На рис. 6 представлено распределение по длине пласта температуры и гидра-
тонасыщенности при различных значениях исходной гидратонасыщенности пла-
ста Sh0. Как следует из этого рисунка, чем больше значение Sh0, тем меньше про-
тяженность первой зоны пласта, насыщенной газом и водой. Это обусловлено тем,
что скорость движения границы диссоциации газогидрата определяется подводом
тепла, поглощаемого при разложении гидрата, величина которого растет с повы-
шением гидратонасыщенности. Разложение газового гидрата при всех взятых зна-
чениях начальной гидратонасыщенности происходит на фронтальной поверхно-
сти. Также стоит отметить, что большему значению Sh0 соответствует меньшее
значение температуры пласта. Данное обстоятельство обусловлено ростом вели-
чины охлаждения пласта за счет поглощения скрытой теплоты диссоциации гид-
рата метана.

Из данных, приведенных на рис. 6, видно, что большему значению начальной
гидратонасыщенности в пласте соответствует большее значение давления на
скважине и соответственно больший градиент давления. Это объясняется тем, что
с ростом гидратонасыщенности уменьшается значение проницаемости для газа.
А уменьшение проницаемости при неизменном заданном массовом расходе на-
гнетаемого в пласт газа требует повышения давления на скважине.

Заключение

Проведено численное исследование процесса закачки в залежь, насыщенную в
начальном состоянии метаном и его гидратом, теплого (с температурой, большей
исходной температуры пласта) газа. На основе уравнений механики многофазных
сред предложена в плоскорадиальном приближении математическая модель, в ко-
торой учтены основные физические особенности этого процесса: неизотермиче-
ская фильтрация газа, разложение газового гидрата, реальные свойства газа, эф-
фекты адиабатического охлаждения и Джоуля – Томсона. Проведен анализ влия-
ния начальной гидратонасыщенности, массового расхода и температуры закачи-
ваемого газа на характер распределения давления, температуры и гидратонасы-
щенности в пласте. Проведенное численное исследование процесса закачки теп-
лого газа в гидратонасыщенную залежь не выявило таких значений параметров
нагнетаемого газа и исходных параметров пласта, при которых могла бы возник-
нуть протяженная (объемная) зона разложения газового гидрата. То есть для изу-
чаемой задачи характерным является фронтальный режим фазовых переходов.
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Currently, natural reservoirs of the gas hydrates represent a serious alternative to the
conventional sources of the natural gas due to a significant amount of hydrates and concentrated
state of gas in them. The main methods for methane extraction from such reservoirs are the
pressure reduction, heating hydrate-containing rocks, injecting carbon dioxide into the bed,
injecting organic or saline solutions contributing to a gas hydrates’ decomposition. A
mathematical model in a flat-radial approximation is proposed in the paper, and the properties of
warm gas (methane), whose temperature is higher than that of bed at the initial state, injecting into
a natural stratum initially saturated with methane and its hydrate are investigated. The developed
mathematical model considers the main physical particularities of a thermal effect on the hydrate-
saturated reservoir, such as non-isothermal gas filtration, gas hydrate decomposition, real gas
properties, adiabatic cooling effects, and the Joule-Thomson effect. The numerical solution to a
one-dimensional problem describing distributions of the main parameters in the reservoir is
obtained. An influence of the injected gas parameters and initial hydrate saturation of the bed on
the intensity of methane hydrate decomposition is studied. It is shown that the gas hydrate
decomposition during the process of a warm gas injection into the hydrate-saturated reservoir is
characterized by a frontal mode of phase transitions.
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КОМПОНЕНТЫ НАПРЯЖЕНИЙ И ОГРАНИЧЕНИЯ НА НАГРУЗКУ
В ВЕРШИНАХ ПРАВИЛЬНЫХ ТРЕУГОЛЬНОЙ

И ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНОЙ ПИРАМИД

На основе представления точки деформируемого твердого тела в виде стяги-
ваемого к ней элементарного объема изучены напряжения в вершине много-
гранников при поверхностных нагрузках на их боковых гранях. Показано,
что все компоненты напряжений оказываются заданными, что обусловлива-
ет неклассическую постановку задач механики. Сформулированы условия
на нагрузку, обеспечивающие корректность постановок рассматриваемых
задач.

Ключевые слова: многогранник, особые точки, сингулярность, элементар-
ный объем, неклассические задачи.

Особые точки упругих тел – это вершины трещин, клиньев, конусов, много-
гранников, точки края поверхностей соединения, линии пересечения образующих
поверхностей (ребра) и т.п. Особые точки являются потенциальными концентра-
торами напряжений, вблизи них зарождается разрушение. Поэтому изучение осо-
бенностей поведения параметров состояния (напряжений и деформаций) тела в
окрестностях таких точек актуально и ему посвящено большое число публикаций
[1– 33 и др.]. В настоящее время для исследования полей напряжений в окрестно-
сти особых точек применяются два подхода. Первый из них (далее классический
или асимптотический) характерен тем, что особая точка в нем исключается из
рассмотрения посредством помещения в нее полюса криволинейной системы ко-
ординат (в полюсе отсутствует однозначное соответствие между точкой тела и ее
координатами, поэтому такая точка не входит в область построения решения, в
ней имеют смысл лишь асимптотические значения искомых параметров). Обзоры
публикаций по применению классического подхода приведены в работах [14, 19,
24, 25]. Решение в классическом случае строится различными методами: операци-
онного исчисления [1, 5, 6, 14], функций комплексного переменного [8], функций
Эри [9], интегральных уравнений [3, 6, 23], разделения переменных [2], разложе-
ния в ряды по различным функциям [13, 15, 22, 27] и др. Авторы, применяющие
численные методы (метод конечных элементов [11, 12, 16, 18, 25, 26, 28], метод
конечных элементов в сочетании с поиском собственных значений методом Ар-
нольда [29], метод граничных элементов [17, 21], метод граничных состояний
[24]), реализуют асимптотическую идею посредством неограниченного измельче-
ния КЭ-сетки области вблизи особой точки или конструированием специальных
конечных элементов. Многие авторы асимптотических решений при изучении на-
пряженного состояния вблизи особых точек разыскивают показатели сингулярно-
сти [1, 5, 11, 20, 21, 25, 27] – параметры решения характеристических уравнений
соответствующих однородных задач. Полагается, что при выполнении опреде-
ленных критериев, формулируемых для таких параметров, решение для напряже-
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ний может иметь сингулярный характер при стремлении расстояния до особой
точки к нулю.

Исключение в классическом подходе особой точки из области построения ре-
шения приводит к неадекватному определению напряжений в ее окрестности, так
как при этом не рассматриваются условия (например, граничные), задаваемые не-
посредственно в самой точке. Такое исключение объясняется невозможностью
формулировки граничных условий в особой точке, так как она принадлежит од-
новременно нескольким поверхностям (в точках пространственного ребра – двум
поверхностям, в вершине многогранника – всем его граням). Второй (неклассиче-
ский) подход к исследованию параметров состояния вблизи особой точки связан с
преодолением указанного недостатка классического подхода. В альтернативном
подходе, согласно представлению о точке сплошной среды, разработанному уче-
ными XVIII века (Даниил и Иоганн Бернулли, Ж.Л. Д’Аламбер и Л. Эйлер [30]) и
признаваемому современными исследователями, особая точка (как и любая дру-
гая точка тела) считается стягиваемым к ней элементарным объемом. Рассматри-
вается элементарный объем, содержащий особую точку. Такой объем имеет ха-
рактерный (линейный) размер, равный представительному объему моделируемого
тела, и обладает его механическими свойствами. Параметры состояния элемен-
тарного объема однородны, так как они являются осредненными по представи-
тельному объему тела значениями параметров более низкого структурного уров-
ня. При стягивании элементарного объема к точке его параметры состояния оста-
ются неизменными. Вследствие сказанного, за ограничения, задаваемые в особой
точке, принимаются ограничения, задаваемые для элементарного объема, содер-
жащего эту точку. Впервые такой подход к изучению параметров состояния в
особой точке и ее окрестности применялся в работах [31, 32], где показано, что
необычность (уникальность) особой точки проявляется в избыточном количестве
(по сравнению с обычной граничной точкой) задаваемых в ней ограничений. Это
обстоятельство делает задачу механики деформируемого твердого тела с особой
точкой неклассической. Неклассические (в указанном смысле) задачи рассматри-
вались в работах [31] (однородные плоские клинья), [32, 33] (составные плоские
клинья), [34] (составные пространственные ребра), [35] (внутренние особые точки
в плоских элементах конструкций), [36] (круговой и составной конус).

В настоящей статье неклассический подход используется для изучения компо-
нент напряжений в вершинах многогранников – правильных треугольной и четы-
рехугольной пирамид. Построенные решения являются задаваемыми ограниче-
ниями в особых точках и должны использоваться в постановках задач механики
деформируемых твердых тел, содержащих рассматриваемые элементы.

1. Компоненты напряжений и ограничения на нагрузку
в вершине тетраэдра

1 . 1 .  П о с т а н о в к а  з а д а ч и

Рассматривается упругое тело, содержащее конструктивный элемент в виде
части объема правильной треугольной пирамиды. Вблизи вершины А строится ее
виртуальное основание – правильный треугольник BCD (рис. 1). Угол между вы-
сотой пирамиды и высотой треугольника BAC обозначается через ψ . С пирами-
дой связываем декартову ортонормированную систему координат 1 2 3, , ,O x x x .
Начало координат (т.О) совпадает с центром основания пирамиды, а координат-
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ная плоскость 1 2,x x  содержит ребро АС (рис. 1.1). Базисные векторы введенной
системы координат обозначаются ( 1, 2,3)ie i = .

B

A

D

E

C

O

ψ

3x

2x

1x

Рис. 1. Часть правильной треугольной пирамиды вблизи вершины
Fig. 1. Part of a regular triangular pyramid near the vertex

На гранях ACD, ABC и ADB вводятся ортонормированные трехгранники. Эти
трехгранники в координатах 1 2 3, ,x x x  записываются равенствами:

на грани ACD:

1 2 3
1 3sin cos cos ,
2 2

n e e e= ψ + ψ + ψ

 1 2 3
1 3' cos sin sin ,
2 2

n e e e= ψ − ψ − ψ  2 3
3 1" ,

2 2
n e e= − (1.1)

на грани ABC:

1 2 3
1 3sin cos cos ,
2 2

m e e e= ψ + ψ − ψ

1 2 3
1 3' cos sin sin ,
2 2

m e e e= ψ − ψ + ψ  2 3
3 1" ,

2 2
m e e= − − (1.2)

на грани ADB:

1 22
1sin cos ,
2

l e e= ψ + ψ  1 22
1' cos sin ,
2

l e e= ψ + ψ  3" .l e= (1.3)

Первые орты в приведенных тройках ортогональны соответствующим граням,
пара других лежит в их плоскости. Причем второй орт направлен по высоте, ис-
ходящей из вершины А образующего грань треугольника. Вблизи вершины А по-
верхностную нагрузку на гранях пирамиды представим разложениями по базисам
(1.1), (1.2), (1.3)

' ",n n n nP p n n n= + τ + ϑ  ' ",m n n nP p m m m= + τ + ϑ  ' ".l n n nP p l l l= + τ + ϑ (1.4)

Здесь , ,n m lP P P – задаваемые векторы напряжений соответственно на гранях
ACD, ABC и ADB. Вершина пирамиды (особая точка) отождествляется со стяги-
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ваемым к ней элементарным объемом тела. Грани пирамиды являются касатель-
ными плоскостями в этой точке для рассматриваемого упругого тела. Поэтому в
ней оказываются заданными следующие граничные условия:

' ", , ,n n n n n npσ = τ = τ τ = ϑ  ' ", , ,т m m m m mpσ = τ = τ τ = ϑ

' ", , .l l l l l lpσ = τ = τ τ = ϑ (1.5)
В этих равенствах , ,n т lσ σ σ – нормальные напряжения на гранях пирамиды,

' ",n nτ τ , ' ",m mτ τ , ' ",l lτ τ – касательные напряжения в направлении соответствую-
щих ортов, определенных равенствами (1.1), (1.2), (1.3). Компоненты тензора на-
пряжений в вершине пирамиды в координатах 1 2 3, ,x x x упорядочим списком
{ 11 22, ,σ σ 33 12, ,σ σ 13 23,σ σ }. Для вычисления векторов напряжений на площадках,

ориентированных ортами , ,n m l , в точке А используется формула Коши (напри-
мер nP n= Ρi , где Ρ – тензор напряжений). Проектируя векторы напряжений на
направления ортов (1.1), (1.2), (1.3), приходим к системе девяти уравнений отно-
сительно шести компонент напряжений:

2 2 2
11 22 33 12

2
13 23

1 3sin cos cos sin cos
4 4

33 sin cos cos ;
2 np

σ ψ + σ ψ + σ ψ +σ ψ ψ +

+ σ ψ ψ + σ ψ = (1.6)

11 22 33 12

13 23

1 3 1sin cos sin cos sin cos cos 2
4 4 2
3 3cos 2 sin cos ;

2 2 n

σ ψ ψ − σ ψ ψ − σ ψ ψ + σ ψ +

+ σ ψ − σ ψ ψ = τ (1.7)

22 33 12 13 23
3 3 3 1 1cos cos sin sin cos

4 4 2 2 2 nσ ψ − σ ψ + σ ψ − σ ψ + σ ψ = ϑ ; (1.8)

2 2 2
11 22 33 12

2
13 23

1 3sin cos cos sin cos
4 4

33 sin cos cos ;
2 mp

σ ψ + σ ψ + σ ψ +σ ψ ψ −

− σ ψ ψ − σ ψ = (1.9)

11 22 33 12

13 23

1 3 1sin cos sin cos sin cos cos 2
4 4 2
3 3cos 2 sin cos ;

2 2 m

σ ψ ψ − σ ψ ψ − σ ψ ψ + σ ψ −

− σ ψ + σ ψ ψ = τ (1.10)

22 33 12 13 23
3 3 3 1 1cos cos sin sin cos

4 4 2 2 2 m− σ ψ + σ ψ − σ ψ − σ ψ + σ ψ = ϑ ; (1.11)

2 2
11 22 12sin cos sin 2 lpσ ψ +σ ψ −σ ψ = ; (1.12)

11 22 12sin cos sin cos cos 2 lσ ψ ψ −σ ψ ψ −σ ψ = τ ; (1.13)

13 23sin cos lσ ψ −σ ψ = ϑ . (1.14)
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Задача состоит в исследовании (в зависимости от геометрических параметров
и заданной нагрузки) условий существования решения системы уравнений (1.6) –
(1.14), и его построения. Условия существования решения образуют ограничения
на параметры нагрузки, обеспечивающие корректность постановки рассматри-
ваемой задачи механики. Решение системы уравнений (1.6) – (1.14) формирует за-
даваемые ограничения на компоненты напряжений в вершине пирамиды. В слу-
чае, когда количество таких ограничений окажется большем трех, рассматривае-
мая задача механики деформируемого тела становится неклассической.

1 . 2 .  И с с л е д о в а н и е  с и с т е м ы  у р а в н е н и й  ( 1 . 6 )  –  ( 1 . 1 4 )

Посредством эквивалентных преобразований уравнения (1.6) – (1.14) приво-
дятся к двум автономным системам. Первая из них включает четыре уравнения
относительно двух компонент напряжений 13σ , 23σ :

2
13 232 3 sin cos 3 cos n mp pσ ψ ψ + σ ψ = − ; (1.15)

13 233 cos 2 3 sin cos n mσ ψ − σ ψ ψ = τ − τ ; (1.16)

13 23sin cos n m−σ ψ +σ ψ = ϑ −ϑ ; (1.17)

и (1.14) 13 23sin cos lσ ψ −σ ψ = ϑ .
Вторая система состоит из пяти уравнений относительно четырех компонент

напряжений 11σ , 22σ , 33σ , 12σ :

2 2 2
11 22 33 12

1 32 sin cos cos sin 2
2 2 n mp pσ ψ + σ ψ + σ ψ +σ ψ = + ; (1.18)

11 22 33 12
1 3sin 2 sin 2 sin 2 cos 2
4 4 n mσ ψ − σ ψ − σ ψ +σ ψ = τ + τ ; (1.19)

22 33 12
3 3cos cos 3 sin

2 2 n mσ ψ − σ ψ + σ ψ = ϑ −ϑ ; (1.20)

и (1.12), (1.13) 2 2
11 22 12sin cos sin 2 lpσ ψ +σ ψ −σ ψ = ,

11 22 12sin cos sin cos cos 2 lσ ψ ψ −σ ψ ψ −σ ψ = τ .
Изучим систему уравнений (1.15) – (1.17) и (1.14). Ранг этой системы равен двум.

Чтобы она была совместна, ранг расширенной матрицы также должен равняться
двум. Это условие приводит к двум ограничениям на компоненты вектора нагрузки

0n m lϑ +ϑ +ϑ = ; (1.21)

2( )(1 3sin ) 3( )cos sin 3( )cos 0n m n m n mp p− − ψ − τ − τ ψ ψ − ϑ +ϑ ψ = . (1.22)

При выполнении ограничений (1.21), (1.22) компоненты 13σ , 23σ  тензора на-
пряжений имеют значения

[ ]13
1 ( ) ( )
3 n m n mp p tgσ = − ψ + τ − τ ; (1.23)

2
23

1 ( ) (1 ) 2( )
3 n m n mp p tg tg⎡ ⎤σ = − − ψ − τ − τ ψ⎣ ⎦ . (1.24)
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Обратимся к системе уравнений (1.18)–(1.20) и (1.12), (1.13). Ранг матрицы
этой системы равен четырем. Ее совместность возможна лишь при условии, что
ранг расширенной матрицы также равен четырем. Это требование приводит к еще
одному ограничению на нагрузку:

2( 2 )(3sin 1) 3( 2 )cos sin 3( )cos 0n m l n m l n mp p p+ − ψ− + τ +τ − τ ψ ψ− ϑ −ϑ ψ= . (1.25)
При выполнении условия (1.25) рассматриваемая система имеет решение

2
11

2 2

1 1( )(ctg 8) ( ) ctg
18 2

1 cos 1 1( ) ;
9sin sin6 3

n m n m

n m l

p p

p

σ = − + ψ − + τ + τ ψ −

ψ
− ϑ −ϑ +

ψ ψ
(1.26)

22 2

2

1 1 9cos 2 1( )( ) ( ) tg
36 2cos

5 1 4 1( ) ;
cos 9 cos6 3

n m n m

n m l

p p

p

+ ψ
σ = + − τ + τ ψ +

ψ

+ ϑ −ϑ +
ψ ψ

(1.27)

33
1 1 1 1( ) ( ) tg ( )
2 2 cos2 3n m n m n mp pσ = + − τ + τ ψ − ϑ −ϑ

ψ
; (1.28)

12
1 1 1 1( 2 ) ( )
9 sin cos sin3 3n m l n mp p pσ = − + − + ϑ −ϑ

ψ ψ ψ
. (1.29)

Если условия (1.21), (1.22), (1.25) не выполняются, рассматриваемая задача
становится некорректной в том смысле, что она не может быть решена в рамках
рассматриваемой теории напряжений.

Из приведенного исследования видно, что в случае, когда на гранях пирамиды
задаются нагрузки, напряженное состояние в вершине пирамиды полностью оп-
ределено. Известны все шесть компонент тензора напряжений. Это означает, что
при построении решения задачи механики деформируемого твердого тела
(МДТТ) в вершине пирамиды необходимо согласовать его с этими шестью усло-
виями. В обычной точке границы тела задаются три ограничения, следовательно,
задача МДТТ для пирамиды является неклассической.

1 . 3 .  Ч а с т н ы е  с л у ч а и

1.3.1. Отсутствие нагрузки на боковых гранях тетраэдра

Ограничения (1.21), (1.22), (1.25) выполняются. В соответствии с формулами
(1.23), (1.24), (1.26)–(1.29) все компоненты напряжений в вершине пирамиды об-
ращаются в нуль.

1.3.2. Грани тетраэдра нагружены нормальными
поверхностными нагрузками

В рассматриваемом случае 0np ≠ , 0mp ≠ , 0lp ≠ , 0nϑ = , 0mϑ = , 0lϑ = . Ог-
раничение (1.21) выполняется, а ограничения (1.22), (1.25) приводятся к виду

2( )(1 3sin ) 0n mp p− − ψ = ; (1.30)
2( 2 )(1 3sin ) 0n m lp p p+ − − ψ = . (1.31)
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Возможны варианты:
1) 2(1 3sin ) 0− ψ =
В этом случае углы CAD, DAB, BAC при вершине пирамиды равны

/ 2π (например, вершина пирамиды является вершиной прямоугольного паралле-
лепипеда). Напряжения в вершине вычисляются по формулам

13
1 ( )
6 n mp pσ = −

 
23

1 ( )
2 3 n mp pσ = −

 
11

1 ( )
3 n m lp p pσ = + + ,

22
1 ( 4 )
6 n m lp p pσ = + + , 33

1 ( )
2 n mp pσ = + , 12

1 ( 2 )
3 2 n m lp p pσ = + − . (1.32)

2) 2(1 3sin ) 0− ψ ≠
Из равенств (1.30), (1.31) следует, что в данном случае нагрузка должна удов-

летворять условию

n m mp p p p= = = . (1.33)
Напряженное состояние в вершине пирамиды описывается равенствами

11 22 33 ,pσ = σ = σ =  12 13 23 0σ = σ = σ = . (1.34)
Это решение согласуется с хорошо известным решением о напряженном со-

стоянии тела, нагруженного по всей поверхности равномерным давлением.

1.3.3. Грани пирамиды нагружены касательными усилиями nϑ , mϑ , lϑ

Ограничения (1.21), (1.22), (1.25) принимают вид
0n m lϑ +ϑ +ϑ = , 0n mϑ +ϑ = , 0n mϑ −ϑ = . (1.35)

Равенства (1.35) совместны лишь при условии, когда все компоненты нагрузки
обращаются в нуль. Следовательно, в случае отличных от нуля параметров на-
грузки nϑ , mϑ , lϑ  в рамках механики деформируемого твердого тела данная за-
дача корректно не может быть поставлена.

1.3.4. Грани пирамиды нагружены касательными усилиями nτ , mτ , lτ

Ограничения на компоненты нагрузки приводятся к двум равенствам
0n mτ − τ = , 2 0n m lτ + τ − τ = , (1.36)

из которых следует, что нагрузка должна удовлетворять условиям

n m mτ = τ = τ = τ . (1.37)
При выполнении ограничений (1.37) напряжения в вершине пирамиды имеют

значения

11 ctgσ = τ ψ , 22 tgσ = −τ ψ , 33 tgσ = −τ ψ , 12 13 23 0σ = σ = σ = . (1.38)
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2. Компоненты напряжений и ограничения на нагрузку
в вершине правильной четырехугольной пирамиды

2 . 1 .  П о с т а н о в к а  з а д а ч и

Рассматривается деформируемое твердое тело, содержащее конструктивный
элемент в виде части объема правильной четырехугольной пирамиды. Вблизи
вершины G строится ее виртуальное основание – квадрат ABCD (рис. 2). Угол
между высотой пирамиды и высотой боковой грани обозначается через ψ . С пи-
рамидой связываем декартову ортонормированную систему координат

1 2 3, , ,O x x x . Начало координат (т. О) совпадает с центром основания пирамиды, а
оси 1 2,x x  направляются по его диагоналям. Базисные векторы введенной системы
координат обозначаются ( 1, 2, 3)ie i = .

B

A

D

G

C

O

ψ

3x

2x

1x

Рис. 2. Часть правильной четырехугольной пирамиды вблизи вершины
Fig. 2. Part of a regular quadrangular pyramid near the vertex

На боковых гранях пирамиды вводятся левоориентированные ортонормиро-
ванные тройки векторов:

на грани BCG:

1 2 3
2 2cos cos sin ,

2 2
n e e e= ψ + ψ + ψ

1 2 3
2 2sin sin cos ,

2 2n e e eξ = ψ + ψ − ψ  1 2
2 2

2 2n e eζ = − ; (2.1)

на грани CDG:

1 2 3
2 2cos cos sin ,

2 2
m e e e= − ψ + ψ + ψ

1 2 3
2 2sin sin cos ,

2 2m e e eξ = − ψ + ψ − ψ  1 2
2 2

2 2m e eζ = + ; (2.2)
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на грани DAG:

1 2 3
2 2cos cos sin ,

2 2
l e e e= − ψ − ψ + ψ

1 2 3
2 2sin sin cos ,

2 2l e e eξ = − ψ − ψ − ψ  1 2
2 2

2 2l e eζ = − + ; (2.3)

на грани ABG:

1 2 3
2 2cos cos sin ,

2 2
k e e e= ψ − ψ + ψ

1 2 3
2 2sin sin cos ,

2 2k e e eξ = ψ − ψ − ψ  1 2
2 2

2 2k e eζ = − − . (2.4)

Первые орты в приведенных тройках ортогональны соответствующим граням,
пара других лежит в их плоскости. Причем второй орт направлен по высоте, ис-
ходящей из вершины G треугольника, образующего грань. Вблизи вершины G по-
верхностную нагрузку на гранях пирамиды представим разложениями по базисам
(2.1) – (2.4)

,n n n n n nP p n= + τ ξ + ϑ ζ  ,m m m m m mP p m= + τ ξ + ϑ ζ

,l l l l l lP p l= + τ ξ + ϑ ζ  k k k k k kP p k= + τ ξ + ϑ ζ . (2.5)

Здесь , , ,n m l kP P P P – задаваемые векторы напряжений соответственно на гранях
BCG, CDG, DAG, ABG. Вершина пирамиды (особая точка) отождествляется со
стягиваемым к ней элементарным объемом тела. Грани пирамиды являются каса-
тельными плоскостями в этой точке для рассматриваемого деформируемого тела.
Поэтому в ней оказываются заданными следующие граничные условия:

, , ,
n nn n n np ξ ζσ = τ = τ τ = ϑ

 
, , ,

m mm m m mp ξ ζσ = τ = τ τ = ϑ

, , ,
l ll l l lp ξ ζσ = τ = τ τ = ϑ

 
, , .

k kk k k kp ξ ζσ = τ = τ τ = ϑ
(2.6)

В этих равенствах , , ,n т l kσ σ σ σ – нормальные напряжения на гранях пирами-
ды, ,

n nξ ζτ τ , ,
m mξ ζτ τ , ,

l lξ ζτ τ , ,
k kξ ζτ τ – касательные напряжения в направлении

соответствующих ортов, определенных равенствами (2.1)– (2.3). Компоненты тен-
зора напряжений в вершине пирамиды в координатах 1 2 3, ,x x x упорядочим спи-
ском { 11 22 33 12 13 23, , , , ,σ σ σ σ σ σ }. С использованием формулы Коши для вычисле-
ния векторов напряжений на гранях пирамиды условия (2.6) представляются две-
надцатью уравнениями относительно шести компонент напряжений:

2 2 2 2
11 22 33 12

13 23

1 1cos cos sin cos
2 2

2 sin cos 2 sin cos ,np

σ ψ + σ ψ +σ ψ +σ ψ +

+ σ ψ ψ + σ ψ ψ =

11 22 33 12

13 23

1 1 1sin cos sin cos sin cos cos 2
2 2 2

2 2cos 2 cos 2 ,
2 2 n

σ ψ ψ + σ ψ ψ −σ ψ ψ + σ ψ −

− σ ψ − σ ψ = τ
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11 22 13 23
1 1 2 2cos cos sin sin
2 2 2 2 nσ ψ − σ ψ + σ ψ − σ ψ = ϑ , (2.7)

2 2 2
11 22 33 12

13 23

1 1cos cos cos sin cos
2 2

2 sin cos 2 sin cos ,mp

σ ψ + σ ψ +σ ψ −σ ψ ψ −

− σ ψ ψ − σ ψ ψ =

11 22 33 12

13 23

1 1 1sin cos sin cos sin cos sin cos
2 2 2

2 2cos 2 cos 2 ,
2 2 m

σ ψ ψ + σ ψ ψ −σ ψ ψ − σ ψ ψ +

+ σ ψ − σ ψ = τ

11 22 13 23
1 1 2 2cos cos sin sin
4 2 2 2 m− σ ψ + σ ψ + σ ψ + σ ψ = ϑ ,

2 2 2
11 22 33 12

13 23

1 1cos cos sin cos
2 2

2 cos sin 2 cos sin ,lp

σ ψ + σ ψ +σ ψ +σ ψ −

− σ ψ ψ − σ ψ ψ =

11 22 33 12

13 23

1 1sin cos sin cos sin cos sin cos
2 2

2 2cos 2 cos 2 ,
2 2 l

σ ψ ψ + σ ψ ψ −σ ψ ψ +σ ψ ψ +

+ σ ψ + σ ψ = τ

11 22 13 23
1 1 2 2cos cos sin sin
2 2 2 2 lσ ψ − σ ψ − σ ψ + σ ψ = ϑ ,

2 2 2
11 22 33 12

13 23

1 1cos cos sin cos
2 2

2 cos sin 2 cos sin ,kp

σ ψ + σ ψ +σ ψ −σ ψ +

+ σ ψ ψ − σ ψ ψ =

11 22 33 12

13 23

1 1sin cos sin cos sin cos sin cos
2 2

2 2cos 2 cos 2 ,
2 2 k

σ ψ ψ + σ ψ ψ −σ ψ ψ −σ ψ ψ −

− σ ψ + σ ψ = τ

11 22 13 23
1 1 2 2cos cos sin sin
2 2 2 2 k− σ ψ + σ ψ − σ ψ − σ ψ = ϑ .

Задача состоит в исследовании (в зависимости от геометрических параметров
и заданной нагрузки) условий существования решения системы уравнений (2.7) и
его построения. Условия существования решения образуют ограничения на пара-
метры нагрузки, обеспечивающие корректность постановки рассматриваемой за-
дачи механики. Решение системы уравнений (2.7) формирует задаваемые ограни-
чения на компоненты напряжений в вершине пирамиды. В случае, когда количе-
ство таких ограничений окажется больше трех, задача механики деформируемого
тела для рассматриваемого тела становится неклассической.
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2 . 2 .  И с с л е д о в а н и е  с и с т е м ы  у р а в н е н и й  ( 2 . 7 )

Посредством эквивалентных преобразований уравнения (2.7) приводятся к
двум автономным системам. Первая из них включает шесть уравнений относи-
тельно четырех компонент напряжений 11σ , 22σ , 33σ , 12σ :

2 2 2 2
11 22 33 12cos cos 2 sin 2 cos n lp pσ ψ +σ ψ + σ ψ + σ ψ = + ,

2 2 2 2
11 22 33 12cos cos 2 sin 2 cos m kp pσ ψ +σ ψ + σ ψ − σ ψ = + ,

11 22 33 12sin cos sin cos 2 sin cos 2 sin cos n lσ ψ ψ +σ ψ ψ − σ ψ ψ + σ ψ ψ = τ + τ , (2.8)

11 22 33 12sin cos sin cos 2 sin cos 2 sin cos m kσ ψ ψ +σ ψ ψ − σ ψ ψ − σ ψ ψ = τ + τ ,

11 22cos cos n lσ ψ −σ ψ = ϑ +ϑ ,

11 22cos cos m k−σ ψ +σ ψ = ϑ +ϑ .
Вторая система состоит из шести уравнений относительно двух компонент на-

пряжений 13σ , 23σ

13 232 sin2 2 sin2 n lp pσ ψ+ σ ψ= − ,   13 232 cos2 2 cos2 m kσ ψ− σ ψ=τ −τ ,

13 232 sin2 2 sin2 m kp p− σ ψ+ σ ψ= − ,   13 232 sin 2 sin n lσ ψ− σ ψ=ϑ −ϑ , (2.9)

13 232 cos2 2 cos2 n l− σ ψ− σ ψ=τ −τ ,    13 232 sin 2 sin m kσ ψ+ σ ψ=ϑ −ϑ .
Изучим систему уравнений (2.8). При изменении угла ψ в интервале

0 / 2< ψ < π ранг этой системы равен четырем. Ее совместность возможна лишь
при условии, что ранг расширенной матрицы также равен четырем. Это требова-
ние приводит к двум ограничениям на нагрузку

0n m l kϑ +ϑ +ϑ +ϑ = , (2.10)

( )sin ( ) cos 0m k n l n l m kp p p p+ − − ψ + τ + τ − τ − τ ψ = . (2.11)

При выполнении ограничений (2.10), (2.11) уравнения (2.8) имеют решение

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

11 2

22 2

33

12 2

1 ( ) cos 2 ( ) ( )sin 2 2( )cos ,
4cos

1 ( )cos 2 ( ) ( )sin 2 2( )cos ,
4cos

1 ( )ctg ,
2

1
4cos

n l m k n l n l

n l m k n l n l

n l n l

n l m k

p p p p

p p p p

p p

p p p p

σ = + ψ + + + τ + τ ψ + ϑ +ϑ ψ
ψ

σ = + ψ + + + τ + τ ψ − ϑ +ϑ ψ
ψ

σ = + − τ + τ ψ

σ = + − −
ψ

(2.12)

Обратимся к системе уравнений (2.9). Ранг матрицы этой системы равен двум.
Ее совместность возможна лишь при условии, что ранг расширенной матрицы
также равен двум. Это требование накладывает еще четыре ограничения на ком-
поненты нагрузки:

( ) cos 2 ( )sin 2 0n l n lp p− ψ + τ − τ ψ = ,   ( ) cos 2 ( )sin 2 0m k m kp p− ψ + τ − τ ψ = ,

( ) 2( ) cos 0m k n lp p− + ϑ −ϑ ψ = ,   ( ) 2( ) cos 0n l m kp p− − + ϑ −ϑ ψ = . (2.13)
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При выполнении условия (2.13) уравнения (2.9) имеют решение

[ ]13
2

4sin 2 n l m kp p p pσ = − − +
ψ

,    [ ]23
2

4sin 2 n l m kp p p pσ = − + −
ψ

. (2.14)

Из приведенного исследования видно, что в случае, когда на гранях пирамиды
задаются нагрузки, согласованные с ограничениями (2.10), (2.11), (2.13), напря-
женное состояние в вершине пирамиды полностью определено. Известны все
шесть компонент тензора напряжений. Это означает, что при построении решения
задачи механики деформируемого твердого тела (МДТТ) в вершине пирамиды
необходимо согласовать его с этими шестью условиями. В обычной точке грани-
цы тела задаются три ограничения. Следовательно, задача МДТТ для пирамиды
является неклассической. В случае, когда нагрузка, приложенная к граням пира-
миды в ее вершине, не согласуется с условиями (2.10), (2.11), (2.13), компоненты
напряжений в особой точке оказываются несовместными с такой нагрузкой. По-
этому задача МДТТ оказывается некорректной.

2 . 3 .  Ч а с т н ы е  с л у ч а и

2.3.1. Отсутствие нагрузки на боковых гранях пирамиды

В данном случае все компоненты векторов напряжений (2.5) в вершине пира-
миды обращаются в нуль. Ограничения (2.10), (2.11), (2.13) выполняются. В соот-
ветствии с формулами (2.12), (2.14) все шесть компонентов тензора напряжений в
вершине равны нулю. Постановка задачи механики деформируемого твердого те-
ла с рассматриваемой особенностью должна быть неклассической.

2.3.2. Грани пирамиды нагружены нормальными поверхностными нагрузками

В рассматриваемом случае отличны от нуля компоненты 0np ≠ , 0mp ≠ ,
0lp ≠ , 0kp ≠  векторов нагрузки (2.5). Ограничения (2.10), (2.11), (2.13) приво-

дятся к виду

n m l kp p p p p= = = = . (2.15)
Напряжения в вершине находим по формулам (2.12), (2.14):

11 22 33

12 13 23

,
0.
pσ = σ = σ =

σ = σ = σ =
(2.16)

Замечание 1. Решение (2.16) согласуется с известным аналитическим решени-
ем о напряженном состоянии упругого тела, нагруженного по всем поверхностям
давлением p.

Замечание 2. Решение (2.16) при нагрузке (2.15) в вершине пирамиды может
быть получено методом сечений.

2.3.3. Грани пирамиды нагружены касательными усилиями nϑ , mϑ , lϑ , kϑ

В этом случае ограничения (2.10) принимают вид
n lϑ = ϑ = ϑ , m kϑ = ϑ = −ϑ . (2.17)

При выполнении условий (2.17) напряжения в вершине находятся по формулам

11 ,
cos
ϑ

σ =
ψ

 22 ,
cos
ϑ

σ = −
ψ

 33 0,σ =  12 13 23 0σ = σ = σ = . (2.18)
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Рассматриваемый случай отвечает кручению пирамиды усилиями, приложен-
ными в вершине. Напряжения 11σ  и 22σ неограниченно возрастают, если угол
ψ стремится к значению / 2π . Это связано с тем, что площади сечений, на кото-
рых действуют эти напряжения, стремятся к нулю. Решение (2.18) получается и с
использованием метода сечений.

2.3.4. Грани пирамиды нагружены касательными усилиями nτ , mτ , lτ , kτ

Ограничения на компоненты нагрузки (2.10), (2.11), (2.13) приводятся к двум
равенствам

0n m l kτ = τ = τ = τ = . (2.19)
Если равенства (2.19) выполняются, напряжения в вершине имеют значения

11 tgσ = τ ψ ,  22 tgσ = τ ψ ,  33 ctgσ = −τ ψ ,  12 13 23 0σ = σ = σ = . (2.20)

При стремлении ψ к нулю напряжение 33σ неограниченно возрастает. Также
ведут себя напряжения 11σ , 22σ при стремлении ψ к / 2π . Это объясняется тем,
что площади, на которых действуют эти напряжения, при указанных условиях
стремятся к нулю, в то время как площади, на которых приложена нагрузка, ос-
таются конечными. Решение (2.20) согласуется с решением, получаемым методом
сечений.

Заключение

Общепринятое исследователями представление о точке сплошной среды в ви-
де стягиваемого к ней элементарного объема распространяется на особую точку –
вершину многогранника. Компоненты напряжений в вершине многогранника
отождествляются с напряжениями в содержащем ее элементарном объеме тела.
В результате анализа напряженного состояния такого элементарного объема:

- получены формулы для вычисления всех компонентов тензора напряжений в
вершине многогранника;

- установлено, что задачи механики для тел, содержащих особые точки в виде
многогранников, являются неклассическими;

- сформулированы условия на компоненты векторов нагрузки, обеспечиваю-
щие корректность постановок рассматриваемых задач.

Приведенные результаты найдут применение в изучении напряженного со-
стояния деформируемых тел с особыми точками в виде вершин многогранников,
в частности, при исследовании взаимодействия инденторов Берковича и Виккерса
с образцами.

ЛИТЕРАТУРА

 1. Williams M.L. Stress singularities resulting from various boundary conditions in angular cor-
ners in extension // J. App. Mech. 1952 . V. 19. P. 526–528.

 2. Аксентян О.К. Особенности напряженно-деформированного состояния плиты в окре-
стности ребра // Прикладная математика и механика. 1967. № 1. С. 178–186.

 3. Уфлянд Я.С. Интегральные преобразования в задачах теории упругости. М.; Л.: Изд-во
АН СССР, 1967. 402 c.

 4. Кондратьев В.А. Краевые задачи для эллиптических уравнений в областях с кониче-
скими или угловыми точками // Тр. Моск. матем. об-ва. 1967. Т. 16. С. 209–292.



Компоненты напряжений и ограничения на нагрузку 115

 5. Bogy D.B. Two edge-bonded elastic wedges of different materials and wedge angles under
surface tractions // Trans. ASME. Ser. E. 1971. V. 38. No. 2. P. 377–386.

 6. Cook T.S., Erdogan F. Stresses in boded materials with a crack perpendicular to the interface
// Int. J. Eng. Sci. 1972. V. 10. No. 8. P. 677–696.

 7. Мазья В.Г., Пламеневский Б.А. О коэффициентах в асимптотике решений эллиптиче-
ских краевых задач вблизи ребра // ДАН СССР. 1976. Т. 229. № 1. С. 33–36.

 8. Партон В.З., Перлин П.И. Методы математической теории упругости. М.: Наука, 1981.
688 с.

 9. Чобанян К.С. Напряжения в составных упругих телах. Ереван: Изд-во АН АрмССР,
1987. 338 с.

 10. Шемякин Е.И. О краевых задачах теории упругости для областей с угловыми точками
(плоская деформация) // Докл. АН. 1996. Т. 347. № 3. С. 342–345.

 11. Hideo Koguchi, Takashi Muramoto. The order of stress singularity near the vertex in three-
dimensional joints // Int. J. Solids and Structures. 2000. V. 37(35). P. 4737–4762.
http://dx.doi.org/10.1016/S0020-7683(99)00159-6.

 12. Barut A., Guven I., Madenci E. Analysis of singular stress fields at junctions of multiple dis-
similar materials under mechanical and thermal loading // Int. J. of Solid and Structures. 2001.
V. 38. No. 50−51. P. 9077–9109.

 13. Shannon S., Peron V. and Yosibash Z. Singular asymptotic solution along an elliptical edge
for the Laplace equation in 3-D // Engineering Fracture Mechanics. 2015. No. 134.
P. 174−185.

 14. Sinclair G.B. Stress singularities in classical elasticity – I: Removal, interpretation and analy-
sis // App. Mech. Rev. 2004. V. 57. No. 4. P. 251–297.

 15. Shannon S., Peron V. and Yosibash Z. The Laplace equation in 3-D domains with cracks:
Dual singularities with log terms and extraction of corresponding edge flux intensity functions
// Mathematical Methods in the Applied Sciences. 2016. V. 34. P. 4951–4963.

 16. Xu L.R., Kuai H., Sengupta S. Dissimilar material joints with and without free-edge stress sin-
gularities: Part II. An integrated numerical analysis // Experimental Mechanics. 2004. V. 44.
No. 6. P. 616−621.

 17. Christian Mittelstedt, Wilfried Becker. Efficient computation of order and mode of three-
dimensional stress singularities in linear elasticity by the boundary finite element method //
Int. J. Solids and Structures. 2006. V. 43(10). P. 2868−2903. DOI: 10.1016/j.ijsolstr.
2005.05.059.

 18. Yongwoo Lee, Insu Jeon, Seyoung Im. The stress intensities of three-dimensional corner sin-
gularities in a laminated composite // Int. J. Solids and Structures. 2006. V. 43(9).
P. 2710−2722.  DOI: 10.1016/j.ijsolstr.2005.06.050.

 19. Paggi M., Carpinteri A. On the stress singularities at multimaterial interfaces and related
analogies with fluid dynamics and diffusion // Mech. Rev. 2008. V. 61. 22 p. DOI:
10.1115/1.2885134.

 20. Zhixue Wu. A method for eliminating the effect of 3-D bi-material interface corner geometries
on stress singularity // Engineering Fracture Mechanics. 2005. V. 73(7). P. 953−962. DOI:
10.1016/j.engfracmech.2005.10.010.

 21. Hideo Koguchi, Joviano Antonio da Costa. Analysis of the stress singularity field at a vertex
in 3D-bonded structures having a slanted side surface // Int. J. Solids and Structures. 2010.
V. 47. P. 3131–3140. DOI: 10.1016/j.ijsolstr.2010.07.015.

 22. Коваленко М.Д., Галаджиев С.В., Гоголева О.С., Трубников Д.В. Особенности напря-
женного состояния в конечных областях вблизи угловых точек границы // Механика
композиционных материалов и конструкций. 2011. Т. 17. № 1. С. 53–60.

 23. Андреев А.В. Суперпозиция степенно-логарифмических и степенных сингулярных ре-
шений в двумерных задачах теории упругости // Вестник Пермского национального ис-
следовательского политехнического университета. Механика. 2013. № 1. С. 5–30.

 24. Рязанцева Е.А. Метод граничных состояний в задачах теории упругости с сингулярно-
стями физического и геометрического характера: дис. канд. физ.-мат. наук: 01.02.04.
Липецк, 2015. 215 с.



116 В.М. Пестренин, И.В. Пестренина, Л.В. Ландик

 25. Федоров А.Ю. Исследование и оптимизация напряженного состояния в окрестности
особых точек упругих тел :дис. канд. физ.-мат. наук: 01.02.04. Пермь, 2016. 157 с.

 26. Xu W., Tong Z., Leung, A.Y.T., Xu X., Zhou Z. Evaluation of the stress singularity of an inter-
face V-notch in a bimaterial plate under bending // Engineering Fracture Mechanics. 2016.
V. 168. P. 11−25. DOI: 10.1016/j.engfracmech.2016.09.009.

 27. He Z., Kotousov A. On Evaluation of Stress Intensity Factor from In-Plane and Transverse
Surface Displacements // Experimental Mechanics. 2016. V. 56(8). P. 1385−1393. DOI:
10.1007/s11340-016-0176-8.

 28. Dimitrov A., Andra H., Schnack E. Efficient computation of order and mode of corner singu-
larities in 3D-elasticity // Int. J. Num. Meth. Engng. 2001. V. 52(8). P. 805−827.

 29. Apel Т., Mehrmann V., Watkins D. Structured eigenvalue methods for the computation of cor-
ner singularities in 3D anisotropic elastic structures // Comput. Methods Appl. Mech. Engng.
2002. No. 191. P. 4459−4473.

 30. Ковалев Б.Д. Формирование Эйлеровой гидродинамики // Исследования по истории ме-
ханики: сб. статей. М.: Наука, 1983. С. 146–167.

 31. Пестренин В.М., Пестренина И.В., Ландик Л.В. Нестандартные задачи для однородных
элементов конструкций с особенностями в виде клиньев в условиях плоской задачи //
Вестник Томского государственного университета. Математика и механика. 2014.
№ 1(27). С. 95–109.

 32. Пестренин В.М., Пестренина И.В., Ландик Л.В. Напряженно-деформированное состоя-
ние в окрестности вершины составного клина с жестко защемленными образующими //
Вестник Пермского национального исследовательского политехнического университе-
та. Механика. 2016. № 3. С. 131–147. DOI: 10.15593/perm.mech/2016.3.09.

 33. Pestrenin V.M., Pestrenina I.V., Landik L.V. (2017) Stress state at the vertex of a composite
wedge, one side of which slides without friction along a rigid surface // Latin American J.
Solids and Structures. V. 14. No. 11. P. 2067−2088.  DOI: 10.1590/1679-78253826.

 34. Pestrenin V.M., Pestrenina I.V., Landik L.V. Nonstandart problems for structural elements
with spatial composite ribs // Mechanics of Composite Materials. 2015. V. 51. No. 4. P. 489–
504.

 35. Pestrenin V.M., Pestrenina I.V. Constraints on stress components at the internal singular point
of an elastic compound structure // Mechanics of Composite Materials. 2017. V. 53. No. 1.
P. 107–116. DOI: 10.1007 / s11029-017-9644-1.

 36. Пестренин В.М., Пестренина И.В., Ландик Л.В. Ограничения на параметры напряжен-
ного состояния в вершине кругового конуса // Вестник Томского государственного
университета. Математика и механика. 2018. № 52. С. 89–101. DOI: 10.17223/
19988621/52/9.

Статья поступила 22.04.2018 г.

Pestrenin V.M., Pestrenina I.V., Landik L.V. (2018) STRESS COMPONENTS AND LOADING
RESTRICTIONS AT THE VERTICES OF REGULAR TRIANGULAR AND QUADRAN-
GULAR PYRAMIDS. Vestnik Tomskogo gosudarstvennogo universiteta. Matematika i
mekhanika [Tomsk State University Journal of Mathematics and Mechanics]. 56 pp. 102−119

DOI 10.17223/19988621/56/9

Keywords: polyhedron, singular points, singularity, elementary volume, non-classical problems.

A special point of structural element (the vertex of a polyhedron) is considered as an ordinary
point of deformable body representing an infinitely small particle obtained by contracting
elementary volume to a point. Using this concept, the stress state at the vertices of regular
triangular and quadrangular pyramids is studied in the case of a surface loading of the lateral faces
of pyramids. It is shown that the stress state at the vertices of polyhedra is fully known for any
loading. This fact leads to a non-classical formulation of the problem of solid mechanics for such
structural elements. The conditions for load vector components are proposed, which provide the
correct problem statements within the solid mechanics. The particular cases of the loading of
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considered structural elements are introduced. The obtained solutions are found to be in a good
agreement with known analytical results.

The reported results will find application in the formulation of solid mechanics problems
containing vertices (recesses) in the shape of polyhedra, in particular, when studying the
interaction of the Berkovich and Vickers indenters with samples.
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ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ ПРОЦЕССА ОПТИМИЗАЦИИ
КРЫЛА БЕСПИЛОТНОГО ЛЕТАТЕЛЬНОГО АППАРАТА

К ЕГО НАЧАЛЬНОЙ ФОРМЕ1

Рассматривается новая технология оптимального аэродинамического проек-
тирования трехмерного крыла беспилотного летательного аппарата среднего
класса. Оптимальная форма крыла, обладающая минимальным полным со-
противлением при фиксированном коэффициенте подъемной силы и отве-
чающая заданным геометрическим и аэродинамическим ограничениям, оп-
ределяется при помощи эвристического метода глобального поиска на осно-
ве численных решений полных уравнений Навье – Стокса. Предложенный
подход позволяет обеспечивает снижение сопротивления крыла в зоне крей-
серского режима полета и позволяет значительно снизить материальные и
временные затраты на аэродинамическое проектирование летательного ап-
парата. Показано, что рассматриваемый метод оптимизации устойчив по от-
ношению к начальным данным (форме начального крыла).

Ключевые слова: оптимальное проектирование, полные уравнения Навье –
Стокса, нелинейные ограничения, коэффициент сопротивления, момент
тангажа, устойчивость процесса оптимизации.

При разработке технологии оптимального аэродинамического проектирования
одним из важнейших вопросов является вопрос о том, насколько результат при-
менения такой технологии проектирования зависит от начальной формы оптими-
зируемой поверхности.

С практической точки зрения очень важно, чтобы технология давала хорошие
результаты не только в случае, когда начальная геометрия обладает приемлемыми
аэродинамическими характеристиками, но и в случае, когда исходная форма в
точках проектирования имеет высокий уровень полного сопротивления.

С математической точки зрения возникает вопрос об устойчивости алгоритма
автоматического оптимального проектирования к начальной форме. Иными сло-
вами, если мы проведем две оптимизации с одинаковым условиями и ограниче-
ниями, но для двух сильно отличающихся друг от друга начальных геометрий, то
насколько будут отличаться друг от друга две полученные оптимальные геомет-
рии?

В связи с этим были проведены исследования устойчивости предложенной
нами ранее технологии автоматического оптимального проектирования [1, 2] к
начальной форме изолированного трехмерного крыла беспилотного летательного
аппарата.

Были рассмотрены 2 варианта задания начальных форм крыла. В 1-м варианте
секционные профили совпадали с исходной геометрией беспилотного летательно-
го аппарата среднего класса [1].
                                                          
1 Работа выполнена при финансовой поддержке прикладных научных исследований Министерства об-
разования и науки РФ: уникальный идентификатор работ RFMEFI57617X0094.
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Во втором варианте начальная геометрия была намеренно выбрана абсолютно
непригодной с аэродинамической точки зрения.

В частности, вместо суперкритического профиля на 2-й промежуточной сек-
ции крыла был поставлен симметричный профиль, в котором верхняя поверх-
ность совпадала с верхней поверхностью исходного профиля. Дополнительно по-
лученный симметричный профиль был отскалирован, чтобы он отвечал всем тре-
буемым ограничениям: имел максимальную относительную толщину 19.2% и от-
носительную толщину 16.0 % (при Х/C = 0.16) и 11.0 % (при Х/C = 0.65).

Сравнение данных начальных профилей для двух вариантов оптимизации
представлено на рис. 1 (линии 1 и 3).

Данная технология проектирования основана на системном применении:
• Математических моделей высокого уровня достоверности
• Численных методов высокого порядка точности решения осредненных по

числу Рейнольдса уравнений Навье – Стокса на структурированных вычислитель-
ных сетках

• Вычислительно-эффективных глобальных методов оптимального поиска с
учетом нелинейных ограничений на оптимальное решение различного типа

• Глобальной аппроксимации оптимизируемых поверхностей летательного ап-
парата на основе кривых Безье и поверхностей Безье

• Параллельных вычислений с высоким уровнем параллельной эффективно-
сти, позволяющих использовать наилучшим образом вычислительные мощности
многопроцессорных суперкомпьютерных вычислительных кластеров
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Рис. 1. Сравнение профилей средней секции базового (1),
оптимального (2) и базового «симметричного» (3) крыла

Fig. 1. Comparison of the middle section profiles for the original (1),
optimal (2), and original “symmetric” (3) wings

В данной работе новая технология [1] применена для дальнейшего исследова-
ния процесса оптимального аэродинамического проектирования беспилотного ле-
тательного аппарата (БПЛА) самолетного типа среднего класса.

В результате, такой подход к аэродинамическому проектированию позволил:
1) сократить время цикла дизайна и число таких циклов (за счет эффективного

использования вычислительных мощностей и суперкомпьютерных вычислитель-
ных технологий);
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2) значительно уменьшить материальные затраты на дизайн (за счет сокраще-
ния количества персонала, занятого в проектировании и сокращения времени
проектирования);

3) улучшить качество аэродинамического дизайна (за счет использования вы-
сокоточной математической модели для расчета основных аэродинамических ха-
рактеристик );

4) уменьшить эксплуатационные расходы на БПЛА (за счет улучшения его аэ-
родинамических характеристик).

1. Постановка задачи

С математической точки зрения задача аэродинамического проектирования
может быть сформулирована как задача определения оптимальной формы лета-
тельного аппарата, которая:

• обладает минимально возможным сопротивлением на крейсерских режимах
полета при заданном коэффициенте подъемной силы;

• обладает достаточным для необходимой грузоподъемности самолета коэф-
фициентом подъемной силы на режиме взлета;

• отвечает заданным габаритным и аэродинамическим ограничениям.
Отметим, что используемая технология не имеет аналогов в мире, поскольку:
• расчет основной целевой функции (полного аэродинамического сопротивле-

ния СХ) базируется на численном решении осредненных по Рейнольдсу уравнений
Навье – Стокса с использованием конечноразностной схемы повышенного поряд-
ка точности [3, 4];

• оптимальная форма ищется с использованием генетических алгоритмов
[5−8], при этом количество учитываемых нелинейных ограничений на оптималь-
ное решение произвольно [9];

• технология обладает высокой вычислительной эффективностью, позволяю-
щей получать решение в сжатые сроки.

Прежде чем перейти к решению задачи оптимального аэродинамического про-
ектирования БПЛА среднего класса, отметим, что такие аппараты имеют взлет-
ную массу около 500 кг и массу полезной нагрузки около 100 кг. Поскольку ти-
пичная высота полета составляет 5−6 км, скорость – 150−200 км/ч, а Су крейсер-
ского полета составляет порядка 1.0−1.2, тогда при V = 50 м/с и H = 5000 м имеем
G/S = 80 кг/м2. Таким образом, при взлетной массе 500 кг площадь крыла должна
составлять 5−6 м2.

Основным требованием, определяющим эффективность БПЛА такого класса,
является большая продолжительность полёта. Типовое полётное задание состоит из
подготовки к полёту, взлета/набора высоты, крейсерского полёта, снижения, посад-
ки, причем практически всё полетное время занимает именно крейсерский режим.

При установившемся горизонтальном полете сила тяжести уравновешена
подъемной силой Y, сопротивление X – тягой двигателя, при этом потребная
мощность определяется как произведение сопротивления на скорость полета. От-
сюда получаем, что потребная для полёта мощность обратно пропорциональна
величине 3/ 2 /Y XC C , так называемому планерному качеству. Соответственно для
достижения максимальной продолжительности полета требуется увеличение дан-
ного параметра. Максимальный коэффициент подъемной силы крыла без механи-
зации Cy

max ~ 1.7 – 1.8, с учетом запаса по скорости сваливания 1.2 получаем, что
Cy

крей имеет порядок 1.18 – 1.25.
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2. Результаты расчетов

Анализ секционных распределений давления в основной точке проектирова-
ния при М = 0.20, СY = 1.20, а также распределений давления при более высоком
коэффициенте подъемной силы СY = 1.50 подтвердил предположение, что сим-
метричный профиль в середине крыла абсолютно непригоден для данных условий
обтекания. Об этом же говорит и значение коэффициента полного сопротивления
в основной точке проектирования при М = 0.20, СY = 1.20, СХ = 445.7 каунта – рост
более чем на 10 % по сравнению с 1-й формой начального крыла. На рис. 2. при-
ведены распределения коэффициента давления СР для двух начальных форм кры-
ла в одном из сечений.
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Рис. 2. Сравнение распределений давления в бортовом сече-
нии Z = 2.15 м по размаху крыла при СY = 1.50 для М = 0.20
для базового (1) и «симметричного» (2) крыла
Fig. 2. Comparison of the pressure distributions in the cross sec-
tion Z = 2.15 m over the wingspan at СY = 1.50 and М = 0.20 for
the original (1) and “symmetric”(2) wings

Все это говорит о том, что с аэродинамической и геометрической точек зрения
2-й вариант начальной геометрии крыла находится очень далеко как от оптималь-
ного решения, так и от начальной формы крыла, предложенной в работе [1].

Перейдем теперь к сравнениям результатов этих двух оптимизаций. Для полу-
чения оптимального решения как для 1-го, так и для 2-го варианта задания на-
чальной формы было необходимо 15 шагов. Соответствующая картина сходимо-
сти оптимизационного процесса приведена на рис. 3.

Результаты оптимизации оказались очень близкими и в широком диапазоне
условий полета практически идентичными. В частности, в основной точке проек-
тирования М = 0.20, СY = 1.20 сопротивление оптимального крыла для 1-го вари-
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анта составило 376.4 аэродинамических каунта против 376.9 для 2-ого варианта
задания формы начального крыла. Форма оптимального крыла представлена на
рис. 1 (линия 2).
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Рис. 3. Сравнение сходимости 1-го и 2-го вариантов
оптимизации крыла БПЛА

Fig. 3. Comparison of the convergence of the 1st and 2nd variants
of wing optimization for UAV (unmanned aerial vehicle)

Дополнительная информация о локальных характеристиках течения около оп-
тимального крыла может быть получена из рис. 4, на котором приведены сравне-
ния секционных распределений коэффициента давления СР для начального и оп-
тимального крыла для одного из сечений.

Из анализа сравнений соответствующих распределений давления между на-
чальным и оптимальным крылом видно, что изменение формы крыла привело к
благоприятному в аэродинамическом смысле перераспределению нагрузки по
всему размаху крыла и значительному улучшению интегральных аэродинамиче-
ских характеристик.

Это благоприятно отразилось на значении коэффициента сопротивления крыла
при значении CY = 1.20, причем сопротивление понизилось для достаточно боль-
шой окрестности основной точки проектирования как по числу Маха, так и по ко-
эффициенту подъемной силы. Это означает, что улучшения, полученные при про-
ектировании носят не локальный характер и устойчивы к малым изменениям ус-
ловий полета, что является необходимым условием для практического использо-
вания этих результатов.

В заключение приведем сравнение поляр сопротивления для двух рассмотрен-
ных оптимальных крыльев (рис. 5), из которого видно незначительное влияние
начального приближения на качество полученного решения.
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Рис. 4. Сравнение распределений давления в бортовом
сечении Z = 0.0 м по размаху крыла при СY = 1.20 для
М = 0.20 для базового (1) и оптимального (2) крыла
Fig. 4. Comparison of the pressure distributions in the
cross section Z = 0.0 m over the wingspan at СY = 1.20
and М = 0.20 for the original (1) and optimal (2) wings
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Рис. 5. Сравнение поляры сопротивления двух вариантов
оптимизации крыла БПЛА для М = 0.20

Fig. 5. Comparison of the drag polars for two variants
of UAV wing optimization at M = 0.20
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Заключение

Таким образом, анализ полученных аэродинамических характеристик опти-
мальных крыльев беспилотного летательного аппарата среднего класса для 2 ва-
риантов задания начальной формы крыла показывает, что предлагаемая техноло-
гия оптимального аэродинамического проектирования является устойчивой к за-
данию начальной формы, поскольку

1. Оптимальные крылья обладают практически одним и тем же сопротивлени-
ем в основной точке проектирования CY = 1.20, M = 0.20 (CX = 376.4 каунта и
CX = 376.9 каунта).

2. Формы оптимальных крыльев очень близки друг к другу.
3. Оптимальные крылья обладают очень близкими (практически идентичны-

ми) интегральными аэродинамическими характеристиками в широком диапазоне
изменения условий полета.
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A new technology for optimal aerodynamic design of a three-dimensional wing of a middle-
class unmanned aerial vehicle (UAV) is considered. An optimal wing shape, which is
characterized by minimum drag at a fixed lift coefficient and meeting the specified geometric and
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aerodynamic constraints, is determined using the heuristic global search method based on the
numerical solutions of the full Navier-Stokes equations. The paper shows that the applied
optimization method is stable with respect to the initial data (the initial wing shape). An analysis
of the obtained aerodynamic characteristics of the optimum wings for a middle-class UAV in two
variants of specifying the initial wing shape shows that the proposed technology of optimal
aerodynamic design is resistant to the initial shape due to the following aspects: optimal wings are
characterized by the same drag coefficient at the main design point; the shapes of optimal wings
are very similar to each other; optimal wings have very close (almost identical) integral
aerodynamic characteristics in a wide range of flight conditions.
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