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К.Б. Мансимов, М.Я. Наджафова 

 

КВАЗИОСОБЫЕ УПРАВЛЕНИЯ В ЗАДАЧЕ УПРАВЛЕНИЯ  

ДИСКРЕТНЫМИ СИСТЕМАМИ С НЕЛОКАЛЬНЫМИ КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИ 

 
Рассматривается задача оптимального управления дискретными процессами, описываемыми системой раз-

ностных уравнений с неразделенными нелокальными краевыми условиями. При предположении выпуклости 

области управления доказано необходимое условие оптимальности в форме линеаризованного условия макси-

мума. Исследован случай вырождения линеаризованного условия максимума (квазиособый случай). Установ-

лено необходимое условие оптимальности квазиособых управлений. 

Ключевые слова: дискретная управляемая система; нелокальные краевые условия; линеаризованный принцип 

максимума; квазиособое управление; необходимое условие оптимальности. 

 

Дискретные динамические модели управляемых систем являются очень важным в теоретиче-

ском и практическом отношении классом математических моделей, позволяющим охватить широкий 

круг реальных объектов и соответствующих им задач управления. Дискретные динамические модели 

возникают, например, при моделировании задач распределения ресурсов, обработке и передаче инфор-

мации цифровыми электронными устройствами, а также при дискретизации непрерывных динамиче-

ских моделей (см.: [1–6]). 

К настоящему времени разработаны многочисленные точные и приближенные методы решения 

задач оптимального управления дискретными системами в предположении, что они описываются раз-

ностными уравнениями с локальными краевыми условиями (см.: [1–7]). 

Данная работа посвящена исследованию одной дискретной задачи оптимального управления  

с неразделенными нелокальными краевыми условиями. С помощью модифицированного варианта  

метода приращений установлены необходимые условия оптимальности в предположении выпуклости 

области управления. 

 

1. Постановка задачи 

 

Рассмотрим дискретную систему управления 

                     1 , ,x t f t x t u t  , Tt  ,                                (1) 

с краевыми условиями 

     0 1,x t x t l  .                                              (2) 

Здесь  0 0 1T , 1,..., 1t t t    – конечное множество последовательных натуральных чисел, причем 0t  и 

1t  заданы,  0 1,x x   заданная дважды непрерывно дифференцируемая по совокупности переменных 

n-мерная вектор-функция, l – заданный постоянный вектор,  x t  – вектор состояния,  u t  – вектор 

управляющих воздействий,  , ,f t x u  – заданная n -мерная вектор-функция, непрерывная по совокуп-

ности переменных вместе с частными производными по  ,x u  до второго порядка включительно. 
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Пусть U  – заданное непустое, ограниченное и выпуклое множество из R r
. Каждую управляю-

щую функцию  ,u t  удовлетворяющую условию 

   U Rru t   ,   Tt  , (3) 

назовем допустимым управлением. 

Рассмотрим задачу о минимуме функционала 

       0 1,S u x t x t   (4) 

при ограничениях (1)–(3). Здесь  0 1,x x   заданная дважды непрерывно дифференцируемая по сово-

купности переменных скалярная функция. 

Допустимое управление  u t , доставляющее минимум функционалу (4) при ограничениях  

(1)–(3), назовем оптимальным управлением, а соответствующий процесс     ,u t x t  – оптимальным 

процессом. 

 

2. Формула для приращения функционала качества 

 

Пусть     ,u t x t  – фиксированный, а             ,u t u t u t x t x t x t       – произвольный до-

пустимые процессы. Тогда ясно, что приращение  x t  состояния  x t  будет решением краевой задачи 

            1 , , , ,x t f t x t u t f t x t u t    , (5)   

              0 0 1 1 0 1, , 0x t x t x t x t x t x t        . (6) 

Предположим, что  t  – пока известная n-мерная вектор-функция, а Rn  – неизвестный по-

стоянный вектор. Тогда из (5), (6) получим, что 

                
1 1

0 0

1 1

1 , , , ,
t t

t t t t

t x t t f t x t u t f t x t u t
 

 

          , (7) 

              0 0 1 1 0 1, , 0x t x t x t x t x t x t           . (8) 

Положим 

         0 1 0 1, , ,x t x t x t x t     , 

   , , , , ,H t x u f t x u   . 

Ясно, что 

                
1 1

0 0

1 1

1 1 0 01 1 1 1
t t

t t t t

t x t t x t t x t t x t
 

 

                   . (9) 

С учетом соотношений (7)–(9) приращение функционала качества (4) записывается в виде: 
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t

t t

S u S u S u x t x t x t x t

x t x t x t x t x t x t t x t t x t

H t x t u t t H t x t u t t




       

                     

     

 (10) 

Используя формулу Тейлора, из (10) будем иметь 
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  (11) 

Если предполагать, что  t  и   удовлетворяют соотношениям  
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, 

тогда формула приращения (11) примет вид: 
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 (12) 

Здесь по определению 

                
1

0

1
2 2 2

1 1 0 1 2 3 0 1:
t

t t

u u x t x t x t u t x t x t




                           . 

По предположению множество U  выпуклое. Поэтому специальное приращение допустимого 

управления  u t  можно определить по формуле 

      u t v t u t      . (13) 

Здесь  0,1   – произвольное число, а   Uv t  , Tt   – произвольное допустимое управление. 
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Через  x t  обозначим специальное приращение состояния  x t , отвечающее специальному 

приращению (13) управления  u t . 

Из (5)–(6) получаем, что  x t  является решением линеаризованной задачи 

                     41 , , , , ,x ux t f t x t u t x t f t x t u t u t x t u t                 (14) 

 
    

 
 

    
 

 
0 1 0 1

0 1

0 1

, ,
0

x t x t x t x t
x t x t

x t x t

 
   

 
. (15) 

Используя задачу (14)–(15), доказывается справедливость разложения 

      ,x t y t t      , (16) 

где  y t  есть решение краевой задачи 

                   1 , , , ,x uy t f t x t u t y t f t x t u t v u      , (17) 

 
    

 
 

    
 

 
0 1 0 1

0 1

0 1

, ,
0

x t x t x t x t
y t y t

x t x t

 
 

 
. (18) 

Решение краевой задачи (17)–(18) допускает представление [8]: 

                            
1

0 0

1 1

1, , , , , , ,
t t

u u

t t

y t t F t f x u v u F t f x u v u
 

 

                   (19) 

где по определению 
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а  ,F t   –  n n матричная функция, являющаяся решением задачи 

      , 1 , ,xF t f x u      ,   ,t   

 , 1F t t E  , ( E  –  n n  единичная матрица). 

Пусть 

  0

1

1, 1,

0, 1.

t t

t t

   
   

   
 

Тогда представление (19) записывается в виде: 

              
1

0

1

, , , ,
t

u

t

y t G t f x u v u




         (20) 

где по определению 

         1, , , .G t t F t F t         

С учетом (13), (16) из (12) получаем, что вдоль оптимального процесса     ,u t x t  выполняется 

неравенство 
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 (21) 
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0
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Из неравенства (21) следует аналог линеаризованного условия максимума (см., напр.: [1–7]). 

Теорема 1. Вдоль оптимального процесса     ,u t x t  для всех   Uv t  , T,t   выполняется не-

равенство 

            
1

0

1

, , , 0
t

u

t t

H t x t u t t v t u t




    . (22) 

Неравенство (22) есть необходимое условие оптимальности первого порядка и нередко, вы-

рождаясь, выполняется тривиальным образом (см., напр.: [4–7, 9]). Изучим случай вырождения необ-

ходимого условия оптимальности (22). 

Определение 1. Допустимое управление  u t  назовем квазиособым в задаче (1)–(4), если для 

всех   Uv t  , Tt  , 

            
1

0

1

, , , 0
t

u

t t

H t x t u t t v t u t




    . (23) 

Из неравенства (21) с учетом (23) следует, что для оптимальности квазиособого управления  u t  

необходимо, чтобы неравенство 
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 (24) 

выполнялось для всех   Uv t  , Tt  . 

Неравенство (24) есть неявное необходимое условие оптимальности квазиособых управлений. 

Опираясь на него, удается получить необходимое условие оптимальности квазиособых управлений, 

которое носит явный характер. Используя представление (20), убеждаемся в справедливости соотно-

шений 
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По аналогии с работой [5] положим 
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С учетом обозначения (33) и тождеств (25)–(32) неравенство (24) принимает вид: 
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  (34) 

Сформулируем полученный результат. 

Теорема 2. Если множество U  выпуклое, то для оптимальности квазиособого управления  u t  

необходимо, чтобы неравенство (34) выполнялось для всех   Uv t  , Tt  . 

Неравенство (34) есть довольно общее необходимое условие оптимальности квазиособых управ-

лений. Из него, определяя  v t  специальным образом, можно получить ряд относительно легко прове-

ряемых необходимых условий оптимальности квазиособых управлений. Приведем одно из них. 

Теорема 3. При выполнении условий теоремы 2 для оптимальности квазиособого управления 

 u t  необходимо чтобы неравенство  
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 (35) 

выполнялось для всех T, Uw  . 

Неравенство (35) является аналогом условия оптимальности Габасова–Кирилловой [7] на случай 

нелокального краевого условия.   

 

Заключение 

 

Рассматривается задача оптимального управления с нелокальными краевыми условиями. При 

помощи модификации метода приращений установлен аналог линеаризованного условия максимума.  

Отдельно изучен случай квазиособых управлений. 
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Consider a discrete control system 

       1 , ,x t f t x t u t  , Tt  , (1) 

with boundary conditions 

     0 1, tx t x l  .  (2) 

Here  0 0 1T , 1,..., 1t t t    is a finite set of consecutive natural numbers, at that 0t  and 1t  is given,  0 1,x x  is the given twice 

continuously differentiable with respect to the set of variables n-dimensional vector-valued function, l is the given constant vector, 

( )x t  is a state vector, ( )u t  is a control actions vector, ( , , )f t x u  is the given n-dimensional vector-valued function continuous with 

respect to the set of variables together with the partial derivatives with respect to  ,x u  up to the second order inclusive. 

Let U  be the given non-empty, bounded, and convex set in rR . Each control function  u t satisfying the condition 

   U ru t R  ,   Tt    (3) 

will be called admissible control. 

We consider the problem of the minimum of the functional 

      0 1,S u x t x t   

under constraints (1)–(3). 

Here 0 1( , )x x  is the twice continuously differentiable scalar function with respect to the set of variables. 

A necessary condition for the optimality of quasi-singular controls is established. 

 

Keywords: discrete control problem; nonlocal boundary conditions; linearization maximum principle; quasi-singular control. 
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ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ОДНОСЕКТОРНОЙ ЭКОНОМИКОЙ  

ПРИ СЛУЧАЙНОМ ИЗМЕНЕНИИ ОСНОВНОГО КАПИТАЛА  

И ТРУДОВЫХ РЕСУРСОВ 

 
Рассматривается задача оптимального управления односекторной экономикой при случайном изменении фон-

довооруженности труда и трудовых ресурсов. В качестве критерия оптимальности выбирается максимум сред-

него значения непроизводственного потребления на заданном периоде производства. Решение проводится  

с помощью метода динамического программирования. 

Ключевые слова: односекторная экономика; основной капитал; трудовые ресурсы; фондовооруженность 

труда; непроизводственное потребление; оптимальное управление; динамическое программирование. 

 

Проблема управления односекторной экономикой восходит к [1, 2]. Ей посвящено большое ко-

личество работ. В них рассматриваются и решаются разные варианты задач, в том числе и задачи оп-

тимального управления такой экономикой (см., напр.: [37]). Естественным продолжением этих иссле-

дований является решение задач с учетом каких-либо случайных возмущений, действующих в про-

цессе производства.  

Состояние односекторной экономики определяется двумя величинами: основным капиталом и 

трудовыми ресурсами. Вообще говоря, изменение основного капитала во времени происходит случай-

ным образом из-за таких факторов, как случайный износ основных производственных фондов, приоб-

ретение новых фондов, цена на которые зависит от курсов валют, производственная неопределенность, 

экономическая конъюнктура и т.п. Трудовые ресурсы также могут изменяться случайным образом за 

счет экономических факторов, а также по демографическим причинам, из-за миграции населения и т.п. 

В [8] на основании изучения статистических данных приводится определенное обоснование того, что 

влияние экзогенных случайных факторов на экономическую динамику можно моделировать процес-

сом броуновского движения. 

В настоящей работе задача оптимального управления односекторной экономикой при случайном 

изменении основного капитала и трудовых ресурсов решена в программной форме, получены формулы 

для моментов переключения управления и получена оценка максимального среднего значения непро-

изводственного потребления. 

 

1. Постановка задачи 

 

Состояние экономики определяется следующими величинами: K(t)  основной капитал, L(t)  

трудовые ресурсы, C(t)  непроизводственное потребление, а также производственной функцией Y(K, L). 

Значение Y(K, L) есть валовый продукт, произведенный в единицу времени, т.е. Y(K, L)t  валовый 

продукт, произведенный за время t. Часть этого продукта It = uYt идет на увеличение основного 

капитала, а часть St = (1  u)Yt  на увеличение непроизводственного потребления C(t). Таким об-

разом, управляющим параметром здесь является коэффициент u, определяющий долю валового про-

дукта, которая идет на увеличение основного капитала. При этом 

 0 ≤ u ≤ 1.  (1) 

В результате в детерминированном случае изменение экономики во времени описывается урав-

нениями [6] 



Оптимальное управление односекторной экономикой при случайном изменении основного капитала 

13 

 

0

0

( ) λ ( ) (0) 0

ρ (1 ) ( ) (0) 0

ν (0)

K uY K,L K t , K K ,

C C u Y K,L , C ,

L L ,L L ,

   

   

 

 (2) 

где  ( 0) – коэффициент амортизации, ρ ( 0)  норма дисконтирования,  – темп изменения трудовых 

ресурсов.  

Для дальнейшего исследования вводятся переменные: k(t) = K(t)/L(t)  фондовооруженность 

труда, c(t) = C(t)/L(t)  непроизводственное потребление, приходящиеся на одного работника, и функ-

ция F(k) = Y/L  производительность труда. Для этих переменных на основании (2) можно получить 

уравнения  

 0μ ( ), (0)

δ (1 ) ( ), (0) 0,

k k uF k k k

c c u F k c

   

   
 (3) 

где  =  + v,  = ρ  v. Далее будем считать, что  =  + v > 0 и  = ρ  v > 0. Это означает, что если 

трудовые ресурсы возрастают (v > 0), то темп их роста не может превышать норму дисконтирования ρ. 

Если трудовые ресурсы убывают (v < 0), то темп их убывания не может превышать коэффициент амор-

тизации . Иначе возникают «экзотические» варианты. 

Детерминированная задача: в течение заданного конечного планируемого периода производства 

[0, Т] найти такое управление u(t) с учетом (1) для уравнений (3), при котором величина с(Т) макси-

мальна. 

В стохастическом случае односекторная экономика описывается уравнениями 

 

0

0

( ) λ ( ) σ ξ ( ) (0) 0

ρ (1 ) ( ) (0) 0

ν σ ξ ( ) (0) 0

K K

L L

K uY K,L K t K t , K K ,

C C u Y K,L , C ,

L L L t ,L L .

    

   

   

 (4) 

Здесь K(t) и L(t)  стандартные независимые между собой белые гауссовские шумы, K и L соответ-

ствующие коэффициенты волатильности. Такое включение в модель случайных воздействий доста-

точно традиционно в экономико-математических задачах [811].  

Из (4) с помощью формулы Ито можно получить уравнения для фондовооруженности k = K/L и 

непроизводственного потребления c = C/L: 

 0μ ( )+σ ξ ( ) σ ξ ( ), (0) ,

δ (1 ) ( ) σ ξ ( ), (0) 0.

K K L L

L L

k k uF k k t k t k k

c c u F k c t c

    

    
 (5) 

Здесь  =  + v + KL  L
2,  =   v + L

2, k0 = K0/L0, F(k) = Y/L  производительность труда (валовый 

продукт на одного работника). Далее предполагается, что  > 0 и  > 0.  

Стохастическая задача: в течение заданного интервала времени [0, Т] найти такое управление 

u(t) с учетом (1) для уравнений (5), при котором среднее значение величины с(Т) максимально. 

Далее будет использоваться производственная функция КоббаДугласа Y(K, L) = AKαLβ, где А – 

масштаб темпа производства (А > 0), α  коэффициент эластичности по основным фондам, β = 1  α  

коэффициент эластичности по трудовым ресурсам (α, β > 0, α + β = 1). Тогда F(k) = Y/L = AKα. Предпо-

лагается, что переменные K, L, C и, следовательно, k и c доступны измерению в каждый момент  

времени.  

 

2. Решение стохастической задачи 

 

Для решения задачи используем метод динамического программирования. Введем функцию  

Беллмана s(k, c; t, T)  среднее значение величины с(Т) при условии, что процесс продолжается на ин-

тервале времени [t, Т] с начальными условиями k(t) = k и с(t) = с, и на этом интервале применяется 

оптимальное управление. Для этой функции можно записать уравнение Беллмана [12]: 
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 0 ( ) 1

( , ; , ) ( , ; , ) ( , ; , )
max [ ( ( ) ) ( (1 ) ( )) ( , )],  

( , ; , ) .

u t

s k c t T s k c t T s k c t T
uF k k c u F k q k c

t k c

s k c T T c

 

  
        

  



 (6) 

Здесь 

    
     2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

1 1
σ σ σ σ .

2 2
K L L L

s k ,c;t ,T s k ,c;t ,T s k ,c;t ,T
q k ,c k kc c

k ck c

  
   

  
 (7) 

Это уравнение детерминированное, а c и k  просто аргументы функции. Из его решения получается 

решение задачи. Уравнение (6) перепишем в виде: 

 0 ( ) 1

( , ; , )
max [( ) ( ) ( ( )) ( , )],

( , ; , ) .

u t

s k c t T s s s s
uF k k c F k q k c

t k c k c

s k c T T c

 

    
        

    



 (8) 

Максимум правой части этого уравнения по u с учетом (1) достигается при  

 

1, если

( ) , если

0 если <

oc

s s
,

k c

s s
u t u ,

k c

s s
, .

k c


 

  


 
 

 
 


 

 (9) 

Здесь uoc  так называемое особое управление [13,14], которое будет определено ниже. Временной уча-

сток, где используется особое управление, называется магистралью.  

Можно допустить, что если коэффициенты K и L малы, то решение стохастической задачи бу-

дет близко к решению детерминированной задачи. Последняя задача с помощью принципа максимума 

Понтрягина подробно решена в [6]. Полученное решение состоит в том, что интервал [0, T] точками t1 

и t2 (0 < t1 < t2 < T) разбивается на три интервала: [0, t1], [t1, t2] и [t2, Т]. Интервал [0, t1] соответствует 

выходу на магистраль, интервал [t1, t2]  магистрали (если она существует), интервал [t2, Т]  заключи-

тельному этапу (сходу с магистрали). На магистрали k = koc = const, причем  

 1 α α

δ+μ
ос

A
k   , 

μ
ос

k
u .

F
  (10) 

Далее рассматривается основной вариант, когда k(0) < koc и на интервале [0, t1] u = 1. На заклю-

чительном интервале [t2, Т] u = 0. При этом предполагается, что период производства [0, Т] достаточно 

велик. Таким образом, структура оптимального управления имеет вид: 

 

1

1 2

2

1 при 0 ,

( ) при ,

0 при

oc

t t

u t u t t t

t t Т .

 


  
  

  (11) 

Фактически получается, что решение детерминированной задачи сводится к нахождению значений t1 

и t2. Можно предположить, что в стохастическом случае при достаточно малых коэффициентах K и L 

решение будет близко к решению детерминированной задачи, т.е. структура оптимального управления 

имеет вид (11). Таким образом, решение стохастической задачи также сводится к нахождению значе-

ний t1 и t2. 

Решение уравнения (8) начнем с правого конца. Обозначим через s1(k, c; t, T), s2(k, c; t, T), s3(k, c; t, T) 

функции Беллмана, если момент t относится к интервалам [0, t1], [t1, t2], [t2, Т] соответственно. Обозна-

чим также ki = k(ti) и ci = c(ti), i = 1, 2. 
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3. Сход с магистрали 

 

На интервале [t2, T] u = 0. Поэтому уравнение (8) принимает вид: 

 
3 3 3

3

( , ; , ) ( , ; , ) ( , ; , )
μ (δ ( )) ( , ),

( , ; , )= .

s k c t T s k c t T s k c t T
k c F k q k c

t k c

s k c T T c

  
     

    (12) 

Пользуясь методом разделения переменных, его решение будем искать в виде: 

 
δ( )

3 3( , ; , ) ( ) ( , ),T ts k c t T ce F k w t T   (13) 

где w3(t, T)  искомая функция, причем такая, что w3(Т, T) = 0. Подставляя (13) в (7) и (12) и сокращая 

подобные слагаемые, получаем 
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3 3 3

1
( ) ( , ) μ '( ) ( , ) ( ) σ ''( ) ( , ),

2

T tF k w t T kF k w t T e F k k F k w t T       

где 
2 2σ (σ σ )/2.K L   Учитывая, что  

F(k) = Akα,  F(k) = Akα-1 = F(k)/k,  F(k) = (  1)Akα2 = F(k)/k2, 

из последнего получаем 

δ( )
3 3 3( ) ( , ) αμ ( ) ( , ) αβσ ( ) ( , ) ( ) .T tF k w t T F k w t T F k w t T F k e       

Сократив здесь на F(k), приходим к уравнению 

δ( )
3 3 3( , ) θ ( , ) , ( , ) 0,T tw t T w t T e w T T      

где θ = μα + αβσ. Параметр σ можно назвать обобщенным коэффициентом волатильности. Решение по-

следнего уравнения примет вид: 

 
δ( ) θ( )

3( , )= .
δ θ

T t Т te e
w t Т

  


 (14) 

 

4. Магистраль 

 

На магистрали уравнение (8) принимает вид: 

 2 2 2( , ; , )
μ (δ ( )) ( , ).

s k c t T s s
k c F k q k c

t k c

  
     

  
 (15) 

Согласно (4) на интервале [t1, t2] должно выполняться условие  

 2 2( ; ) ( ; )s k ,c t ,T s k ,c t ,T
.

k c

 


 
 (16) 

Решение уравнения (15) будем искать в виде: 

 
δ( )

2( , ; , ) ( ( )) ,T ts k c t T c H k e B    (17) 

где Н(k)  искомая функция, В  какая-то константа. Подставляя (17) в (7) и (15), сокращая на e(Tt) и 

приводя подобные члены, получаем 

 
2δ ( ) μ '( ) ( ) σ ''( ).H k kH k F k k H k      (18) 

Из (16) и (17) видно, что для выполнения условия (16) необходимо, чтобы Н(k) = 1. Если последнее 

выполняется, то и Н(k) = 0. Поэтому из (18) следует 

 
μ

( ) .
δ

F k
H k


  (19) 

К выражению (19) еще раз применим условие Н = 1. Получаем  
α 1α μ

'( ) 1.
δ

Ak
H k

 
   

Отсюда следует выражение (10) для k = koc. Поскольку на интервале [t1, t2] koc = const, то из (3) при 

K = L = 0 следует выражение (10) для uoc.  
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Константа В в (17) определяется из условия s2(k2, с2; t2, Т) = s3(k2, с2; t2, Т). Это следует из принципа 

оптимальности Беллмана. Подставляя сюда (13) и (17), получаем 

2δ( )
2 3 2 2( ) ( , ) ( ) .T tB F k w t T H k e    

Подставляя это выражение в (17), получаем окончательно с учетом (14) 

 2 2δ( ) θ( )δ( )
2 2 2 2( ; , ) ( ( )) ( ( ) ( )) ( ) ,T t Т tT ts k t T c H k e Q k H k e Q k e        (20) 

где 

( )
( )= .

δ θ

F k
Q k


 

Заметим, что в этом выражении t < t2 и k2 = koc.  

Поскольку последнее выражение зависит от параметра t2, то естественно выбрать его так, чтобы 

достигался максимум. Вычислим первую производную и приравняем ее к нулю: 

2 2δ( ) θ( )2
2 2 2

2

δ( ( ) ( )) θ ( ) 0.
T t Т tds

Q k H k e Q k e
dt

  
      

Отсюда получаем 

 2(δ θ)( ) 2 2
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e
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  (21) 

и 

 2
2 3

2 2

θ ( )1
ln .

δ θ δ( ( ) ( ))

Q k
T t r

H k Q k

 
    

  
 (22) 

Таким образом, длина интервала [t2, Т] равна значению r3. Анализ второй производной функции 

s2(k, с; t2, Т) показывает, что при условии (21) она всегда отрицательна и, следовательно, эта функция 

имеет максимум. Подставляя (21) в (20), получаем окончательно 

2δ( )δ( )
2 2 2

θ δ
( ; , ) ( ( )) ( ( ) ( )).

θ

T tT ts k t T c H k e e Q k H k 
     

 

5. Выход на магистраль 

 

На интервале [0, t1] u = 1. Поэтому согласно (2) непроизводственное потребление C(t) ≡ 0. Сле-

довательно, с(t) ≡ 0 и s1(k, с; t, t1) = 0. Согласно принципу оптимальности имеем 

1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1( , ; , ) ( , ; , ) ( , ; , ) ( ), ; , ).s k c t Т s k c t t s k c t T s k c t T    

Здесь k1 = koc  и с1 = 0. На интервале [0, t1] уравнение (6) имеет вид: 

1 1 1

1 2

( , ; , ) ( , ; , ) ( , ; , )
( ( ) ) ( , ),

( , ; , ) ( , ; , ).

s k c t T s k c t T s k c t T
F k k c q k c

t k c

s k c T T s k c T T

  
      

  



 

Поскольку s1(k, с; t, t1) = const, то слагаемым q(k, c) можно пренебречь. В результате получаем уравне-

ние в частных производных первого порядка, которое можно решать методом характеристик [15]. Со-

ответствующие характеристические уравнения имеют вид: 

0μ ( ), (0) ,

δ , (0) 0.

k k F k k k

c c c

   

 
 

Отсюда следует, что с(t) ≡ 0, а решение первого уравнения имеет вид: 

0 0βμ( ) βμ( )ββ
0( ) (1 )

μ

t t t tA
k t e k e .

   
    

Это решение получается в результате подстановки: k(t) = exp{y(t) + z(t)}, где y(t) и z(t)  произвольные 

функции. 

Момент t1 определяется из условия k(t1) = kос или 
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1 1βμ βμβ β
0(1 )

μ

t t
ос

A
e k e k .

 
    

Отсюда   

 
β
0

1 β

μ1
ln

μβ μ ос

A k
t .

A k

 
    

 (23) 

Если обозначить через r1, r2 и r3 длины интервалов [0, t1], [t1, t2] и [t2, Т] соответственно  

(r1 + r2 + r3 = T), то r1 = t1 определяется из (23), r3 определяется из (22) и r2 = T  r1  r3. Отсюда, в част-

ности, необходимо для существования рассматриваемого решения, чтобы T > r1 + r3. Полученное ре-

шение относится к случаю, когда k(0) < koc. Аналогично можно рассмотреть вариант, когда k(0) > koc. 

Соответствующее решение приводить не будем. Отметим только, что в этом случае на интервале [0, t1] 

u = 0. 

 

Заключение 

 

В данной работе решена задача оптимального управления односекторной экономикой при слу-

чайном изменении основного капитала и трудовых ресурсов. Получено управление в программной 

форме (4).  

Проведен анализ влияния случайных составляющих, из которого следует, что случайные состав-

ляющие влияют только на длину интервала [t2, Т], определяемую в (22). Из данной формулы видно, что 

эта длина убывает до нуля с ростом обобщенного коэффициента волатильности σ. 

Максимальное среднее значение непроизводственного потребления на интервале [0,Т] составляет 

1 2( ) ( )
0 2 1 1 1 2 2( ,0;0, ) ( ,0; , ) ( ) ( ( ) ( )),T t T ts k T s k t T H k e e Q k H k      

   


 

где k1 = k2 = koc. При увеличении параметра σ это значение убывает. Это объясняется тем, что при уве-

личении σ уменьшается интервал [t2, Т] и увеличивается интервал [t1, t2], где прирост непроизводствен-

ного потребления меньше, чем на интервале [t2, Т] (uoc <1). При этом нижняя граница равна 

1δ( )
0 1

σ
lim ( ,0;0, ) ( ) .T ts k T H k e 
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The problem of optimal control of one-sector economy under random variation of fixed capital and labor resources is considered. 

The state of the economy is characterized by such variables: the fixed capital K(t), the labor resources L(t), the non-productive con-

sumption C(t), and also the production function Y(K, L). In a stochastic case change of these sizes is described by the equations 

 

0

0

( ) λ ( ) σ ξ ( ) (0) 0

ρ (1 ) ( ) (0) 0

ν σ ξ ( ) (0) 0

K K

L L

K uY K,L K t K t , K K ,

C C u Y K,L , C ,

L L L t ,L L ,

    

   

   

 (1) 

where  ( 0) is the depreciation rate, ρ ( 0) is the discount rate, K(t) and L(t) denote the standard independent white Gaussian noises, 

K  and L are the coefficients of volatility correspondingly. Here u is the control parameter defining the share of the product produced, 

which is used to increase in fixed capital. Then size 1  u defines part of a product which goes on increase in non-productive consump-

tion. It is obvious that 0 ≤ u ≤ 1.   

For research variables are entered: k(t) = K(t)/L(t) is the capital-labor  ratio and c(t) = C(t)/L(t)  the non-productive consumption 

falling on one worker. For these variables on the basis of Ito's formula from (1) the equations turn out 

 
0μ ( ) σ ξ ( ) σ ξ ( ), (0) ,

δ (1 ) ( ) σ ξ ( ), (0) 0.

K K L L

L L

k k uF k k t k t k k

c c u F k c t c

     

    
 (2) 

Here  =  + v + KL  L
2,  =   v + L

2, k0 = K0/L0, F(k) = Y(K, L)/L is the labor productivity (a gross product on one worker). 

Further it is supposed that  > 0 and  > 0. In this study the production function of Kobb–Douglas is considered, that is Y(K, L) = AKαLβ, 

where A denotes the scale of rate of production (A > 0), α is the elasticity coefficient on fixed capital, β is the elasticity coefficient on 

labor resources. From here F(k) = Akα. It is supposed that the planned period of production [0,T] is given and rather great. 

The task consists in finding on the time interval [0, T] for system (2) of such control u(t) satisfying the condition 0 ≤ u ≤ 1 at which 

the average value of с(T) is maximum. This problem is solved by making use of a method of dynamic programming. Bellman's function 

s(k,c;t,T) is considered, which is an average value of с(T) provided that the process proceeds on the interval [t, T] with initial conditions 

k(t) = k and с(t) = с. The solution of a task we obtain by solving Bellman's equation. 

This solution consists in the fact that the interval [0, T] by the points t1 and t2 (0 < t1 < t2 < T) is divided into three intervals: [0, t1], 

[t1, t2], and [t2, Т]. The interval [0, t1] corresponds to the output to the highway, the interval [t1, t2]  to the highway (if it exists),  

the interval [t2, Т]  to the final stage (to a descent from the highway). The highway is the time site, where special control uoc is used. 

On the highway k = koc = const, and 

1 α α

δ μ
ос

A
k  


, 

μ
.

( )

oc
ос

oc

k
u

F k
   

If k(0) < koc, then u = 1 on the interval [0, t1] and u = 0 on the interval [t2, Т]. As a result, it turns out that the control structure is 

determined by values of t1 and t2. The moment t1 depends only on the initial condition k(0) and doesn't depend on a stochastic compo-

nent. The moment t2 doesn't depend on the initial condition, but depends on the volatility coefficients K and L.  Thus with growth of 

these coefficients the interval length [t2, T] and average value of non-productive consumption decrease. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ РАССЕЯНИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЫ  

НА СТРУКТУРЕ ИЗ ТРЕХМЕРНОГО ИДЕАЛЬНО ПРОВОДЯЩЕГО ТЕЛА  

И ТОНКОГО ПРОВОДНИКА 

 
Метод вспомогательных источников использован для моделирования в резонансной частотной области элек-

тромагнитного рассеяния на структуре из трехмерного идеально проводящего тела и тонкого проводника. При-

ведены некоторые результаты численных расчетов, характеризующие влияние идеально проводящего тела на 

распределение тока вдоль проводника, а также влияние тонкого проводника на сечения рассеяния идеально 

проводящего тела. 

Ключевые слова: электромагнитное рассеяние; метод вспомогательных источников; идеально проводящее 

тело; тонкий проводник; распределение тока; сечение рассеяния. 

 

Значительный интерес для исследователей представляет изучение рассеяния электромагнит-

ных волн структурами, образованными совокупностью идеально проводящих тел, имеющих  

размеры, сравнимые с длиной волны. Этот интерес обусловлен необходимостью решения ряда прак-

тически важных проблем, например таких, как проблемы электромагнитной совместимости радио-

электронных средств, радионавигации, дефектоскопии, радиолокационной заметности и идентифи-

кации объектов. Особый интерес представляет случай, когда расстояние между телами структуры 

меньше длины волны. В этом случае поле, рассеянное каждым телом, наводит вторичные токи на 

всех других телах. В результате токи на всех телах структуры оказываются взаимосвязанными,  

и структуру приходится рассматривать как единое целое, что существенно усложняет решение соот-

ветствующей задачи рассеяния.  

Частным случаем задачи электромагнитного рассеяния совокупностью тел является задача рас-

сеяния на двух идеально проводящих телах. Анализ имеющейся в распоряжении автора литературы 

показывает, что к настоящему времени уже решены задачи электромагнитного рассеяния на двух иде-

ально проводящих сферах [1–3], на двух соосных круговых цилиндрах конечной длины  [4–5], на двух 

соосных вытянутых сфероидах [6–7], на двух суперэллипсоидах [8]. Рассматривалось также электро-

магнитное рассеяние на структурах, состоящих из идеально проводящих тел различной геометрии.  

В частности, в работах [5], [9] рассмотрено рассеяние на структуре, состоящей из конечного кругового 

цилиндра и сферы, а в работе [8] – на структуре, состоящей из сфероида и биконуса. Однако в литера-

туре отсутствуют работы, касающиеся электромагнитного рассеяния на структуре, состоящей из трех-

мерного идеально проводящего тела и тонкого проводника.  

Данная статья закрывает этот пробел. Она посвящена моделированию рассеяния электромагнит-

ной волны на структуре из трехмерного идеально проводящего тела и тонкого проводника. В основе 

моделирования лежит предложенный ранее в [10–11] метод вспомогательных источников. Приведены 

некоторые результаты численных расчетов, характеризующие влияние идеально проводящего тела на 

распределение тока вдоль проводника, а также влияние тонкого проводника на сечения рассеяния иде-

ально проводящего тела. Эти результаты представляют интерес для исследователей, занимающихся 

проблемами антенной техники и радиолокационной заметности. 
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1. Формулировка задачи 

 

Геометрия задачи показана на рис. 1. Будем рассматривать стационарную (зависимость от вре-

мени выбрана в виде )exp( ti ) задачу дифракции электромагнитного поля 0 0{ , }E H  на структуре, 

состоящей из непересекающихся идеально проводящего тела D , ограниченного поверхностью S , и 

тонкого проводника, ограниченного поверхностью 
'S . Под тонким проводником будем понимать иде-

альный проводник круглого сечения, диаметр которого конечен, но мал по сравнению с длиной волны. 

Эта структура размещена в однородной безграничной среде eD  с диэлектрической и магнитной про-

ницаемостями e  и e  в декартовой системе координат с центром, выбранным  внутри трехмерного 

тела D . Требуется найти рассеянное поле { , }e eE H  в области eD . 

 

 
 

Рис. 1. Геометрия задачи 

Fig. 1. Geometry of the problem 

 

Поле { , }e eE H  должно удовлетворять уравнениям Максвелла: 

 ,e e e e e eE i H H i E           в    ,eD  (1) 

граничным условиям 

 0EnEn e


     на    S   и  

'S  (2) 

и условиям излучения 

   RROEHRRHE eeeeeeee ),(};{/};{ 1


. (3) 

В выражениях (1)–(3) n


 – единичный вектор нормали к поверхностям S  и 
' ,S  ограничивающим 

тело D  и тонкий проводник; 2/1222 )( zyxR  ; a b  – векторное произведение. 

 

2. Модель рассеянного поля 

 

Модель рассеянного поля строится следующим образом. Введем внутри тела D  вспомогатель-

ную поверхность e eS K S , подобную поверхности тела S  в смысле гомотетии с центром в центре 

декартовой системы координат O . Коэффициент гомотетии (подобия) eK  характеризует удаление 

вспомогательной поверхности eS  от поверхности тела S , его значения лежат в интервале 10  eK   
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(при 0eK  вспомогательная поверхность стягивается в точку, при 1eK  она совпадает с поверхно-

стью S ). Выберем на вспомогательной поверхности eS  конечную совокупность точек N
nnM 1}{   и в 

каждой точке nM  разместим пару независимых вспомогательных элементарных электрических дипо-

лей с моментами nnnnnn eppepp
222111

,  


, ориентированными вдоль единичных направлений 
1 2
, ,n ne e   

выбранных в плоскости, касательной к eS  в точке nM , и излучающих в однородную среду с парамет-

рами e  и e .  

Внутри тонкого проводника на его оси разместим непрерывно распределенный вспомогательный 

ток J


. 

Представим неизвестное рассеянное поле },{ ee HE


 в eD  в виде суммы полей введенных вспомо-

гательных диполей и тока: 
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Здесь  /2eeek  – волновое число в среде eD ; 
nMMR – расстояние от точки nM  на eS  до 

точки M  в eD ; 
lMMR – расстояние от точки lM  на оси проводника до той же точки M  в eD ; 

),1(,
21

Nnpp nn  – неизвестные комплексные постоянные (дипольные моменты); N  – число точек раз-

мещения диполей на вспомогательной поверхности eS ; J


– неизвестный  осевой вспомогательный ток; 

интегрирование проводится вдоль оси проводника l . 

Поле (4) удовлетворяет уравнениям Максвелла (1) и условиям излучения (3). Для того чтобы 

удовлетворить граничным условиям (2), необходимо соответствующим образом выбрать дипольные 

моменты ),1(,
21

Nnpp nn   и распределение осевого тока J


. 

Введем кусочно-постоянную аппроксимацию осевого тока. Разобьем линию l  осевого тока на 

lN  малых участков, в пределах каждого из которых ток можно считать постоянным. Тогда выражение 

для 
'


 в (4) приближенно можно записать в виде: 
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leii dlMMeJ
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, (5) 

где iJ  – величина тока на i-м участке проводника; ie


 – единичный вектор, направление которого сов-

падает с направлением касательной в средней точке рассматриваемого участка. При таком подходе 

нахождение неизвестного распределения осевого тока сводится к нахождению значений lN  элементов 

тока. 

Для определения величин дипольных моментов и элементов тока используем граничные условия 

(2), удовлетворяя им в соответствии с методом коллокаций. Пусть Mj (j = 1, 2, …, L) – точки коллокации 

на поверхности S, а '
' '( 1, 2, ..., )

j
M j L – точки коллокации на поверхности 

'S ; L – число точек колло-

кации на S, а 
'L  – число точек коллокации на 'S . В силу предположения о малости диаметра провод-

ника по сравнению с его длиной и длиной волны и выбранного в соответствии с этим представления 

для поля проводника будем считать, что вкладом в рассеянное поле азимутальной составляющей тока 



Моделирование рассеяния электромагнитной волны на структуре из трехмерного идеально проводящего тела 

23 

на поверхности проводника можно пренебречь. Тогда для нахождения неизвестных ),1(, 21 Nnpp nn   

и ),1( li NiJ   получим следующую систему линейных алгебраических уравнений с комплексной мат-

рицей размерности )2()2( '
lNNLL  : 

,,1,0 LjEnEn
jjj

e
j 


 

 ''
,0, ,1,
''

LjEE
j
l

j
le  , (6) 

где jj
En e,


и j
E0


 – значения векторов нормали и электрических компонент рассеянного (4) и возбуж-

дающего полей в точке коллокации j на поверхности S  тела D , а 
'

e,
j
lE  и 

'

,0
j
lE  – значения составляющих 

тех же компонент вдоль оси тонкого проводника в точках коллокации 'j  на его поверхности. Решение 

системы (6) находим путем минимизации функции 
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После решения задачи минимизации, т.е. определения неизвестных дипольных моментов 

),1(, 21 Nnpp nn   и элементов тока ),1( li NiJ  , необходимые характеристики рассеянного поля опре-

деляем из (4). В частности, для компонент рассеянного поля в дальней зоне имеем 

)(),()/)(exp()()/()( 2
,

2/1
,


  RODRkRikMHME eeeeee , 

 )(),()/)(exp()()/()( 2
,

2/1
,


  RODRkRikMHME eeeeee , (8) 

где компоненты диаграммы рассеяния ( , )D    и ( , )D    определены выражениями 
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( , ) exp{ ( sin cos sin sin cos )},n e n n nG ik x y z            

( , , ) exp{ ( sin cos sin sin cos )},e l l lG l ik x y z            

в которых 1 1 1cos , cos , cosn n n    и 2 2 2cos , cos , cosn n n    – направляющие косинусы единичных векторов 

ne
1


 и ne

2


; cos , cos , cosi i i   – направляющие косинусы единичных векторов ie


; , ,n n nx y z  – декар-

товы координаты точки nM ; , ,l l lx y z  – переменные интегрирования по элементу ),( 1 ii ll   тонкого про-

водника;   и   – общепринятые угловые сферические координаты точки наблюдения M . 

Контроль точности решения осуществляем путем вычисления относительного значения функции 

(7) на сетке точек, промежуточных по отношению к точкам коллокации, выбираемых на поверхностях 

S  и 
'S : 

 ,)/( 2/1
0   (9) 

где  – значение функции (7) на указанной выше совокупности точек; 0  – значение соответствую-

щей нормы падающего поля на этой же совокупности точек, определяемое выражением 
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в котором 1L  и 1L  – число промежуточных точек соответственно на поверхностях S  и 
'S . 

 

3. Результаты моделирования 

 

Изложенный выше алгоритм был реализован в качестве компьютерной программы для расчета 

компонент рассеянного поля и контроля точности полученного решения. Программа предусматривает, 

что тело D может быть либо трехосным эллипсоидом, либо конечным цилиндром с эллиптическим 

поперечным сечением (с плоскими или скругленными торцами), а тонкий проводник является прямо-

линейным. Входными величинами программы являются координата центра объемного тела O и коор-

динаты начала и конца осевой линии тонкого проводника, определяющие взаимное расположение тел 

в структуре, а также величины характеристик геометрических параметров рассеивателей (в длинах 

волн), возбуждающее поле  0 0,E H , параметр подобия Ke, числа точек размещения диполей N и точек 

коллокации L для объемного тела D, а также числа участков разбиения осевой линии lN  и точек кол-

локации 
'L  для тонкого проводника. Выходными величинами программы являются компоненты диа-

граммы рассеяния ),( D  и ),( D , бистатические сечения рассеяния 
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2

,
2 /][4lim),( EEER ee
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 ,  (10) 

распределение осевого тока J, а также относительная норма невязки граничных условий (9). Миними-

зация функции (7) осуществляется методом сопряженных градиентов; итерационный процесс останав-

ливается при условии, если относительное изменение функции на каждой из десяти последних итера-

ций не превышает 0,001. При помощи данной программы выполнена серия вычислительных экспери-

ментов, направленных на исследование влияния объемного идеально проводящего тела на распреде-

ление тока вдоль проводника, а также на исследование влияния тонкого проводника на сечения рассе-

яния объемного тела.  
 

 
 

Рис. 2. Структура, состоящая из сферы и тонкого проводника 

Fig. 2. Structure consisting of a sphere and a thin conductor 
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Исследование влияния объемного тела на распределение тока вдоль проводника выполнено для 

структуры, показанной на рис. 2. Структура состоит из сферы радиуса ker (  /2ek ,   – длина волны) 

и расположенного перед ней (со стороны падения волны) прямолинейного проводника длиной kel и 

радиусом ker0. Центр проводника совпадает с центром декартовой системы координат; ось проводника 

направлена вдоль оси x; центр сферы расположен на оси z. Структура возбуждается плоской волной, 

падающей вдоль оси z, вектор 0E


направлен вдоль оси проводника. 

Были рассмотрены два варианта описанной выше структуры, отличающиеся радиусом сферы: 

для первого варианта ker = 2, для второго ker = 4; для обоих вариантов kel = 10, ker0 = 0,1. 

Параметры метода были выбраны следующими: на тонком проводнике  число элементов разби-

ения осевого тока lN  составляло 90; для сферы число точек размещения вспомогательных диполей на 

вспомогательной поверхности N выбрано равным 256, а число точек коллокации L – равным 512.  

В локальной системе координат с центром в центре сферы точки размещения диполей и точки колло-

кации распределены следующим образом. В каждом из шестнадцати полусечений φ = const, отстоящих 

одно от другого на угловое расстояние Δφ = 22,5, равномерно по углу   выбрано 16 точек размещения 

диполей. Для точек коллокации алгоритм их расположения по углу   выбран таким же, как для точек 

размещения диполей, но выбираются они как в полусечениях φ = const, определенных для точек раз-

мещения диполей, так и посередине между ними. Коэффициент подобия вспомогательной поверхности 

для сферы задан равным 0,6. При данных параметрах метода значение невязки (9) не превышает 10%. 

Некоторые из полученных результатов представлены на рис. 3, 4. Рисунок 3 относится к случаю, 

когда радиус сферы ker = 2, а рис. 4 – к случаю, когда радиус сферы ker = 4. Методика исследований 

заключалась в сравнении распределения тока вдоль проводника, полученного при наличии рядом с 

проводником сферы, с распределением тока вдоль одиночного проводника. Сравнение проводилось 

для различных расстояний между рассеивателями. На рис. 3, 4 по оси абсцисс отложено расстояние от 

середины проводника, по оси ординат – значение величины (модуля) тока в условных единицах. Кри-

вые 1 относятся к случаю, когда наименьшее расстояние l между сферой и проводником равно 0,01, 

кривые 2 –  к случаю, когда l = 0,5 и кривые 3 – к случаю, когда l = 1,2. Здесь же для сравнения 

приведено распределение тока вдоль одиночного проводника, т.е. при отсутствии сферы (кривые 4).  

Как показывают результаты, представленные на рис. 3, 4, влияние объемных тел на распределе-

ние тока в тонких проводниках существенно зависит от характерных размеров тела, определяемых ве-

личиной rkdk ee 2 . При d  < 0,6   (см. рис. 3) этим влиянием можно пренебречь; при d  >   для 

корректного определения распределения тока вдоль проводника необходимо учитывать наличие 

вблизи него объемных тел. 
 

 
 

Рис. 3. Распределение тока вдоль оси проводника при наличии рядом с проводником сферы радиусом ker = 2, располо-

женной на различных расстояниях l от проводника (1 – l = 0,01, 2 – l = 0,5, 3 – l = 1,2, 4 – одиночный проводник) 

Fig. 3. Сurrent distribution along the axis of a conductor in the presence of a sphere with radius ker = 2 

located at various distances l from the conductor (1 – l = 0,01, 2 – l = 0,5, 3 – l = 1,2, 4 – sphere is absent) 
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Рис. 4. Распределение тока вдоль оси проводника при наличии рядом с проводником сферы радиусом ker = 4, располо-

женной на различных расстояниях l от проводника (1 – l = 0,01, 2 – l = 0,5, 3 – l = 1,2, 4 – одиночный проводник) 

Fig. 4. Current distribution along the axis of a conductor in the presence of a sphere with radius ker=4  

located at various distances l  from  the conductor (1 – l = 0,01, 2 – l = 0,5, 3 – l = 1,2, 4 – sphere is absent) 
 

Исследования влияния тонкого проводника на бистатические сечения объемного тела проводи-

лись для структуры, представленной на рис. 2, в которой сфера была заменена на эллипсоид с полу-

осями kea = 2, keb = 1,5, kec = 1, ориентированными вдоль осей x, y и z соответственно. Было рассмотрено 

два варианта этой структуры, которые отличались только длинами проводников: для первого варианта 

длина проводника kel выбиралась равной 12, для второго варианта – равной 6. Радиус проводника ker0 

в обоих случаях выбирался равным 0,1. Параметры метода были выбраны такими же, как при исследо-

вании влияния объемного тела на распределение тока вдоль проводника. 

Методика исследований заключалась в сравнении бистатического сечения рассеяния одиночного 

объемного тела с бистатическим сечением рассеяния структуры, состоящей из объемного тела и тон-

кого проводника. Сравнение проводилось при различных расстояниях между рассеивателями, состав-

ляющими структуру.  

На рис. 5, 6 приведены бистатические сечения рассеяния для первого варианта структуры, а на 

рис. 7, 8 – для второго варианта структуры. Рисунки м5 и 7 относятся к случаю, когда наименьшее 

расстояние l между поверхностями эллипсоида и тонкого проводника равно 0,1, а рис. 6 и 8 –  

к случаю, когда l = 1.  
 

 
 

Рис. 5. Бистатические сечения рассеяния в E-плоскости: 1 – для структуры, состоящей из эллипсоида с полуосями kea = 2, 

keb = 1,5, kec = 1 и проводника длиной kel = 12, расположенного на расстоянии l = 0,1; 2 – для одиночного эллипсоида 

Fig. 5. E-plane bistatic scattering cross sections: 1 – for a structure consisting of an ellipsoid with half-axes kea = 2,  

keb = 1,5, kec = 1 and a conductor of length kel = 12 located at the distance l = 0,1; 2 – for a single ellipsoid 
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Результаты относятся к E-плоскости (плоскость векторов ek  и 0E ). В этой плоскости бистатиче-

ские сечения рассеяния симметричны относительно оси z, поэтому результаты представлены только в 

полусечении 0 . По оси абсцисс отложен угол  , по оси ординат – сечения рассеяния (10), норми-

рованные на квадрат длины волны и выраженные в децибелах. Кривые 1 на всех рисунках – бистати-

ческие сечения рассеяния структуры «эллипсоид–проводник», кривыe 2 – бистатические сечения рас-

сеяния одиночного эллипсоида (эллипсоида при отсутствии проводника). 
 

 
 

Рис. 6. Бистатические сечения рассеяния в E-плоскости: 1 – для структуры, состоящей из эллипсоида  

с полуосями kea = 2, keb = 1,5, kec = 1 и проводника длиной kel = 12, расположенного на расстоянии l = 1;  

2 – для одиночного эллипсоида 

Fig. 6. E-plane bistatic scattering cross sections: 1 – for a structure consisting of an ellipsoid with half-axes kea = 2,  

keb = 1,5, kec = 1 and a conductor of length kel = 12 located at the distance l = 1; 2 – for a single ellipsoid 

 

 
 

Рис. 7. Бистатические сечения рассеяния в E-плоскости: 1 – для структуры, состоящей из эллипсоида  

с полуосями kea = 2, keb = 1,5, kec = 1 и проводника длиной kel = 6, расположенного на расстоянии l = 0,1;  

2 – для одиночного эллипсоида 

Fig. 7. E-plane bistatic scattering cross sections: 1 – for a structure consisting of an ellipsoid with half-axes kea = 2,  

keb = 1,5, kec = 1 and a conductor of length kel = 6 located at the distance l = 0,1; 2 – for a single ellipsoid 
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Рис. 8. Бистатические сечения рассеяния в E-плоскости: 1 – для структуры, состоящей из эллипсоида  

с полуосями kea = 2, keb = 1,5, kec = 1 и проводника длиной kel = 6, расположенного на расстоянии l = 1;  

2 – для одиночного эллипсоида 

Fig. 8. E-plane bistatic scattering cross sections: 1 – for a structure consisting of an ellipsoid with half-axes kea = 2,  

keb = 1,5, kec = 1 and a conductor of length kel = 6 located at the distance l = 1; 2 – for a single ellipsoid 

 

Полученные результаты позволяют сделать следующие выводы. Бистатическое сечение рассея-

ния структуры, составленной из объемного тела и тонкого проводника, имеет значительные отличия 

от бистатического сечения одиночного объемного тела. Эти отличия тем больше, чем длиннее провод-

ник. В случае расположения проводника очень близко к объемному телу (Δl ≈ 0,1) отличия бистати-

ческих сечений рассеяния объясняются взаимным влиянием проводника и объемного тела. При распо-

ложении проводника на расстояниях Δl >  эти отличия объясняются интерференцией полей, рассеян-

ных объемным телом и проводником. Результаты представленные на рис. 5, свидетельствуют о том, 

что присутствие тонкого проводника вблизи поверхности объемного рассеивателя может приводить к 

существенному уменьшению сечений рассеяния в большинстве направлений бокового (30 <  < 160) 

рассеяния. Платой за это является увеличение сечений рассеяния в направлениях прямого и обратного 

рассеяния. 

 

Заключение 

 

Таким образом, в данной работе на основе метода вспомогательных источников построена  мо-

дель поля, рассеянного структурой, состоящей из трехмерного идеально проводящего тела и тонкого 

идеального проводника. На основе этой модели разработан численный алгоритм решения задачи элек-

тромагнитного рассеяния рассматриваемой структурой. Алгоритм реализован в виде компьютерной 

программы для расчета компонент рассеянного поля. Приведены некоторые результаты моделирова-

ния, касающиеся влияния идеально проводящего тела на распределение тока вдоль проводника,  

а также влияния тонкого проводника на сечения рассеяния идеально проводящего тела. 
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Using the method of auxiliary sources, we solve the problem of electromagnetic-wave scattering by a structure consisting of a 

perfectly conducting body and a thin wire. The gist of the method to be used is the following. We introduce an auxiliary surface 

e eS K S  inside perfectly conducting body D. Let eS  be homothetic to the surface S of the body D. The homothety (similarity) 

coefficient eK  characterizes the spacing of the auxiliary surface to the surface S. We specify a finite set of points 1{ }N
n nM   on auxiliary 

surface eS . At each point nM  we locate a pair of independent auxiliary elementary electric dipoles with moments equal to 

nnnnnn eppepp
222111

,  


. The dipoles are aligned with the unit vectors 
1 2
,n ne e  , respectively, in a plane tangential to eS  at the point 

nM  and radiate in homogeneous medium with parameters εe
 and μe

. 

We also introduce a continuously distributed auxiliary current J  on the axis of thin wire. 

Now we represent the unknown scattered field { , }e eE H  in outer medium eD  as a sum of the fields from the introduced auxiliary 

dipoles and current: 
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Here e e ek     is the wave number in the outer medium eD ; 
nMMR is the distance from the point nM  on eS  to the point M  in 

;eD  
lMMR is the distance from the point lM  on the wire axis to the  same point M  in eD ; 

1 2
, ( 1, )n np p n N    are unknown dipole 

moments and J  is an unknown axis current. The integration is performed along the axis of the wire l. 

The chosen representations of the field satisfy Maxwell’s equations and radiation conditions. To satisfy boundary conditions on 

the surfaces of the body and wire, we should properly select the dipole moments and the axial-current J . Before making that, we 

introduce the piecewise-constant approximation for the axial current. We divide the line l in lN  small intervals in which the current 

can be considered constant. Then the formula for 
'  can be represented in the following approximate form: 

1
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    , 

where iJ  is the current in the i-th interval of the wire and ie is the unit vector directed along the tangent to the central point of the 

considered interval. Within the framework of such an approach, the problem of determination of the unknown axial-current distribution 

is reduced to the problem of finding lN  current elements. 
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To find the dipole moments and the current elements, we use perfectly conducting boundary conditions which are satisfied accord-

ing to the collocation method. Let Mj , where j = 1, 2, …, L, and 'j
M , where ' '1, 2, ...,j L , be the collocation points  on the surfaces 

body and wire, respectively. Then the unknown dipole moments and the current elements can be found from the following system of 

linear algebraic equations: 

0 , 1, ,j j j j
en E n E j L      

' ' ' '
, 0, , 1,j j

e l lE E j L   , 

where 
jn  is the normal vector and e

jE
 
and 0

jE  are the vectors of electric-field components of scattered field and exciting field at the 

collocation point Mj; 
'

,
j

e lE  and 
'

0,
j
lE  are the electric-field longitudinal components of scattered field and exciting field at the collocation 

point 'j
M on the wire surface. Note that we neglected the azimuthal component of the wire surface current in comparison with longi-

tudinal component. After solving the linear algebraic equations we determine the required parameters of the scattered field. 

Based on the method described above, we developed a computer code for calculating the scattered-field components. Using this 

code, we carried out a series of computational calculations aimed at estimation of influence of nearby perfectly conducting body on 

current distribution along thin wire. We investigated the influence of thin wire on scattering cross-sections of perfectly conducting 

body as well. We present some results in the paper. 
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Представлена трехмерная клеточно-автоматная модель электрохимического окисления углерода. Моделиру-

ется углеродный носитель Ketjen Black EC-600JD, состоящий из гранул, образованных атомами углерода. Ме-

ханизм реакции окисления включает в себя несколько стадий, на основе которых разработана клеточно-авто-

матная модель этого процесса. Проведен сравнительный анализ результатов моделирования с данными натур-

ных экспериментов. 

Ключевые слова: клеточный автомат; компьютерное моделирование; электрохимическое окисление; корро-

зия углерода. 

 

Клеточно-автоматный (КА) подход является эффективным методом моделирования простран-

ственно неоднородных нелинейных физико-химических процессов [1]. Клеточный автомат – это дис-

кретная динамическая система, состоящая их множества клеток, состояния которых изменяются в со-

ответствии с локальными правилами перехода через дискретные промежутки времени [2]. Локальность 

правил позволяет моделировать нелинейные пространственно-распределенные системы, структура ко-

торых меняется с течением времени. Примером такой задачи является деградация углеродного носи-

теля при его электрохимическом окислении в топливных элементах.  

В настоящее время топливные элементы находят широкое применение в качестве альтернатив-

ных источников энергии, в частности в электродвигателях автомобилей [3]. Наиболее перспективными 

с точки зрения энергоемкости и экологической безопасности являются низкотемпературные топлив-

ные элементы с протон проводящей мембраной, одним из основных компонентов которых является 

платиновый (Pt) катализатор, нанесенный на углеродный носитель [4]. Срок службы топливного эле-

мента определяется в основном коррозионной стабильностью углеродного носителя, которая зависит 

от морфологии, объема пор, площади и состава поверхности углеродного материала [5]. 

В [6–8] электрохимическая стабильность углеродного носителя и нанесенного на него Pt катали-

затора исследуется экспериментально. В [9–12] коррозия образцов углерода и Pt катализаторов на их 

основе моделируется с помощью обыкновенных дифференциальных уравнений и уравнений с част-

ными производными для одномерного случая. В основе этих математических моделей лежат много-

стадийные механизмы, которые сложно верифицировать экспериментально. В [13, 14] предложен ме-

ханизм коррозии углерода, основанный на предположении, что скорость его окисления определяется 

количеством ковалентных связей с кислородом. В [6] проанализированы электрохимическая стабиль-

ность и емкость углеродного носителя Ketjen Black EC-600JD при его частичном электроокислении,  

а также измерены удельная поверхность и поверхностный состав образцов углерода. На основе пред-

ложенного механизма и текстурных свойств углеродного носителя Ketjen Black в [15] разработана дву-

мерная КА модель электрохимического окисления углерода. В настоящей статье представлена трех-

мерная версия этой модели и выполнен сравнительный анализ результатов компьютерного моделиро-

вания с экспериментальными данными.  
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1. Клеточно-автоматная модель коррозии углерода 

 

Описание натурных экспериментов по изучению коррозии углеродного носителя в топливных 

элементах с протон проводящей мембраной, используемых в экспериментах материалов и методов 

исследования приведено в [6, 16]. Электрохимические измерения проводились в трехэлектродной 

стеклянной ячейке с жидким электролитом 0,1 М HClO4. В качестве рабочего электрода использовался 

стеклоуглеродный стержень с нанесенным на его поверхность тонким слоем углеродной сажи Ketjen 

Black EC-600JD, который погружался в раствор электролита (рис. 1). 

Стеклоуглеродный стержень – непористый материал, коррозией которого можно пренебречь. 

Электроокисление углерода описывается уравнением реакции:  

С + 2H2O = CO2 + 4H+ + 4e. 

 

Рис. 1. Схема эксперимента: 1 – стеклоуглеродный стержень, 2 – тонкий слой углерода Ketjen Black, 3 – электролит 

Fig. 1. Scheme of experiment: 1 – glass-carbon rod, 2 – a thin layer of carbon Ketjen Black, 3 – electrolyte 

 

Детальный механизм коррозии углеродного носителя основан на предположении, что скорость 

его окисления определяется количеством ковалентных связей с кислородом [13]. Механизм включает 

в себя следующие стадии окисления углерода: 

C + H2O 1k  COH + H+, 

COH + H2O 2k
  COOH + 2H+, (1) 

COOH + H2O 3k
  CO2(газ) + 2H+.  

Здесь C – неокисленный поверхностный атом углерода, COH – окисленный поверхностный атом 

углерода с одной ковалентной связью с кислородом (например, гидрохинонные группы, спирты), 

COOH – окисленный поверхностный атом углерода с двумя или более связями с кислородом (хинон, 

карбоксильные группы). В результате полного окисления углерода образуется углекислый газ CO2. 

Коэффициенты k1, k2, k3 задают скорости протекания каждой стадии реакции. В реакцию окисления 

вступают только атомы, находящиеся на поверхности образца, так как эти атомы непосредственно 

взаимодействуют с электролитом.  

На основе данных, полученных методом просвечивающей электронной микроскопии, сделано 

предположение, что углеродный носитель Ketjen Black состоит из полых наногранул, образованных 

атомами углерода [17]. В [16] определены текстурные свойства Ketjen Black: площадь удельной 

поверхности SBET = 1 420 м2/г, объем пор Vpores = 3 см3/г, средний диаметр гранулы d = 30 нм, процент 

поверхностных атомов, включая атомы внутри гранул, Psurf = 36%, процент пор во всем объеме образца 

Ppor = 84%.  

На основе механизма (1) разработана КА модель M = <L, A, R, μ> электрохимического окисления 

углерода. Моделируемое пространство является дискретным и состоит из множества клеток, 

образующих трёхмерную решетку L = {v = (x, y, z): x = 0, ..., Lx, y = 0, ..., Ly, z = 0, ..., Lz}. Каждая клетка 

характеризуется парой (a, v), где a – состояние клетки, v = (x, y, z) – ее пространственная координата. 

Состояния клеток определяются элементами моделируемой системы и задаются алфавитом  

А = {C0, C, COH, COOH, }, где C0 обозначает атом углерода, находящийся внутри объема образца,  

C – поверхностный атом углерода, COH и COOH – поверхностные атомы окисленного углерода с 

одной и двумя ковалентными связями,  – свободное место без атомов.  

Состояния клеток изменяются согласно правилам перехода R(v), являющимся в данной модели 

последовательной композицией двух операторов: Roxid и Rsurf: R(v) = Rsurf(Roxid(v)). Последовательная 
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композиция обозначает последовательное применение к клетке операторов Roxid и Rsurf [18]. Оператор 

Roxid моделирует стадии механизма электроокисления углерода (1) : 

θ1(v) : {(C, v)} 1p
  {(COH, v)},  

θ2(v) : {(COH, v)} 2p
  {(COOH, v)},  (2) 

θ3(v) : {(COOH, v)} 3p
  {(∅, v)}. 

Атомы воды не моделируются, так как в модели предполагается, что их количество не ограничено  

и они всегда доступны. Применение оператора Roxid к клетке (a, v) состоит в выборе оператора  

θi(v), i = 1, 2, 3, левая часть которого совпадает с состоянием клетки а, и замене этого состояния на 

состояние правой части оператора θi(v) с вероятностью pi. Например, при применении оператора Roxid 

к клетке с состоянием СОН выберется оператор θ2, и состояние клетки с вероятностью p2 изменится на 

COOH. Значения вероятностей pi пропорциональны значениям ki скоростей протекания стадий реакции (1). 

После применения оператора Roxid к клетке (a, v) в случае реализации правила θ3(v) к этой же 

клетке применяется оператор Rsurf. Этот оператор обнаруживает и помечает новые поверхностные 

атомы углерода, образовавшиеся в результате деградации атома, находящегося в клетке с координатой 

v. Для этого оператор проверяет, есть ли у клетки (a, v) соседние клетки с состоянием C0 (атом внутри 

образца). Если такие клетки есть, их состояние заменяется на С (поверхностный атом углерода): 

 Rsurf(v) : {(, v), (C0, φi(v))} → {(, v), (C, φi(v))}, где φi(v) ∈ T(v), i = |T(v)|, (3) 

T(v) = T(x, y, z) = {(x − 1, y, z), (x + 1, y, z), (x, y − 1, z), (x, y + 1, z), (x, y, z −1), (x, y, z + 1)}. 

Функции φi(v), i = 1, …, 6, в соответствии с шаблоном T(v) определяют координаты соседних 

клеток для клетки с координатой v. Шаблон T(v) имеет форму «крест» с центром в точке v.  

Применение правил перехода R(v) ко всем клеткам решетки L называется итерацией. Режим 

применения R(v) к клеткам L является синхронным: μ = . Синхронный режим предполагает, что 

аргументы функций перехода – это состояния клеток на текущей итерации t. На каждой итерации с 

помощью правил перехода вычисляются новые состояния в зависимости от предыдущих. Обновление 

состояний всех клеток решетки происходит одновременно [1]. 

Начальное состояние решетки L имитирует неокисленный образец Ketjen Black. В КА модели 

коррозии углерода наногранулы Ketjen Black моделируются сферами, состоящими из клеток с состоя-

ниями, соответствующими атомам углерода: А’ = {C0, C, COH, COOH}. В начальный момент времени 

сферы состоят только из клеток с состояниями C0 и C (неокисленные атомы углерода). Каждая гранула 

формируется клетками, принадлежащими области между двумя вложенными сферами с радиусами  

Rout и Rin. В соответствии с диаметром наногранулы Ketjen Black d = 30 нм радиус внешней сферы  

Rout выбран равным 15 клеткам. Радиус внутренней сферы (Rin = 11,3 клетки) подобран таким образом, 

чтобы отношение количества клеток с состоянием C к количеству клеток с состоянием C0 было равным 

Psurf = 36%. Сферы с выбранными радиусами случайно и равномерно распределяются в решетке L так, 

чтобы они пересекались не более чем на 5%. Доля клеток с состояниями C0 и C, формирующими обра-

зец Ketjen Black, составляет 1 − Ppor = 16% от общего количества клеток в решетке. 
 

 
Рис.2. Начальные состояния клеток решетки вдоль среза по оси Z для образца Ketjen Black, состоящего из 10 × 10 × 5 гранул 

Fig. 2. The initial state of the cells of the lattice along the slice Z axis for sample Ketjen Black, consisting of 10 × 10 × 5 granules 
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На рис. 2 представлено начальное состояние решетки L вдоль среза по оси Z. Данное начальное 

состояние сгенерировано для количества гранул Gx = 10 вдоль оси Х, Gy = 10 вдоль оси Y и Gz = 5 вдоль 

оси Z.  

Как показано на рис. 1, углеродный носитель нанесен на стеклоуглеродный стержень, т.е. гра-

нулы Ketjen Black прикреплены сверху к стержню. Таким образом, в КА модели коррозии углерода 

атомы считаются принадлежащими образцу, только если они соединены, непосредственно или через 

другие атомы, с атомами, расположенными в клетках верхнего ряда решетки. Следовательно, при 

начальном распределении сфер в решетке, а также на каждой итерации после применения правил пе-

рехода R(v) необходимо выполнять поиск атомов, не связанных с атомами верхнего ряда, и удалять их. 

Клетки, содержащие связанные с верхним рядом атомы, помечаются с помощью алгоритма поиска 

компонент связности «one scan connected component labeling technique» [19]. Состояния непомеченных 

клеток изменяются на  

 

2. Результаты КА моделирования коррозии углерода 

 

В качестве характеристик КА модели коррозии углерода выбраны концентрации окисленных 

NCOH(t), NCOOH(t) и неокисленных NC0(t), NC(t) атомов углерода, доля поверхностных атомов Ns(t) и 

электроемкость углеродного носителя Q(t).  

Концентрация Natom(t) атомов вида atom  А’ = {C0, C, COH, COOH} вычисляется как отношение 

количества клеток с состоянием a = atom в решетке L на итерации t к общему количеству клеток в 

решетке: 

( ) ( , ) / | |atom

a atom

N t a L


 
  

 
 v , atom  {C0, C, COH, COOH}, v  L. 

Доля поверхностных атомов – это отношение количества клеток с состояниями C, COH и COOH 

в решетке L на итерации t к общему количеству клеток в решетке:  

C COH COOH

( ) ( , ) ( , ) ( , ) / | |s

a a a

N t a a a L
  

 
   

 
  v v v  = NC(t) + NCOH(t) + NCOOH(t). 

При анализе электрохимической стабильности углеродного носителя Ketjen Black в натурных 

экспериментах [6] удельная емкость образцов вычислялась по формуле  

 Q = PO ∙ QO + PC ∙ QC, (3) 

где PO и PC – доля атомов кислорода и углерода на поверхности образца, QО и QС – емкости единичных 

поверхностных атомов кислорода и углерода. Значения QО = 0,799 Ф/м2 и QС = 0,012 Ф/м2 определены 

также в [6].  

В соответствии с [6] в КА модели коррозии углерода удельная емкость моделируемого образца 

вычисляется по формуле (3), где в качестве значений PO и PC используются значения концентраций 

окисленных PO = NCOH(t) + NCOOH(t) и неокисленных PC = NC(t) поверхностных атомов углерода, полу-

ченных в результате компьютерного моделирования.  

Вычислительные эксперименты выполнялись с помощью параллельной версии программы, реа-

лизующей КА модель электрохимического окисления углерода, на кластере НКС-1П Центра коллек-

тивного пользования «Сибирский суперкомпьютерный центр СО РАН» (ЦКП ССКЦ СО РАН) [20]. 

Для распараллеливания КА модели коррозии углерода используется метод декомпозиции моделируе-

мой области и распределения вычислений между MPI процессами [15].  

Параметрами КА модели коррозии углерода являются количество гранул, формирующих обра-

зец Ketjen Black, и значения вероятностей pi, имитирующих скорости реакций стадий окисления угле-

рода (1). Для моделирования выбран образец размером Gx = 10, Gy = 10, Gz = 5 гранул вдоль осей Х, Y 

и Z и значения вероятностей p1 = 0,1, p2 = 0,01, p3 = 0,005. Исследуемый процесс коррозии углеродного 

носителя является случайным, так как в начальный момент времени гранулы распределяются случай-

ным образом, и в КА модели применяются вероятностные правила переходов. Следовательно, значе-

ния характеристик NCOH(t), NCOOH(t), NC0(t), NC(t), Ns(t) и Q(t) являются случайными величинами и  
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вычисляются путем осреднения результатов нескольких вычислительных экспериментов, в которых 

используются различные последовательности случайных чисел. 

На рис. 3 представлены значения характеристик КА модели электрохимического окисления уг-

лерода, рассчитанные с помощью компьютерного моделирования.  
 

 

Рис. 3. Значения характеристик КА модели коррозии углерода, вычисленные с помощью компьютерного моделирования  

для Gx = 10, Gy = 10, Gz = 5 гранул и значений p1 = 0,1, p2 = 0,01, p3 = 0,005 

Fig. 3. Values of characteristics of SC of carbon corrosion model calculated by computer simulation  

for Gx = 10, Gy = 10, Gz = 5 granules and values p1 = 0,1, p2 = 0,01, p3 = 0,005 
 

Соответствующие графику на рис. 3 двумерные срезы вдоль оси Z образца углерода, получен-

ного на различных итерациях, показаны на рис. 4. «Чистые» атомы углерода С на поверхности образца 

практически сразу преобразуются в окисленные атомы СОН, которые затем окисляются до СООН  

(см. рис. 4, t = 50). Концентрация Ns(t) поверхностных атомов образца определяется в основном кон-

центрацией окисленных атомов СОН и СООН. В результате коррозии и исчезновения поверхностных 

атомов становятся доступны для реакции внутренние атомы образца. Гранулы Ketjen Black постепенно 

разрушаются, но форма образца сохраняется практически неизменной до 300 итерации (см. рис. 4, t = 300). 

Когда доля внутренних атомов NC0(t) становится меньше 1% (см. рис. 3, t > 440 итераций), коррозия 

приводит к быстрой деградации углеродного носителя (см. рис. 4, t = 600, t = 700).  
 

   
итерация t = 50 итерация t = 300 

   
итерация t = 600 итерация t = 700 

 

Рис. 4. Состояния клеток решетки L вдоль среза по оси Z для образца Ketjen Black,  

полученного с помощью КА моделирования коррозии углерода на различных итерациях 

Fig. 4. State of cells of a lattice L, along the slice Z axis for sample Ketjen Black  

obtained using the KA modeling of corrosion of carbon at different iterations 
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Для проверки корректности построенной КА модели коррозии углерода выполнено сравнение 

результатов моделирования с экспериментальными данными. В качестве критерия сравнения выбраны 

значения электрохимической емкости Q(t). В [6] экспериментально измерена электрохимическая ем-

кость образцов Ketjen Black для различной начальной степени окисления углеродного носителя: для 

неокисленного образца (КВ), для образцов, активированных кислородом воздуха при температуре 

600℃ в течение 10 мин (КВ-10), 20 мин (КВ-20) и 30 мин (КВ-30) (рис. 5).  
 

  

Рис. 5. График зависимости электрохимической емкости образцов Ketjen Black  

с различной начальной степенью окисления от номера цикла [6]: КВ – неокисленный образец,  

КВ-n – образец, активированный воздухом в течение n мин, n = 10, 20, 30 

Fig. 5. The graph of dependence of the electrochemical capacity of Ketjen Black samples  

with different initial oxidation state on the cycle number [6]: KB – non-oxidized sample,  

KV – n-sample activated by air for n minutes, n = 10, 20, 30 

 

Электрохимическая емкость Q(t), полученная с помощью КА моделирования коррозии углерода 

(см. рис. 3), качественно похожа на кривую емкости неокисленного образца Ketjen Black, измеренную 

экспериментально (рис. 5), что свидетельствует о корректности разработанной КА модели электрохи-

мического окисления углерода. 

 

Заключение 

 

В статье представлена трехмерная КА модель коррозии углеродного носителя Ketjen Black  

EC-600JD, разработанная на основе механизма электрохимического окисления углерода [13] и текстур-

ных характеристик Ketjen Black [16]. Параллельная версия программы, реализующей КА модель кор-

розии углерода, позволяет изучать деградацию образцов Ketjen Black различного размера и при раз-

личных скоростях реакций стадий окисления. С помощью компьютерного моделирования мы можем 

изучать пространственное распределение окисленных и неокисленных атомов углерода с течением 

времени, наблюдать за изменением формы углеродного носителя.  

Путем КА моделирования коррозии углерода вычислена временная зависимость значений кон-

центраций окисленных и неокисленных атомов углерода и электрохимической ёмкости образца Ketjen 

Black размером Gx = 10, Gy = 10, Gz = 5 гранул. Электрохимическая емкость, полученная с помощью 

компьютерного моделирования, качественно похожа на кривую электрохимической емкости, измерен-

ную экспериментально для неокисленного образца Ketjen Black. Качественное совпадение результатов 

численных расчетов с экспериментальными данными свидетельствует о корректности разработанной 

КА модели электрохимического окисления углерода. 
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In this paper, we consider the problem of constructing the cellular automaton model of the electrochemical oxidation of carbon. 

The carbon supported platinum catalyst is usually used for anode and cathode in the proton exchange membrane fuel cells which are 

now widely studied as alternative clean power sources with high energy efficiency. One of the main problems in the fuel cells com-

mercialization is the low corrosion stability of carbon support which leads to detachment of large pieces of the support materials on 

which Pt is loaded.  
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The mechanism of carbon corrosion, describing gradual carbon surface degradation through successive electrooxidation stages, 

was suggested by E.N. Gribov research group. Based on this mechanism, we construct the three-dimensional cellular automaton model 

of electrochemical oxidation of the carbon. According to the cellular automata approach, a space is represented as a three-dimensional 

Cartesian lattice L = {v = (x,y,z): x = 0, ..., Lx, y = 0, ..., Ly, z = 0, ..., Lz} consisting of cells. Each cell has a coordinate v  L and a state 

a  А. The admissible in the model states are А={C0, C, COH, COOH, }, where C0 denotes a carbon atom inside the sample volume, 

C is a surface carbon atom, COH and COOH are surface carbon atoms with different oxidation degree, symbol  corresponds to  

a place without any atom. The states of cells are changed according to the transition rules which are defined by the mechanism of 

carbon corrosion. In this model the transition rule is a sequential composition of two operators Poxid and Psurf. The operator Poxid simu-

lates the oxidation stages:  

θ1(v) : {(C, v)} 1p
  {(COH, v)},  

θ2(v) : {(COH, v)} 2p
  {(COOH, v)},  

θ3(v) : {(COOH, v)} 3p
  {(, v)}. 

The operator Psurf finds new surface carbon atoms, i.e. the inner carbon atoms C0 that after application of Poxid have become the 

outer atoms C. 

Conductive carbon black ”Ketjenblack” is currently widely used as a support for platinum catalyst in the proton exchange mem-

brane fuel cells. So, this material is chosen for investigation in the current paper. The “Ketjenblack” consists of hollow nanospheres-

granules of carbon atoms. The average diameter of carbon grains is ∼ 30 nm. In the cellular automaton model, the granules are repre-

sented by spheres consisting of cells with states C0 and C. Each granule is formed by cells lying between two nested spheres with radii 

Rout = 15 cells and Rin = 11.3 cells. The radii are selected based on the characteristics of the “Ketjenblack”.  

In the chemical experiments, the carbon sample is deposited on polished glass carbon rod and immersed in the electrolyte. So, in 

the cellular automaton model the carbon sample is supposed to be fixed from above. The carbon pieces unconnected with the upper 

atoms are considered as detached and disappear. To find the detached carbon atoms, all cells containing the atoms connected with 

upper atoms are marked by the “one scan connected component labeling technique”. The atoms not marked as connected are removed, 

i.e., states of these cells are replaced by .  

During the simulation the following characteristics are calculated: the number of pure carbon atoms, the number of oxidized carbon 

atoms, the total number of surface atoms and the electrochemical capacity of the carbon sample. The results of computer simulation 

are compared with the experimental data. The shape of the electrochemical capacity curve obtained using the cellular automaton model 

is qualitatively similar to that experimentally measured. This result confirms the correctness of the cellular automaton model of carbon 

electrochemical oxidation. 

 

Keywords: cellular automaton; computer simulation; electrochemical oxidation; carbon corrosion. 
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The problem of change point detection arises often in different applications connected with time series 

analysis, financial mathematics, image processing etc. Two types of algorithms are used to detect the change 

point: a posteriori methods, when the estimation of the change point is conducted in a sample of a fixed size, 

and sequential methods, when the decision on change point can be taken after obtaining a next observation. 

Sequential methods include a special stopping rule that determines a stopping time. At this instant a decision 

on change point can be made. There are two types of errors typical for sequential change point detection pro-

cedures: false alarm, when one makes a decision that change is occurred before a change point (type 1 error), 

and delay, when one makes a decision that change is not occurred after a change point (type 2 error). The 

properties of the sequential procedures are connected with these errors and include probabilities of the errors, 

mean delay time and mean time between false alarms. 

Last decades, autoregressive type processes and autoregressive conditional heteroscedasticity processes 

are widely used in various applications, such as forecasting of financial indexes, geographic information sys-

tems, medical data analysis, etc. For example in paper [1], autoregressive models are used for description of 

financial data. In the references therein, one can find examples of applications in other fields, including busi-

ness, economics, finance and quality control. Processes with non-constant parameters also can be used for such 

purposes. In [2] a piecewise constant model is set off against usual GARCH model for volatility modelling.  

A two-sample test for a change in variability is proposed, which works well even in case of skewed distribu-

tions. Paper [3] describes a usage of mixtures of structured autoregressive models for the analysis of electro-

encephalogram. On-line posterior estimation of the model parameters and related quantities is achieved using 

a sequential Monte Carlo algorithm.  

One of recent papers [4] is devoted to change point detection in casual time series such as AR(∞), 

ARCH(∞), etc. The procedure is based on a discrepancy between the historical parameter estimator and the 

updated parameter estimator, where both these estimators are quasi-likelihood estimators. To construct these 

estimators historical observations supposed to be available. It is proven that if the change occurs then it is 

asymptotically detected with the probability one. Asymptotic behavior of the test statistic can be described 

using the standard Brownian motion. The power of the test is estimated by simulation. In paper [5], change-

point detection is applied to analysis of financial data. A fractionally integrated process is considered and 
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changes in the fractional integration parameter supposed to be detected. The authors use AR(p) model, for 

some large enough p, to approximate the process under consideration. The application of the tests to World 

inflation rates detected the presence of changes in persistence for most countries. In [6], some historic data set 

which is stationary and does not contain a change is used to construct an estimator for the initial set of param-

eters. Then new incoming observations are monitored for a change. It is shown that the algorithm can be 

applied to mean change model and to non-linear first-order autoregressive time series. 

Theoretical properties of the described procedures are studied asymptotically when the number of ob-

servations before a change point tends to infinity. For small samples, usually simulation study is conducted. In 

this paper, we develop an alternative approach in the frame of guaranteed sequential methods. Due to a special 

stopping rule, we construct statistics with variances bounded from above by a known constant. Consequently, 

we can estimate the probabilities of false alarm and delay non-asymptotically, but we also investigate asymp-

totic properties of the statistics. 

 

1. Model AR/ARCH 

 

We consider scalar autoregressive process AR(p)/ARCH(q) specified by the equation 

 2 2

1 1 0 1 1k k p k p k q k q kx x x x x                 (1) 

Here 
1{ }k k  – is a sequence of independent identically distributed random variables with zero mean and unit 

variance. The density distribution function  f x  of 
1{ }k k  is strictly positive for any value of x . Parameters 

Λ = [λ1,…, λp] and Α = [α0,…, αq] are supposed to be unknown.  

 

2. Sequential parameter estimator for AR(p)/ARCH(q) 

 

For parameter estimation of the process (1) we use the approach proposed in [7] for classification of 

autoregressive processes with unknown noise variance bounded from above. At the first stage, we construct a 

special factor to compensate the influence of the noise variance. Then, we estimate autoregressive parameters 

by using this factor.  

Since the noise variance of the observed process is unbounded from above, we transform the model by 

introducing the following notation 

 skkk xxm   ,,,1max 11  , 

where s = max{p,q}. Dividing equation (1) by 
1km 
, we obtain  

 kkkk XZy  ,  (2) 

where  

22
1 1

2 2 2
1 1 1 1 1 1

1
, , , , , , ,

k p k qk k k
k k k

k k k k k k

x xx x x
y Z X

m m m m m m

  

     

  
     

    

. 

It is obvious, that the noise variance of the process (3) is bounded from above by the unknown value  

α0 + … + αq. We can construct the compensating factor by first n observations in the following form 
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where n observations are taken at the interval where all the values |xk| are sufficiently large. In [8], we use a 

similar approach to compensate the noise variance of AR(p) process with unknown noise variance; it was 

proven that the compensating factor satisfies condition analogous to  

 
 qn

E



 10

11
  (4) 

This proof can be generalized for our case with minimum changes so we omit it. 
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We construct the estimator of the parameter vector   in the form 

      1

1 1

,T T
k k k k k k

k n s k n s

H C v y Z C t v Z Z
 



     

 
    

 
  , (5) 

where τ is the random stopping time defined as follows  

     HtsntH  min:1min ,  (6) 

 tmin  is the minimum eigenvalue of the matrix C(t), H is a certain positive parameter. Then we define  

the weights vk. Let m  be the minimum value of t  for which the matrix  C n t  is not degenerate. The weights 

on the interval  1n s n m     are defined as 

    
1 2

1 1if is linearly independent  with

0 elsewhere

T
n k k k n s k

k

Z Z Z Z … Z
v



  


    
 

  

  (7) 

The weights on the interval  1n m    are defined from the equations  

 2min

1

( ) t
T

k k k

k n sn

t
v Z Z

  


 


  (8) 

The last weight v  is found from condition 

 2min
min

1

( )
( )T

k k k
n k n s

v Z Z H


  

 
     


  (9) 

Theorem 1. The stopping time  H  is finite with probability one and the mean-square accuracy of the 

estimator  H  is bounded from above  

  
2

2

1H p
E H

H

 
      (10) 

Proof. According to [9], the stopping time  H  is finite with probability one if 

2

1

a sT

k k k

k n s

v Z Z


  

     

The equation for kv  (14) can be rewritten in the form 

     min 2

1

11
min 1 T T

k k k k k k
x x

n n

k
x C k v Z Z x v Z Z

 

 
     

 
 

It implies that for any vector : 1x x   

           
2 2

min1 1 1T T
k k k k k k n k kx C k x v x Z Z x x C k x v Z x k v Z Z             ; 

hence, 

       22
min1 1 0T

k n k k k kv Z Z v Z x x C k x k          . 

For a certain vector : 1k kb b   the inequality turns into the equality and the weight kv  is a root of the quad-

ratic equation. As     min1 1 0k kb C k b k      , then the equation has two roots: non-positive and non-

negative. It gives us the equation for the weight 

         2 4

min

: 1

4 1 1
min

2

T
k k k k n k k k k

k Tx x
n k k

Z b Z b Z Z b C k b k
v

Z Z

       



. 

Consequently, vk tends to zero if and only if Zkbk tends to zero and at the same time bk tends to the eigenvector 

corresponding to the minimum eigenvalue of the matrix C(k–1) as k tends to infinity. As the first component 

of the vector Zk depends on ξk (1) which can take any value then vk does not tend to zero with non-zero proba-

bility and the instant  is finite with the probability one. 
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For the mean-square accuracy of  H  (5), by using (2), Cauchy–Schwarz–Bunyakovskii inequality, 

inequality min( ) ( )C t t    and (4), we obtain 

2 2
2 2 11

1 12
1 1

( ) ( )
qT T

k k k k k k k

k n s k n s

E H E C v X A Z E v Z
H

 
 

 

     

   
         . 

For the second multiplier, 
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            (11) 

Consider a truncated stopping instant ( ) min{ }N N   . Consider the sum differing from the first summand 

only in the upper limit. Let 1( )k kF …      be the -algebra generated by 1{ }k…   , then  defined by (6) 

is a Markovian instant with respect to{ }kF . Hence, 

( ) ( )
2 2 2 2 2 2 2

1 1 1

1 1 1 1
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N NN N

T T T T
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As (N) while N, and taking into account (7)(9) we obtain  
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2 2 2 2 2
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k k k k k k k k k k k k k

nk n s k n s k n s k n s

H p
E v Z Z E v Z Z E v Z Z E v Z Z E

   



           

  
      

 
    . 

Similarly, we can show that the second summand in (11) is equal to zero. The obtained results together 

with (4) imply (10). 

 

3. Asymptotic properties of the estimator 

 

We establish properties of estimator (5) for sufficiently large values of .H  In paper [10], we have proven 

a martingale central limit theorem for the vector case, using the stochastic exponent method.  

Theorem 2. Let  
0

n
k

k
F


 be a non-decreasing sequence of σ-algebras,  0 ,nF    , 1

n n
k kF F   for all 

0  k < n. Let 
1

n
n n

k

k

Y




  , where n n   is a Markovian instant with respect to  n
kF . Suppose for all n  1 

the sequence  ,n n n
k kF    is a martingale-difference sequence, 

2
n
kE    , and 

     
2

1
0

0

max 0,
n TP Pn n n N
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A B E F



 



 
     

 
 , 

where  is a symmetric positive definite matrix with E < . Then 
dnY Y  where Y is a random vector 

with the characteristic function  

 
1

exp exp
2

T TE i Y E
 

     
 

. 

The theorem allows establishing asymptotic properties of estimator (7). Lemma 1 proven in [11] allows 

us to obtain more precise results than in [8] and [10]. 

Lemma 1. Let 1, ..., n be independent identically distributed standard Gaussian variables. Then, for 

any 1, …, n, i  0, 1 + … + n = 1 and for sufficiently large C 

   2 2 2
1 1 1... n nP C P C          . 

Theorem 3. If for noise variables k  in (1), 4

kE   , and process (1) is ergodic, then the mean-squared 

deviation of estimator (7) is bounded from above 
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2

2
2 1

1

xH
P H x

H p

  
             

,  (12) 

where ( )   is the standard Gauss distribution function. 

Proof. For estimator (7).  
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Introduce a truncated stopping instant min{ }N N    and the following notation: 

1
N Tk
k k k k

v
Z

H
     . 

then 
2 2

2
1 1

1N T
k k k k k k

p
v Z

H H
        . Using the Chebyshev and Cauchy–Schwarz–Bunyakovskii  

inequalities and (8), one obtains 
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As 
2

kZ p , condition (A) of Theorem 2 holds true for H→∞. To check condition (B), consider matrix 

 
2

2 2
1 1 1

1 1 1

1N N NTT
N N N N Tk k k

N k k k k k k k k

k n s k n s k n s

v Z Z
E F E F v Z Z

H H

  

  

        

             
   . 

Taking into account (7)–(9), one obtains that the trace of the matrix is bounded from above  
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1 1
tr

N

N k k
nk n s

H p
v Z

H H



  

 
  


 .  (14) 

Then,  ,t i j  is a Cauchy sequence with respect to the convergence in probability. For any t > m 
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Inequality (14) imply the convergence in probability of the last sum as t, m → ∞. This and (13) provide 

condition (B). Letting N go to infinity, one obtains the vector Y from Theorem 2 
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According to (13), 
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Using the result of Theorem 2 and Fubini’s theorem to change the order of integration one obtains 

 

 

2 1
exp 1 1 1

exp exp .
2 2 22T T

T

T T

p
YY xH B YY xH B

i YxH
P Y E d dY E Y Y dY

B




 

     
             

      
    



Parameter estimation and change-point detection for process AR(p)/ARCH(q) with unknown parameters 

45 

The matrix Σ is symmetric and positive definite; hence, an orthogonal transformation T, resulting in the matrix 

Σ to diagonal form  , exists. Using the change of variables S = Y Σ −1/2TT  one obtains 

  2

1

2 2

1

1 1
exp

22 p

i i
i

p
T

i i
p

i
s xH B

xH
P Y E S S dS EP s xH B

B




 

     
          

      


 , 

where i  are the eigenvalues of the matrix  , and si are the independent components of the Gaussian vector 

S. As the sum of i is equal to Σ, (14) and Lemma 1 imply (12). 

 
4. Change-point detection 

 
Describe now the change point detection problem for process (1). Suppose that after a certain instant θ, 

parameter vectors (Λ, Α) change their values from (Λ0, Α0) to (Λ1, Α1), and ||Λ0− Λ1||2 ≥ Δ. We construct a 

series of sequential estimation plans  ˆ,i i  , where {τi} is the increasing sequence of the stopping instances 

(τ0 = −1), and ˆ i  is the guaranteed parameter estimator (5) on the interval [τi−1 + 1, τi]. Then we choose an 

integer l > 1 and associate the statistic Ji with the i-th interval for all i > l 

    ˆ ˆ ˆ ˆ
T

i i i l i i lJ         . (15) 

This statistic is the squared deviation of the estimators with numbers i and i − l. Due to using estimators (5) 

with properties (10) and (12) the proposed statistics change their expectation after a change point. 

Theorem 4. The expectation of statistic Ji (15) satisfies the following inequality: 

 
   

12

14 1
, 4i i i i l i

H pH p
E J E J

HH
 

   
                  .  (16) 

Proof is based on property (10); it is very similar to one described in [7].  

Hence, the Theorem allows us to construct the following change-point detection algorithm. The Ji values 

are compared with a certain threshold δ, where 

   
2

14 1
4

H pH p

HH

   
     . 

The change point is considered to be detected when the value of the statistic exceeds δ. 

The probabilities of false alarm and delay in the change-point detection in any observation cycle are 

important characteristics of any change point detection procedure. Due to the application of the guaranteed 

parameter estimators in the statistics, we can obtain the upper bounds for these probabilities. 

Theorem 5. The probability of false alarm P0 and the probability of delay P1 in any observation cycle 

[τi−1 + 1, τi] are bounded from above 

      
2

2 2
0 14 1 , 4 1 .P H p H P H p H           (17) 

Proof is based on property (15), Cauchy–Schwarz–Bunyakovskii inequality and the following equalities 

   0 1 1,i i i i l iP P J P P J                . 

Asymptotic properties of the estimators let us establish the following asymptotic upper bounds of the 

error probabilities. 

Theorem 6. For ergodic process (1) in the conditions of Theorem 3, for sufficiently large H 

          0 14 1 2 1 , 4 1 2 1P H H p P H H p              .  (18) 

where Φ(x) is the standard normal distribution function. 
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5. Simulation results and their discussion 

 

We conducted numerical simulation of the proposed estimation and change point detection algorithms 

for AR(p)/ARCH(q) process. For every set of the parameters, 100 replications of the experiment were  

performed. First, we considered the parameter estimation problem for the AR(2)/ARCH(2) process rewritten 

in a special form (2). The noise variation of the process is bounded from above by the value  

0 + 1 + 2 = 0,6 + 0,1 + 0,3 = 1. The number n was chosen as the integral part of H1/2. Table 1 presents the 

results. Here H is the parameter of the procedure, 1̂  and 2̂  are the estimators of the parameters λ1 = 0,5 and 

λ2 = 0,1, T is the mean interval of the estimation, n is the compensating factor (3), 2 is the sample standard 

deviation, D is the upper bound for the standard deviation of the estimator given by inequality (10). 

T a b l e  1  

Parameter estimation for the AR(2)/ARCH(2) process 

H 1̂  2̂  T 2 n D 

50 0,4996 0,0976 748 0,0067 1,99 0,0204 

75 0,4996 0,1008 1 073 0,0044 1,89 0,0135 

100 0,4989 0,0986 1 355 0,0036 1,79 0,0101 

125 0,4994 0,1016 1 661 0,003 1,74 0,0081 

150 0,5011 0,0996 1 961 0,0026 1,71 0,0067 

 

One can see that the mean number of the observations increases linearly by H. This property is important 

for sequential estimators [12]. The sample mean square error of the estimation is about three times less than 

the theoretical one. It is connected with rather complicated structure of the AR/ARCH process. It has un-

bounded noise variation so we rewrite the equation in a special form by dividing the equation by the value not 

less than 1. As a result, the minimum eigenvalue of matrix C in (5) grows rather slowly and that implies the 

increase of the estimation interval. 

Further we conducted simulations of the proposed change-point detection algorithm. Simulations were 

conducted for the AR(2)/ARCH(2) process specified by the equation in the special form (2) with parameters 

given in Table 2. 
T a b l e  2  

 Parameters the AR(2)/ARCH(2) process 

H λ1 λ2 0 1 2 

Before the change point 0,5 0,1 0,6 0,1 0,3 

After the change point 0,1 0,3 0,6 0,3 0,1 

 

In this process the noise variance is bounded from above by 1 both before and after the change point. 

The change point θ = 10 000 and Δ = 0,2. Table 3 presents the results of the simulation. Here H and δ 

are the parameters of the procedure, T1 is the mean delay in the change-point detection, 0p̂  and 1p̂  are the 

sample probabilities of the false alarm and of the delay, respectively, P0 and P1 are the asymptotic upper bounds 

for the probabilities expressed by formulas (18). False alarms were registered only in one case. 

T a b l e  3  

 Change-point detection for the AR(2)/ARCH(2) process 

H δ T1 0p̂  1p̂  P0 P1 

150 0,03 1 595 0,0 0,0 0,581 0,189 

175 0,03 2 093 0,0 0,0 0,506 0,141 

200 0,03 3 290 0,0 0,0 0,439 0,107 

150 0,05 1 819 0,0 0,0 0,345 0,345 

175 0,05 2 366 0,0 0,0 0,281 0,281 

200 0,05 4 048 0,0 0,0 0,229 0,229 

150 0,07 1 891 0,0 0,0 0,213 0,53 

175 0,07 2 413 0,0 0,054 0,162 0,457 

200 0,03 4 347 0,0 0,0 0,121 0,395 
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In the example above, the difference between the parameters before and after change point is not 

significant (Δ = 0,2) so we considered the second example of process with parameters given in Table 4. 

T a b l e  4  

 Parameters the AR(2)/ARCH(2) process 

H λ1 λ2 0 1 2 

Before the change point 0,5 0,1 0,6 0,1 0,3 

After the change point 0,1 0,8 0,6 0,3 0,1 

 

Here Δ = 0,85, so it is possible to choose the parameter H less than in the first case. The results of the 

simulation are presented in Table 5. 
T a b l e  5  

 Change-point detection for the AR(2)/ARCH(2) process 

H δ T1 
0p̂  1p̂  P0 P1 

50 0,1 601 0,002 0,118 0,537 0,0679 

100 0,1 1 237 0,0 0,11 0,231 0,0052 

150 0,1 1 663 0,0 0,102 0,107 0,0004 

50 0,2125 804 0,0 0,135 0,213 0,213 

100 0,2125 1 320 0,0 0,07 0,044 0,044 

150 0,2125 1 841 0,0 0,0 0,001 0,001 

50 0,3 897 0,0 0,11 0,11 0,38 

100 0,3 1 400 0,0 0,0 0,013 0,125 

150 0,3 2 035 0,0 0,07 0,002 0,045 
 

One can see that when the difference between the parameters is sufficiently large then the sample error 

probabilities are many fewer than their theoretical upper bounds. Moreover, generally no false alarms and 

skipping the change point were registered.  

 

Conclusion 

 

The change point detection algorithm for the AR(p)/ARCH(q) process with unknown parameters before 

and after the change point has been constructed. The algorithm is based on the weighted least square method. 

The guaranteed sequential estimators of unknown parameters are used. The choice of weights and stopping 

rule guarantees the prescribed accuracy of the estimation and hence the prescribed error probabilities in every 

observation interval. The results of numerical simulation prove the possibility to use the suggested algorithm 

used for change point detection of recurrent processes with unknown noise variance. However, the algorithms 

should be improved through more accurate compensation of the noise variance. 
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NONPARAMETRIC ESTIMATION OF ACTUARIAL PRESENT VALUE 

OF DEFERRED LIFE ANNUITY 

 
The paper deals with the estimation problem of the actuarial present value of the deferred life annuity. The nonpara-

metric estimator of the deferred life annuity was constructed. We found the principal term of the asymptotic mean 

squared error (MSE) of the proposed estimator and proved its asymptotic normality. The simulations show that the 

empirical MSE of the annuity estimator decreases when the sample size increases. 

Keywords: nonparametric estimation; deferred life annuity; mean squared error; asymptotic normality. 

 

Let x  be the age of an individual and at the moment t = 0 payments start. The idea of the r-year deferred 

life annuity in accordance with [1. P. 174] is this: from the moment t + r = r, an individual starts receiving 

money once a year, which we take as a monetary unit, and payments are made only during the lifetime of an 

individual. It is known that the deferred life annuity is associated with the appropriate type of insurance. Thus, 

the average total cost of the present continuous r-year deferred life annuity is given by the following formula 

(see [1. P. 184]):  

1
(δ) ,

δ

xr

xr

A
a




 

where δ ( )t

x xr

r

A e f t dt



   
is the net premium (the expectation of the present value of an insured unit sum for 

the deferred life insurance at age x), δ  is a force of interest, 
( )

( )
( )

x

f x t
f t

S x


  is a probability density of  future 

lifetime of an individual xT X x   [1. P. 62], ( )f x  is a probability density of lifetime of an individual X , 

( ) ( )S x P X x   is a survival function. Introduce the random variable 

                                                           

δ
1

( ) , .
δ

x
T

x

e
z x T r




                

Then, by averaging z(x) (1), we get the formula of the deferred life annuity (see [2–4]): 

                                                          
1 ( , , )

( ) ( ) 1
( )

xr

x r
a E z

S x

  
    

  
 (2) 

where E is the symbol of the mathematical expectation, 

 
( , , ) ( )x t

x r

x r e e dF t


 



    ,

 

 ( ) 1 ( )F x P X x S x   

 

is a distribution function.  

Note that the whole life annuity ( )xa   [2] is the special case of the deferred life annuity (2) at r = 0. 

 

1. Construction of the Deferred Annuity Estimator 

 

Assume that we have a random sample ,1 ..., NX X  of N individuals’ lifetimes. Using the empirical sur-

vival function 
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1

1
( ) ( ),

N

N i
i

S x X x
N 

    

where I(A) is the indicator of an event A, obtain the following estimator of (2): 
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( ) 1 exp( ) ( ) 1 ,
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x N
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x N
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e
x r X X x r
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2. Bias and Mean Squared Error of the Estimator ( )N

xr
a   

 

Here we will obtain the principal term of the asymptotic MSE and the bias convergence rate of the 

estimator (3). Introduce the notation according to [5]: 1 2( , ,..., )N N N sNt t t t   is an s-dimensional vector with 

the components 1( ) ( ; ,..., ), 1, , ,jN jN jN Nt t x t x X X j s x R   
αR  is the α-dimensional Euclidean space; 

1( ) : sH t R R  is a function,  where 1( ) ( ( ),..., ( ))st t x t x t x    is an s-dimensional bounded vector function; 

( , )s    is the s-dimensional normally distributed random variable with a mean vector and covariance matrix 

σ σ( );x  1( ) ( ( ),..., ( )) ,sH t H t H t    
( )

( ) ,j

j z t

H z
H t

z






 1, ;j s    is the symbol of convergence in distri-

bution; || ||x  is the Euclidean norm of a vector x;   is the set of natural numbers.   

Definition 1. The function 
1( ) : sH t R R  and the sequence  ( )NH t  are said to belong to the class 

ν,N ( ;γ)s t , provided that: 

1) there exists an ε-neighborhood 

 σ :| | ε, 1, ,i iz z t i s   
 

in which the function ( )H z  and all its partial derivatives up to order ν  are continuous and bounded; 

2) for any values of variables ,1 ..., NX X  the sequence  ( )NH t  is dominated by a numerical sequence 

γ

0 ,NC d  such that ,Nd    as ,N    and 0 γ .    

Theorem 1 [5]. Let the conditions 

1) ( )H z ,   2,( ) N ( ;γ),N sH t t  

2)  /2i i
N NE t t O d    

hold for all .i   Then, for every k  ,  

      ( 1)/2( ) ( ) ( ) ( ) . 
k k k

N N NE H t H t E H t t t O d          (4) 

If in formula (4) k = 1, we obtain the principal term of the bias for ( )nH t , and at k = 2, we have the 

principal term of the MSE. 

Theorem 2. If ( ) 0S x   and ( )S t  is continuous at a point x, then 

1) for the bias of (3), the following relation holds:  

 1( (δ)) ( (δ) (δ)) ;N N
x x xr r rb a E a a O N     

2) the MSE of (3) is given by the formula 
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2 2 3/2
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Proof. For the estimator (δ)N
xr a  (3) in the notation of Theorem 1, we have: 2;s   
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The sequence  ( )NH t  satisfies the condition 1) of Theorem 1 with δ
0

1
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Further, the function ( )H t  satisfies the condition 1) in view of 2 ( ) 0.t S x   Also, this function satisfies the 

condition 2) due to Lemma 3.1 [6], as for all i   such inequalities hold: { ( )} ( ) 1,iE X x S x     

δ δ δ δ{ ( )} ( ) ( ) 1i x i X i i x i xE e e X x r e e S x r S x r         . 

It is well known that
 

( )NS x  is the unbiased and consistent estimator of ( )S x . Show that ( ,δ, )N x r  is 

the unbiased estimator of ( ,δ, )x r  and calculate the variance of ( ,δ, )N x r : 

δ
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Considering that ( ) 0NE t t   and all the conditions of Theorem 1 are fulfilled, in accordance with (4) 

we get the order of the bias of ( )N
xr a  : 

   1( (δ) (δ)) ( )( ) ( (δ) (δ)) .N N
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Find the components of the covariance matrix 
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Using the previous results on the bias and covariance matrix, we obtain 
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The proof of Theorem 2 is completed. 
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3. Asymptotic Normality of the Estimator (δ)
N
xr a  

 

We need the following two Theorems. 

Theorem 3 [7, Appendix 5]. If 1 2ξ ,ξ ,...,ξ ,...N  is a sequence of independent and identically distributed 

s-dimensional vectors, { } 0, ( ) { },k k kE x E        
1

1
,

N

N k
k

t
N 

   then, as N   , (0,σ( )).N sNt x   

Theorem 4 [8]. Let {μ,σ( )}N sN t x   , H(z) be differentiable at the point μ, (μ) 0H  . Then 
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Theorem 5. Under the conditions of Theorem 2 
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Proof. In the notation of Theorem 3, we have 2,s   ( ) ( ( ))xrx a    . Thus, 

    2, ,( ( , ), ( )) ( ( , ), ( )) (0,0), ( ) .N N xrr rN x S x x S x a        
 

The function H(z) is differentiable at the point  ( ,δ), ( )t x S x   and ( ) 0.H t   Consequently, all the 

conditions of Theorem 4 hold, and using (5), we obtain the desired result.  

The proof of Theorem 5 is completed. 

 

4. Simulations 

 

Introduce the denotation 
1, ( , ]

( ,
0, ( , ]

x

if x a b
I a b

if x a b










. Consider de Moivre’s model, for which the in-

dividual’s lifetime X is uniformly distributed in the interval (0, ω ), where ω  is a limiting age. For this model 

the probability density and survival function are defined by the following formulas: 
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 (7) 

The present value of the 5-years deferred annuity for a person at the age x = 45 years when ω 100  

years, δ = 0,09531 (9,531%), and monthly payments in the size of 1000 rubles, is equal to 

455
12000 (0,09531) 12000 9,581854 114982a    rubles. 

Note that for such δ the effective annual interest rate 1 0,1(10%).i e


    
The simulations were carried out for de Moivre’s model under the above presented conditions. The 

annuities and their estimators are presented in Fig. 1 for random samples ,1 ..., NX X  of the sizes  

N = 50, 100, 500, uniformly distributed in the interval (0, 100). 

We will characterize the quality of estimators presented in Fig. 1 using the empirical MSE 
95
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( , ,δ) .
96
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x xr r
x
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a 

 
b 

 
c 

Fig. 1. Dependence on the age x of the 5-years deferred annuity (    )  

and its estimators for the sample sizes N: a  50; b  100, c  500 
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The calculation results are given in Table I. 
T a b l e  1  

Simulation results for the different sample sizes 

N 25 50 100 250 500 

G(N; 5; 0,09531) 1,632 0,815 0,413 0,117 0,052 

 

So, according to Table 1, the quality of the deferred annuity estimators by the criterion G(N; 5; 0,09531) 

is improving when the sample size N is increasing.
 

 

Conclusion 

 

In the paper, we found the principal term of the asymptotic MSE of the estimator (δ)N

xr
a . Also, the 

following asymptotic properties of the estimator are proved: unbiasedness, consistency, and normality. Statis-

tical modeling within the framework of de Moivre’s model shows that the quality of estimation according  

to the empirical criterion ( , ,δ)G N r  improves with the growth of the sample size. Note that the improved 

estimators of life annuities (3) can be obtained by substituting of empirical survival functions by the smooth 

empirical survival functions (cf. [9–24]) and using auxiliary information of the different type [25–33], for 

example, connected with random variables X, ,xT X x   .xT r   
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ОПТИМИЗАЦИЯ ПАРАМЕТРОВ СТОХАСТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ  

УПРАВЛЕНИЯ ЗАПАСАМИ 
 

Исследуется модель управления запасами с простейшим потоком заявок потребителей, случайным размером 

заявки, пополнением запасов до заданного начального уровня через равные промежутки времени. Выводится 

интегро-дифференциальное уравнение для функции распределения уровня запасов. В случае экспоненциаль-

ного распределения величины заявок получено его решение, вычислены средние затраты и оптимальный 

начальный уровень запасов. 

Ключевые слова: стохастическая модель управления запасами; пуассоновский поток; функция затрат; интегро-

дифференциальное уравнение; оптимизация системы управления запасами. 

 

Модели управления запасами описывают изменение уровня запасов некоторого продукта. Этот 

продукт расходуется на удовлетворение спроса, т.е. на выполнение заявок потребителей. Для воспол-

нения запасов продукта производятся поставки. Таким образом, модель управления запасами – это мо-

дель резервуара [1]. Существует обширная литература, посвященная детерминированным и стохасти-

ческим моделям управления запасами [1–10]. Вместе с тем имеется ряд сложностей при построении 

стохастических моделей управления запасами. Например, однопериодная модель [11] не является мо-

делью резервуара и, соответственно, далека от классической модели Уилсона [3]. Модели управления 

запасами в виде системы массового обслуживания [12] или управляемой стохастической динамической 

системы [13–15] слишком сложны для исследования и тоже далеки от модели Уилсона. Здесь рассмат-

ривается стохастическая модель управления запасами, не имеющая этих недостатков. 
 

1. Описание модели 
 

Рассмотрим следующую модель управления запасами [16]: 

1. Уровень запасов в начальный момент времени t  0 равен J0. 

2. Изменение уровня запасов происходит мгновенно. 

3. Заявки потребителей образуют простейший поток событий интенсивности . 

4. Величины заявок независимы и имеют одинаковое распределение с плотностью распределе-

ния f(x) и математическим ожиданием a. 

5. Пополнение запасов происходит через равные промежутки времени длиной T до уровня J0. 

Пусть J(t) – уровень запасов продукта в момент времени t (рис. 1). Если J(t) < 0, то имеется де-

фицит продукта. Накопленный дефицит ликвидируется в момент очередного пополнения запасов. 
 

J0 

t 

J 

T T T 

 

Рис. 1. Уровень запасов в зависимости от времени 

Fig. 1. Stock levels based on time 
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Эффективность управления запасами продукта определяется затратами на его хранение, по-

ставку и штрафами за его отсутствие (дефицит). Предположим, что затраты на хранение единицы про-

дукта в единицу времени равны c1, штраф за дефицит единицы продукта в единицу времени равен c2, 

затраты на поставку x единиц продукта составляют c3x  c4. 

Так как поток заявок стационарный и в начале каждого из промежутков (0, T), (T, 2T), (2T, 3T), … 

уровень запасов равен J0, то затраты достаточно исследовать на промежутке времени (0, T). 

Пусть C(t) – затраты на хранение продукта и штрафы за его дефицит на промежутке времени  

(0, t), 0 < t < T. Тогда полные затраты на промежутке времени (0, T) с учетом расходов на пополнение 

запасов равны  

 403полн ))(()( cTJJcTCC  .  

Возьмем в качестве функции затрат математическое ожидание величины Cполн: 

 403полн )))((())(()( cTJMJcTCMCM  . (1) 

Функция затрат (1) зависит от J0 и T. Величину T будем считать фиксированным параметром, 

величину J0 будем считать переменной. 

Поставим задачу найти значение J0, при котором функция затрат M(Cполн) принимает наименьшее 

значение. 
 

2. Математическое ожидание затрат 
 

Теорема 1. Математическое ожидание уровня запасов M(J(t)) удовлетворяет уравнению 

 atJM
dt

d
))(( . (2) 

Доказательство. Пусть 0  t  t  t  T, J  J(t  t)  J(t). Тогда  

 )())(())(( JMtJMttJM  .  

На отрезке времени (t, t  t) может произойти три события: «не поступило ни одной заявки», 

«поступила одна заявка» и «поступило более одной заявки». 

Так как поток заявок простейший, то вероятность первого события равна 1  t  o(t), вероят-

ность второго равна t  o(t), вероятность третьего равна o(t) при t  0. 

Если на отрезке времени (t, t  t) не поступило ни одной заявки, то J = 0 , поэтому условное 

математическое ожидание J при условии, что не поступило ни одной заявки, равно 0. 

Если поступила одна заявка величины X, то J = X, поэтому условное математическое ожида-

ние J при условии, что поступила одна заявка, равно (a). 

Условное математическое ожидание величины J при условии, что поступило более одной за-

явки, существует и является конечным. 

Применяя формулу полной вероятности для математического ожидания, получаем  

 )())(())(( totatJMttJM  ,  

или  

 )())(())(( totatJMttJM  .  

Делим полученное уравнение на t и делаем предельный переход при t  0, получаем уравне-

ние (2). Теорема 1 доказана. 

Теорема 2. В полосе 0 < t < T,  < x <  функция распределения уровня запасов P(J(t) < x) 

удовлетворяет интегро-дифференциальному уравнению  

  


 

0

)())(())(())(( dvvfxvtJPxtJPxtJP
t

. (3) 

Доказательство. Рассматривая на отрезке времени (t, t  t) возможные события (см. выше) и 

применяя формулу полной вероятности, получаем  

)())(())(()1())(( toxXtJPtxtJPtxttJP  , 

где X – величина заявки, отсюда  
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 ))(())(())(( xXtJPxtJPxtJP
t





. (4) 

Величины J(t) и X независимы, поэтому  

( ) ( )( ( ) ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ) .

v x

J t X X J t X

u v x

P J t X x f u f v dudv f v dv f u du f v P J t v x dv

  

    

           

Случайная величина X положительная, поэтому f X (v)  f (v)  0 при v  0. С учетом этого (4) 

принимает вид (3). Теорема 2 доказана. 

Так как J(0)  J0, то  

 









. если,0

, если,1
))0((

0

0

Jx

Jx
xJP  (5) 

Теорема 3. Математическое ожидание затрат на хранение и штрафы M(C(t)) удовлетворяет урав-

нению 

 


0

211 ),()())(())(( dxtxxucctJMctCM
dt

d
, (6) 

где u(x, t) – плотность распределения уровня запасов. 

Доказательство. Рассматривая на отрезке времени (t, t  t) возможные события (см. выше), и 

применяя формулу полной вероятности для математического ожидания, получаем  

1 2( ( )) ( ( )) ( ( ) 0) ( ( ) | ( ) 0) ( ( ) 0) ( ( ) | ( ) 0) ( )M C t t M C t c P J t M J t J t t c P J t M J t J t t o t             , 

отсюда  

1 2( ( )) ( ( ) 0) ( ( ) | ( ) 0) ( ( ) 0) ( ( ) | ( ) 0).
d

M C t c P J t M J t J t c P J t M J t J t
dt

       

По формуле полной вероятности для математического ожидания  

 )0)(|)(()0)(()0)(|)(()0)(())((  tJtJMtJPtJtJMtJPtJM ,  

поэтому полученное уравнение можно представить в виде: 

 )0)(|)(()0)(()())(())(( 211  tJtJMtJPcctJMctCM
dt

d
.  

Далее,  

  




)0)(|)(()0)(|)(( tJxtJxdPtJtJM .  

Имеем  

 






















,0 если,
)0)((

))((

,0 если,1

)0)((

)0)(,)((
)0)(|)((

x
tJP

xtJP

x

tJP

tJxtJP
tJxtJP  

поэтому  

 





0

),(
)0)((

1
)0)(|)(( dxtxxu

tJP
tJtJM .  

Следовательно, уравнение для M(C(t)) принимает вид (6). Теорема 3 доказана. 

Для уравнения (2) имеем очевидное начальное условие M(J(0))  J0, поэтому на отрезке времени 

0 < t < T  

 atJtJM  0))(( . (7) 

С учетом (7) функция затрат принимает вид: 

 43полн ))(()( caTcTCMCM  .  

Это означает, что функция затрат M(Cполн) минимальна, если минимально значение M(C(T)). 

Начальное условие для уравнения (6) имеет вид M(C(0))  0, с учетом (7) получаем  

  










T

dtdxtxxuccatJcTCM
0

0

2101 ),()()())(( . (8) 
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3. Математическое ожидание затрат в случае  

экспоненциального распределения величины заявок 

 

Теорема 4. Пусть величина заявки имеет экспоненциальное распределение: 

 















.0 если,0

,0 если,
1

)(

x

xe
axf

a

x

 (9) 

Тогда плотность распределения уровня запасов имеет вид: 
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xJ

k

kk
t , (10) 

где )(x  – дельта-функция, )(x  – единичная функция,  

 









.0 если,0

,0 если,1
)(

x

x
x   

Доказательство. Дифференцируя (3) и (5) по переменной x, получаем  

  


 

0

)(),(),( dvvftvxutxu
t

u
, (11) 

 )()0,( 0Jxxu  . (12) 

Применяя преобразование Фурье по переменной x к уравнению (11), получаем  

 ),(ˆ)1)((
ˆ

tup
t

u





,  

где  

 




 dxetxutu xi),(),(ˆ ,   




0

)()( dvevfp vi .  

Пусть F(x, t) – прообраз (обратное преобразование Фурье) функции  

 
tpetF  )1)((),(ˆ ,  

то есть 

  







 deetxF xitp )1)((

2

1
),( . 

Тогда решение задачи (11)–(12) имеет вид: 

 
0( , ) ( ) ( , )u x t x J F x t    ,  

то есть  

),(),( 0 tJxFtxu  . 

Если величина заявки имеет экспоненциальное распределение (9), то  

 



ia

p
1

1
)( ,   












 

ia

t
etF t

1
exp),(ˆ . 

Раскладывая экспоненту в ряд, имеем  
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t xe
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x
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t
xetxF ,  

отсюда получаем (10). Теорема 4 доказана. 

Подставляя (10) в (8), получаем средние затраты на хранение и штрафы в случае экспоненциаль-

ного распределения величины заявок: 

 

0

1
2 1 2

1 0 0

0 / 0

( ( )) ( )
2 ! ( 1)!

Tk k
w v

k J a

c ca w v
M C T c J T T J aw e dw e dv

k k

  
 



   
             

   . (13) 
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В общем случае, при любом распределении заявок, найти оценку средних затрат можно методом 

имитационного моделирования. На рис. 2 представлен график выборочных средних затрат, получен-

ных в результате имитационного моделирования (линия с маркерами), если распределение заявок экс-

поненциальное со средним a  1, остальные параметры:   2, T  10, c1  1, c2  2. Линия без маркеров – 

график теоретических средних затрат, заданных формулой (13). Видим, что выборочные средние за-

траты оценивают теоретические очень хорошо, относительная погрешность составляет менее 5%. 

 
Рис. 2. Средние затраты в зависимости от начального уровня запасов 

Fig. 2. Average costs depending on the initial inventory level 

 

Имея оценку средних затрат, можно оценить минимум затрат и оптимальное значение началь-

ного уровня запасов. 

 

4. Оптимальный начальный уровень запасов  

в случае экспоненциального распределения величины заявок 

 

Исследуем монотонность M(C(T)) на промежутке 0  J0  . Имеем  
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Обозначим (J0) правую часть (14). Можно показать, что:  
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Если   1, то (0)  0, поэтому (J0) имеет единственный нуль на промежутке 0  J0  , ко-

торый можно найти численно. Этот нуль является точкой минимума M(C(T)) на данном промежутке. 

Если   1, то (0)  0, поэтому (J0)  0 на всем промежутке 0  J0  , следовательно, мини-

мум M(C(T)) на этом промежутке достигается в точке J0  0. 

Таким образом, оптимальный начальный уровень запасов в случае экспоненциального распреде-

ления величины заявок равен  
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Например, если a  1,   2, T  10, c1  1, c2  2 (см. выше), то оптимальное значение начального 

уровня запасов равно 12,7, минимальные затраты равны 84,88. 

 

Заключение 

 

В работе исследуется модель управления запасами с простейшим потоком заявок потребителей, 

случайным размером заявки, пополнением запасов до заданного начального уровня через равные про-

межутки времени. Выводится интегро-дифференциальное уравнение для функции распределения 

уровня запасов. В случае экспоненциального распределения величины заявок получено его решение, 

вычислены средние затраты и оптимальный начальный уровень запасов.  

В общем случае, при любом распределении заявок, провести оптимизацию модели управления 

запасами можно только приближенными методами, например методом стохастического (имитацион-

ного) моделирования. Точные результаты, полученные аналитическими методами, бывают очень по-

лезны при отладке алгоритмов, реализующих эти приближенные методы. 
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The following model of inventory control is considered: 

1. The level of the stock of the product at the initial moment t  0 is equal to J0. 

2. Change in the level of stocks occurs instantly. 

3. Customer requests form a simple events flow of intensity . 

4. The values of the applications are independent and have the same distribution with the probability density f(x) and mathematical 

expectation a. 
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5. Replenishment of stocks occurs at regular intervals of the length T up to the level J0. 

It is assumed that the cost of storing a unit of product per unit of time is equal to c1, the penalty for the deficit of a unit of product 

per unit of time is equal to c2, the cost of supplying of x units of the product is c3x  c4. 

The costs in this model are sufficient to investigate over a period of time (0, T). Let C(t) be the cost of storing the product and the 

penalties for its deficit at a time interval (0, t), 0 < t < T. Then the total cost of the time period (0, T), taking into account the cost of 

replenishment, is equal to 

full 3 0 4( ) ( ( ))C C T c J J T c    . 

The mathematical expectation of a quantity Cfull is considered as a cost function. It is required to find the value J0 at which the cost 

function takes the smallest value. 

It is not difficult to show that the mathematical expectation of the stock level on a time interval (0, t), 0 < t < T has the form 

0( ( ))M J t J at   , 

so the cost function takes the form 

full 3 4( ) ( ( ))M C M C T c aT c    . 

This means that the cost function is minimal if the value M(C(T)) is minimal. 

It is shown that the probability distribution function of the stock level P(J(t) < x) satisfies the integro-differential equation 

 
0

( ( ) ) ( ( ) ) ( ( ) ) ( )P J t x P J t x P J t v x f v dv
t




       
    

in the band 0 < t < T,   < x < , and the initial condition  
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The mathematical expectation of storage costs and penalties on a time interval (0, T) is obtained 

 
0

1 0 1 2

0

( ( )) ( ) ( ) ( , )

T

M C T c J at c c xu x t dx dt


 
      

 
  ,  

where u(x, t) is the distribution density of the stock level. 

In the case of the exponential distribution of the quantity of requests, the density distribution of the inventory level is obtained, and 

hence the average cost, the minimum average cost and the optimal value of the initial inventory level J0. 

 

Keywords: stochastic model of inventory control; Poisson process; cost function; integro-differential equation; optimization of the 

inventory control system. 

 

KAPUSTIN Evgeny Viktorovich (Candidate of Technical Sciences, Associate Professor, Tomsk State University of Control Systems 

and Radioelectronics, Russian Federation).  

E-mail: kapustin_ev@mail.ru 

 

SHKURKIN Alexey Sergeevich (Candidate of Technical Sciences, Associate Professor, National Research Tomsk State University, 

Russian Federation).  

E-mail: shkurkin@mail.ru 

 

REFERENCES 

 
1. Prabhu, A. (1969) Metody teorii massovogo obsluzhivaniya i upravleniya zapasami [Queues and Inventories: A Study of Their Basic 

Stochastic Processes]. Translated from English by E. Kovalenko. Moscow: Mashinostroenie. 

2. Cherchmen, U., Alof, R. & Arnof, L. (1966) Vvedenie v issledovanie operatsiy [Introduction to the study of operations]. Translated 

from English. Moscow: Nauka. 

3. Headley, J. & Whitin, T. (1969) Analiz sistem upravleniya zapasami [Analysis of inventory systems]. Translated from English by 

M.A. Kasner et al. Moscow: Nauka.  

4. Lototsky, V.A. & Mandel, A.S. (1991) Modeli i metody upravleniya zapasami [Models and methods of inventory management]. 

Moscow: Nauka. 

5. Ryzhikov, Yu.I. (2001) Teoriya ocheredey i upravlenie zapasami [Queuing theory and inventory management]. St. Petersburg: Piter. 

6. Brodetsky, G.L. (2008) Upravlenie zapasami [Inventory Management]. Moscow: Eksmo. 

7. Zipkin, P.H. (2000) Foundations of inventory management. Boston: McGraw-Hill. 

8. Silver, E.A. (1998) Inventory management and production planning and scheduling. New York: Wiley. 

9. Porteus, E.L. (2002) Foundations of Stochastic Inventory Theory. Stanford, CA: Stanford University Press. 

10. Choi, Ts.-M. (2014) Handbook of EOQ Inventory Problems: Stochastic and Deterministic Models and Applications. New York: 

Springer. 

11. Khouja, M. (1999) The single-period (news-vendor) problem: literature review and suggestions for future research. Omega. 27(5). 

pp. 537–553. DOI: 10.1016/S0305-0483(99)00017-1 



Оптимизация параметров стохастической модели управления запасами 

63 

12. Krishnamoorthy, A., Lakshmy, B. & Manikandan, R. (2011) A survey on inventory models with positive service time. OPSEARCH. 

48(2). pp. 153–169. DOI: 10.1007/s12597-010-0032-z 

13. Mandel, A.S. & Semenov, D.A. (2008) Adaptive algorithms for estimating the parameters of optimal strategies for managing 

inventories with a limited deficit. Automation and Remote Control. 6. pp.117–128. 

14. Axsäter, S. (2015) Inventory Control. Cham: Springer. 

15. Rossi, R., Prestwich, S., Armagan, T.S. & Hnich, B. (2007) Replenishment planning for stochastic inventory systems with shortage 

cost. Integration of AI and OR Techniques in Constraint Programming for Combinatorial Optimization Problems. 4th International 

Conference, CPAIOR 2007. Brussels, Belgium, May 23–26, 2007. Vol. 4510 LNCS Springer-Verlag GmbH. pp. 229–243. 

16. Kapustin, E.V. & Mukhametsafina, Yu.V. (2016) [Model of inventory management with a random flow of applications from con-

sumers]. Scientific creativity of youth. Mathematics. Informatics. Proc. of the 20th All-Russian Conference. April 28–29, 2016. 

Tomsk: Tomsk State University. pp. 70–74. (In Russian).  

 

 

 



В.А. Наумов, К.Е. Самуйлов 

64 

ВЕСТНИК ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 

2019               Управление, вычислительная техника и информатика               № 46 
 

 

УДК 519.872.1 

DOI: 10.17223/19988605/46/8 

 

В.А. Наумов, К.Е. Самуйлов 
 

УСЛОВИЯ МУЛЬТИПЛИКАТИВНОСТИ СТАЦИОНАРНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

ВЕРОЯТНОСТЕЙ МАРКОВСКИХ РЕСУРСНЫХ СИСТЕМ  

МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ С ПОТЕРЯМИ 
 

Исследование выполнено при финансовой поддержке Министерства образования и науки Российской Федерации  

(проект № 2.882.2017/4.6). 

 

Рассматриваются марковские ресурсные системы массового обслуживания с потерями. Получены необходи-

мые и достаточные условия мультипликативности стационарного распределения состояния системы и объе-

мов занятых заявками ресурсов. 

Ключевые слова: ресурсные системы массового обслуживания; марковский процесс; мультипликативность 

стационарного распределения; марковский поступающий поток. 

 

В классических системах массового обслуживания (СМО) приборы и места ожидания играют 

роль ресурсов, необходимых для обслуживания заявок. В ресурсных СМО (РСМО) кроме приборов и 

мест ожидания заявкам могут потребоваться некоторые дополнительные ресурсы. Это может быть не-

который случайный объем ресурса, занимаемый на время ожидания начала обслуживания, либо на 

время обслуживания, либо на все время пребывания заявки в системе. Объемы доступных заявкам ре-

сурсов обычно ограничены, и в РСМО с потерями поступившая заявка теряется, если у системы недо-

статочно свободных ресурсов. Такая модель хорошо подходит для анализа различных технических си-

стем, и к настоящему времени опубликовано большое количество работ, анализирующих РСМО  

(см. обзоры [1, 2]). В подавляющем большинстве опубликованных случаев стационарное распределе-

ние процесса, описывающего состояние системы и объемы занятых заявками ресурсов, обладает свой-

ством мультипликативности. Возникает естественный вопрос выяснения условий, при которых муль-

типликативность стационарного распределения имеет место.  

В настоящей работе рассматривается марковская модель РСМО с потерями, являющаяся част-

ным случаем общей модели [3], и анализируются условия мультипликативности стационарного рас-

пределения описывающего ее случайного процесса. В следующем разделе описывается поведение  

общей РСМО с потерями. В разделе 2 рассматривается марковская модель СМО с неограниченными 

ресурсами, а в разделе 3 ‒ марковская модель СМО с ограниченными ресурсами. В разделе 4 получены 

условия мультипликативности стационарного распределения состояния системы и занятых заявками 

ресурсов. В качестве примера в разделе 5 исследуется стационарное распределение РСМО MAP/M/L/0 

c марковским поступающим потоком и экспоненциально распределенной длительностью обслуживания. 

Жирные строчные буквы обозначают векторы, а жирные прописные буквы – матрицы. Запись 

x y  означает, что
 m mx y  для всех m, и x y  означает, что по крайней мере для одной компоненты 

m выполняется строгое неравенство m mx y . Для вектора, каждая m-я компонента которого является 

минимумом из чисел mx  и ,my  принято обозначение .x y    обозначает множество неотрицатель-

ных действительных чисел. 
 

1. Описание ресурсной СМО 
 

Рассмотрим СМО, которую можно описать некоторым случайным процессом ( )X t  
c
 
простран-

ством состояний X , траектории которого непрерывны справа и имеют пределы слева. Будем считать, 
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что процесс ( )X t  достаточно детально описывает систему и для любого ее состояния i X  всегда 

можно определить число заявок, находящихся в системе, которое обозначим θ( )i . Емкость СМО обо-

значим L, так что число заявок в системе никогда не превосходит L. Предположим также, что система 

открыта, т.е. в нее поступают и из нее уходят заявки, причем поодиночке, а не группами. Обозначим 

1 20 ...a a    моменты поступления заявок и 1 20 ...d d    моменты ухода заявок из системы.  

Пусть система располагает ограниченным объемом неделимых ресурсов M типов. Обозначим 

через ρm  общий объем ресурса типа m , 1 2(ρ ,ρ , ,ρ )Mρ , и через ,1 ,2 ,( , ,..., )n n n n Mr r rr  – вектор объ-

емов ресурсов, необходимых n -й заявке. Все находящиеся в системе заявки перенумерованы. Если 

система примет поступившую в момент na  заявку, то ей будет присвоен некоторый номер n  из ин-

тервала 1 1n k    , где ( ( 0))nk X a    ‒ число заявок в системе. Номера заявок, имевших до этого 

номера , 1,..., ,n n k    будут увеличены на единицу. В момент nd  ухода заявки из системы ее покинет 

заявка с некоторым номером n  из интервала 1 n k   , ( ( 0))nk X d   , и номера заявок, имевших 

до этого номера 1, 2,..., ,n n k     будут уменьшены на единицу. Например, при дисциплине обслу-

живания First In First Out номера поступивших и обслуженных заявок определяются равенствами 

( ( 0)) 1n nX a      и 1n  , а для дисциплины обслуживания Last In First Out имеем 

( ( 0)) 1n nX a      и ( ( 0))n nX d    .  

Информация о ресурсах, занятых в момент t, хранится в виде списка 1 2( ) ( ( ), ( ), , ( ))kt t t ts s s s
 

длины ( ( ))k X t   из векторов ( ) M
i t s  объемов ресурсов, занимаемых заявкой с номером i . При 

этом будем писать: ( )t  s , если ( ( )) 0X t  . Список занятых ресурсов может изменяться только при 

поступлении и уходе заявок. Пусть перед поступлением некоторой заявки список занятых ресурсов 

имел вид: 1 2( 0) ( , , , )n ka  s x x x . Если k L  и 1 2n k    r x x x r , то заявка принимается, ей 

присваивается некоторый номер n  и в список вставляется вектор ресурсов, выделенных этой заявке: 

1 1( ) ( ,..., , , , , )
n nn n ka  s x x r x x . В противном случае заявка теряется и список занятых ресурсов оста-

ется неизменным. Если перед уходом заявки c номером n  список занятых ресурсов имел вид 

1 2( 0) ( , , , )n kd  s x x x , то после ее ухода из списка удаляется вектор занимаемых ею ресурсов, и он 

становится таким: 1 1 1( ) ( ,..., , , , ).
n nn kd   s x x x x

 
Моменты поступления заявок na

 
и моменты их ухода nd  зависят от различных случайных внеш-

них и внутренних факторов, определяющих динамику изменения состояний СМО. Мы будем считать, 

что описывающий систему процесс является марковским, а моменты поступлений и ухода заявок об-

разуют марковские потоки вызовов [4]. Используемые здесь принципы построения марковских моде-

лей СМО восходят к монографии [5]. Для того чтобы сформулировать условия мультипликативности 

стационарного распределения процесса, описывающего РСМО, мы рассмотрим сначала систему, объ-

емы ресурсов которой неограничены и нехватка которых не может оказать влияния на поведение си-

стемы.  

 
2. Случай неограниченных ресурсов 

 
Рассмотрим систему с неограниченным объемом ресурсов. Предположим, что описывающий си-

стему процесс ( )X t  
является однородным марковским процессом c конечным числом состояний. Разо-

бьем множество его состояний X  на непересекающиеся подмножества { | ( ) }k i i k   X X , 

0,1,..., ,k L  и обозначим kl  число элементов подмножества .kX  Поскольку заявки поступают в си-

стему и уходят из нее поодиночке, возможны переходы процесса ( )X t  
только между состояниями, 

либо принадлежащими какому-то одному подмножеству состояний kX , либо принадлежащими соседним 
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подмножествам. Переход из kX  в 1k X  
происходит в момент поступления заявки, а переход из kX  в 

1k X  – в момент ухода заявки из системы. Это означает, что матрица интенсивностей переходов Q  

процесса ( )X t  является блочной трехдиагональной: 

 

0 0

1 1

1L

L L



 
 
 
 
 
 

C A 0

B C
Q

A

0 B C

. (1)

  
Блоки этой матрицы [ ( , )]k a i jA , ,kiX  1kj X , имеют

 
размер 1k kl l   и образованы интен-

сивностями изменений состояний системы при поступлении заявок, блоки [ ( , )]k b i jB , ,kiX
 

1kj X , размера 1k kl l   образованы интенсивностями изменений состояний системы в моменты 

ухода заявок, внедиагональные элементы блоков [ ( , )]k c i jС , , ,ki j X  размера k kl l  образованы ин-

тенсивностями изменений состояний системы, не связанными с поступлением или уходом заявок,  

а диагональные элементы матриц kС  даются равенствами ( , ) ( ( ) ( ) ( )),c i i a i b i c i     kiX , где

  1

( , ), ,

( )

0, ,

kj

a i j k L

a i

k L






 
 

X ,   1

( , ), 0,

( )

0, 0,

kj

b i j k

b i

k






 
 

X ,   ( ) ( , ).
kj

j i

c i c i j



 
X

 (2) 

Заметим, что интенсивности переходов ( , )a i j  и ( , )b i j  можно выразить через переходные веро-

ятности 

 ( , ) ( ) ( , )a i j a i i j a , ( ) ( ) 1j i    ,       ( , ) ( ) ( , )b i j b i i j  , ( ) ( ) 1j i    , (3) 

где ( , )i ja  – вероятность того, что при поступлении заявки система перейдет из состояния i в состояние 

j, а ( , )i j  – вероятность того, что при уходе заявки система перейдет из состояния i в состояние j. 

Будем считать, что все состояния процесса ( )X t  сообщаются. Тогда матрица Q  неразложима, и 

стационарное распределение 0( ,..., )Lq q q  процесса ( )X t  
является единственным решением системы 

линейных уравнений 

 0 0 1 1 , q C q B 0    1 1 1 1 ,k k k k k k     q A q C q B 0
 
1 1,k L      1 1 ,L L L L   q A q C 0  (4) 

удовлетворяющим нормировочному условию 

 
0

1
L

k k
k

 q u .   (5) 

Здесь ( ( )), ,k kq i i q X  ‒ векторы-строки  стационарных вероятностей процесса ( )X t , а ku  ‒ векторы-

столбцы длины kl  
из единиц.  

Кроме изменений состояний, описанных в этом разделе, состояния РСМО с ограниченными ре-

сурсами могут также изменяться при потере заявки из-за нехватки ресурсов. При этом система остается 

в том же подмножестве состояний kX , в котором она была перед поступлением потерянной заявки.  

В следующем разделе мы рассмотрим такие системы более подробно. 

 

3. Марковская модель ресурсной СМО 

 
Рассмотрим теперь РСМО с ограниченными ресурсами. Обозначим через 

1 1{( ,..., ) | ,..., ,M
k k k  x x x xS  1 ... }k  x x ρ

 
множество списков ресурсов, занятых k заявками, и че-

рез ( ){( , ) | , }ii i   x xY X S  – пространство состояний процесса ( ) ( ( ), ( )).Y t X t t s  
Предположим, что 

векторы запросов ресурсов nr , 1,2,...n   независимы в совокупности и одинаково распределены с 

функцией распределения ( )F x , процесс ( )Y t  является однородным марковским процессом, и рассмот-

рим переходные вероятности этого процесса: 
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0,0( , , ) P{ ( ) , ( ) | (0) , (0) }P t i j X t j t X i      s s ,    0,i j X ; 

0, ( , , , ) P{ ( ) , ( ) | (0) , (0) }nP t i j X t j t X i     w w ss , 0iX , nj X , nw S , 1 ;n L   

,0( , , , ) P{ ( ) , ( ) | (0) , (0) }kP t i j X t j t X i     v s vs ,  kiX , 0j X , kv S , 1 ;k L   

, ( , , , , ) P{ ( ) , ( ) | (0) , (0) }k nP t i j X t j t X i    v w w vs s , kj X , nj X , kv S , nw S , 1 , .k n L   

Процесс Y(t) является скачкообразным марковским процессом [6]. Поскольку переходы процесса 

X(t) возможны только либо внутри какого-то одного подмножества состояний kX , либо между сосед-

ним подмножествами, только следующие интенсивности переходов процесса Y(t) отличны от нуля: 

 0 0,0 ,
0

1
( , ) lim ( ( , , ) )i ji j P i j


    


, 0,i j X ; (6) 

 , ,
0

1
( , , , ) lim ( ( , , , , ) ( ))k k k i ji j P i j H


     


v w v w w v , , ki j X , , kv w S , 1 ;k L   (7) 

 0 0,1
0

1
( , , ) lim ( , , , )i j P i j


  


w w , 0iX , 1j X , 1w S ; (8) 

 , 1
0

1
( , , , ) lim ( , , , , )k k ki j P i j


  


v w v w , kiX , 1kj X , kv S , 1kw S , 1 ;k L   (9) 

 1 1,0
0

1
( , , ) lim ( , , , )i j P i j


  


v v , 1iX , 0j X , 1v S ; (10) 

 , 1
0

1
( , , , ) lim ( , , , , )k k ki j P i j


  


v w v w , kiX , 1kj X , kv S , 1kw S , 1 k L  , (11) 

где , 1,i j   если i j , и , 0,i j   если i j , ( ) 1,H x  если 0 x , и ( ) 0,H x  если 0 x . 

Обозначим через ( , )a i j  интенсивность переходов процесса ( )X t  из i X  в jX , ( ) ( ) 1,j i     

при которых поступившая заявка получает номер  , и через ( , )b i j  – интенсивность переходов из i  

в j , ( ) ( ) 1,j i     
сопровождающихся уходом из системы заявок c номером  . Эти интенсивности 

связаны с интенсивностями поступлений заявок ( , )a i j  и интенсивностями ухода заявок ( , )b i j  в мат-

рице (1) следующими равенствами:

 

( )

1

( , ) ( , )
j

a i j a i j





  ,    
( )

1

( , ) ( , ).
i

b i j b i j





   

Кроме того, обозначим через ( , )i j  условную вероятность того, что в момент поступления за-

явки система перейдет из состояния i в состояние j при условии, что поступившая заявка потеряна из-

за нехватки ресурсов, и введем матрицы [ ( , )]k i j Π , , ,ki j X  размера ,k kl l
 

0 k L  , где 

( , ) ( ) ( , )i j a i i j   . 

Систему уравнений равновесия для стационарного распределение вероятностей процесса ( )Y t  

можно записать в следующем виде: 

  

 
0 1

0 1( ) ( , ) ( , ) ( , ) 0
i i

P i i j P i i j
 

     ρ
X X

,
0j X ; (12)

0 1 1

0 1( ) ( , , ) ( , ) ( , , , )
i i

P i i j P i d i j
 

     w v v w
X X S 2 2

1( , ) ( , , , ) 0
i

P i d i j


   v v w
X S

 ,   
1j X , 1w S ; (13) 

 
1 11 1

1 1( , ) ( , , , ) ( , ) ( , , , ) ( , ) ( , , , ) 0
k k kk k k

k k k
i i i

P i d i j P i d i j P i d i j
  

 
  

        v v w v v w v v w
X X XS S S

, (14)  

kj X , kw S , 1 k L  ; 

 
1 1

1( , ) ( , , , ) ( , ) ( , , , ) 0
L LL L

L L
i i

P i d i j P i d i j
 


 

     v v w v v w
X XS S

,    
Lj X , Lw S , (15) 

где интенсивности переходов 
 
процесса ( )Y t  задаются следующими формулами: 

0( , ) ( , ) ( , )(1 ( ))i j c i j i j F     ρ ,   0,i j X ; 
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1

( , , , ) ( )( ( , ) ( , )(1 ( )))
k

k n
n

i j H c i j i j F


       v w w v ρ v , , ki j X , , kv w S , 0 ;k L   

( , , , ) ( ) ( , )L i j H c i j  v w w v , , Li j X , , Lv w S ;   0 1( , , ) ( , ) ( )i j a i j F w w , 0iX , 1j X , 1w S ; 

1 11

1
1 1 1 1

( , , , ) ( , ) ( )) ( ) ( ) ,
kk k

k n n n n n
n n n

i j a i j F H H
 

  
   

  
           

  
v w w ρ v w v w v  

kiX , 1kj X , kv S , 1kw S , 0 k L 

 

;  1 1( , , ) ( , )i j b i j v  , 1iX , 0j X , 1v S ; 

1 1

1
1 1

( , , , ) ( , ) ( ) ( )
kk

k n n n n
n n

i j b i j H H
 

 
  

  
       

  
v w w v w v , kiX , 1kj X , kv S , 1kw S , 1 .k L   

 

4. Мультипликативность стационарного распределения 

 

Нас будут интересовать условия, при которых стационарное совместное распределение состоя-

ния марковской РСМО и объемов, занимаемых заявками ресурсов 

 0( ) lim P{ ( ) },  
t

P i X t i i


  X ,   ( , ) lim P{ ( ) , ( ) },
t

P i X t i t


  v vs   kiX , kv S , 0 ,k L   (16) 

обладает свойством мультипликативности: 

 0( ) ( ),  ,P i cq i i X
    1 1( ,( ,..., )) ( ) ( ) ( ),k kP i cq i F Fv v v v   kiX , 1( ,.., ) ,k kv v S 0 .k L   (17) 

Здесь ( ),q i ,i X
 
‒ стационарные вероятности состояний системы с неограниченными ресурсами, яв-

ляющиеся решением системы уравнений (7)‒(9), с ‒ нормировочная константа,  

 1 *
0 0

1

( )
L

k
k k

k

c F



  q u q u ρ , (18) 

* ( )kF x  есть k-кратная свертка функции распределения ( )F x . Если стационарное распределение веро-

ятностей процесса ( )Y t  обладает свойством мультипликативности (17), то его можно легко найти, зная 

лишь стационарное распределение ( ),  ,q i iX
 
процесса ( )X t  и функцию распределения 

 
объемов тре-

буемых заявкам ресурсов ( )F x . В следующей теореме даются условия мультипликативности стацио-

нарного распределения процесса ( )Y t .  

Теорема. Для того чтобы стационарное совместное распределение состояний марковской РСМО 

и объемов занимаемых заявками ресурсов (16) имело вид (17), необходимо и достаточно, чтобы вы-

полнялось хотя бы одно из условий ( ) 1F ρ  или 0 0 1 1q Π q B  и, кроме того, чтобы для всех 

1,2,..., 1k L   выполнялись либо равенства 

 

 1 1
1,

1, ,

( )) ( ) ( ) ( ) ( )
i i

k

l k k
l

i k

F F d F d F F
 



 
0 v w

ρ v v v w w ,    1( , , )k kw w S , (19) 

либо равенство 1 1k k k k q П q B .  

Доказательство. Введем матрицы , [ ( , )]k a i j A , ,kiX
 1,kj X

 
1,2,..., 1k   , и 

, [ ( , )]k b i j B , ,kiX
 1kj X , 1,2,...,k  , а также векторы-строки стационарных вероятностей 

0 ( ( )),P ip 0iX , ( ) ( ( , )),k P ip v v kiX , ,kv S
 
0 ,k L   и запишем систему уравнений равновесия 

(12)‒(15) в матричном виде: 

 0 0 0 0 1 1(1 ( ) ( )F   p C ρ p Π p ρ B 0 ; (20) 

 0 0 1 1 1 1( ) ( ) (1 ( )) ( )F F d
 

    
0 v w

w p A p w C ρ v p v П   (21) 

2 2,2 2 2,1( , ) ( , )d d
   

     
0 v w 0 v w

p v ρ v B p ρ v v B 0 ,     1w S ; 

 1 1 1 1 1, 1
1

( ) ( , , , , , ) ( , , )
k

k k k k k kF      


  w p w w w w A p w w C   (22) 
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1 1
,

1, ,

(1 ( )) ( , , )
i i

k k k k

i k

F d d
 


     
0 v w

ρ v v p v v П  

1

1 1 1 1,
1 1,

1, ,

 ( , , ,  , , , )
i i

k k

k l k k
l

i k

d d d d


    
  



   
0 v w

p v v ρ v v v B 0 ,  1( , , )k kw w S , 1 k L  ; 

   

 1 1 1 1 1, 1
1

( ) ( , , , , , ) ( , , )
L

L L L L L LF      


  w p w w w w A p w w C 0 , 1( , , )L Lw w S . (23) 

Подставив вероятности (17) в равенства (20)‒(23) и воспользовавшись уравнениями (4), исклю-

чим из полученных выражений векторы k kq C . В результате после некоторых элементарных преобра-

зований получим, что для мультипликативности стационарного распределения процесса ( )Y t  
необхо-

димо и достаточно выполнение равенств  

0 0 1 1(1 ( ))( ) ,F  ρ q Π q B 0  

1 1 1
1,

1, ,

(1 ( )) ( ) ( )( )
i i

k

l k k k k k
l

i k

F F d F d  
 



   
0 v w

ρ v v v q П q B 0 ,  1( , , ) ,  1 ,k k k L  w w S  

которые эквивалентны условиям теоремы. Что и требовалось доказать. 

Следствие. Для того чтобы стационарное совместное распределение состояний марковской 

РСМО и объемов занимаемых заявками ресурсов имело вид (17), при любой функции распределения 

( )F x  требуемых заявкам ресурсов необходимо и достаточно выполнение равенств 

 1 1k k k k q П q B ,  0,1,..., 1k L  . (24) 

Нетрудно проверить, что любая функция распределения ( )F x , для которой 1( ) 1,
L

F ρ  
удовле-

творяет условиям теоремы. В этом случае любым L заявкам достаточно имеющихся ресурсов, и си-

стема фактически функционирует как РСМО с неограниченными ресурсами. Отметим также, что муль-

типликативные стационарные распределения не зависят от нумерации поступающих и уходящих за-

явок определяющей интенсивности ( , )a i j  и ( , )b i j , а зависят лишь от суммарных интенсивностей 

( , )a i j  и ( , )b i j
 
поступления и ухода заявок.  

 

5. Пример ‒ ресурсная система MAP/M/L/0 

 

Известно, что стационарное распределение РСМО без мест ожидания M/M/L/0 с пуассоновским 

входящим потоком и экспоненциально распределенной длительностью обслуживания мультиплика-

тивно при любой совместной функции распределения объемов требуемых множественных ресурсов [7]. 

Результаты настоящей работы позволяют ответить на вопрос, а не обладает ли таким же свойством 

стационарное распределение РСМО MAP/M/L/0 c марковским поступающим потоком (MAP) [4]. 

Обозначим через ( ) sup{ | }nN t n a t   число заявок поступивших к системе за время t . Поступа-

ющий поток называется марковским, если для некоторого случайного процесса ( )t  с конечным про-

странством состояний J  процесс ( ( ), ( ))t N t  является однородным марковским процессом, однород-

ным по второй компоненте [8]. В этом случае для всех , ,i jJ  n k  и , 0h t   мы имеем 

,P{ ( ) , ( ) | ( ) , ( ) } ( , )i jh t j N h t n h i N h k P n k t          , и процесс ( )t , называемый фазовым про-

цессом поступающего потока, также является однородным марковским процессом с переходными ве-

роятностями , ,
0

( ) { ( ) | ( ) } ( , )i j i j
n

P t h t j h i p n t




        . 

Для простого марковского поступающего потока, сокращенно называемого МС-потоком, веро-

ятность поступления в интервале длины  более одной заявки составляет ( ).o   МС-поток характери-

зуется двумя матрицами: ,[ ]i jsS , ,i jJ , и ,[ ]i jrR , ,i jJ , сумма которых  A S R  является  
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матрицей интенсивностей переходов фазового процесса ( )t , а элементы которых определяются ра-

венствами [9] 

 ,, ,
0

1
lim ( (0, ) )

i ji j i js p


  


,  , ,
0

1
lim (1, )i j i jr p


 


, ,i jJ  . (25) 

Будем считать, что матрица A  неразложима, и обозначим через p  вектор стационарного распре-

деления состояний процесса ( )t .  

Матрица интенсивностей переходов процесса, описывающего систему MAP/M/L/0 с поступаю-

щим МС-потоком, имеет вид (1) с блоками k A R , 0,1,..., 1k L  ; k k B I , 1,2,...,k L ; 

k k  С S I , 0,1,..., 1k L  ; L L  С A I , где I ‒ единичная матрица,  ‒ интенсивность обслужива-

ния [10]. В момент потери заявки из-за нехватки ресурсов фазовый процесс меняет состояние в соот-

ветствии с матрицей интенсивностей переходов ,R  но число заявок в системе при этом не  меняется. 

Поэтому для матриц kΠ , описывающих изменение состояний системы в момент потери заявки из-за 

нехватки ресурсов, справедливы равенства k Π R  для всех 0,1,..., 1k L  , и условие мультиплика-

тивности (24) приобретает следующий вид: 

1( 1)k kk   q R q , 0,1,..., 1k L  . 

Отсюда из равенств (7)‒(9) вытекает, что условия (24) равносильны равенствам ,k q A 0  

0,1,...,k L . Поскольку матрица A  неразложима, решения этих уравнений имеют вид: ,k kcq p  где 

kc  ‒ некоторые константы. Однако такой вид стационарного распределения состояний СМО с оступа-

ющим простым марковским потоком возможен лишь в случае, когда поступающий поток является 

пуассоновским [9].  

Таким образом стационарное распределение РСМО MAP/M/L/0 c поступающим простым мар-

ковским потоком обладает свойством мультипликативности лишь в случае, когда поступающий поток 

является пуассоновским. Поскольку такими потоками можно аппроксимировать любые случайные по-

токи [11], можно предположить, что это справедливо для произвольных поступающих потоков. 

 

Заключение 

 

В настоящей работе исследуются условия, при которых стационарное совместное распределение 

состояний марковской РСМО и объемов занимаемых заявками ресурсов мультипликативно. По-

скольку понятие марковской СМО довольно широко, мы сначала детально рассматриваем интенсив-

ности переходов случайного процесса, описывающего рассматриваемые здесь РСМО, а затем анали-

зируем условия мультипликативности их стационарных распределений. Наиболее просто проверяются 

условия, гарантирующие мультипликативность при любых функциях распределения векторов запра-

шиваемых заявками объемов ресурсов. 
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ОПТИМАЛЬНОЕ ОЦЕНИВАНИЕ СОСТОЯНИЙ  

ПОЛУСИНХРОННОГО ПОТОКА СОБЫТИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА  

ПРИ НЕПРОДЛЕВАЮЩЕМСЯ МЕРТВОМ ВРЕМЕНИ 
 

Рассматривается задача оптимального оценивания состояний полусинхронного потока событий второго по-

рядка, являющегося одной из адекватных математических моделей информационных потоков заявок, функци-

онирующих в современных цифровых сетях интегрального обслуживания, телекоммуникационных сетях, 

спутниковых сетях связи. Поток функционирует в условиях непродлевающегося мертвого времени. Находится 

явный вид апостериорных вероятностей состояний потока. Решение о состоянии потока принимается по ме-

тоду максимума апостериорной вероятности. Формулируется алгоритм оптимального оценивания состояний. 

Приводятся результаты статистических экспериментов. 

Ключевые слова: полусинхронный поток событий второго порядка; непродлевающееся мертвое время; опти-

мальное оценивание состояний; апостериорные вероятности; метод максимума апостериорной вероятности. 

 

При описании и анализе реальных экономических, технических, физических и других процессов 

часто возникает необходимость применять математические модели теории массового обслуживания 

(ТМО). В настоящее время в связи с бурным развитием информационных технологий важнейшими 

сферами приложений ТМО являются проектирование и создание цифровых сетей интегрального  

обслуживания (ЦСИО). Так как на практике параметры, определяющие поток событий, как правило, 

случайным образом изменяются со временем, то адекватными математическими моделями информа-

ционных потоков сообщений, функционирующих в ЦСИО, являются дважды стохастические потоки 

событий [1–8]. В данных потоках событий не только случайны моменты наступления событий, но и 

интенсивность потока представляет собой случайный процесс, т.е. имеет место двойная стохастика. 

Объектом изучения настоящей работы является полусинхронный поток событий второго порядка.  

В большинстве случаев рассматриваются модели входящих потоков событий, когда события  

потока полностью наблюдаемы. Однако на практике любое регистрирующее устройство затрачивает 

некоторое время на регистрацию события, в течение которого оно не способно обработать следующие 

события, т.е. событие, поступившее на прибор, порождает период мертвого времени [9], в течение ко-

торого другие наступившие события потока недоступны для наблюдения. Принимается, что этот пе-

риод продолжается некоторое фиксированное время (непродлевающееся мертвое время).  

Основными задачами при изучении дважды стохастических потоков событий являются следую-

щие: 1) оценка состояний потока [10–12]; 2) оценка параметров потока [13–19]. 

В настоящей работе предлагается алгоритм оптимального оценивания состояний рассматривае-

мого потока в условиях его неполной наблюдаемости методом максимума апостериорной вероятности 

[20]. Применение данного метода обусловлено тем, что апостериорная вероятность является характери-

стикой, обладающей наиболее полной информацией об исследуемом процессе, содержащейся в выборке 

наблюдений, а также в силу того, что метод максимума апостериорной вероятности обеспечивает ми-

нимум полной вероятности ошибки принятия решения [21]. Данная статья является непосредственным 

развитием работ [11, 12]. 
 

1. Постановка задачи 
 

Рассматривается стационарный режим функционирования полусинхронного дважды стохасти-

ческого потока событий второго порядка (поток), сопровождающий случайный процесс которого )(t  
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является кусочно-постоянным с двумя состояниями 1S  и 2S . Длительность интервала между событи-

ями потока в первом состоянии определяется случайной величиной 
(1) (2)min( , ),     где случайная 

величина 
)1(  имеет функцию распределения t

etF 11)(
)1(

1


 , случайная величина  
)2(  – функцию 

распределения t
etF 11)(

)2(
1


 ; )1(  и 

)2( – независимые случайные величины. Таким образом, дли-

тельность интервала между событиями потока в первом состоянии процесса )(t  является случайной 

величиной с функцией распределения 
t

etF
)(

1
111)(


 .  

В момент наступления события потока процесс )(t  переходит из первого состояния во второе 

либо с вероятностью )|( 12
)1(

1 P , либо с вероятностью )|( 12
)2(

1 P  в зависимости от того, какое 

значение приняла случайная величина  . В момент наступления события потока процесс )(t  остается 

в первом состоянии либо с вероятностью )|( 11
)1(

1 P , либо с вероятностью )|( 11
)2(

1 P  в зависи-

мости от значения случайной величины  . Здесь 1)|()|( 11
)1(

112
)1(

1  PP , 

1)|()|( 11
)2(

112
)2(

1  PP .  

Длительность пребывания процесса )(t  во втором состоянии есть случайная величина с функ-

цией распределения 
t

etF 21)(2


 . В течение времени пребывания процесса )(t  во втором состоя-

нии имеет место пуассоновский поток событий с параметром 2 .  

В последующем изложении полагается, что имеет место состояние iS  ( i -е состояние) процесса 

)(t , если it  )( , 2 ,1i ; 021  . 

Матрицы инфинитезимальных характеристик процесса )(t  имеют вид: 

)(

0)(

222

11
0




D , 

2

12
)2(

1112
)1(

1111
)2(

1111
)1(

11
1

0

)|()|()|()|(






PPPP
D . 

Элементами матрицы 1D  являются интенсивности переходов процесса )(t  из состояния в со-

стояние с наступлением события. Недиагональные элементы матрицы 0D  – интенсивности переходов 

из состояния в состояние без наступления события; диагональные элементы матрицы 0D  – интенсив-

ности выхода процесса )(t  из своих состояний, взятые с противоположным знаком. 

После каждого зарегистрированного в момент времени kt  события наступает период мертвого 

времени фиксированной длительности T, в течение которого другие события рассматриваемого потока 

являются недоступными наблюдению (теряются). По окончании периода мертвого времени первое 

наступившее событие снова создает период мертвого времени длительности T (непродлевающееся 

мертвое время) и т.д. 

Для наглядности на рис. 1 приведен пример возникающей ситуации, где 1t , 2t , … – моменты 

наступления событий в наблюдаемом потоке; периоды мертвого времени длительности T
 
обозначены 

штриховкой; черными кружками обозначены события полусинхронного потока второго порядка, не-

доступные наблюдению.  

Процесс
 )(t  

является марковским. Поскольку )(t  
является принципиально ненаблюдаемым, 

наблюдаются только моменты времени наступления событий 1t , 2t , …, то )(t  
– скрытый марковский 

процесс или ненаблюдаемый сопровождающий марковский процесс.  

Требуется по наблюдениям 1t , 2t , … за потоком событий на временном интервале ),( 0 tt  оценить 

состояние процесса )(t  (потока) в момент окончания наблюдений t, где 0t  – момент начала наблюде-

ний. Без ограничений общности можно положить 00 t .  
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Рис. 1. Формирование наблюдаемого потока событий 

Fig. 1. Formation of the observed event flow 

 

Для вынесения решения о состоянии процесса )(t  
в момент времени t необходимо определить 

апостериорные вероятности ),,...,|)((),,...,|()|( 11 ttttPtttwtw mimii  , 2 ,1i , того, что в мо-

мент времени t значение процесса it  )(  (m – количество событий потока за время t), при этом 

1)|()|( 21  twtw . Оптимальное оценивание по критерию максимума апостериорной вероятности 

выглядит следующим образом: если )|()|( twtw ji  , 2 ,1, ji , ji  , то оценка состояния процесса 

есть it  )(ˆ , иначе jt  )(ˆ , 2 ,1, ji . 

 

2. Оптимальное оценивание состояний  

полусинхронного потока событий второго порядка 

 

Момент вынесения решения t
 
принадлежит интервалу ),( 1kk tt , ..., ,2 ,1k  между соседними со-

бытиями наблюдаемого потока. Для начального интервала ),( 10 tt  момент t
 
лежит между началом 

наблюдения и первым событием в наблюдаемом потоке. Рассмотрим интервал ),( 1kk tt , значение дли-

тельности которого есть ,1 kkk tt    
... ,1 ,0k . Однако, так как наблюдаемое в момент kt  событие 

порождает период мертвого времени длительности T, то kk T  , где k  – значение длительности 

интервала между моментом окончания периода мертвого времени Ttk   и моментом 1kt , т.е. интервал 

),( 1kk tt  
разбивается на два смежных: полуинтервал ],( Ttt kk   и интервал ),( 1 kk tTt . Отметим, что 

условия нахождения апостериорной вероятности )|( 1 tw   
на данных интервалах разные, так как на по-

луинтервале ],( Ttt kk   поток недоступен наблюдению, а на интервале ),( 1 kk tTt  поток наблюдаем.
 
 

 

2.1. Выражения для апостериорной вероятности в условиях отсутствия мертвого времени 
 

Рассмотрим ситуацию, когда 0T , т.е. мертвое время отсутствует. В работе [11] сформулирован 

алгоритм расчета апостериорной вероятности )|( 1 tw   для данного случая.  

Лемма 1. На временных интервалах ),0( 1t  и ),( 1kk tt , ..., ,2 ,1k  апостериорная вероятность 

)|( 1 tw   удовлетворяет дифференциальному уравнению Риккати: 

 2121211
2

121
1 )|()()|()(

)|(



twtw

dt

tdw
. (1) 

Лемма 2. Апостериорная вероятность )|( 1 tw 
 
в момент

 kt , ..., ,2 ,1k  наступления события по-

лусинхронного потока второго порядка определяется формулой пересчета 

//////////      //////////       //////////  //////////            //////////  //////////      //////////    

 
  

   

… 

                                                              …       

 

  

 

Реализация процесса  

Полусинхронный поток событий второго порядка  … 

                     Схема создания мертвого времени                …

  …...       … 

Наблюдаемый поток событий 
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В [11] показано, что априорная вероятность )|( 0
1 tt  того, что значение процесса 1)(  t  

в мо-

мент времени t
 
при условии, что функционирование потока началось в момент времени 0t , удовлетво-

ряет дифференциальному уравнению  

 2
0

1212
)2(

1112
)1(

11
0

1 )|(])|()|([)|(  ttPPtt . (3) 

Интегрирование уравнения (3) [22] и переход в полученном решении к стационарному случаю  

( t  или 0t ) определяют явный вид априорной финальной вероятности первого состояния 

процесса )(t :
 

 

])|()|(/[ 212
)2(

1112
)1(

1121  PP .  (4) 

Интегрирование уравнения (1) с учетом начального условия приводит к следующей теореме. 

Теорема 1. На временных интервалах ),0( 1t  и ),( 1kk tt , ..., ,2 ,1k   поведение апостериорной ве-

роятности )|( 1 tw   определяется явной формулой 
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w  1 kk ttt , ...; ,1 ,0k  )0|( 1  ktw , ..., ,2 ,1k  задается формулой (2); 

101 )0|(  tw , 1
 
определено в (4).  

 

2.2. Алгоритм оптимального оценивания состояний при непродлевающемся мертвом времени 

 

Вернемся к случаю, когда длительность мертвого времени 0T . Рассмотрим полуинтервал 

],( Ttt kk  , ..., ,2 ,1k  на котором событие потока наступает в граничной точке kt . 

Теорема 2. Поведение апостериорной вероятности )|( 1 tw   на временных полуинтервалах 

],( Ttt kk  , ..., ,2 ,1k  определяется формулой 
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1111
212
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k etwtw


 , (6) 

;Tttt kk   )0|( 1  ktw  задается формулой (2), а 1  – формулой (4). 

Доказательство. В течение периода мертвого времени T полусинхронный поток событий вто-

рого порядка недоступен наблюдению. В этой связи можно заключить, что на полуинтервалах 

],( Ttt kk  , ..., ,2 ,1k  поведение апостериорной вероятности )|( 1 tw   аналогично поведению априор-

ной вероятности )|( 0
1 tt . Разница заключается в определении начального значения )|( 1 tw 

 

в момент 

времени kt  наступления наблюдаемого события потока. Нетрудно показать, что вероятность )|( 1 tw 

 на ],( Ttt kk  , ..., ,2 ,1k  задается уравнением (3) с начальным условием в момент времени kt  наступ-

ления события потока )0|()|( 11  kk twttw , ...,2,1   k . Интегрируя (3), получаем (6). Теорема до-

казана. 

Рассмотрим интервал ),( 1 kk tTt , смежный с полуинтервалом ],( Ttt kk  . На данном интервале 

поток наблюдаем, поэтому вычисление апостериорной вероятности )|( 1 tw   осуществляется по фор-

муле (5); при этом начальное условие для )|( 1 tw 

 

привязывается к моменту времени Ttk  :
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,1 kk ttTt  ...; ,2 ,1k  )|( 1 Ttw k  ,  ..., ,2 ,1k
 
рассчитывается по формуле (6) для Ttt k  .  
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В момент времени kt  наступления события потока, которое порождает период мертвого времени, 

апостериорная вероятность )0|( 1  ktw  рассчитывается по формуле пересчета (2). 

Полученные формулы позволяют сформулировать алгоритм расчета апостериорной вероятности 

)|( 1 tw 

 

( )|(1)|( 12 twtw  ) и алгоритм принятия решения о состоянии процесса )(t  (потока) в 

произвольный момент времени t : 

1) в момент времени 00 t  по формуле (4) вычисляется априорная вероятность

10101 )0|()0|(  twtw ; 

2) в любой момент времени t , 10 tt  , где 1t  
– момент наступления первого наблюдаемого 

события потока, для 0k  вычисляется вероятность )|( 1 tw   по формуле (5); 

3) для 0k  в момент наступления первого наблюдаемого события потока 1t  вычисляется веро-

ятность )0|()|( 1111  twtw  по формуле (5); 

4) k
 
увеличивается на единицу и для 1k  вычисляется )0|( 11  tw  по формуле (2), при этом 

)0|( 11  tw  – начальное условие для )|( 1 tw   в формуле (6) на следующем шаге алгоритма; 

5) для 1k  рассчитывается )|( 1 tw   по формуле (6) для любого t , Tttt  11 ; 

6) для 1k  по формуле (6) вычисляется )|( 11 Tttw  , являющаяся начальным значением для 

)|( 1 tw   
на следующем шаге алгоритма; 

7) для 1k  в любой момент времени t , 21 ttTt  , где 2t  
– момент наступления второго 

наблюдаемого события потока,  вычисляется вероятность )|( 1 tw   по формуле (7); 

8) для 1k  в момент времени 2t  
вычисляется вероятность )0|()|( 2121  twttw  по фор-

муле (7); 

9) алгоритм переходит на шаг 4, затем шаги 4–8 повторяются для 2k  и т.д. 

Параллельно по ходу вычисления апостериорной вероятности )|( 1 tw   в любой момент времени 

t выносится решение о состоянии процесса )(t  по критерию максимума апостериорной вероятности 

[20]: если )|()|( 21 twtw  , то оценка 1)(ˆ  t , иначе 2)(ˆ  t . 

 

3. Результаты статистических экспериментов 
 

Для получения численных результатов был разработан алгоритм вычисления апостериорной ве-

роятности )|( 1 tw   
и проведены статистические эксперименты. На первом этапе алгоритма произво-

дится имитационное моделирование потока [23] в условиях его неполной наблюдаемости. На втором 

этапе на основании полученной выборки моментов наступления наблюдаемых событий 1t , 2t , … осу-

ществляется вычисление апостериорных вероятностей ),|( 1 tw   ;10 ttt   );0|( 1  ktw  ),|( 1 tw   

;Tttt kk   
),|( 1 tw 

 ,1 kk ttTt  
1,  2,  ...,k   а также строятся оценки )(ˆ t  траекторий истин-

ного процесса )(t . 

В качестве иллюстрации на рис. 2 приведена траектория случайного процесса )(t , получен-

ная путем имитационного моделирования; на рис. 3 показана траектория оценки )(ˆ t . Расчеты про-

изведены для следующих значений параметров: 21  , 12  , 21  , 8,02  , 

4,0)|()|( 11
)2(

111
)1(

1  PP , 6,0)|()|( 12
)2(

112
)1(

1  PP ; 1T , 10mT  ед. времени (время мо-

делирования).  

Заштрихованные области на оси времени (см. рис. 3) – области принятия ошибочных решений, т.е. 

это – промежутки времени, на которых оценка )(ˆ t
 
не совпадает с истинным значением процесса )(t . 

На рис. 4 приведена траектория поведения вероятности )|( 1 tw   для данного случая. 
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Рис. 2. Траектория процесса )(t  

Fig. 2. The trajectory of the process )(t  

 
Рис. 3. Траектория апостериорной вероятности 1( | )w t  

Fig. 3. Trajectory of a posteriori probability )|( 1 tw   

 

Рис. 4. Траектория оценки ˆ ( )t  

Fig. 4. Trajectory of estimate ˆ ( )t  

 

Для установления частоты принятия ошибочных решений о состоянии процесса )(t  проведены 

статистические эксперименты, осуществляемые по следующему алгоритму: 1) для фиксированного 

набора параметров 1 , 2 , 1 , 2 , )|( 1
)1(

1  jP , )|( 1
)2(

1  jP , 2 ,1j , T
 
(ед. времени) моделируется 

полусинхронный поток событий второго порядка на заданном отрезке времени ],0[ mT  (отдельная i-я 

реализация (опыт)); 2) осуществляется расчет апостериорной вероятности )|( 1 tw 
 
на заданном от-

резке времени ],0[ mT  по формулам (2), (4)–(7); 3) строится оценка )(ˆ t
 
траектории истинного процесса 

)(t
 
на заданном отрезке ],0[ mT ; 4) определяется для i-го опыта значение id  – суммарной протяжен-

ности интервалов времени, на которых значение оценки )(ˆ t
 
не совпадает с истинным значением про-

цесса )(t ; 5) вычисляется доля ошибочных решений mii Tdp /ˆ  ; 6) осуществляется повторение шагов 

1–5 N
 
раз (

____

,1 Ni  ) для расчета оценки безусловной (полной) вероятности принятия ошибочного ре-

шения о состояниях процесса )(t  на ],0[ mT .  
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Результатом выполнения данного алгоритма является выборка 1p̂ , 2p̂ , …, Np̂  долей ошибочных 

решений в N  опытах, по которой находятся выборочное среднее полной вероятности ошибочного ре-

шения 


N

i
ier p

N
P

1

ˆ
1ˆ  и выборочная дисперсия  






N

i
eri Pp

N
D

1

2)ˆˆ(
1

1ˆ .  

В первом статистическом эксперименте устанавливается зависимость 
erP̂ , D̂  от значения дли-

тельности мертвого времени 6...,,1,0    T  ед. времени. Результаты приведены в табл. 1–3 при значениях 

100mT  ед. времени, 100N  и параметрах 12  , 41  , 12  , 4,0)|()|( 12

)2(

111

)1(

1  PP , 

6,0)|()|( 11

)2(

112

)1(

1  PP . При этом в каждой из последующих таблиц эксперимента значение 

разности 
21   увеличивается на 50% по сравнению с предыдущей. 

T a б л и ц а  1  

Результаты первого статистического эксперимента при 1 2 3     ( 1 4  ) 

T 0 1 2 3 4 5 6 

ˆ
erP  0,1581 0,2373 0,2599 0,2761 0,2880 0,2946 0,2989 

D̂  0,0018 0,0026 0,0030 0,0035 0,0039 0,0041 0,0044 

T a б л и ц а  2  

Результаты первого статистического эксперимента при 1 2 4,5     ( 1 5,5  ) 

T 0 1 2 3 4 5 6 

ˆ
erP  0,1301 0,1915 0,2223 0,2463 0,2585 0,2676 0,2697 

D̂  0,0015 0,0022 0,0027 0,0033 0,0037 0,0041 0,0042 

T a б л и ц а  3  

Результаты первого статистического эксперимента при 1 2 6,75     ( 1 7,75  ) 

T 0 1 2 3 4 5 6 

ˆ
erP  0,0929 0,1554 0,1901 0,2157 0,2284 0,2391 0,2412 

D̂  0,0010 0,0019 0,0022 0,0029 0,0030 0,0035 0,0038 

 

Анализ численных результатов показывает, что при фиксированном значении T оценка ˆ
erP  

уменьшается с увеличением значения разности 21  , что является естественным в силу лучшей раз-

личимости состояний потока. Заметим, что чем больше значение длительности мертвого времени T, 

тем меньше темп улучшения качества оценивания при увеличении значения 21  . При этом при 

фиксированных параметрах потока с ростом значения T качество оценки состояний ухудшается, так 

как происходит увеличение потерь информации о потоке (некоторые события теряются). Отметим, что 

при T  ( t ) апостериорная вероятность )|( 1 tw  , определяемая теоремой 2, стремится к апри-

орной финальной вероятности 1  первого состояния процесса )(t , что является понятным в силу того, 

что периоды наблюдаемости в данном случае практически отсутствуют. 

При данных значениях параметров алгоритм оптимального оценивания состояний потока обес-

печивает достаточно приемлемую оценку безусловной вероятности ошибочного решения, причем вы-

борочная дисперсия данной оценки мала. 

Во втором статистическом эксперименте при 100N , 100mT  ед. времени и параметрах по-

тока 41  , 8,02  , 8,02  , 0)|()|( 11

)2(

111

)1(

1  PP , 1)|()|( 12

)2(

112

)1(

1  PP  рассмат-

ривается зависимость оценки erP̂  от значений параметра 10..,,41     с шагом 0,5. Результаты данного 

эксперимента отражены на рис. 5.  



Л.A. Нежельская, Д.A. Тумашкина 

80 

 

 

Рис. 5. График зависимости ˆ
erP

  
от 1  при 1T  , 3T  , 5T   

Fig. 5. ˆerP
  

as a function of 1  at 1T  , 3T  , 5T   

 

Анализируя полученные результаты, можно заключить, что при данных значениях параметров 

потока качество оценивания улучшается с ростом значения параметра 1  (в силу лучшей различимости 

состояний при больших значениях 1 2   ) и заметно ухудшается при увеличении значения длитель-

ности мертвого времени T (в силу увеличения потерь информации о потоке при больших значениях T). 
 

Заключение 
 

В настоящей работе приведены формулы для расчета апостериорных вероятностей )|( 1 tw  , 

)|( 2 tw   состояний полусинхронного потока событий второго порядка в условиях непродлевающегося 

мертвого времени. На основании полученных формул разработан алгоритм оптимального оценивания 

состояний потока (процесса )(t ) в произвольный момент времени t на основании выборки моментов 

наступления событий 1t , …, mt  
в наблюдаемом потоке, обеспечивающий минимум полной вероятности 

ошибки вынесения решения. Алгоритм реализован на языке программирования С# в среде Visual  

Studio 2013. На имитационной модели проведены статистические эксперименты для установления ча-

стоты ошибочных решений о состоянии случайного процесса )(t , численные результаты которых не 

противоречат физической интерпретации и иллюстрируют приемлемую оценку полной вероятности 

ошибки оценивания и достаточно малую выборочную дисперсию. 
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We solve the optimal estimation problem for the states of a semi-synchronous events flow of the second order. We consider the 

stationary operation mode of the flow in conditions of an unextendable dead time, i.e. after each registered event at the moment kt , 

there is a dead time period of fixed duration T, during which other events of the considered flow are inaccessible to observation. At the 

end of the dead time period, the first event that occurred again creates a period of dead time, etc. 

The accompanying random process of the flow is a piecewise constant process ( )t  with two states: if 1( )t   , then there is the 

first process state, if 2( )t   ,  then there is the second one. The process is unobservable in principle, and we can only observe 

moments 1t , 2t , …, when events occur in the flow. We have to estimate the state of the process ( )t  (flow) at moment t when the 

observations have stopped by observations 1t , 2t , … of the events flow over the time interval 0( , )t t , where 0t
 
denotes the beginning 

of observations. 

The optimal estimation of states is performed using the maximum method of a posteriori probability. To make the decision regarding the 

state of the process ( )t
 
at the moment t, we have to determine posterior probabilities 1 1( | ) ( | ,..., , ) ( ( ) | ,..., , ),i i m i mw t w t t t P t t t t        

1,  2i  , that at the moment t the value of the process ( ) it    (m is the number of events per time t), wherein 1 2( | ) ( | ) 1.w t w t     

The optimal estimation is as follows: if ( | ) ( | )i jw t w t   , , 1,  2i j  , i j , then the estimate of the process state is ˆ ( ) it   , 

otherwise ˆ ( ) jt   , , 1,  2i j  . 

In the paper we find an explicit form for posterior probabilities on the intervals of the flow observability and unobservability. Based 

on these formulas, the algorithms have been obtained for calculating the posterior probability 1( | )w t  

 

( 2 1( | ) 1 ( | )w t w t    ) and 

for deciding on the state of the process ( )t  at an arbitrary moment t. The algorithms were implemented by C# programming language 

in Visual Studio 2013. Statistical experiments were conducted on the imitational model to establish the frequency of making erroneous 

decisions about the state of the process ( )t , the numerical results of which are given in the paper and illustrate an acceptable estimate 

of the total probability of making the erroneous decision. 

 

Keywords: semi-synchronous event flow of the second order; unextendable dead time; optimal state estimation; posterior probabilities; 

maximum method of a posteriori probability. 
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THE SENSITIVITY FUNCTIONALS IN THE BOLTS PROBLEM  

FOR MULTIVARIATE DYNAMIC SYSTEMS 

DESCRIBED BY INTEGRAL EQUATIONS WITH DELAY TIME 
 

The variational method of calculation of sensitivity functionals (connecting first variation of quality functionals with 

variations of variable parameters) and sensitivity coefficients (components of vector gradient from the quality func-

tional to constant parameters) for multivariate non-linear dynamic systems described by continuous vectorial Volterra’s 

integral equations of the second-kind with delay time is developed. The presence of a discontinuity in an initial value 

of coordinates and dependence the initial and final instants and magnitude of delay time from parameters are taken into 

account also. The base of calculation is the decision of corresponding integral conjugate equations for Lagrange’s 

multipliers in the opposite direction of time. 

Keywords: variational method; sensitivity functional; sensitivity coefficient; integral equation; conjugate equation;  

delay time. 

 

The sensitivity functional (SF) connect the first variation of quality functional with variations of variable 

and constant parameters and the sensitivity coefficients (SC) are components of vector gradient from quality 

functional according to constant parameters. Sensitivity coefficients are components of SF. 

The problem of calculation of SF and SC of dynamic systems is principal in the analysis and syntheses 

of control laws, identification, optimization, stability [1–25]. The first-order sensitivity characteristics are 

mostly used. Later on we shall examine only SC and SF of the first-order. The most difficult are the distributed 

objects which are described by the dynamic equations with delays and in partial derivatives [2, 10, 11, 13, 17, 

18, 20, 23–25]. 

Consider a vector output )(ty  of dynamic object model under continuous time ],,[ 1
0 ttt   implicitly 

depending on vectors parameters  ),(~ t  and functional I  constructed on )(ty  under ],[ 1
0 ttt  . The first 

variation I  of functional I  and variations )(~ t  are connected with each other with the help of a single-line 

functional – SF with respect to variable parameters )(~ t :  

1

0

)(~)()(~

t

t

t dtttVI . SC with respect to constant 

parameters   are called a gradient of I  on  : IddI T
)/( . SC are a coefficients of single-line rela-

tionship between the first variation of functional I  and the variations   of constant parameters  : 




 





m

j
j

j

T I
ddIII

1

)/()( .  

The direct method of SC calculation (by means of the differentiation of quality functional with respect 

to constant parameters) inevitably requires a solution of cumbersome sensitivity equations to sensitivity func-

tions )(tW . )(tW  is the matrix of single-line relationship of the first variation of dynamic model output with 

parameter variations  )()( tWty . For instance, for functional  

1

0

),),((0

t

t

dtttyfI  we have following SC 

vector (row vector): dtftWyfddI
t

t

]/)()/[(/ 00

1

0

  . For obtaining the matrix )(tW  it is necessary  

to decide a bulky system equations – sensitivity equations. The j -th column of matrix )(tW  is made of  
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the sensitivity functions jdtdy /)(  with respect to component j  of vector  . They satisfy a vector equation 

(if y  is a vector) resulting from dynamic model (for y ) by derivation on a parameter j . 

To variable parameters such a method is inapplicable because the sensitivity functions exist with respect 

to constant parameters. 

For relatively simply classes of dynamic systems it is shown that in the SC calculation it is possible to 

get rid of deciding the bulky sensitivity equations due to the passage of deciding the conjugate equations – 

conjugate with respect to dynamic equations of object. Method of receipt of conjugate equations (it was offered 

in 1962) is cumbersome, because it is based on the analysis of sensitivity equations, and it does not get its 

developments.  

Variational method [7], ascending to Lagrange’s, Hamilton’s, Euler’s memoirs, makes possible to sim-

plify the process of determination of conjugate equations and formulas of account of SF and SC. On the basis 

of this method it is an extension of quality functional by means of inclusion into it object dynamic equations 

by means of Lagrange’s multipliers and obtaining the first variation of extended functional on phase coordi-

nates of object and on interesting parameters. Dynamic equations for Lagrange’s multipliers are obtained due 

to set equal to a zero (in the first variation of extended functional) the functions before the first variations of 

phase coordinates. Given simplification first variation of extended functional brings at presence in the right 

part only parameter variations, i.e. it is got the SF. If all parameters are constant that the parameters variations 

are carried out from corresponding integrals and at the final result in obtained functional variation the coeffi-

cients before parameters variations are the required SC. Given method was used in [21] for dynamic systems 

described by ordinary continuous Volterra’s of the second-kind integral and integro-differential equations (the 

Lagrange problem) and in [22] for dynamic systems described by ordinary continuous general Volterra’s of 

the second-kind integral equations (the Bolts problem). In this article the variational method of account of SC 

and of SF develops more general (on a comparison with papers [23–25]) continuous many-dimensional non-

linear dynamic systems circumscribed by the vectorial non-linear continuous more common Volterra’s of the 

second-kind integral equations with delay time. The more common quality functional (the Bolts problem) is 

used also. 

 

1. Problem statement 

 

We suppose that the dynamic object is described by system of non-linear continuous Volterra’s of the 

second-kind integral equations (IE) with delay time   [17. P. 75] 

 1
00 ,),),(~),(),(,(),,),(~()(

0

tttdssssysytKtttrty
t

t

  , (1)  

 

 0,),,),(~()( 00 tttttty , 

)(),(),( 11
00  tttt . 

Here: initial 0t  and final 
1t  instants and also the delay time   are known functions of constant parameters  . 

 ),(~ t  are a vector-columns of interesting variable and constant parameters; y  is a vector-column of phase 

coordinates; )(r , )(K , )(  are known continuously differentiated limited vector-functions. The phase coor-

dinate y  in an index point  0t  makes a discontinuity, if certainly  )( 0ty )0( 0 ty  ),,),(~( 000 tttr  

0 0 0( 0) ( ( ), , )y t t t      . At the expense of it the right member of the IE (1) (the magnitude of a phase 

coordinates y ) is continuous in points ,2,1,0  nnt . 

Variables )(t  at each current moment of time t  are connected with phase coordinates )(ty  by known 

transformation 

 ],[),,),(~),(()( 1
0 ttttttyt  ,  (2) 

where )(  – also continuous, continuously differentiable, limited (together with the first derivatives) vector-
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function. Equation (2) is often known as model of a measuring apparatus. The required parameters  ),(~ t  are 

inserted also in it. A dimensionalities of vectors y  and   can be various. 

The quality of functioning of system it is characterised of functional 

 ),),((),),(~),(()( 11
1

1

0

0 ttIdttttfI
t

t

   (3) 

depending on )(~ t  and  . The conditions for function )(),( 10  If  are the same as for )(K , )(r , )( . With 

use of a functional (3) the optimization problem (in the theory of optimal control) are named as the Bolts 

problem. From it as the individual variants follow: Lagrange’s problem (when there is only integral compo-

nent) and Mayer’s problem (when there is only second component – function from phase coordinates at a 

finishing point).  

With the purpose of simplification of appropriate deductions with preservation of a generality in all 

transformations (1)–(3) there are two vectors of parameters  ),(~ t . If in the equations (1)–(3) parameters are 

different then it is possible formally to unit them in two vectors  ),(~ t , to use obtained outcomes and then to 

make appropriate simplifications, taking into account a structure of a vectors  ),(~ t . 

By obtaining of results the obvious designations:  

0( ) ( ( ), , , ), ( , ) ( , ( ), ( ), ( ), , )r t r t t t K t s K t y s y s s s        , 

),,),(~),(()(),,),(~()( tttytttt  ),),(()(),,),(~),(()( 11
1

1
100 ttItItttftf   

are used.  

It is shown also that the variation method without basic modifications allows to receive SF 

 


)/)(()(~))(~/)(()(~)()( 11

1

0

ddIttddIdtttVI
t

t

 in relation to variable and constant  

parameters. 

   

2. Variational method at use of models (1)–(3) 

 

Complement a quality functional (2) by restrictions-equalities (1) by means of Lagrange’s multipliers 

)(t , ],[ 1
0 ttt  ; ],[),( 00 tttt   (column vectors) and get the extended functional 

 

1
0

0 0 0

( ) ( ) [ ( ) ( , ) ( )] ( )[ ( ) ( )]

tt t

t t t

I I t r t K t s ds y t dt t t y t dt 



            ,  (4) 

 

which complies with )(I  when (1) is fulfilled. Take into account the form of functional I , change an order 

of integrating in double integral inside of triangular area (see fig. 1) 













   dtdstsAdtdsstA
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t

t

t

t

t

t

t

1

0

11

0 0

),(),(i.e.  
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t

t

t

T
t

t

t

t

T
  

1

0

1

0

1

0

),()(),()(   (5) 

and then extended functional (4) accepts a form: 

 

1

0

1
0

0

1
1 0( ) { ( ) ( )[ ( ) ( )]

( ) ( , ) } ( )[ ( ) ( )]

t
T

t

tt
T T
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I I t f t t r t y t

s K s t ds dt t t y t dt



     

     



 

.  (6) 
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Fig. 1. Triangular area and order

of an integration

t
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1t

1t
t

0t

s
1t

1t

 

Find the first variation for I  with respect to )(ty  and to )(~ t ( ),[ 1
0 ttt  ), )(~ 1t ,   taking account: 

1) continuity solution of IE (1) in singular points: ,2,1),0()0( 00  nntynty ,  2) dependence 

the right member of IE (1) on )(ty  and on )( ty , 3) interconnection (3) between )(t  and )(ty , )(~ t ,  , 

4) dependence 0t , 
1t ,  , )( 1

1 tI  on   (i.e. )(00  tt , )(11  tt , )( , ),),(()( 11
1

1
1 ttItI  ): 
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Here )(
)(

)(

)(

)( 1

1

1

1

1
1 t

ty

t

t

tI









. )(1 z  – single function: it is equal to zero under negative values of argument and 

is equal to unit under positive values z . The appropriate addends with single function are absent in (7) if  

the singular point 0t  is outside of an interval ],[ 1
0 tt . The argument )0( 0 t  in appropriate functions 

designates that the function undertakes to the left of a point 0t  and the argument )0( 0 t  is similar 

specifies that the function undertakes to the right of a point 0t . 

Out of object equation (1) we calculate the first variation )( 1ty  (variation, included in the first addend 

of (7)) 
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Then the first variation (7) obtains the following form:  

 IIIII
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For union of integrals with identical variations y  we shift back interval of an integration on magnitude 

  in integral with )(  ty  (in this connection the argument in integrand thus will increase on  ) and obtain 

a following result: 
1 1
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Here for compact writing the single function )(1 z  (which equals to zero by negative value z ) is intro-

duced. In this connection such variants are taken into account when instant 1t    is found inside and outside 

of interval of system operating period ],[ 1
0 tt .  

We substitute this formula in the first variation (10), join components with identical variations and  

obtain that  
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In a variation (14) we equate with zero factors before variations of phase coordinates y  and discover: 

the conjugate equations for basic Lagrange’s multipliers )(t  
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  , 
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0 ttt  , (15) 

and equation of account of Lagrange’s multipliers )(t  appropriate to initial function of integral equations 

with delay time (1) 
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  , 00 ttt  . (16) 

 

These equations are decided in the opposite direction of time (from 
1t ). 

From the conjugate equations (15), (16) it is possible to remove single function and to add them a cus-

tomary aspect.  

If 
11

0 ttt  , i.e. length of an interval ],[ 1
0 tt  transcends magnitude of a delay time  , then: 
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If 0
1 tt  , i.e. the magnitude of delay   transcends length of an interval ],[ 1

0 tt , (in this case magni-

tude 0t  transcends 1t  – goes out for an interval of object work): 
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As a result three components of the first variation IIII
tt  

)1(~)(~  of functional (3) in relation 

to variables )(~ t  and constant parameters )(~ 1t ,  , are presented accordingly by formulas (11), (12) and 

(13). 

This result is more common in relation to appropriate results of works [17, 21–25]. An additional im-

portant summand ),),(( 11
1 ttI   in a quality functional I  and dependence ,, 1

0 tt  from   are taken into 

account. 

Example 2.1. (The integral equations without delay time [22]). We shall consider an object model as 

ordinary non-linear continuous vector of Volterra’s of the second-kind integral equations with variable and 

constant parameters )(~ t ,  : 
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This result is more common in relation to appropriate results of works [7–9] and certainly agrees with 

result in [10]. An additional important summand ),),(( 11
1 ttI   in a quality functional I  and dependence 

,, 1
0 tt  from   are taken into account. 

Example 2.2. (The differential equations with delay time). Consider that the dynamic object is  

described by system of non-linear continuous differential equations with delay time and with variable and 

constant parameters )(~ t ,  :  
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In an index point 0t  the phase coordinates y  can have a break: ),),(~(),( 000 ttty  . 

We transform model (17) in Volterra’s integral equation of the second genus with delay time (1) 
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These results it is possible to represent in more customary (for differential equations) form. After change 

of variables:  
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Conclusion 

 

The merit of variational method is applicability of its both for calculation of SF and SC. Besides  

the equations for Lagrange’s multipliers remain without change. 

Variables and constant parameters are present also at model of the measuring device and at generalized 

quality functional for system (the Bolts problem). In a basis of calculation of sensitivity functionals the deci-

sion of the integrated equations of model in a forward direction of time and obtained integrated equations  

for Lagrange's multipliers in the opposite direction of time lays. 

Variation method of calculation of SF and SC allows a generalization on objects described by vectorial 

Volterra’s second-kind integro-differential equations with delay time.  

Results are applicable at design of high-precision systems and devices. 

This paper continues research in [17, 21–25].  
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Работа выполнена при частичной финансовой поддержке фонда РФФИ (проект № 17-07-00177). 

 

Работа посвящена вычислению предельного распределения в модели одноканальной RQ-системы в предполо-

жении, что интенсивности входного потока и обслуживания зависят от числа заявок на орбите. Эти вычисления 

основаны на решении системы стационарных уравнений Колмогорова–Чепмена для процесса, описывающего 

RQ-систему, и предельном распределении процесса гибели и рождения с произвольными интенсивностями 

гибели и рождения. 

Ключевые слова: RQ-система; процесс гибели и рождения; стационарные уравнения Колмогорова–Чепмена. 

 

В монографии [1] приведен подробный обзор результатов по расчету RQ-систем массового об-

служивания. Исследование стабильности случайных процессов, описывающих RQ-системы, прове-

дено в [2, 3]. В [4] и последующих работах исследование RQ-систем продолжено в направлении их 

асимптотического анализа. Однако остаются не вполне исследованными возможности точного вычис-

ления стационарного распределения в различных RQ-системах, особенно если их характеристики  

зависят от числа заявок на орбите. 

Настоящая работа посвящена поиску точных решений этой задачи в символьном виде для от-

дельных моделей RQ-систем. В ее основе лежат стационарные уравнения Колмогорова–Чепмена для 

марковских процессов, описывающих RQ-системы. Для поиска этих решений используются известные 

стационарные распределения процессов гибели и рождения [5]. С помощью полученных формул уда-

ется получить необходимые условия существования стационарных распределений в RQ-системах и 

построить аналоги коэффициентов загрузки в них. 

 

1. Основные результаты 

 

Следуя [4], рассмотрим RQ-систему, описываемую марковским процессом ( ( ), ( )),k t i t  где ( )i t  –  

число заявок на орбите RQ-системы, ( )k t характеризует состояние обслуживающего устройства: 

( ) =1,k t  если устройство обслуживает очередную заявку, ( ) = 0,k t  если оно по каким-либо причинам 

простаивает. Если прибор свободен, то интенсивность ухода заявки с орбиты равна i  и зависит от 

числа заявок i на орбите, 0 = 0.  Если прибор занят, то интенсивность ухода заявки с орбиты равна 

нулю (заявка мгновенно уходит с орбиты и возвращается на нее). Интенсивность обслуживания заявки 

на приборе равна ,i  а интенсивность входного пуассоновского потока равна ,i  где 0i   – число 

заявок на орбите. 

В работе рассматриваются две модели ухода заявок с орбиты: = , = , > 0.i i i i     Первая 

модель предполагает, что на орбите формируется очередь заявок, ждущих перехода на прибор, а уйти 

на прибор может только первая заявка очереди. Вторая модель предполагает, что все заявки на 

орбите независимо друг от друга могут перейти на прибор. Для таких моделей выводятся явные 

формулы вычисления стационарных вероятностей и необходимые условия существования этих 

вероятностей. 
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Обозначим  

1
0

=1

( )
= , = , 0, =1, = , > 0.

i
i i i i i l

i i i
li i l

i i       
     

  
 

Пусть ( , ), , = 0,1,...,p k i k i  предельное распределение процесса ( ( ), ( )), 0.k t i t t    

Теорема 1.  Предельное распределение ( , )p k i  удовлетворяет равенствам  

 
1

=0

(0, ) = (0,0) , (1, ) = (0, ) , 0, (0,0) = (1 ) .i i i i
i

p i p p i p i i p


 

       
 (1) 

Если марковский процесс ( ( ), ( )), 0,k t i t t   является эргодическим, то  

 
=0

(1 ) < .i i
i



     (2) 

Доказательство. Переходные интенсивности RQ-системы с одним обслуживающим 

устройством определяются рис. 1. 

 
 

Рис. 1. Граф переходных интенсивностей RQ-системы 

Fig. 1. Transient RQ-system intensity graph 

 

Выпишем систему уравнений Колмогорова–Чепмена для данной системы обслуживания, 

используя рис. 1:  

 0 0(0,0) = (1,0) ,p p   (3) 

 (0, )( ) = (1, ) , > 0,i i ip i p i i     (4) 

 0 0 0 1(1,0)( ) = (0,0) (0,1) ,p p p       (5) 

  1 1(1, )( ) = (0, ) (0, 1) (1, 1) , > 0.i i i i ip i p i p i p i i            (6) 

Из формулы (3) находим:  

 0

0

(1,0) = (0,0) .p p



 (7) 

Из формулы (4) получаем:  

 (1, ) = (0, ) , > 0.i i

i

p i p i i
  


 (8) 

Из формул (5), (7) следует, что  

0 0 0
0 1

0

( )
(0,0) = (0,0) (0,1)p p p

   
  


, 

и значит 

 0 0 0
1

0

( )
(0,1) = (0,0) .p p

   



 (9) 

Из формул (6), (8) следует, что  

 1 1 1
1

1

( ) ( )
(0, ) = (0, 1) (0, 1) , > 0.i i i i i i

i i
i i

p i p i p i i  




        
      

  
 (10) 
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Перепишем формулы (7) – (10) в виде: 

 0 1 1 1(0,0) = (0,1) , (0, )( ) = (0, 1) (0, 1) , > 0,i i i ip p p i p i p i i            (11) 

  (1, ) = (0, ) , 0.ip i p i i   (12) 

Тогда из формул (11), (12) (см.: [5. Гл. 7, § 4]) следуют равенства (1). Таким образом, если марковский 

процесс ( ( ), ( )), 0,k t i t t   эргодический, то выполняется неравенство (2).   

Следствие. Если марковский процесс ( ( ), ( )), 0,k t i t t   является эргодическим, то, используя 

результаты статьи [6], можно доказать, что стационарные пуассоновские потоки заявок, уходящих 

из RQ-системы, поступающих с орбиты на свободный прибор, поступающих на орбиту, имеют 

следующие интенсивности:  

1 2 3
=0 =0 =0

= (1, ) , = (0, ) , = (1, ) .i i i
i i i

p i p i p i
  

         

 

2. Примеры 

 
Модель 1. Рассмотрим введенную в [7] модель RQ - системы:  

0, , 0, , > 0, = 0.i i ii i            

Из теоремы 1 следует, что  

 

1

0
0 0(0,0) = 1 (1 ) , (1,0) = (0,0) ,p p p


 

         
 (13) 

  

1

0(0, ) = (0,0) , (1, ) = (0, ) , > 0,

i

p i p p i p i i


  

 
  

 (14) 

где  

1 2
0

0 0 0

( )
= , = , = , > 0, = , = , =1.

i

i i i i


          

          
      

 

Следовательно, в соответствиИ с формулами (13), (14) необходимым условием эргодичности 

процесса ( ( ), ( )), 0,k t i t t   является соотношение  

 
2( )

= = <1.
      


   

 (15) 

В [3] доказано, что неравенство (15) является достаточным условием эргодичности марковского 

процесса ( ( ), ( )), 0.k t i t t   

Модель 2. Рассмотрим теперь еще один интересный для приложений частный случай, когда

, , =i i i i         [7]. В этом случае  

 
2

0 0
=1

( 1)
= 1, = , = , = , > 0,

i

i i
l

l i
i

l l

       
            

 (16) 

и выполняются равенства (1). 

Исследуем условие (2) сходимости ряда 
=0

(1 ),i i
i



    являющееся необходимыми для 

эргодичности марковского процесса ( ( ), ( )), 0.k t i t t  Этот ряд сходится тогда и только тогда, когда 

сходится ряд  

2

=1 =1 =1=1 =1

( 1) 1
= = 1 1 .

i i

i i
i i il l

i l i

l l l
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Необходимым условием сходимости ряда 
=0

,i i
i



   является неравенство < .   Докажем 

достаточность этого условия. Пусть < ,   определим L  условием 1 = <1,a
L

  
 

  
 тогда  

= 1 = 1=1

1 < .
L

i L
i i

i L i Ll

i
a

l

 


 

     
       

   
 

Таким образом, ряд 
=0

(1 )i i
i



    сходится при < .   Автором статьи [3] в устном докладе 

отмечено, что неравенство <   является достаточным условием эргодичности марковского процесса 

( ( ), ( )), 0.k t i t t   

 

Заключение 

 

Особенностью полученных в работе результатов является возможность рассчитывать распреде-

ление в марковской модели RQ-системы при достаточно произвольных зависимостях интенсивностей 

входного потока и обслуживания от числа заявок на орбите. Это позволяет рассматривать различные 

механизмы адаптации RQ-системы к текущему числу заявок на орбите, а также ставить и решать раз-

личные оптимизационные задачи.  
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This paper is devoted to the search for exact solutions of the considered problem in symbolic form for individual models of  

RQ-systems. It is basing on the stationary Kolmogorov-Chapman equations for Markov processes describing RQ-systems. With  

the help of the obtained formulas, it is possible to obtain the necessary conditions for the existence of stationary distributions in  

RQ-systems and to construct analogues of loading coefficients in them. 

Сonsider the RQ-system described by the Markov process ( ( ), ( )),k t i t  where ( )i t  is the number of customers in the orbit of the 

RQ-system, ( )k t  characterizes the state of the server, ( ) = 1,k t  if it serves the customer, ( ) = 0,k t  if it is idle for any reason. If the 

server is free, the intensity i  of the withdrawal of the customer from the orbit depends on the number i of customers in orbit 0 = 0.  

If the server is occupied, the intensity of the withdrawal of the customer from orbit is zero  (the customer instantly goes out of orbit 

and returns to it). The service intensity of the customer on the server is equal to ,i  and the intensity of the input Poisson flow is equal 

to ,i  where 0i   is the number of customers. 
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The paper considers two models of customers leaving the orbit: = , = , > 0.i i i i     First model assumes that a queue of 

customers waiting for the transition to the server is formed in the orbit, and only the first customer of the queue can go to the server. 

The second model assumes that all customers in orbit can independently switch to the server. For these models, explicit formulas for 

calculating stationary probabilities and the necessary conditions for the existence of these probabilities are derived. 

Denote 

1
0

=1

( )
= , = , 0, =1, = , > 0.

i
i i i i i l

i i i
li i l

i i       
     

  
 

Assume that ( , ), , = 0,1,...,p k i k i  is the limit distribution of the process ( ( ), ( )), 0.k t i t t   

Theorem. The limit distribution ( , )p k i  satisfies the equalities 

1

=0

(0, ) = (0,0) , (1, ) = (0, ) , 0, (0,0) = (1 ) .i i i i
i

p i p p i p i i p


 

      
 

 

If Markov process ( ( ), ( )), 0,k t i t t   is ergodic, then  

=0

(1 ) < .i i
i
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СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ РЕАЛИЗАЦИЙ ДЕКОДЕРОВ БЧХ-КОДА  

С ПАРАМЕТРАМИ (15, 7, 5) НА ПЛИС 

 

Работа выполнена в рамках гранта РФФИ № 18-47-700010 р_а от 07 июня 2018 г. 

 

Рассматриваются реализации табличного и циклического методов декодирования для исправления двукратных 

независимых ошибок с длиной кодового слова 15 бит и длиной информационного блока 7 бит на основе  

программируемой логической интегральной схемы (ПЛИС). Описаны способы увеличения быстродействия 

реализуемых устройств за счет применения параллельной структуры и матричного алгоритма деления полино-

мов. Приведено сравнение по быстродействию различных реализаций декодеров с применением табличного и 

циклического методов декодирования. Установлено, что при реализации циклического метода минимальное 

время декодирования входной кодовой комбинации можно уменьшить до 12 нс. 

Ключевые слова: помехоустойчивый код; код Боуза–Чоудхури–Хоквингема; табличный метод декодирова-

ния; циклический метод декодирования; аппаратная реализация; ПЛИС. 

 

В современном мире большие объемы данных передаются по различным каналам связи. В про-

цессе передачи существует вероятность возникновения ошибок в данных, вызванных влиянием окру-

жающей среды. Для обнаружения и исправления таких ошибок используются помехоустойчивые коды. 

Наиболее часто встречающимися в данной области являются коды Боуза–Чоудхури–Хоквингема 

(БЧХ) [1, 2], которые относятся к широкому классу циклических кодов и способны обнаруживать и 

исправлять большое количество независимых ошибок в принимаемой комбинации. Область примене-

ния кодов БЧХ охватывает широкий спектр систем передачи данных: системы цифрового телевидения 

(стандарты DVB-S2X, DVB-C2) [3], единую европейскую систему связи, сотовую и космическую 

связь, системы автоматизации производства, системы пейджинговой связи (POCSAG, БЧХ-код (31,21)) 

[4]. Коды БЧХ можно использовать не только для промышленных целей, но и для военных, например 

для систем кодирования–декодирования информации, передаваемой с беспилотных летательных аппа-

ратов (БПЛА).  

Во многих таких стандартах передачи данных применяются коды большой длины (от 1 024 бит), 

однако коды малой длины (до 31) и с корректирующей способностью до 2–3 бит также могут быть 

востребованными в системах с передачей небольших пакетов команд или данных, а также при разра-

ботке собственных протоколов. Так, коды длиной до 15 бит используются в системах автоматизации 

производства или в БПЛА [5]. Однако для одного и того же БЧХ-кода существуют разные подходы к 

реализации, которые будут отличаться по быстродействию и аппаратным затратам, что требует допол-

нительного исследования.  

 

1. Обзор существующих алгоритмов 
 

В системах связи при передаче данных используется два устройства — кодер и декодер, которые 

находятся на отправляющей и принимающей стороне соответственно. Алгоритмы декодирования 

имеют свои особенности и различаются по степени сложности реализации. Одними из простых  

методов декодирования являются: табличный, основанный на применении таблицы предвычисленных 
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синдромов ошибок, и циклический, основанный на проверке веса остатка от деления кодового слова 

на образующий полином [6].  

 

1.1. Табличный метод декодирования 

 

Наиболее простым в реализации методом декодирования является табличный метод. Он приме-

ним как для нециклических, так и для циклических помехоустойчивых полиномиальных кодов. Такие 

коды строятся на основе образующих полиномов, которые должны удовлетворять следующим усло-

виям: 1) расстояние Хэмминга должно удовлетворять условию min 2 1d t  , где t – корректирующая 

способность кода; 2) синдромы ошибок кратности t должны быть уникальными. Основой метода явля-

ется наличие таблицы, в которой хранятся все возможные значения шаблонов ошибок до кратности t. 

Адресами шаблонов ошибок являются синдромы ошибок. Имея такую таблицу, процесс декодирова-

ния сводится к следующему алгоритму:  

1. Формируются все варианты шаблонов ошибок заданной кратности t. 

2. Осуществляется процесс деления шаблона ошибки на образующий полином с целью получе-

ния остатка. 

3. Остаток, полученный на этапе 2, является адресом для соответствующего делимого (шаблона 

ошибки). 

Процесс декодирования имеет следующую последовательность этапов: 

1. Входная кодовая комбинация делится на образующий полином.  

2. По остатку от деления, полученному на этапе 1, выбирается шаблон ошибки из таблицы. 

3. Выбранный шаблон суммируется по модулю 2 («исключающее или») с входной кодовой ком-

бинацией.  

4. Результатом сложения является исправленное кодовое слово. 

Преимуществами данного метода являются простота его реализации и отсутствие необходимо-

сти выполнения циклических сдвигов кодовой комбинации, в отличие от циклического метода деко-

дирования.  

Основным недостатком данного метода является то, что при увеличении длины входной кодовой 

комбинации и корректирующей способности кода таблица будет расти согласно выражению 2k n  где 

k – длина контрольного блока сообщения; m – длина информационного блока сообщения; n – длина 

всей кодовой комбинации ( n m k  ). 

 

1.2. Циклический метод декодирования 

 

Коды Боуза–Чоудхури–Хоквингема относятся к классу циклических кодов, поэтому для их де-

кодирования можно применить циклический метод.  

Алгоритм, реализующий циклический метод, заключается в следующем: 

1. Производится деление по модулю 2 входной кодовой комбинации на образующий многочлен 

с целью получения остатка от деления. 

2. Проверка условия, что вес остатка (w – количество единиц в комбинации) должен быть 

меньше или равен количеству исправляемых декодером ошибок ( w t ). 

3. Если условие не выполняется, то необходимо осуществить циклический сдвиг входной кодо-

вой комбинации влево на 1 бит и вернуться к пункту 1, иначе – перейти к пункту 4. 

4. Если условие w t  выполняется, то необходимо произвести суммирование кодовой комби-

нации с остатком и получить исправленную кодовую комбинацию. 

5. Если кодовая комбинация была циклически сдвинута влево, то необходимо исправленную 

комбинацию циклически сдвинуть на такое же количество бит вправо. 

6. Если осуществлено 1n   циклических сдвигов, но условие w t  не выполнено, то регистри-

руется неисправимая ошибка. 
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Преимуществом данного метода является возможность распараллеливания промежуточных эта-

пов декодирования для достижения наибольшего быстродействия декодера. 

Недостатком данного метода является зависимость времени выполнения декодирования кодовой 

комбинации от позиции ошибки. Также при увеличении степени параллелизма устройства растет ко-

личество занимаемых логических ячеек ПЛИС. 

 

2. Реализации декодеров 

 

В данной работе приведены различные варианты реализации декодера БЧХ-кода на ПЛИС  

семейства Altera Cyclone III с применением языка описания аппаратуры Verilog [7]. Моделирование 

процесса декодирования проводилось в САПР Quartus II 9.1 service pack 2.  

Рассматриваемый код БЧХ имеет следующие параметры: 

– n = 15 – длина входной кодовой комбинации; 

– m = 7 – длина информационного блока сообщения; 

– k = 8 – длина контрольного блока сообщения; 

– t = 2 – количество исправляемых кодом ошибок; 

– d = 5 – максимальное расстояние по Хэммингу между двумя комбинациями; 

– g(x) – 111010001 – образующий полином. 

Реализации методов декодирования БЧХ-кода с такими параметрами встречаются во многих 

научных трудах [1, 8–15]. В связи с этим в данной работе приводится сравнение реализаций различных 

методов декодирования на примере кода БЧХ (15, 7, 5). 

Далее приведены реализации табличного и циклического методов декодирования. Для достиже-

ния большего быстродействия осуществлены модификации с применением параллельной структуры и 

заменой классического алгоритма деления входной кодовой комбинации на образующий полином на 

матричный. 

 

2.1. Реализация табличного метода декодирования с классическим делением полиномов 

 

Реализация табличного метода декодирования занимает малое количество логических ячеек и 

имеет высокую скорость работы устройства. Однако для хранения самой таблицы шаблонов необхо-

димо использование памяти ROM. Это также увеличивает сложность разработки декодера за счет необ-

ходимости вычисления таблицы шаблонов ошибок, о чем упоминалось ранее.  

На рис. 1 представлена схема, которая используется [1] для реализации процедуры деления вход-

ной кодовой комбинации на образующий полином. Этот процесс обычно реализуется посредством ли-

нейного регистра обратной связи (ЛРОС), который представляет собой итеративный процесс, на вы-

полнение которого необходимо тактов не меньше, чем длина кодового слова, – количество тактов не 

может быть меньше 2n.  

 
Рис. 1. Схема реализации линейного регистра обратной связи (ЛРОС) 

Fig. 1. Scheme of implementation of the linear feedback register (LROS) 

 

На рис. 2 представлена структурная схема реализации табличного метода декодирования, в со-

ответствии с которой будет реализован декодер на ПЛИС. Схема содержит два вычислительных блока 

и блок памяти, в котором хранится таблица шаблонов ошибок.  
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Рис. 2. Структурная схема реализации табличного метода декодирования 

Fig. 2. Structural scheme of implementation of the tabular method of decoding 
 

По результатам тестирования для выполнения процесса декодирования необходимо 36 тактов  

с частотой 275,2 МГц (реализация № 1 в таблице), из которых 30 тактов – это процедура деления вход-

ной кодовой комбинации на образующий полином. За 6 тактов происходит выбор необходимого син-

дрома ошибки из таблицы, записанной в память, и сложение выбранного шаблона с кодовой комбина-

цией. Данная реализация требует 65 логических элементов и 1 792 бита памяти.  

 

2.2. Реализация циклического метода с классическим делением полиномов 

 

Декодер, основанный на циклическом методе декодирования, с реализацией ЛРОС для выполне-

ния процесса деления имеет четкую последовательную структуру. Переходы от одного этапа декоди-

рования к другому происходят по строго заданным условиям при помощи управляющих сигналов раз-

решения работы конкретного блока. На рис. 3 приведена структурная схема декодера с применением 

циклического метода декодирования. Остаток от деления входной кодовой комбинации на образую-

щий полином вычисляется по схеме, представленной на рис. 1. 

 

Рис. 3. Структурная схема декодера с применением циклического метода декодирования 

Fig. 3. The block diagram of the decoder with the application of a cyclic method of decoding 

 

Такой декодер с последовательной структурой имеет большое время работы, однако занимает 

малое количество ресурсов. В процессе декодирования выделяется три основных этапа: 

– процесс деления входной кодовой комбинации на образующий полином и циклический сдвиг 

кодовой комбинации на 1 бит влево; 

– процесс подсчета веса полученного остатка и проверка условия w t ; 

– сложение кодовой комбинации с соответствующим остатком и циклический сдвиг исправлен-

ной кодовой комбинации на необходимое количество бит вправо. 

По результатам тестирования декодера были определены характеристики, оценивающие деко-

дер: количество тактов, необходимое для максимального количества сдвигов кодовой комбинации; 

максимальная частота работы устройства; количество использованных логических элементов. Полная 

процедура декодирования производится за 627 тактов с частотой 192,8 МГц (реализация № 2 в таблице). 

Каждая процедура деления входной кодовой комбинации на образующий полином осуществляется за 

30 тактов. Процедура сложения сдвинутой кодовой комбинации с остатком и обратный циклический 

сдвиг на 14 бит влево выполняется за 27 тактов. Наименее трудоемкими из всех являются 15 процедур 
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подсчета веса остатка от деления входной кодовой комбинации на образующий полином, каждая из 

которых выполняется за 10 тактов. Данная реализация требует 211 логических элементов ПЛИС. 

 

2.3. Реализация циклического метода, с параллельной структурой и  

классическим алгоритмом деления полиномов 

 

Одной из возможных модификаций для достижения быстродействия устройства является распа-

раллеливание структуры декодера. На рис. 4 представлена структурная схема для реализации цикли-

ческого метода декодирования с распараллеливанием промежуточных процессов декодирования:  

деление входной кодовой комбинации на образующий полином и подсчет весов остатков, полученных 

в процессе деления.  

 
Рис. 4. Структурная схема для реализации циклического метода декодирования с параллельной структурой 

Fig. 4. Block diagram for realization of cyclic decoding method with parallel structure 
 

В отличие от предыдущей реализации, каждый циклический сдвиг кодового слова обрабатыва-

ется параллельно. Вместо выполнения циклического сдвига в результате невыполнении условия w t  

производится одновременное деление всех сдвигов кодовой комбинации на образующий полином. Для 

реализуемого кода с длиной кодовой комбинации n = 15 реализовано 15 вычислительных блоков, за-

действованных в процессе деления, и 15 вычислительных блоков, в которых производится подсчет ве-

сов для остатков от деления, полученных на предыдущем шаге, и проверка условия w t . 

Такая модификация реализации позволяет уменьшить время работы декодера с 627 тактов при 

частоте 257,2 МГц до 45 тактов с частотой 179,3 МГц (реализация № 3 в таблице). Процесс деления 

для одного сдвига при этом выполняется за 30 тактов, однако в данном случае все кодовые слова об-

рабатываются параллельно. Остальные этапы декодирования, включающие подсчет весов, проверку 

условия и исправление кодовой комбинации, выполняются за 15 тактов. Для увеличения быстродей-

ствия декодера, разрабатываемого по предложенной структуре, необходимо сократить время выполне-

ния операции деления. Для решения данной задачи можно применить матричный алгоритм деления 

полиномов.  

 

2.4. Применение матричного алгоритма деления полиномов 

 

Результаты тестирования декодеров показывают, что выполнение циклического метода декоди-

рования с использованием параллельной структуры осуществляется за 45 тактов. Согласно закону  

Амдала [16], при распараллеливании циклического метода декодирование не может осуществляться 

быстрее, чем за 30 тактов, поэтому для достижения наилучшего быстродействия необходимо заменить 

классический алгоритм деления полиномов матричным алгоритмом [17], который позволит выполнять 

деление за 1–2 такта.  

Принцип матричного деления заключается в применении операции умножения по модулю 2 ко-

дового слова на предвычисленную матрицу остатков от деления полиномов от 0x  до nx  на образую-

щий полином. Такой подход позволяет получить формулу для вычисления остатка, которая на ПЛИС 

реализуется при помощи комбинационной схемы и будет выполняться за 1 такт,  что позволит  
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увеличить быстродействие декодера. На рис. 5 приведена матрица для БЧХ-кода (15, 7, 5), которая 

использовалась в дальнейших реализациях. 

 

Рис. 5. Структурная схема матричного алгоритма для БЧХ-кода (15, 7, 5) 

Fig. 5. Block diagram of matrix algorithm for BCH-code (15, 7, 5) 

 

2.5. Модификация декодеров для увеличения быстродействия 
 

Для полноценного сравнительного анализа реализованных устройств необходимо модифициро-

вать все предшествующие реализации декодеров, заменив при этом классический алгоритм деления 

полиномов на матричный алгоритм. Это позволит сравнивать быстродействие декодеров при измене-

нии одного вычислительного блока. Так, при реализации табличного метода декодирования с матрич-

ным делением полиномов (реализация № 4 в таблице) время работы сократилось с 36 тактов при ча-

стоте 275,2 МГц до 7 тактов с частотой 275,2 МГц, из которых за 1 такт происходит процесс деления 

входной кодовой комбинации на образующий полином и за 6 тактов – выбор шаблона ошибки из таб-

лицы и исправление кодовой комбинации.  

Также стоит отметить, что при реализации последовательной структуры циклического метода 

декодирования с применением матричного деления полиномов (реализация № 5 в таблице) время ра-

боты устройства сократилось с 627 тактов с частотой 192,8 МГц до 192 тактов с частотой 200,1 МГц. 

Каждая из 15 процедур деления выполняется за 1 такт. Процедура подсчета веса остатка от деления 

выполняется за 10 тактов, а процедура сложения сдвинутого кодового слова с соответствующим остат-

ком и обратный циклический сдвиг реализуются за 27 тактов.  

Реализация параллельной структуры с матричным алгоритмом деления (реализация № 6 в таб-

лице) также позволяет увеличить быстродействие устройства с 45 тактов с частотой 179,3 МГц до  

16 тактов с частотой 174,1 МГц, из которых 1 такт необходим на процесс деления и 15 тактов – на два 

оставшихся этапа декодирования.  

Из сравнения видно, что замена одного алгоритма позволяет увеличить быстродействие деко-

дера, при этом преодолеть предел в 30 тактов, который нельзя преодолеть распараллеливанием си-

стемы. Однако достигнуть улучшения характеристик декодера можно не только за счет применяемых 

алгоритмов, но и за счет особенностей ПЛИС. 

 

2.6. Реализация асинхронного циклического метода декодирования  

с параллельной структурой и матричным делением полиномов 

 

При проектировании схем с применением языков описания аппаратуры возможно использование 

двух подходов: 

– подход с использованием секвенциальной логики; 

– подход с использованием комбинационной логики. 
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Секвенциальная логика [18] представляет собой логику памяти устройств, и цифровые устрой-

ства формируются с учетом предыдущих значений. Декодеры, реализованные ранее, используют се-

квенциальную логику проектирования. 

Последняя представленная реализация декодера использует не только все описанные выше мо-

дификации, позволяющие решить проблему низкого быстродействия при реализации циклического 

метода декодирования. Она также спроектирована на основе комбинационной логики. Схемы, постро-

енные на комбинационной логике, используют текущие значения с входов для формирования значений 

на выходе. Такой подход позволит увеличить быстродействие декодера за счет отсутствия задержек, 

необходимых для установки сигналов в триггерах, которые используются в секвенциальной логике. 

Также данная модификация позволит уменьшить количество используемых декодером ресурсов.  

По результатам моделирования работы декодера (реализация № 7 в таблице) на процесс декоди-

рования необходим всего 1 такт. Это меньше, чем при реализации табличного метода декодирования  

с матричным делением полиномов, которому необходимо 7 тактов для выполнения всего алгоритма. 

Также в данном случае отсутствует необходимость в подключении памяти ПЛИС для хранения таб-

лицы шаблонов ошибок. Недостатком такой реализация является низкая максимальная частота работы 

устройства.  

 

3. Результаты 

 

Таблица содержит результаты тестирования всех реализованных вариантов декодеров. Приво-

дятся показатели по следующим характеристикам: 

– количество тактов для декодирования кодовой комбинации; 

– Max Frequency — максимальная частота, на которой способно работать устройство;  

– T – минимальное время, необходимое для полного декодирования входного кодового слова; 

– Logic Cells – количество занимаемых логических элементов ПЛИС; 

– Memory Bits – объем занимаемой памяти в битах. 

Для проведения эксперимента выбрана ПЛИС семейства Altera Cyclone III.  

Сводная таблица параметров при различных подходах реализации декодера БЧХ-кода (15,7,5) 

№ Тип реализации Тип деления 
Количество тактов 

выполнения 

Max Frequency, 

МГц 

T (время  

работы), нс 

Logic 

Cells, (%) 

Memory 

Bits, (%) 

1. Табличный метод ЛРОС 36 275,2 131 
65  

(1%) 
1 792 (1%) 

2. Последовательная ЛРОС 627 192,8 3 252 
211  

(4%) 
– 

3. 
Параллельная  

синхронная 
ЛРОС 45 179,3 251 

1 770 

(34%) 
– 

4. Табличный метод 
Матричное  

деление 
7 275,2 25 

35  

(< 1%) 
1 792 (1%) 

5. Последовательная 
Матричное  

деление 
192 200,1 959 202 (4%) – 

6. 
Параллельная  

синхронная 

Матричное  

деление 
16 174,1 91 

1 549 

(30%) 
– 

7. 
Параллельная  

асинхронная 

Матричное  

деление 
1 87 12 

446  

(9%) 
– 

 

По результатам тестирования, приведенным в таблице, можно отметить, что при реализации на 

ПЛИС матричное деление полиномов является более быстродействующим в сравнении с классической 

реализацией деления через ЛРОС. Также можно заметить, что табличный метод декодирования явля-

ется наилучшим вариантом как по быстродействию, так и по количеству используемых логических 

элементов. Однако в отличие от остальных реализаций декодеров необходимо обязательное подклю-

чение дополнительной памяти ПЛИС для хранения таблицы шаблонов ошибок размером 1 792 бита. 
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Поскольку размер таблицы будет увеличиваться в зависимости от длины кодовой комбинации и коли-

чества исправляемых ошибок в соответствие с формулой 2k n , то при увеличении длины кодового 

слова объем требуемой памяти будет возрастать. 

В отличие от табличного метода декодирования при реализации циклического метода нет необ-

ходимости в подключении памяти ПЛИС, однако количество тактов для выполнения процедуры деко-

дирования и количество логических ячеек будет больше (реализации № 2 и 3), чем при реализации 

табличного метода.  

Также можно отметить, что реализация матричного метода деления полиномов имеет преиму-

щества перед классическим делением при помощи ЛРОС как по количеству тактов на всю процедуру 

декодирования, так и по количеству логических элементов (реализации № 1 и 4; 2 и 5; 3 и 6). 

Из всех реализаций декодер, построенный на асинхронной параллельной структуре цикличе-

ского метода декодирования с применением матричного алгоритма декодирования (реализация № 7), 

показывает лучший результат по времени выполнения процесса декодирования.  
 

Заключение 
 

В процессе исследований методов декодирования кодов БЧХ рассмотрены и реализованы  

табличный и циклический методы декодирования. Разработанные декодеры модифицированы путем 

изменения последовательной структуры циклического метода декодирования на параллельную, наибо-

лее подходящую для реализации на ПЛИС. За счет изменения структуры декодера количество тактов 

для декодирования уменьшилось с 627 при частоте 192 МГц до 45 при частоте 179 МГц, что эквива-

лентно минимальному времени полного декодирования входного кодового слова 3,2 мкс и 251 нс  

соответственно, при этом самый длинный этап декодирования – деление полиномов – выполняется за 

35 тактов.  

Для достижения наилучшего быстродействия классический алгоритм деления полиномов заме-

нен на матричный, что позволило уменьшить время декодирования при последовательной структуре 

декодера с 627 тактов до 192 при частоте 200 МГц (959 нс). При параллельной структуре с примене-

нием матричного алгоритма деления полиномов декодирование кодового слова осуществляется за  

16 тактов при частоте 174 МГц (91 нс). Применение асинхронной реализации циклического метода 

декодирования с матричным делением и параллельной структурой декодера позволяет увеличить быст-

родействие работы устройства до 12 нс, что в ~ 2 раза быстрее, чем при реализации табличного метода 

с матричным делением.  
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In this paper we consider the possibility of implementing various decoder of the Bose-Chaudhuri-Hocquingham code (BCH-codes) 

using field-programmable gate array (FPGA). BCH codes are most common error-correcting codes that are used in many data trans-

mission systems for detecting and correcting errors. BCH-codes with short-length of codewords and with a small number of correcting 

bits are used in automation systems of production. The code that implemented in the article has the following parameters: 

– n = 15 – the length of the input code combination; 

– m = 7 – the length of the information block; 

– k = 8 – the length of the message control block; 

– t = 2 – the number of errors, that code corrects; 

– d = 5 – the maximum Hamming distance between two combinations; 

– g (x) – 111010001 – the generating polynomial. 

The paper describes implementations of two simplest decoding methods: a tabular, that based on the application of a table with 

precalculated errors syndromes; and cyclic, that based on the checking of the weight of remainder of the division of the codeword by 

the generating polynomial. 

The simplest implementation is the tabular decoding method. The basis of this method is the table, which stores all possible values 

of error patterns up to the multiplicity of t. Addresses of error patterns are error syndromes. Having such the table, the decoding process 

is reduced to selecting a pattern from the table at the address, which is equal to the remainder of the division of the input codeword  

by the generating polynomial. The error pattern that was selected from the table is summed up modulo two with the input codeword. 

The corrected codeword arrives to the output of the decoder. The main drawback of this method it is the necessary to build the table 

and connect additional FPGA resources to store this table. 

The second decoding method, which is easy to implement, is a cyclic method. This decoding method was designed for codes with 

the cyclicity property, and it suitable for BCH-codes. This method based on the checking the condition w≤t of the remainder of the 

division the input codeword by the generating polynomial. 

For the first implementations of these methods, the process of division the input codeword by the generating polynomial is per-

formed using a linear feedback register (LROS), and have a clear sequential structure. The maximum number of cycles required for 

the decoding process in devices, which was implemented based on table decoding methods is 36 cycles with frequency 275.2 MHz. 

And for decoder based on cyclic decoding method it is necessary 627 cycles with frequency 192.8. 

The first modification was the using of the parallel structure is used instead of the sequential one, for the decoder based on the 

cyclic decoding method, to improve the performance. In this case, the number of cycles decreased from 627 and frequency192.8 MHz 

to 45 cycles with frequency 179.3 MHz. 

In order to make it possible to overcome the limit of the number of cycles, in accordance with Amdahl’s law, was using a modifi-

cation at the level of the used algorithms. For that, the classical procedure of polynomials division was replaced by the matrix division. 

It allows to perform the process of division the input codeword by the generator polynomial in 1 - 2 cycles. Such a replacement allowed 

reducing the number of cycles in implementations from 36 cycles with frequency 275.2 to 7 cycles with frequency 275.2 MHz; from 

627 cycles with frequency 192.8 MHz to 192 cycles with frequency 200.1 MHz and in the end from 45 cycles with frequency  

179.3 MHz to 16 cycles with frequency 174.1 MHz. 
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The latest modification was a changing of the design logic of devices. It was used for the decoder which based on the cyclic 

decoding method, had the parallel structure and matrix division of polynomials. For that decoder which based on a combinational logic 

it is enough the 1 cycle for decoding procedure. 

In this article are given a summary table of results by the main characteristics of implemented devices, and it also has a full 

description of all the values, which are given in that table.  
 

Keywords: error-correction codes; CBH-codes; cyclic decoding methods; table decoding methods, hardware-based devices; FPGA. 
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специальности «Радиофизика и электроника», квалификация – «фи-
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операций и прикладной математики. С 1983 по 2017 г. – декан факультета прикладной математики и 

кибернетики. На этом посту он эффективно занимался решением проблем обеспечения факультета  

современной материальной базой, подготовкой преподавательских кадров высшей квалификации и от-

крытием новых специальностей и направлений бакалавриата и магистратуры. 

В 1984 г. защитил диссертацию «Управляемые и адаптивные системы массового обслуживания 

с переменной структурой» на соискание ученой степени доктора технических наук. С 1986 г. – профес-

сор по кафедре технической кибернетики (с 1995 г. – кафедра исследования операций, с 2018 г. – ка-

федра прикладной математики).  

А.М. Горцев читал или читает общие курсы – математический анализ, методы оптимизации,  

теория игр и исследование операций, математическое программирование, а также спецкурсы – управ-

ляемые адаптивные системы массового обслуживания, теория разностных уравнений, марковские  

системы обслуживания, математические модели информационных потоков в телекоммуникационных 

системах. Опубликовал в соавторстве электронный учебно-методический комплекс по методам опти-

мизации и электронный учебник по теории игр. Он является руководителем ООП бакалавриата и ма-

гистратуры по направлению прикладная математика и информатика. 

В начальный период своей научной деятельности Александр Михайлович занимался местоопре-

делением движущихся излучающих объектов методом пассивной пеленгации и обработкой получен-

ной информации. В 1971–1973 гг. занимался распознаванием образов: радиосигналов (в том числе ра-

диолокационных и сигналов связи), принимаемых в присутствии шумов высокого уровня. Предложил 

алгоритм распознавания радиосигналов, основанный на статистической теории проверки гипотез.  
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В дальнейшем занялся исследованием управляемых систем массового обслуживания с переменной 

структурой, функционирующих в условиях как полной априорной определенности, так и полной или 

частичной априорной неопределенности (адаптивные системы). В 1985–1990 гг. научные интересы по-

степенно переместились в область исследования случайных потоков событий, являющихся одним из 

основных элементов систем массового обслуживания. Внедрение полученных результатов в спутни-

ковые системы связи позволило существенно улучшить прогноз состояний бортовых систем. В рамках 

школы кибернетиков на факультете прикладной математики и кибернетики в начале 1990-х гг. офор-

милось направление по управляемым и адаптивным системам массового обслуживания с переменной 

структурой, получившее с середины 1990-х гг. дальнейшее развитие в исследовании дважды стохасти-

ческих потоков событий по оценке их состояний и параметров. 

А.М. Горцев подготовил 19 кандидатов наук, из них М.Е. Завгородняя, С.С. Катаева, Л.А. Нежель-

ская, И.С. Шмырин в настоящее время работают доцентами на кафедре прикладной математики 

ИПМКН. Являлся научным консультантом докторской диссертации (Л.А.Нежельская). 

Опубликовал в свыше 240 научных работ. Принимал участие в работе около 80 научных симпо-

зиумов, конференций и школ-семинаров.  

С 1989 г. по настоящее время является председателем и членом оргкомитетов ряда международ-

ных, всероссийских и всесоюзных научных конференций.  

А.М. Горцев является председателем диссертационного совета по присуждению ученой степени 

кандидата и доктора наук по специальности 05.13.01 «Системный анализ, управление и обработка ин-

формации», членом диссертационного совета по присуждению ученой степени кандидата и доктора 

наук по специальности 05.13.18 «Математическое моделирование, численные методы и комплексы 

программ». 

А.М. Горцев награжден орденом Дружбы, медалями «За трудовое отличие», «Ветеран труда», 

«За заслуги перед Томским университетом», юбилейной медалью «70 лет Томской области», юбилей-

ной медалью «400 лет городу Томску», серебряной медалью «В благодарность за вклад в развитие 

ТГУ». Отмечен нагрудным знаком «За заслуги в сфере образования».  

 

Дорогой Александр Михайлович!  

Поздравляем Вас с юбилеем и желаем здоровья на многие годы! 

Творческих Вам успехов! 

 

Институт прикладной математики и компьютерных наук ТГУ 

Редакционная коллегия журнала «Вестник ТГУ. Управление, 

вычислительная техника и информатика» 

Кафедра прикладной математики 
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