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Рассматривается задача оптимального управления дискретными процессами, описываемыми системой раз-

ностных уравнений с неразделенными нелокальными краевыми условиями. При предположении выпуклости 

области управления доказано необходимое условие оптимальности в форме линеаризованного условия макси-

мума. Исследован случай вырождения линеаризованного условия максимума (квазиособый случай). Установ-

лено необходимое условие оптимальности квазиособых управлений. 
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Дискретные динамические модели управляемых систем являются очень важным в теоретиче-

ском и практическом отношении классом математических моделей, позволяющим охватить широкий 

круг реальных объектов и соответствующих им задач управления. Дискретные динамические модели 

возникают, например, при моделировании задач распределения ресурсов, обработке и передаче инфор-

мации цифровыми электронными устройствами, а также при дискретизации непрерывных динамиче-

ских моделей (см.: [1–6]). 

К настоящему времени разработаны многочисленные точные и приближенные методы решения 

задач оптимального управления дискретными системами в предположении, что они описываются раз-

ностными уравнениями с локальными краевыми условиями (см.: [1–7]). 

Данная работа посвящена исследованию одной дискретной задачи оптимального управления  

с неразделенными нелокальными краевыми условиями. С помощью модифицированного варианта  

метода приращений установлены необходимые условия оптимальности в предположении выпуклости 

области управления. 

 

1. Постановка задачи 

 

Рассмотрим дискретную систему управления 

                     1 , ,x t f t x t u t  , Tt  ,                                (1) 

с краевыми условиями 

     0 1,x t x t l  .                                              (2) 

Здесь  0 0 1T , 1,..., 1t t t    – конечное множество последовательных натуральных чисел, причем 0t  и 

1t  заданы,  0 1,x x   заданная дважды непрерывно дифференцируемая по совокупности переменных 

n-мерная вектор-функция, l – заданный постоянный вектор,  x t  – вектор состояния,  u t  – вектор 

управляющих воздействий,  , ,f t x u  – заданная n -мерная вектор-функция, непрерывная по совокуп-

ности переменных вместе с частными производными по  ,x u  до второго порядка включительно. 
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Пусть U  – заданное непустое, ограниченное и выпуклое множество из R r
. Каждую управляю-

щую функцию  ,u t  удовлетворяющую условию 

   U Rru t   ,   Tt  , (3) 

назовем допустимым управлением. 

Рассмотрим задачу о минимуме функционала 

       0 1,S u x t x t   (4) 

при ограничениях (1)–(3). Здесь  0 1,x x   заданная дважды непрерывно дифференцируемая по сово-

купности переменных скалярная функция. 

Допустимое управление  u t , доставляющее минимум функционалу (4) при ограничениях  

(1)–(3), назовем оптимальным управлением, а соответствующий процесс     ,u t x t  – оптимальным 

процессом. 

 

2. Формула для приращения функционала качества 

 

Пусть     ,u t x t  – фиксированный, а             ,u t u t u t x t x t x t       – произвольный до-

пустимые процессы. Тогда ясно, что приращение  x t  состояния  x t  будет решением краевой задачи 

            1 , , , ,x t f t x t u t f t x t u t    , (5)   

              0 0 1 1 0 1, , 0x t x t x t x t x t x t        . (6) 

Предположим, что  t  – пока известная n-мерная вектор-функция, а Rn  – неизвестный по-

стоянный вектор. Тогда из (5), (6) получим, что 

                
1 1

0 0

1 1

1 , , , ,
t t

t t t t

t x t t f t x t u t f t x t u t
 

 

          , (7) 

              0 0 1 1 0 1, , 0x t x t x t x t x t x t           . (8) 

Положим 

         0 1 0 1, , ,x t x t x t x t     , 

   , , , , ,H t x u f t x u   . 

Ясно, что 

                
1 1

0 0

1 1

1 1 0 01 1 1 1
t t

t t t t

t x t t x t t x t t x t
 

 

                   . (9) 

С учетом соотношений (7)–(9) приращение функционала качества (4) записывается в виде: 
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 (10) 

Используя формулу Тейлора, из (10) будем иметь 

 
    

 
 

    
 

   
    

 
 

 
    

   
   

    
 

 

2

0 1 0 1 0 1

0 1 0 02

0 1 0

2 2

0 1 0 1

0 1 1 12

0 1 1

, , ,1

2

, ,
2

x t x t x t x t x t x t
S u x t x t x t x t

x t x t x t

x t x t x t x t
x t x t x t x t

x t x t x t

    
        

  

   
      

   

 



К.Б. Мансимов, М.Я. Наджафова 

6 

    
 

 
    

 
     

                     
1 1

0 0

0 1 0 1

0 1 1 1

0 1

1 1

0 0

, ,
1

1 , , , , , ,
t t

u x

t t t t

x t x t x t x t
x t x t t x t

x t x t

t x t H t x t u t t u t H t x t u t t x t
 

 

 
            

 

             

 

                     
1

0

1
1

, , , 2 , , ,
2

t

xx ux

t t

x t H t x t u t t x t u t H t x t u t t x t




            

 

               

      
    

 
   

    
   

   
    

 
      

1

0

2

1 0 1

21
2 0 1

2 0 0 02

0

2 2
20 1 0 1

1 1 1 3 0 12

0 1 1

, , ,

, ,1

2

, , , ,1
.

2

uu

t

t t

u t H t x t u t t u t x t x t

x t x t
x t u t x t x t x t

x t

x t x t x t x t
x t x t x t x t x t

x t x t x t





            

  
               

     
             

  (11) 

Если предполагать, что  t  и   удовлетворяют соотношениям  
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тогда формула приращения (11) примет вид: 
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 (12) 

Здесь по определению 

                
1

0

1
2 2 2

1 1 0 1 2 3 0 1:
t

t t

u u x t x t x t u t x t x t




                           . 

По предположению множество U  выпуклое. Поэтому специальное приращение допустимого 

управления  u t  можно определить по формуле 

      u t v t u t      . (13) 

Здесь  0,1   – произвольное число, а   Uv t  , Tt   – произвольное допустимое управление. 
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Через  x t  обозначим специальное приращение состояния  x t , отвечающее специальному 

приращению (13) управления  u t . 

Из (5)–(6) получаем, что  x t  является решением линеаризованной задачи 

                     41 , , , , ,x ux t f t x t u t x t f t x t u t u t x t u t                 (14) 
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. (15) 

Используя задачу (14)–(15), доказывается справедливость разложения 

      ,x t y t t      , (16) 

где  y t  есть решение краевой задачи 

                   1 , , , ,x uy t f t x t u t y t f t x t u t v u      , (17) 

 
    

 
 

    
 

 
0 1 0 1

0 1
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. (18) 

Решение краевой задачи (17)–(18) допускает представление [8]: 

                            
1

0 0

1 1

1, , , , , , ,
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                   (19) 

где по определению 
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а  ,F t   –  n n матричная функция, являющаяся решением задачи 

      , 1 , ,xF t f x u      ,   ,t   

 , 1F t t E  , ( E  –  n n  единичная матрица). 

Пусть 
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Тогда представление (19) записывается в виде: 
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где по определению 

         1, , , .G t t F t F t         

С учетом (13), (16) из (12) получаем, что вдоль оптимального процесса     ,u t x t  выполняется 

неравенство 
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Из неравенства (21) следует аналог линеаризованного условия максимума (см., напр.: [1–7]). 

Теорема 1. Вдоль оптимального процесса     ,u t x t  для всех   Uv t  , T,t   выполняется не-

равенство 

            
1

0
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, , , 0
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    . (22) 

Неравенство (22) есть необходимое условие оптимальности первого порядка и нередко, вы-

рождаясь, выполняется тривиальным образом (см., напр.: [4–7, 9]). Изучим случай вырождения необ-

ходимого условия оптимальности (22). 

Определение 1. Допустимое управление  u t  назовем квазиособым в задаче (1)–(4), если для 

всех   Uv t  , Tt  , 
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    . (23) 

Из неравенства (21) с учетом (23) следует, что для оптимальности квазиособого управления  u t  

необходимо, чтобы неравенство 
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выполнялось для всех   Uv t  , Tt  . 

Неравенство (24) есть неявное необходимое условие оптимальности квазиособых управлений. 

Опираясь на него, удается получить необходимое условие оптимальности квазиособых управлений, 

которое носит явный характер. Используя представление (20), убеждаемся в справедливости соотно-

шений 
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По аналогии с работой [5] положим 
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С учетом обозначения (33) и тождеств (25)–(32) неравенство (24) принимает вид: 

                     
1 1

0 0

1 1

, , , , ,
t t

u u

t s t

v u f x u K s f s x s u s v s u s
 

 


          



К.Б. Мансимов, М.Я. Наджафова 

10 

     
      

           
1 1

0 0

1 1 , , ,
2 , , ,

t t

u

t t t

H t x t u t t
v t u t G t f x u v u

u x

 

 

 
         

 
  

     
      

    
1

0

1

2

, , ,
0.

t

t t

H t x t u t t
v t u t v t u t

u





 
   


  (34) 

Сформулируем полученный результат. 

Теорема 2. Если множество U  выпуклое, то для оптимальности квазиособого управления  u t  

необходимо, чтобы неравенство (34) выполнялось для всех   Uv t  , Tt  . 

Неравенство (34) есть довольно общее необходимое условие оптимальности квазиособых управ-

лений. Из него, определяя  v t  специальным образом, можно получить ряд относительно легко прове-

ряемых необходимых условий оптимальности квазиособых управлений. Приведем одно из них. 

Теорема 3. При выполнении условий теоремы 2 для оптимальности квазиособого управления 

 u t  необходимо чтобы неравенство  
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 (35) 

выполнялось для всех T, Uw  . 

Неравенство (35) является аналогом условия оптимальности Габасова–Кирилловой [7] на случай 

нелокального краевого условия.   

 

Заключение 

 

Рассматривается задача оптимального управления с нелокальными краевыми условиями. При 

помощи модификации метода приращений установлен аналог линеаризованного условия максимума.  

Отдельно изучен случай квазиособых управлений. 
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Consider a discrete control system 

       1 , ,x t f t x t u t  , Tt  , (1) 

with boundary conditions 

     0 1, tx t x l  .  (2) 

Here  0 0 1T , 1,..., 1t t t    is a finite set of consecutive natural numbers, at that 0t  and 1t  is given,  0 1,x x  is the given twice 

continuously differentiable with respect to the set of variables n-dimensional vector-valued function, l is the given constant vector, 

( )x t  is a state vector, ( )u t  is a control actions vector, ( , , )f t x u  is the given n-dimensional vector-valued function continuous with 

respect to the set of variables together with the partial derivatives with respect to  ,x u  up to the second order inclusive. 

Let U  be the given non-empty, bounded, and convex set in rR . Each control function  u t satisfying the condition 

   U ru t R  ,   Tt    (3) 

will be called admissible control. 

We consider the problem of the minimum of the functional 

      0 1,S u x t x t   

under constraints (1)–(3). 

Here 0 1( , )x x  is the twice continuously differentiable scalar function with respect to the set of variables. 

A necessary condition for the optimality of quasi-singular controls is established. 
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