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С.О. Гладков, С.Б. Богданова

О КЛАССЕ ДВУХМЕРНЫХ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ КРИВЫХ
В ПОЛЕ СИЛЫ ТЯЖЕСТИ

Получена система нелинейных дифференциальных уравнений, описываю-
щая семейство геодезических линий в двухмерном случае, характеризуемых
полярными координатами, при учете действия как силы тяжести, так и дис-
сипативных сил. Найдено численное решение этой системы уравнений в ус-
ловиях, когда действует одна только сила тяжести. Показано существенное
отличие найденного семейства линий, описывающих кратчайшие расстоя-
ния в неевклидовом пространстве, от случая свободного движения тел в по-
ле силы тяжести, когда траектория движения представляет собой обычную
параболу в евклидовом.

Ключевые слова: геодезическая, тензор Римана, динамические уравнения.

При решении большого класса физических задач из областей механики, гид-
родинамики, теории упругости, общей теории относительности и др., всегда вы-
бираются такие ковариантные преобразования координат, которые позволяют са-
мым рациональным способом находить решение поставленных проблем. В этой
связи, имеющей прямое отношение непосредственно к нашей задаче, надо отме-
тить, что при изучении динамики любого криволинейного движения в декартовой
системе координат всегда удобно перейти к подвижному базису на самой траек-
тории движения (см. работы [1–3]). Этот подход позволяет решать определенный
класс динамических задач весьма рациональным методом, позволяющим учиты-
вать любые силы сопротивления (см. рис. 1, изображенный в декартовых коорди-
натах x y− , где показана криволинейная траектория движения, представляющая
собой в общем случае некоторую изогнутую линию, форма которой находится в
рамках уже конкретно поставленной задачи).

Надо сказать, что при написании динамических уравнений движения тела в
полярных координатах ( )r ϕ  в рамках задачи, проиллюстрированной на рис. 1, ее
решение качественно ничем не будет отличаться от решений, приведенных в упо-
мянутых выше работах. Этот факт заставил нас предположить, что в случае пере-
хода от динамических уравнений движения, записанных для плоского декартова
пространства, в котором свертка тензора кривизны Римана R  равна нулю, в кри-
вое пространство, в котором 0R ≠ , динамические уравнения движения качест-
венно довольно сильно изменятся (см. ниже). Именно поэтому, на наш взгляд,
большой интерес будет представлять собой вывод динамических уравнений,
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Рис. 1. Схематическое изображение геометрии задачи:
x y= + −r i j  радиус-вектор, проведенный из начала коор-

динат в произвольную точку наблюдения M; i, j – единич-
ные орты в направлении осей x, y соответственно; n, τ –
мгновенный ортогональный базис в текущей точке M;
g – ускорение силы тяжести; R – радиус кривизны траек-
тории в точке M. Условно x0, x1 – начало и конец траекто-
рии, φ – полярный угол.
Fig. 1. Schematic of the problem geometry. x y= +r i j  is the
radius vector drawn from the coordinate origin to an arbitrary
observation point M; i and j are the unitary vectors in the di-
rections of the x and y axes, respectively; n, τ are the instanta-
neous orthogonal basis at the current point M; and g is the ac-
celeration of gravity. R is the radius of the trajectory curvature
at the point M. Conventionally, x0 and x1 are the beginning and
the end of the trajectory and ϕ is the polar angle.

полученных в римановом двухмерном пространстве для случая движении тела с
массой m  по геодезической линии, при учете сил сопротивления и силы тяжести.
В процессе ее решения мы будем использовать весьма удобные в этом случае по-
лярные координаты ,r ϕ .

1. Уравнения динамики при движении тела
по геодезической линии в двухмерном случае

Геодезическая линия для контравариантного вектора d
dt

=
rv  с компонентами

i
i dxv

dt
=  согласно, например, [4, 5] подчиняется уравнению

2

2 0
i k l

i
kl

d x dx dx
ds dsds

+ Γ = , (1)



О классе двухмерных геодезических кривых в поле силы тяжести 7

где ds  – элемент длины траектории, а по повторяющимся индексам здесь и далее
подразумевается суммирование. i

klΓ −  символ Кристоффеля второго рода [4].
Его связь с символом Кристоффеля первого рода iklΓ  определяется простым

линейным соотношением i is
kl sklgΓ = Γ , где ikg −  контравариантный метрический

тензор. Он определяется соотношением
i k

ik

n n

x xg
x x

∂ ∂
=

∂ ∂
,

а символ Кристоффеля первого рода определяется как
2

n n
ikl i k l

x x
x x x

∂ ∂
Γ =

∂ ∂ ∂
, (2)

где ковариантные координаты ix  задаются преобразованиями ( )k
n nx x x= .

В рассматриваемом нами случае полярной системы координат они имеют про-
стой вид

1 2cos , sinx r x r= ϕ = ϕ (3)
с элементом длины

2 2 2 2ds dr r d= + ϕ . (4)

Разделив (4) на квадрат элемента времени 2dt , находим

2 2 2rv v vϕ= + , (5)

где контравариантные компоненты скорости есть
,rv r v rϕ= = ϕ , (6)

а точка традиционно означает дифференцирование по времени. С учетом поля си-
лы тяжести уравнения геодезической линии несколько видоизменяются, и соглас-
но уравнению (1), мы имеем в этом случае следующие уравнения для вектора

скорости 
i

i dxv
dt

= :

i i
i k l i
kl

dv Fv v g
dt m

+ Γ = + , (7)

где ig −  составляющие ускорения свободного падения в двухмерном пространст-

ве ,r ϕ , а iF −  составляющие некоторой силы (см. ниже). При получении (7) в
уравнении (1) было учтено линейное соотношение ds vdt= . Если с учетом ска-
занного записать уравнения (7) по компонентам, то легко получить следующую
систему:

,

.

r
r r k l r

kl

k l
kl

Fv v v g
m
Fv v v g
m

ϕ
ϕ ϕ ϕ

⎧
+ Γ = +⎪⎪

⎨
⎪ + Γ = +⎪⎩

(8)
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Нетрудно показать, что отличные от нуля компоненты символа Кристоффеля
будут только следующие:

1 1, .r
r r r r rr r

ϕ ϕ
ϕϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕϕΓ = Γ = − Γ = Γ = Γ = Γ = (9)

С учетом (9) и (6), а также равенства i
iv v=  из (8) получается искомая система

уравнений

( )

2 fr

fr

sin sin ,

2 cos cos ,

F
r r g

m
Fd r r g

dt m

⎧ − ϕ = ϕ − γ⎪⎪
⎨
⎪ ϕ + ϕ = − ϕ − γ⎪⎩

(10)

где frF  представляет собой силу общего сопротивления (сухого и вязкого, как это
сделано, например, в работах [1, 3]) при условии, что движение происходит по
геодезической), а угол γ = α − ϕ  (см. рис. 1).

Раскрывая в (10) производную, находим с учетом сказанного

( )

( )

2 fr

fr

sin cos ,

3 cos sin .

F
r r g

m
F

r r g
m

⎧ − ϕ = ϕ + α − ϕ⎪⎪
⎨
⎪ ϕ + ϕ = − ϕ − α − ϕ⎪⎩

(11)

Что касается силы сопротивления frF , фигурирующей в уравнениях (10) и (11),
введем ее также, как это сделано и в работе [3], то есть по формуле

1 2
i ik k iF k N k v= + , (12)

где 1
ikk −  компоненты тензора сухого трения, 2k −  коэффициент вязкого трения,

iN −  компоненты силы реакции, которые находятся как

2
cosi i vN mn g

⎛ ⎞
= + α⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

, (13)

где ρ −  мгновенный радиус кривизны траектории.
Заметим, что описание движения тела по реальной плоской линии, уравнение

которой мы хотим найти из условия того, что ее длина в криволинейном про-
странстве является наименьшей, то есть геодезической, существенно отличается
от задачи о брахистохроне, решенной в работе [1], где форма кривой ищется из
иного условия, а именно из условия минимальности времени скатывания. Понят-
но, что для обеих задач класс траекторий движения будет абсолютно разным.

В настоящем сообщении мы не будем учитывать диссипативную составляю-
щую, а остановимся на анализе более простой ситуации, когда сила сопротивле-
ния отсутствует, то есть 0.iF =
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2. Анализ уравнений и их решение

Уравнения (11) при этом существенно упростятся, и мы получим тогда

2 sin ,
3 cos .

r r g
r r g

⎧ − ϕ = ϕ
⎨

ϕ + ϕ = − ϕ⎩
(14)

Еще раз подчеркнем, что решение уравнений (14) позволяет найти зависи-
мость ( )r ϕ , описывающую наиболее короткий путь, по которому должно пере-
мещаться тело в условиях действия только силы тяжести, но при условии, что
рассматриваемое нами пространство искривлено, потому что в противном случае
все символы Кристоффеля были бы равны нулю. Под сказанным мы подразумева-
ем следующее. Как известно [4, 5], термин «плоское пространство» означает ра-
венство нулю скалярной кривизны Римана, то есть 0i

kkiR R= = , где i
knlR −  тензор

Римана, определяемый как
i i

i i s i skn kl
knl ns kl ls knl nR

x x
∂Γ ∂Γ

= − + Γ Γ − Γ Γ
∂ ∂

. (15)

Поэтому свертка по индексам дает
i i

i i s i skk ki
kki ks ki is kki kR R

x x
∂Γ ∂Γ

= = − + Γ Γ − Γ Γ
∂ ∂

, (16)

и согласно (9) получаем отсюда, что кривизна

2
2 0

r
r r r

r rR
r r r

ϕ
ϕϕ ϕ ϕ ϕ

ϕϕ ϕ ϕ ϕϕ

∂Γ ∂Γ
= − + Γ Γ − Γ Γ = ≠

∂ ∂
. (17)

Далее. В том случае, когда решается задача о движении тела под действием
силы тяжести, но в обычной полярной системе координат, то предварительно их
удобно записать в декартовых координатах в виде 1 20,x x x y g= = = = − , а затем
подставить сюда преобразования (3). В результате мы получаем два уравнения,
которые после простых арифметических действий, связанных со сложением и вы-
читанием их с предварительным домножением на sin ϕ  и cos ϕ , будут иметь вид

2 sin ,
2 cos .

r r g
r r g

⎧ − ϕ = ϕ
⎨

ϕ + ϕ = − ϕ⎩
(18)

Как видим, разница между нижними уравнениями систем (14) и (18) весьма
велика (они отличаются множителями 2 и 3). Таким образом, в кривом простран-
стве при движении по геодезической в поле одной только силы тяжести форма
траектории при свободном движении будет довольно сильно отличаться от обыч-
ной параболы в евклидовом пространстве.

В том случае, если сила тяжести отсутствует, то правая часть уравнений (14)
должна быть положена равной нулю, и решение будет вполне естественным, а
именно 0r = ϕ = , то есть, как и должно быть, тело стоит на месте в точке с коор-
динатами ( )0 0 0,M M r= ϕ .
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Для численного решения уравнений (14) удобно ввести безразмерные функции

,rU V
a

= = ϕ  (где a −  некоторый линейный размер) и безразмерный аргумент

0tτ = ω , где частота 0
g
a

ω = .

В результате уравнения (14) преобразуются в такие:

2 sin ,
3 cos ,

U UV V
UV U V V

⎧ ′′ ′− =
⎨ ′′ ′ ′+ = −⎩

(19)

где «штрих» означает дифференцирование по безразмерному τ .
Для начальных условий, выбранных в виде

( ) ( ) ( ) ( )0 0, 0 0, 0 , 0U V U A V B′ ′= = = = , (20)

в результате численного интегрирования уравнений (19) получаются параметри-
ческие зависимости ( ) ( ),U Vτ τ , а также искомая траектория геодезической в
поле силы тяжести, проиллюстрированные рис. 2 и 3.

0
1 2 3 4 τ

6

5

4

3

2

1

–1
1

2

Рис. 2. Параметрические зависимости ( )x τ  – кр. 1, ( )y τ  – кр. 2
при начальных условиях (0) 1, (0) 0, (0) 0, (0) 1x y x y′ ′= = = =

Fig. 2. Parametric dependences (1) ( )x τ , (2) ( )y τ

at initial conditions (0) 1, (0) 0, (0) 0, (0) 1x y x y′ ′= = = =
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π
2

π
4

0π
0 2 3 4 5 6

3π
4

5π
4

7π
4

3π
2

Рис. 3. Траектория геодезической в поле силы тяжести
при начальных условиях (0) 1, (0) 0, (0) 0, (0) 1x y x y′ ′= = = =

Fig. 3. Trajectory of the geodesic line in the field of the force of gravity
under the initial conditions (0) 1, (0) 0, (0) 0, (0) 1x y x y′ ′= = = =

Как видно из рис. 3, зависимость ( )y x  довольно сильно отличается от обыч-
ной параболы, описывающей свободное движение тела в поле силы тяжести,
брошенного под некоторым углом к горизонту.

Найденная зависимость ( )r ϕ  ( ( )U V ) представляет собой искомую кратчай-
шую траекторию в кривом пространстве в поле силы тяжести, уравнение которой
можно получить только из решения дифференциального уравнения (1) или (14),
но не из (18).

Заключение

 Таким образом, в данной работе:
1. Описано движение материального тела, движущегося по геодезической ли-

нии в кривом двухмерном пространстве под действием одной только силы тяже-
сти, и показано, что ее форма существенно отличается от параболической;

2. Найдено численное решение полученной системы нелинейных дифференци-
альных уравнений и проиллюстрировано их решение в декартовых координатах
(см. рис. 3). Как видно из этого графика, приведенная зависимость иллюстрирует
ее сильное отклонение от параболической кривой, характерной для случая сво-
бодного падения тела в поле силы тяжести в евклидовом пространстве.
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In this paper, without using methods of variational calculus, the problem of finding a geodesic
in a curved space with respect to gravitational and dissipative forces was solved. Solving it, we
use the most convenient polar coordinates ,r ϕ . The basic assumption relies on the fact that dy-
namical motion equations written in curvilinear coordinates in which the Riemann curvature R is
different from zero rather strongly differ from similar equations in the case of a flat space.

To obtain the required equation of a geodesic arc, a contravariant vector of the velocity
i

i dxv
dt

=  was introduced. For this vector, with regard to all active forces, the following equation

was solved:
i i

i k l i
kl

dv Fv v g
dt m

+ Γ = + ,

ig  are acceleration components of the gravitational force of the two-dimensional r–ϕ space, and
the dissipative force is

1 2
i ik k iF k N k v= + ,

1
ikk  are tensor components of the dry friction, 2k  is the coefficient of the viscous friction, and
iN are the force components.

Provided that the scalar curvature of Riemann is different from zero,

2
2 0

r
r r r

r rR
r r r

ϕ
ϕϕ ϕ ϕ ϕ

ϕϕ ϕ ϕ ϕϕ
∂Γ ∂Γ

= − + Γ Γ − Γ Γ = ≠
∂ ∂

,

a nonlinear system of differential equations governing the required geodesic was obtained in the
polar coordinates r and ϕ:

( )

( )

2 fr

fr

sin cos ,

3 cos sin ,

Fr r g
m

Fr r g
m

⎧ − ϕ = ϕ + α − ϕ⎪⎪
⎨
⎪ ϕ + ϕ = − ϕ − α − ϕ⎪⎩
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where r x y= = +r i j  is the length of the radius-vector drawn from the origin of coordinates to
the observation point M  lying on the geodesic line ( )y y x= , ϕ is the polar angle of the refer-
ence point, and α is the acute angle between the tangent drawn to the point of M  and to axis of
abscissas.

The analytical and numerical solutions of this system in the absence of the resistance forces,
i.e. 0frF = , showed the great difference between the found geodesic and the parabola typical for
the case of free fall of bodies in the gravitational field in Euclidean space.
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IMPROVED MODEL SELECTION METHOD FOR AN ADAPTIVE
ESTIMATION IN SEMIMARTINGALE REGRESSION MODELS1

This paper considers the problem of robust adaptive efficient estimating of a peri-
odic function in a continuous time regression model with the dependent noises
given by a general square integrable semimartingale with a conditionally Gaussian
distribution. An example of such noise is the non-Gaussian Ornstein–Uhlenbeck–
Lévy processes. An adaptive model selection procedure, based on the improved
weighted least square estimates, is proposed. Under some conditions on the noise
distribution, sharp oracle inequality for the robust risk has been proved and the
robust efficiency of the model selection procedure has been established. The nu-
merical analysis results are given.

Key words: improved non-asymptotic estimation, least squares estimates, robust
quadratic risk, non-parametric regression, semimartingale noise, Ornstein–
Uhlenbeck–Lévy process, model selection, sharp oracle inequality, asymptotic
efficiency.

1. Introduction

Consider a regression model in continuous time
( ) ,   0 ,t tdy S t dt d t n= + ξ ≤ ≤ (1.1)

where S is an unknown 1-periodic →  function, 2[0,1]S ∈ L , ( )0t t n≤ ≤ξ  is an unob-
servable noise which is a square integrated semimartingale with the values in the Sko-
rokhod space D[0,n] such that, for any function f from 2[0,1]L , the stochastic integral

0

( ) ( )
n

n sI f f s d= ξ∫ (1.2)

has the following properties

( ) 0Q nI f =E  and 2 2

0

( ) ( )
n

Q n QI f f s ds≤ κ ∫E . (1.3)

Here QE  denotes the expectation with respect to the distribution Q of the noise process

( )0t t n≤ ≤ξ  on the space D[0,n], Qκ >0 is some positive constant depending on the distri-
bution Q. The noise distribution Q is unknown and assumed to belong to some prob-
ability family Qn specified below. Note that the semimartingale regression models in
continuous time were introduced by Konev and Pergamenshchikov in [8, 9] for the sig-
nal estimation problems. It should be noted also that the class of the noise processes

                                                          
1 This work is supported by RSF, Grant no 17-11-01049.
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0( )t t≥ξ  satisfying conditions (1.3) is rather wide and comprises, in particular, the Lévy
processes which are used in different applied problems (see [2], for details). Moreover,
as is shown in Section 2, non-Gaussian Ornstein–Uhlenbeck-based models enter this
class.

The problem is to estimate the unknown function S in the model (1.1) on the basis of
observations ( )0t t ny ≤ ≤ . In this paper we use the quadratic risk, i.e. for any estimate Ŝ
we set

( ) ( )
1

2 2 2
,

0

ˆ ˆ, :   and  RQ n Q S nS S S S S S t dt= − = ∫E , (1.4)

where EQ,S stands the expectation with respect to the distribution PQ,S of the process in
(1.1) with a fixed distribution Q of the noise ( )0t t n≤ ≤ξ  and a given function S. Moreo-
ver, in the case when the distribution Q is unknown we use also the robust risk

( ) ( )ˆ ˆ, sup ,R R
n

n Q n
Q

S S S S∗

∈
=

Q
. (1.5)

The goal of this paper is to develop the adaptive robust efficient model selection
method for the regression (1.1) with dependent noises having conditionally Gaussian
distribution using the improved estimation approach. This paper proposes the shrinkage
least squares estimates which enable us to improve the non-asymptotic estimation accu-
racy. For the first time such idea was proposed by Fourdrinier and Pergamenshchikov in
[4] for regression models in discrete time and by Konev and Pergamenshchikov in [10]
for Gaussian regression models in continuous time. We develop these methods for the
general semimartingale regression models in continuous time. It should be noted that for
the conditionally Gaussian regression models we cannot use the well-known improved
estimators proposed in [7] for Gaussian or spherically symmetric observations. To apply
the improved estimation methods to the non-Gaussian regression models in continuous
time one needs to use the modifications of the well-known James – Stein estimators
proposed in [13, 14] for parametric estimation problems and developed in [16, 18]. We
develop the new analytical tools which allow one to obtain the sharp non-asymptotic
oracle inequalities for robust risks under general conditions on the distribution of the
noise in the model (1.1). This method enables us to treat both the cases of dependent
and independent observations from the same standpoint, it does not assume the knowl-
edge of the noise distribution and leads to the efficient estimation procedure with re-
spect to the risk (1.5). The validity of the conditions, imposed on the noise in the equa-
tion (1.1) is verified for a non-Gaussian Ornstein–Uhlenbeck process.

The rest of the paper is organized as follows. In the next Section 2, we describe the
Ornstein–Uhlenbeck process as the example of a semimartingale noise in the model
(1.1). In Section 3 we construct the shrinkage weighted least squares estimates and
study the improvement effect. In Section 4 we construct the model selection procedure
on the basis of improved weighted least squares estimates and state the main results in
the form of oracle inequalities for the quadratic risk (1.4) and the robust risk (1.5). In
Section 5 it is shown that the proposed model selection procedure for estimating S in
(1.1) is asymptotically efficient with respect to the robust risk (1.5). In Section 6 we il-
lustrate the performance of the proposed model selection procedure through numerical
simulations. Section 7 gives the proofs of the main results.
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2. Ornstein−Uhlenbeck−Lévy process

Now we consider the noise process 0( )t t≥ξ  in (1.1) defined by a non-Gaussian Orn-
stein–Uhlenbeck process with the Lévy subordinator. Such processes are used in the fi-
nancial Black–Scholes type markets with jumps (see, for example, [1], and the refer-
ences therein). Let the noise process in (1.1) obey the equations

,t t td a dt duξ = ξ +  0 0,ξ = (2.1)

( )1 2  and  ,t t t t tu w z z x= + = ∗ μ − μ (2.2)

where ( ) 0t tw ≥  is a standard Brownian motion, ( )ds dxμ  is a jump measure with de-
terministic compensator ( ) ( ) ( ) , ds dx ds dxμ = ∏ ∏ ⋅  is a Lévy measure, i.e. some posi-
tive measure on { }* \ 0=  (see, for example, in [3]), such that

( )2 1x∏ =  and ( )8x∏ < ∞ . (2.3)

We use the notation ( ) ( )
*

.m mx y dyΠ = ∏∫  Note that the Lévy measure ( )*Π

could be equal to +∞ . We use * for the stochastic integrals with respect to random
measures, i.e.

( ) ( )
*0

( , ).
t

tx y ds dy∗ μ − μ = μ − μ∫ ∫

Moreover, we assume that the nuisance parameters a≤0, 1  and 2  satisfy the condi-
tions

max 0a a− ≤ ≤ , 2
10 < ≤  and 2 2 *

1 2Qσ = + ≤ ς , (2.4)

where the bounds maxa ,  and *ς  are functions of n, i.e. max max ( )a a n= , 
n

=  and
* *

nς = ς  such that for any 0δ >

maxlim ( ) 0
n

n a n−δ

→∞
= , liminf 0

nn
nδ

→∞
>  and *lim 0nn

n−δ

→∞
ς = . (2.5)

We denote by Qn the family of all distributions of process (1.1) – (2.1) on the Sko-
rokhod space D[0,n] satisfying the conditions (2.4) and (2.5). It should be noted that, in
view of Corollary 7.2 in [17], the condition (1.3) for the process (2.1) holds with

2Q Qκ = σ .
Note also that the process (2.1) is conditionally Gaussian square integrable semi-

martingale with respect to σ-algebra { },  0tz t ≥= σG  which is generated by the jump
process 0( )t tz ≥  defined in (2.2.).

3. Improved estimation

For estimating the unknown function S in (1.1) we will consider it's Fourier expan-
sion. Let ( ) 1j j≥

φ  be an orthonormal basis in [ ]2 0,1L . We extend these functions peri-

odically on ,  i.e. ( ) ( )1j jt tφ = φ +  for any .t ∈
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B1) Assume that the basis functions are uniformly bounded, i.e. for some con-
stant * 1φ ≥ , which may be depend on n,

*

1 0 1
sup sup | ( ) |j

j n t
t

≤ ≤ ≤ ≤
φ ≤ φ < ∞ . (3.1)

B2) Assume that there exist some d0 ≥ 7 and 1a
∨

≥  such that

0

1
*

0

1sup ( )d
d d

v dv a
d

∨

≥
Φ ≤∫ , *

1
( ) max ( ) ( )

d

d t v j j
j

v t t v≥
=

Φ = φ φ −∑ . (3.2)

For example, we can take the trigonometric basis defined as Tr1 ≡ 1,
Tr ( ) 2 cos( )j jt t= ω  for even j and Tr ( ) 2 sin( )j jt t= ω  for odd j ≥ 2, where the fre-

quency [ ]2 / 2j jω = π  and [x] denotes integer part of x. As is shown in Lemma A1 in

[17], these functions satisfy the condition B2) with 0  inf 7 : 5+ln{ }d d d d= ≥ ≤  and

max
max(1 e ) /(4 )aa a

∨
−= − .

We write the Fourier expansion of the unknown function S in the form

( ) ( )
1

,j j
j

S t t
∞

=
= θ φ∑

where the corresponding Fourier coefficients

( ) ( ) ( )
1

0

,j j jS S t t dtθ = φ = φ∫ (3.3)

can be estimated as

( ),
0

1ˆ
n

j n j tt dy
n

θ = φ∫ . (3.4)

We replace the differential S(t)dt by the stochastic observed differential dyt. In view of
(1.1), one obtains

, ,
1ˆ

j n j j nn
θ = θ + ξ , ,

1 ( )j n n jI
n

ξ = φ (3.5)

and ( )n jI φ  is given in (1.2). As in [11], we define a class of weighted least squares es-
timates for S(t) as

( ) ,
1

ˆ ˆ
n

j n j
j

S jγ
=

= γ θ φ∑ (3.6)

with the weights ( )( )1  n
j nj ≤ ≤γ = γ ∈  which belong to some finite set Γ from [0,1]n.

We put

card( )ν = Γ  and *
1

| | max ( )
n

j
j

γ∈Γ =
Γ = γ∑ , (3.7)

where card( )Γ  is the number of the vectors γ in Γ . In the sequel we assume that all
vectors from Γ  satisfies the following condition.
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D1) Assume that for any vector γ ∈ Γ there exists some fixed integer d = d(γ) such
that the first d components of the vector are equal to one, i.e. γ(j) = 1 for 1 ≤ j ≤ d for
any γ ∈ Γ .

D2) There exists 0 1n ≥  such that for any 0n n≥  there exists a σ-field nG  for which

the random vector ( ), , 1d n j n j d≤ ≤
ξ = ξ  is the nG -conditionally Gaussian in d  with the

covariance matrix
( ), , 1 ,

( , | )n i n j n n i j d≤ ≤
= ξ ξG E G (3.8)

and for some nonrandom constant * 0nl >

( ) *
maxinf ( )

n
n n nQ Q

tr l
∈

− λ ≥G G  a.s., (3.9)

where ( )max Aλ  is the maximal eigenvalue of the matrix A.
As is shown in Proposition 7.11 in [17], the condition D2) holds for the non-

Gaussian Ornstein–Uhlenbeck-based model (1.1) – (2.1) with * ( 6) / 2
nn dl −=  and

0d d≥ .
Further we will use the improved estimation method proposed for parametric models

in [14] for the first d Fourier coefficients in (3.5). To this end we set , 1
ˆ( )n j n j d≤ ≤θ = θ .

In the sequel we will use the norm 2 2

1

d

jd
j

x x
=

= ∑  for any vector ( )1j j d
x x

≤ ≤
=  from d .

Now we define the shrinkage estimators as

( )( ), ,
ˆ1j n j ng j∗θ = − θ , (3.10)

with ( ) ( ) { }1/n n j dd
g j ≤ ≤= θc 1 ; A1  is the indicator of the set A,

( )
*

*
* /

n
n

n

l
r d n n

=
+ κ

c , * sup
n

Q
Q Q∈

κ = κ .

The positive parameter *
nr  is such that

*lim nn
r

→∞
= ∞ and *lim 0nn

n r−δ

→∞
= (3.11)

for any 0δ > .
Now we introduce a new class of shrinkage weighted least squares estimates for S as

( ) ,
1

n

j n j
j

S j∗ ∗
γ

=
= γ θ φ∑ . (3.12)

Let ( ) ( ) ( )ˆ: , ,R RQ Q QS S S S S∗
γ γ∆ = −  denote the difference of quadratic risks of the

estimates (3.12) and (3.6).
Theorem 3.1. Assume that the conditions D1) – D2) hold. Then for any n ≥ n0

( )
*

2sup sup  
n n

Q n
Q S r

S
∈ ≤

∆ < − c
Q

. (3.13)

Remark 3.1. The inequality (3.13) shows that for any n≥n0 the estimate (3.12) out-
performs non-asymptotically the estimate (3.6) in mean square accuracy.
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4. Model selection

This Section gives the construction of a model selection procedure for estimating a
function S in (1.1) on the basis of improved weighted least square estimates and states
the sharp oracle inequality for the robust risk of proposed procedure.

The model selection procedure for the unknown function S in (1.1) will be con-
structed on the basis of a family of estimates ( )S∗

γ γ∈Γ
.

The performance of any estimate S∗
γ  will be measured by the empirical squared

error

( )
2

Errn S S∗
λλ = − .

In order to obtain a good estimate, we have to formulate the rule for choosing a weight
vector γ ∈ Γ in (3.12). It is obvious, that the best way is to minimize the empirical
squared error with respect to γ. Making use of the estimate definition (3.12) and the
Fourier transformation of S imply

( ) ( )( ) ( )
22 2

, ,
1 1 1

Err 2
n n n

n j n j n j j
j j j

j j∗ ∗

= = =
λ = γ θ − γ θ θ + θ∑ ∑ ∑ . (4.1)

Since the Fourier coefficients ( ) 1j j≥
θ  are unknown, the weight coefficients ( ) 1j j≥

γ

cannot be found by minimizing this quantity. To circumvent this difficulty one needs to
replace the terms ,j n j

∗θ θ  by their estimators ,j nϑ . We set

, , ,
ˆˆ n

j n j n j n n
∗ σ

ϑ = θ θ − , (4.2)

where ˆ nσ  is the estimate for the noise variance of 2
,Q Q j nσ = ξE  which we choose in the

following form

( )2
, ,

1 0

1ˆ ˆˆ    and   
nn

n j n j n j t
j n

t t t dy
n⎡ ⎤= +⎣ ⎦

σ = = φ∑ ∫ . (4.3)

For this change in the empirical squared error, one has to pay some penalty. Thus, one
comes to the cost function of the form

( ) ( )( ) ( ) ( )
22

, ,
1 1

ˆ2
n n

n j n j n n
j j

J j j P∗

= =
γ = γ θ − γ ϑ + ρ γ∑ ∑ , (4.4)

where ρ  is some positive constant, ( )n̂P γ  is the penalty term defined as

( )
2ˆˆ n n

nP
n

σ γ
γ = . (4.5)

Substituting the weight coefficients, minimizing the cost function
 ( )agrmin nJ∗

γ∈Γγ = γ  (4.6)

in (3.12) leads to the improved model selection procedure
S S ∗

∗ ∗
λ

= . (4.7)
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It will be noted that ∗γ  exists because Γ  is a finite set. If the minimizing sequence ∗γ
in (4.6) is not unique, one can take any minimizer.

To prove the sharp oracle inequality, the following conditions will be needed for the
family nQ of distributions of the noise 0( )t t≥ξ  in (1.1). Namely, we need to impose

some stability conditions for the noise Fourier transform sequence ( ), 1j n j n≤ ≤
ξ  intro-

duced in [15].
С1) There exists a proxy variance 0Qσ >  such that for any 0ε >

1, ( )
lim 0n

n

Q

nε→∞
=

L
, 2

1, ,
1

( )
n

n Q j n Q
j

Q
=

= ξ − σ∑L E . (4.8)

С2) Assume that for any 0ε >

2, ( )
lim 0n

n

Q

nε→∞
=

L
, ( )

2
2 2

2, , ,
| | 1 1

( ) sup
n

n Q j j n Q j n
x j

Q x
≤ =

⎛ ⎞
= ξ − ξ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑L E E . (4.9)

Theorem 4.1. If the conditions С1) and С2) hold for the distribution Q of the process
0( )t t≥ξ  in (1.1), then, for any n ≥ 1 and 0 < ρ < 1/2, the risk (1.4) of estimate (4.7) for S

satisfies the oracle inequality

( ) ( )* ( )1 5, min ,
1

R R n
Q Q

Q
S S S S

n
∗
γγ∈Γ

+ ρ
≤ +

− ρ ρ
B

, (4.10)

where ( )* ˆ( ) ( ) 1 | | | |n n Q n QQ Q= + Γ σ − σB U E  and the coefficient ( )n QU  is such that
for any 0ε >

( )
lim 0n
n

Q
nε→∞

=
U

. (4.11)

In the case, when the value of Qσ  in С1) is known, one can take ˆ n Qσ = σ . Then

( )
2

Q n
nP

n
σ γ

γ = , (4.12)

and we can rewrite the oracle inequality (4.10) with ( ) ( )n nQ Q=B U . Now we study the
estimate (4.3). To obtain the oracle inequality for the robust risk (1.5) we need some ad-
ditional condition on the distribution family nQ . We set

* * sup
n

n Q
Q Q∈

ς = ς = σ . (4.13)

*
1 )C  Assume that the limit equations (4.8) – (4.9) hold uniformly in nQ Q∈  and

* / 0n nες →  as n → ∞  for any 0ε > .
Now we impose some conditions on the set of the weight coefficients Γ .

*
2 )C  Assume that the set Γ  is such that / 0nεν →  and 1/ 2

*| | / 0n +εΓ →  as
n → ∞  for any 0ε > .
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As is shown in [17], both conditions *
1 )C  and *

2 )C  hold for the model (1.1) with
Ornstein–Uhlenbeck noise process (2.1). Using Proposition 4.2 from [17] we can obtain
the following result.

Theorem 4.2. Assume that the conditions *
1 )C  and *

2 )C  hold and the function S(t) is
continuously differentiable. Then the robust risk (1.5) of the estimate (4.7) satisfies the
oracle inequality, for any 2n ≥  and 0 1/ 2< ρ < ,

( ) ( ) ( )* * * * 21 5 1, min , 1 || ||
1

R Rn n nS S S S S
n

∗
γγ∈Γ

+ ρ
≤ + +

− ρ ρ
B ,

where the term *
nB  has the property (4.11).

Now we specify the weight coefficients ( ) 1( ) jj ≥γ  as proposed in [5, 6] for a hetero-

scedastic regression model in discrete time. Firstly, we define the normalizing coeffi-
cient /nv n ∗= ς . Consider a numerical grid of the form

{ } { }*
11,..., ,...,n mk r r= ×A ,

where ir i= ε  and 21/m = ε⎡ ⎤⎣ ⎦ . We assume that the parameters 1k∗ ≥  and 0 1< ε ≤  are

functions of n, i.e. ( )k k n∗ ∗=  and ( )nε = ε , such that ( )k n∗ → +∞ , ( ) 0nε → ,

( ) / ln 0k n n∗ →  and ( )n nδε → ∞  as n → ∞  for any 0δ > . One can take, for example,

( ) 1/ ln( 1)n nε = +  and ( ) ln( 1)k n n∗ = + . For each ( ),  nrα = β ∈A , we introduce the
weight sequence ( ) 1( ) jjα α ≥γ = γ  as

( ){ } ( )( ) ( ){ }1( )  1  /j d d jj j
α

β
α α≤ ≤ α α < ≤ωγ = + − ω1 1 ,

where ( ) ( )1/ 2 1
nrv β+

α βω = τ , ( )( ) ( )21 2 1 / β
βτ = β + β + π β  and [ ]( ) / ln( 1)d nαα = ω + .

We set
 ,  { }nαΓ = γ α ∈A . (4.14)

It will be noted that such weight coefficients satisfy the condition D1).

5. Asymptotic efficiency

In order to study the asymptotic efficiency we define the following functional So-
bolev ball

2( )
,

0
[0,1] :

k
k i

k p
i

W f C f
=

⎧ ⎫
= ∈ ≤⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑r r , (5.1)

where r > 0 and 1k ≥  are some unknown parameters, [0,1]k
pC  is the space of k times

differentiable 1-periodic functions such that ( ) ( )(0) (1)i if f=  for any 0 1i k≤ ≤ − . Let

nΣ  denote all estimators ˆ
nS , i.e. measurable functions with respect to { },  0ty t nσ ≤ ≤ .

In the sequel, we denote by Q∗  the distribution of the process ( )0t t ny ≤ ≤  with t tw∗ξ = ς ,

i.e. white noise model with the intensity ∗ς .
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Theorem 5.1. Assume that nQ Q∗ ∈  . The robust risk (1.5) has the following lower
bound

( )
,

2 /(2 1) *
ˆ

ˆliminf inf sup , ( )R
n n k

k k
n n n kn S S W

v S S l+

→∞ ∈Σ ∈
≥

r

r .

with ( ) ( )( )1/(2 1) 2 /(2 1)( ) (2 1) / ( 1)k k k
kl k k k+ += + π +r r .

We show that this lower bound is sharp in the following sense.
Theorem 5.2. The model selection procedure (4.7), with the weight coefficients

(4.14), satisfies the following upper bound

( )
,

2 /(2 1) * *limsup sup , ( )R
k

k k
n n k

n S W
v S S l+

→∞ ∈
≤

r

r .

It is clear that these theorems imply the following efficiency property.
Corollary 5.3. Assume that nQ Q∗ ∈ . Then the model selection procedure (4.7),

with the weight coefficients (4.14), is asymptotically efficient, i.e.

( )
,

2 /(2 1) * *lim sup , ( )R
k

k k
n n kn S W

v S S l+

→∞ ∈
=

r

r .

Theorem 5.1 and Theorem 5.2 are proved in the same way as Theorems 1 and 2 in [9].

6. Monte Carlo simulations

In this section we give the results of numerical simulations to assess the performance
and improvement of the proposed model selection procedure (4.7). We simulate the
model (1.1) with 1-periodic function S of the form

2( ) sin(2 ) (1 )cos(2 )S t t t t t t= π + − π , 0 1t≤ ≤ , (6.1)

and the Ornstein–Uhlenbeck noise process 0( )t t≥ξ  defined by the equation

0.5 0.5t t t td dt dw dzξ = −ξ + + , 1
tN

t jjz Y
=

= ∑ ;

here tN  is a homogeneous Poisson process with the intensity 1λ =  and ( ) 1j j
Y

≥
 is i.i.d.

Gaussian (0,1) (see, for example, [12]).
We use the model selection procedure (4.7) with the weights (4.14) in which

* 100 ln( 1)k n= + + , / ln( 1)ir i n= + , 2[ln ( 1)]m n= + , * 0.5ς =  and 2(3 ln )n −ρ = + .
We define the empirical risk as

2

1

1 ˆ( , ) ( )
p

n j
j

R S S t
p =

= ∆∑Ε  and 2 2
,

1

1ˆ ( ) ( )
N

n n l
l

t t
N =

∆ = ∆∑Ε ,

where ( ) ( ) ( )n nt S t S t∆ = −  and , ( ) ( ) ( )l
n l nt S t S t∆ = −  is the deviation for the l-th repli-

cation. In this example we take the frequency of observations p = 100001 and numbers
of replications N = 1000.

Table 1 gives the values for the sample risks of the improved estimate (4.7) and the
model selection procedure based on the weighted LSE (3.15) from [11] for different
numbers of observation period n. Table 2 gives the values for the sample risks of the
model selection procedure based on the weighted LSE (3.15) from [11] and it’s im-
proved version for different numbers of observation period n.
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T a b l e  1

The sample quadratic risks for different optimal γ

n 100 200 500 1000

*
*( , )R S S
γ 0.0289 0.0089 0.0021 0.0011

ˆ
ˆ( , )R S Sγ 0.0457 0.0216 0.0133 0.0098

*
*

ˆ
ˆ( , ) / ( , )R S S R S Sγ γ 1.6 2.4 6.3 8.9

T a b l e  2

The sample quadratic risks for same optimal γ̂

n 100 200 500 1000
*
ˆ( , )R S Sγ 0.0391 0.0159 0.0098 0.0066

ˆ
ˆ( , )R S Sγ 0.0457 0.0216 0.0133 0.0098

*
ˆ ˆ

ˆ( , ) / ( , )R S S R S Sγ γ 1.2 1.4 1.3 1.5

Remark 6.1. Figures 1 and 2 show the behaviour of the procedures (3.6) and (4.7)
depending on the values of observation periods n. The bold line is the function (6.1), the
continuous line is the model selection procedure based on the least squares estimators
Ŝ  and the dashed line is the improved model selection procedure S∗ . From the Table 2
for the same γ̂  with various observations numbers n one can conclude that theoretical
result on the improvement effect (3.13) is confirmed by the numerical simulations.
Moreover, for the proposed shrinkage procedure, Table 1 and Figures 1, 2, we can con-
clude that the gain is considerable for non-large n.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
–1

–0.8

–0.6

–0.4

–0.2

0

0.2

0.4

Fig. 1. Behavior of the regression function and its estimates for n = 500
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–1.2
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–1.0

Fig. 2. Behavior of the regression function and its estimates for n = 1000

7. Proofs

7.1. Proof of Theorem 3.1. Consider the quadratic error of the estimates (3.12)

( ) ( ) ( )2 22 2* * *
, , ,

1 1 1

ˆ( ) ( ) ( )
n d n

j n j j n j j n j
j j j d

S S j j jγ
= = = +

− = γ θ − θ = γ θ − θ + γ θ − θ∑ ∑ ∑

( ) ( )

( )

2 ,2
, ,

1 1

2 2
,

1

ˆ
ˆ ˆ( ) 2

ˆ ˆ2 ( ),

n d
j n

j n j n n j n j
j j d n d

d

n n j n j j n
j d

j c c

S S c c

= = +

γ
= +

θ
= γ θ − θ + − θ − θ

θ

= − + − θ − θ ι θ

∑ ∑

∑

where ( )j j dx x xι =  for 1( ) .d
j j dx x ≤ ≤= ∈  Therefore the risk for the improved es-

timator *Sγ  can be represented as

( ) ( ) ( )2
, , ,

1

ˆ ˆ, , 2 ,R R
d

Q Q n n Q S j n j j n
j d

S S S S c c I∗
γ γ

= +
= + − θ − θ∑E

where ( )( ), ,
ˆ( ) .j n j n j n j nI = ι θ θ − θE G  Now, taking into account that the vector

, 1
ˆ( )n j n j d≤ ≤θ = θ  is the nG -conditionally Gaussian in d  with mean 1( )j j d≤ ≤θ = θ  and

covariance matrix 1 ,nn− G  we obtain

( ), ( ) ( | ) .dj n j j nI x x x dx= ι − θ∫ p G

Here ( | )nxp G  is the conditional distribution density of the vector nθ , i.e.
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( )
( ) ( )1

2
1( | ) exp .

22 det
n

n d
n

x x
x

−⎛ ′ ⎞− θ − θ
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟π ⎝ ⎠

G
p

G
G

Changing the variables by ( )1/ 2
nu x−= − θG  yields

( )

2

, ,2
1

1 ( ) exp ,
22

d

d
d

j n jl j n ld
l

u
I g u u du

=

⎛ ⎞
= ι −⎜ ⎟⎜ ⎟π ⎝ ⎠

∑ ∫ (7.1)

where ( )1/ 2
, ( )j n j nu uι = ι + θG  and ijg  denotes (i,j)-th element of 1/ 2

nG . Furthermore,

integrating by parts, the integral ,j nI  can be rewritten as

( ),
1 1

| | .
n

d d
j

j n jl kl nu
kl k

I g g u
u =θ

= =

∂ι⎛ ⎞
= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

∑∑E G

Now, taking into account that ( ) 2
maxz Az A z′ ≤ λ  and the condition 2 )D , we obtain

that

( ) 2 2 * 1
, ,3

12 2 .n n n n
Q n n Q S n n n Q S

n nd dn

tr
S c c c c l n−

⎛ ⎞′θ θ⎜ ⎟∆ = − − ≤ −
⎜ ⎟θ θθ⎝ ⎠

G G
E E

Recall, that the prime denotes the transposition. Moreover, in view of the Jensen ine-
quality, we can estimate the last expectation from below as

( ) ( ) ( )11 11/ 2 1/ 2
, , , .Q S n Q S n n Q S ndd dd

n n
−− −− −θ = θ + ξ ≥ θ + ξE E E

Now we note that the condition (1.3) implies that
2

, * .Q S n d
dξ ≤ κE

So, for 2 *
nS r≤

( ) ( ) 11 *
, *Q S n nr d n

−−
θ ≥ + κE

and therefore ( )
( )

*
2 2

*
*

2 .n
Q n n n

n

l
S c c c

r d n n
∆ = − ≤ −

+ κ

Hence Theorem 3.1.
7.2. Proof of Theorem 4.1. Substituting (4.4) in (4.1) yields for any

( ) ( ) ( ) ( )2* *
, , ,

1

ˆˆ ˆErr 2 .
n

n
n j n j n j n j n

j
J j S P

n=

σ⎛ ⎞γ = γ + γ θ θ − − θ θ + − ρ γ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ (7.2)

Now we set ( ) ( )1 ,n
jL j
=

γ = γ∑

( ) ( )( ) ( ) ( )2
1, , 2, ,

1 1
,    ,

n n

n Q j n Q n j n
j j

B j B j
= =

γ = γ ξ − σ γ = γ ξ∑ ∑E

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 3, , ,
1 1

1 1 ˆ  and   . 
n n

j j n n j n j n
j j

M j B j g j
n n= =

γ = γ θ ξ γ = γ θ ξ∑ ∑
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Taking into account the definition (4.5), we can rewrite (7.2) as

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

1,

2, 2
3,

ˆ 2Err 2 2

ˆ2 2

Q n
n n

n
n n n

Q

J L M B
n n

B
P B S P

n

σ − σ
γ = γ + γ + γ + γ

γ
+ γ − γ + − ρ γ

σ
(7.3)

with .nγ = γ γ  Let ( )( )0 0 1 nj ≤γ = γ  be a fixed sequence in Γ and *γ  be as in (4.6).

Substituting 0γ  and *γ  in (7.3), we consider the difference

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

*
2,* *

0 1,

2, 0 * *
0 3, 3, 0 0

ˆ 2Err Err 2 2 2

ˆ ˆ2 2 2 ,

nQ n
n n n n

Q

n
n n n n n

Q

B
L x M x B x P

n n n
B

P B B P P
n

γσ − σ
γ − γ ≤ + + + γ

σ
γ

− γ − γ + γ − ρ γ + ρ γ
σ

where *
0.x = γ − γ  Note that ( ) *2L x ≤ Γ  and ( ) ( )1, 1, .n nB x Q≤ L  Applying the ele-

mentary inequality
2 1 22 ab a b−≤ ε + ε (7.4)

with any 0,ε >  we get

( )
( )

( )
( )

( )
2 *

2, 2, 22 ,n n
n n n

QQ

B B B
P P P

n nn

γ γ
γ ≤ ε γ + ≤ ε γ +

εσ εσσ

where ( ) ( )( )* 2 2 2
2 2, 2,max n nB B B

γ∈Γ
= γ + γ

with ( )2 2
1

.j j n≤ ≤
γ = γ  Note that from the definition of function ( )2,n QL  in the condition

)2C  it follows that

( ) ( )( ) ( )* 2 2 2
2 2, 2, 2,2 .Q Q n Q n nB B B Q

γ∈Γ
≤ γ + γ ≤ ν∑E E E L (7.5)

Moreover, by the same argument one can estimate the term 3,nB . Note that

( )
*

2 2 2

1

ˆ ,
n

n
j n

j

c
g j c

nγ
=

θ = ≤∑ (7.6)

where * 2max .n nc n cγ∈Γ=  Therefore by the Cauchy–Schwarz inequality, we can estimate

the term ( )3,nB γ  as

( ) ( ) ( )( )
1/ 2

1/ 22 2 2
3, 2,

1
.

n
n n

n n j n Q n
j

B c j c B
n n=

⎛ ⎞γ γ
γ ≤ γ ξ = σ + γ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

So, applying the elementary inequality (7.4) with some arbitrary 0,ε >  we have

( ) ( ) ( )
*

*
3, 22 .n

n n Q
Q

c
B P B

n
γ ≤ ε γ + σ +

εσ
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Using the bounds, one has

( ) ( ) ( ) ( ) ( )**
0 1,

ˆ4 2Err Err 2Q n
n n nL x M x Q

n n
Γ σ − σ

γ ≤ γ + + + L

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
**

* * *2
2 0 0

2 2 ˆ ˆ2 2 .Q n n n n
Q Q

Bc B P P P P
n n

+ σ + + + ε γ + ε γ − ρ γ + ρ γ
ε σ ε σ

Setting 4ε = ρ  and substituting ρ = 1 (where it is possible) we have

( ) ( ) ( ) ( )**
0 1,

ˆ5 2Err Err 2Q n
n n nM x Q

n n
Γ σ − σ

γ ≤ γ + + + L

( )( ) ( ) ( ) ( )
* *

2 *
0 0

16 1 ˆ ˆ .
2 2 2

Q
n n n

Q

c B
P P P

n

+ σ + ρ ρ ρ
+ − γ + γ + γ

ρσ

Moreover, taking into account here that

( ) ( ) *
0 0

ˆˆ Q n
n nP P

n
Γ σ − σ

γ − γ ≤

and that 1 2,ρ <  we obtain that

( ) ( ) ( ) ( )**
0 1,

ˆ6 2Err Err 2Q n
n n nM x Q

n n
Γ σ − σ

γ ≤ γ + + + L

 
( )( ) ( ) ( )

* *
2 *

0

16 1 3 .
2 2

Q
n n

Q

c B
P P

n

+ σ + ρ ρ
+ − γ + γ

ρσ
(7.7)

Now we estimate the third term in the right-hand side if this inequality. Firstly, we note that

( )
*

22 ,x
ZM x S
n

≤ ε +
ε

(7.8)

where 1
n

x j j jjS x
=

= θ φ∑  and

( )
1

2
*

2sup .
x x

nM x
Z

S∈Γ
=

with the set 1 0.Γ = Γ − γ  Using Proposition 7.1 from [17], we can obtain that for any

fixed 1( ) .d
j j dx x ≤ ≤= ∈

( ) ( ) 22
2 2 2

2
1

n
Q x Qn x

j j
j

SI S
M x x

n nn =

σ σ
= = = θ∑E

E (7.9)

and therefore ( )

1

2
*

2 .Q Q
x x

nM x
Z

S∈Γ
≤ ≤σ ν∑E (7.10)

The norm * 0

* *S Sγγ
−  can be estimated from below as

( ) ( )( ) ( ) ( )* 0

2* * 2 2

1 1

ˆ ˆ ˆ2 ,
n n

j x j
j j

S S x j j S x j jγγ
= =

− = + β θ ≥ + β θ∑ ∑
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where ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 .j jj j g j gβ = γ γ − γ γ  Therefore, in view of (3.5),

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0

2 22 2* * 2

1

2

1

ˆ ˆ2

2ˆ2 2 ,

n

x x x j
j

n

j j
j

S S S S S x j j

M x x j j x
n

γ γ
=

=

− − ≤ − − β θ

≤ − − β θ θ − ϒ

∑

∑

where ( ) ( ) ( )1
ˆ .n

j jj j j
=

ϒ γ = γ β θ ξ∑  Note that the first term in this inequality can be es-

timated as

( ) ( )
1

2 2*
22 *1

1 22    and   sup .x
x x

nM xZ
M x S Z

n S∈Γ
≤ ε + =

ε

Note that, similarly to (7.10) one can estimate the last term as
*
1 .Q QZ ≤ σ νE

From here it follows that, for any 0 1< ε < ,

( ) ( ) ( )
0

*22 * * 1

1

1 2ˆ2 .
1

n

x j j
j

Z
S S S x j j x

n nγ γ
=

⎛ ⎞
≤ − + − β θ θ − ϒ⎜ ⎟⎜ ⎟− ε ε⎝ ⎠

∑ (7.11)

Further we note that the property (7.6) yields

( ) ( ) ( )
0

*
2 2 2 2 2 2

1 1 1

4ˆ ˆ ˆ2 2 .
n n n

j j j
j j j

cj g j g j
nγ γ

= = =
β θ ≤ θ + θ ≤

ε∑ ∑ ∑ (7.12)

Given ( ) 1x j ≤  and using the inequality (7.4), we get that for any 0ε >

( ) ( )
*

2

1

4ˆ2 .
n

j j x
j

cx j j S
n=

β θ θ ≤ ε +
ε∑

To estimate the last in the right hand of (7.11) we use first the Cauchy-Schwartz ine-
quality and then the bound (7.12), i.e.

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

1/ 2 1/ 2
2 2 2 2*

1 1
* ** 22 2

1

22 ˆ

.

n n

j j
j j

n Q
n j n

Qj

j j
n n

c BcP j P
n n

= =

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ
ϒ γ ≤ β θ γ ξ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
σ +

≤ ε γ + γ ξ ≤ ε γ +
εσ εσ

∑ ∑

∑

Therefore,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )* *

2* *
0 0

22 2 2 .Q
n n

Q

c B
P P

nn n n

σ +
ϒ γ ≤ ϒ γ + ϒ γ ≤ ε γ + ε γ +

εσ

Combining all these bounds in (7.11), we obtain that

( ) ( ) ( )* 0

* ** 2 22 * * *1
0

61 .
1

n
x n n

c BZ
S S S P P

n nγγ

⎛ ⎞σ +
⎜ ⎟≤ + − + + ε γ + ε γ
⎜ ⎟− ε ε εσ⎝ ⎠

Using (7.8) and this bound
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( ) ( )( )* 0

2* * *
02 ,n nS S Err Errγγ

− ≤ γ + γ

we have

( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

* * ** * 20 2 *1
0

2 6 
2 .

(1 ) 1 (1 ) 1
n n n Q

n n
Q

Err Err c BZ Z
M x P P

n n

ε γ + γ σ ++ ε
≤ + + + γ + γ

−ε ε −ε σ −ε −ε

Choosing here 2 1 2ε ≤ ρ <  we have that

( )
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** * * *
01 2 *

0

22  12
2 .

1
n n n Q

n n
Q

Err ErrZ Z c B
M x P P

n n

ε γ + γ+ σ +
≤ + + + ε γ + γ

ε −ε σ

From here and (7.7), it follows that
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( )
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( )
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2 1 0

ˆ6 21Err Err
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Γ σ − σ+ ε
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− ε − ε − ε

+ σ + + ρ γ
+ + +

ρ − ε σ − ε − ε

L

Choosing here 3ε = ρ  and estimating ( ) 11 −− ρ  by 2 where this is possible, we get

( ) ( )
( )

( )

( )( ) ( ) ( )

**
0 1,

* * * *
2 1 0

ˆ121 3 4Err Err
1 1 3

56 1 4  2
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1
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Q
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c B Z Z P
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Γ σ − σ+ ρ
γ ≤ γ + +

− ρ − ε

+ σ + + ρ γ
+ + +

ρ σ − ρ

L

Taking the expectation and using the upper bound for ( )0nP γ  in Lemma 7.1 with ε = ρ
yields

( ) ( )0

, ** * ˆ121 5, , ,
1

R R Q n Q Q n
Q QS S S S

n nγ

Γ σ − σ+ ρ
≤ + +

− ρ ρ

U E

where ( ) ( ) ( )( )* *
, 1, 2,4 56 1 2 1 2 .Q n n n n nQ c Q c= + + ν + +U L L  Since this inequality holds

for each 0 ,γ ∈ Λ  this implies Theorem 4.1.

7.3. Property of Penalty term

Lemma 7.1. For any 1,   and 0 1n ≥ γ ∈ Γ < ε <

( ) ( )
( )

*Err
.

1 1
n n

n
c

P
n

γ
γ ≤ +

− ε ε − ε
E

(7.13)

Proof. By the definition of ( )Errn γ  one has

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )22* *
, ,

1 1
Err 1

n n

n j n j j n j j
j j

j j j
= =

γ = γ θ − θ = γ θ − θ + γ − θ∑ ∑

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )22 * *
, ,

1 1
1 .

n n

j n j j j n j
j j

j j j
= =

≥ γ θ − θ + γ γ − θ θ − θ∑ ∑
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By the condition )2B  and the definition (3.10) we obtain that the last term in the sum
can be replaced as

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )*
, ,

1 1

ˆ1 1 ,
n n

j j n j j j n j
j j

j j j j
= =

γ γ − θ θ − θ = γ γ − θ θ − θ∑ ∑

i.e. ( ) ( )( ) ( )*
,1 1 0n

j j n jj j j
=

γ γ − θ θ − θ =∑E  and, therefore, taking into account the defi-

nition (4.12), we obtain that

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 ,2 2*
,

1 1

ˆErr
n n

j n
n j n j j

j j
j j g j

n γ
= =

ξ⎛ ⎞
γ ≥ γ θ − θ = γ − θ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑E E

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
,

1 1

2 1ˆ ˆ1 .
n n

n j n j n j
j j

P j g j P g j
n γ γ

= =
≥ γ − γ θ ξ ≥ − ε γ − θ

ε∑ ∑E E

The inequality (7.6) implies the bound (7.13). Hence Lemma 7.1.
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КАНОНИЧЕСКАЯ СИСТЕМА БАЗИСНЫХ ИНВАРИАНТОВ
УНИТАРНОЙ ГРУППЫ W(K5)

Продолжена работа по построению канонических систем базисных инвари-
антов для конечных унитарных примитивных групп, порождённых отраже-
ниями. А именно: построена в явном виде каноническая система базисных
инвариантов для конечной унитарной примитивной группы W(K5), порож-
дённой отражениями, в пятимерном унитарном пространстве.

Ключевые слова: унитарное пространство, отражение, группа отраже-
ний, алгебра инвариантов, базисный инвариант, каноническая система.

Пусть в n-мерном унитарном пространстве nU  задана координатная система
началом O и ортонормированным базисом ie  ( 1,i n= ); вектор 1{ , , }nx x=x … . От-

ражением σ  порядка l в пространстве nU  называется унитарное преобразование
порядка l, множество неподвижных точек которого является плоскостью размер-
ности n – 1. Эту плоскость называют гиперплоскостью отражения или симметрии.
Обозначим через G конечную неприводимую группу, порождённую отражениями
σ  относительно гиперплоскостей с общей точкой O. Классификация групп G
впервые получена в работе [1].

Действие группы G в кольце R = C[x1, … , xn] многочленов от n переменных
над полем комплексных чисел определим с помощью равенства 1( )g f f g−⋅ = x ,
где g G∈  и 1( ) ( , , )nf f f x x R= = ∈x … . Многочлен f R∈  называется инвариан-
том группы G или G-инвариантом, если g f f⋅ =  для всех g G∈ .

Множество всех G-инвариантных многочленов f R∈  образует алгебру GI ,
которая порождается n алгебраически независимыми однородными многочленами
fi степеней ( 1, )im i n=  [1]; не нарушая общности, будем считать, что

1 2 nm m m≤ ≤ ≤… . Система многочленов {f1, ... , fn} называется системой базисных
инвариантов группы G.

Для заданной группы G система базисных инвариантов определяется неодно-
значно, но их степени (числа im ) определяются однозначно и называются показа-
телями группы. Выдвинув дополнительные условия, можно среди бесконечного
множества систем базисных инвариантов выбрать особые базисы, удовлетворяю-
щие ранее выдвинутым условиям.

Так, Л. Флатто (см., например, [2]) при изучении свойства среднего значения
для непрерывных вещественных функций рассматривал специальные системы ба-
зисных инвариантов для конечных вещественных групп G , порожденных отра-
жениями, в вещественном евклидовом пространстве. Такие системы базисных ин-
вариантов в [3] были названы «каноническими системами базисных инвариан-
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тов». В работе [4] понятие «канонической системы базисных инвариантов» было
перенесено на группы G унитарного пространства nU , а также предложен метод
построения канонических систем, который в [5] был реализован при построении
канонической системы базисных инвариантов для бесконечного семейства им-
примитивных групп G(m, p, n).

Ранее (см. [6 – 9]) автором был реализован другой метод построения в явном
виде канонических систем базисных инвариантов для конечных унитарных при-
митивных групп, порождённых отражениями в пространствах nU  размерности

2,3,4n = .
В настоящей статье приведен метод построения в явном виде канонической

системы базисных инвариантов для группы W(K5) – единственной конечной уни-
тарной примитивной невещественной группы, порождённой отражениями в про-
странстве 5U .

Постановка задачи

Система 1{ , , }nf f…  базисных инвариантов группы G называется канониче-
ской системой, если она удовлетворяет следующей системе дифференциальных
уравнений в частных производных [4]:

( ) 0, , 1, ( ),i jf f i j n i j∂ = = <  (1)

где дифференциальный оператор ( )if ∂  получается из многочлена fi заменой всех

его коэффициентов на комплексно сопряжённые, а переменных kx  – на 
kx

∂
∂

.

Цель настоящей работы – построить в явном виде каноническую систему ба-
зисных инвариантов для унитарной группы W(K5), порождённой отражениями в
пространстве 5U , и, таким образом, с учётом результатов работ [6 – 9], завершить
построение в явном виде канонических систем базисных инвариантов всех конеч-
ных унитарных примитивных групп G, порождённых отражениями, в пространст-
вах nU  размерности 5n ≤ .

Схема предложенного и реализованного в [6 – 9] метода (см. также [10]) со-
стоит в следующем:

1. Возьмём известную систему 
1

{ , , }
nm mJ J…  базисных инвариантов группы G

(см., например, [11]).
2. Построим новую систему базисных G-инвариантных многочленов
( 1, )

pmI p n=  в виде многочленов подходящей степени с неопределёнными коэф-

фициентами aα  от базисных инвариантов 
kmJ . Так как многочлен 

pmI  должен

быть базисным, то форма 
pmJ  должна обязательно присутствовать в записи этого

многочлена.
3. Подставляя в многочлены 

pmI  явные выражения базисных инвариантов

kmJ , получим однородные многочлены 
pmI  степени pm  относительно перемен-
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ных 1, , nx x… . При этом коэффициент у каждого одночлена формы 
pmI  есть ли-

нейная комбинация неопределённых коэффициентов aα .
4. Обозначим 

1 11 m mf I J= =  и последовательно применим условие (1) к фор-

мам , 1
pmI p > .

5. На каждом шаге уравнения (1) приводят к системе линейных однородных
уравнений относительно неопределённых коэффициентов aα . Находим общее
решение полученной системы линейных уравнений и вводим обозначение

ˆ , 1
pp mf I p= > , где ˆ

pmI  – форма 
pmI  для найденных значениях aα .

Построенная таким образом система базисных инвариантов {f1, ... , fn} является
канонической системой.

Для вычислений может быть использован программный пакет, например сис-
тема компьютерной алгебры Maple.

Каноническая система для группы W(K5)

В пространстве 5U  существует только одна конечная невещественная при-
митивная группа G, порождённая отражениями. Это группа W(K5) порядка 72·6!,
порождённая отражениями второго порядка относительно 45 4-мерных плоско-
стей [1].

Введём в пространстве 5U  ортонормированную систему координат с началом

O и ортонормированным базисом ie  ( 1,5i = ); вектор 
5

1
i i

i
x

=
= ∑x e . Тогда группа

W(K5) порождается отражениями второго порядка относительно 4-плоскостей с
уравнениями [12]

2
1 2 1 1 2 3 4 50, 0 ( 1,3), 2 0t tx x x x t x x x x x+− ω = − = = + + + + = ,

где 1 3
2 2

ω = − + ε  – первообразный корень третьей степени из единицы; 1ε = − .

Уравнения всех 45 4-мерных плоскостей, отражения относительно которых
принадлежат группе W(K5), имеют вид

0 5
4

5
1

0, 2 0ik k k
i j i

i
x x x x

=
− ω = ω + ω =∑ ,

где 
4

5 0 5
1

2 0(mod3), , 1, 4 ( ); , , 1,3i i
i

k k i j i j k k k
=

+ ≡ = < =∑ .

Множество их нормальных векторов (система корней группы) состоит из 270
векторов

0 5
4

5
1

( ), ( 2 ), 1,3,
2 6

i
t t

k k k
i j i

i
t

=

εω ω
± − ω ± ω + ω =∑e e e e

и инвариантно относительно группы W(K5) [12]. Степени mi = 4, 6, 10, 12, 18 [1].
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В работах [11, 12], используя многочлены Погорелова [11], автор построил
следующую систему базисных инвариантов группы W(K5):

4 3
4 5 512 2 2i iJ x x x x= + − ∑∏ ; (2)

6 3 3 6 3 3 2
6 5 5 510 5 2 90i i j i i

i j
J x x x x x x x x

<
= − + + + +∑ ∑ ∑ ∏ ; (3)

6 3 3 6 3 3 4 3 3
10 5 5 52( 4 2 ) 4i i j i i i j

i j i j
J x x x x x x x x x x

< <
= − + + − − +∑ ∑ ∑ ∑∏

2 2 6 3 3 3 3
5 518 2 ( 6 )i i j i j k

i j k
x x x x x x x x

< <
+ − −∑ ∑∏ ;

12 9 3 6 6 6 3 3 3
12 61 4400 18942 4620 92400i i j i j i j k i

i j j k
J x x x x x x x x x

< <
= − + + + +∑ ∑ ∑ ∑ ∏

12 9 3 8 6 6 3 3
5 5 5 516 880 2 47520 1848 ( 20 )i i i i j

i j
x x x x x x x x x

<
+ + + + + +∑ ∑ ∑∏

5 3 4 2 3 9 6 3
5 5 5166320 2 ( ) 1247400 110 2 ( 84i i i i i jx x x x x x x x x+ + + + +∑ ∑ ∑∏ ∏

3 3 3 2 6 3 3 3 2
5 51680 ) 5940 (4 35 ) 124740 2 ( )i j k i i j i i i

i j k i j
x x x x x x x x x x x

< < <
+ + + +∑ ∑ ∑ ∑∏ ∏ ;

18 15 3 12 6 9 9
18 820 223176 5072613 13297570i i j i j i j

i j
J x x x x x x x

<
= − + − −∑ ∑ ∑ ∑

12 3 3 9 6 3 6 6 646410 510510 2144142i j k i j k i j k
j k i j k

x x x x x x x x x
< < <

− − − −∑ ∑ ∑
6 3 3 3 18 15 3

5 52042040(5 21 ) 64 13056 2i i j i i
i j

x x x x x x x
<

− + − − −∑ ∑ ∑∏
14 12 6 3 3 11 3
5 5 51175040 148512 ( 20 ) 26732160 2 ( )i i i j i i

i j
x x x x x x x x x

<
− − + − −∑ ∑ ∑∏ ∏

10 2 9 9 6 3 3 3 3
5 5441080640 97240 2 ( 84 1680 )i i i j i j k

i j k
x x x x x x x x x

< <
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8 6 3 3 7 3 2
5 515752880 (4 35 ) 1323241920 2 ( )i i j i i i

i j
x x x x x x x x

<
− + − −∑ ∑ ∑∏ ∏

6 12 9 3 6 6 6 3 3 3
518564 ( 220 924 18480 369600 )i i j i j i j k i

i j j k
x x x x x x x x x x

< <
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5 9 6 3 3 3 3 4 6
5 53675672 2 (2 60 525 ) 82702620 (5i i j i j k i i

i j k
x x x x x x x x x x
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3 3 2 3 15 12 3 9 6 9 3 3
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x x x x x x x x x x x x

< <
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<
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индексы , , 1, 4i j k =  различны в каждом члене каждой суммы и удовлетворяют
неравенствам, указанным под знаком суммы.

Используем эту систему базисных инвариантов для построения канонической
системы {f1, f2, f3, f4, f5} базисных инвариантов группы W(K5).

Пусть f1 = I4 = J4. Так как 6 1 6I a J= , то соотношение (1) запишем в виде:

1 6( ) 0f J∂ = . Оно выполняется тождественно, поэтому, с точностью до постоянно-
го множителя, f2 = J6.

Совокупность всех базисных инвариантов десятой степени группы W(K5)
можно записать в виде

10 1 10 2 4 6I a J a J J= + ,

где a1, a2 – неопределённые коэффициенты.
Соотношение (1), которое имеет вид

1 10 2 10( ) 0, ( ) 0f I f I∂ = ∂ = ,
приводит к уравнению 4a1+177a2 = 0 для неопределённых коэффициентов a1, a2.

Следовательно, a1 = 177c, a2 = – 4c, и, с точностью до постоянного множителя,
форма 3 10

ˆf I=  имеет вид
6 3 3 10 7 3 6

3 5 5 518(17 7 ) 4 12 2 1008i i j i i i
i j

f x x x x x x x x x
<

= + + + − −∑ ∑ ∑∏ ∏

4 6 3 3 3 3 2 2
5 5 584 ( 7 ) 126 2 ( ) 1134i i j i i i

i j
x x x x x x x x x

<
− − − + +∑ ∑ ∑ ∏ ∏ (4)

9 6 3 3 3 3
52 (8 105 1302 )i i j i j k

i j k
x x x x x x x

< <
+ + −∑ ∑ ∑ .

Далее, семейство всех базисных инвариантов двенадцатой степени группы
W(K5) запишем в виде

2 3
12 1 12 2 6 3 4I a J a J a J= + + .

При этом форма I12 принадлежит искомой канонической системе базисных ин-
вариантов, если удовлетворяет следующей системе дифференциальных уравнений:

1 12 2 12 3 12( ) 0, ( ) 0, ( ) 0f I f I f I∂ = ∂ = ∂ = .

Третье уравнение выполняется тождественно, а первые два приводят к линей-
ной системе 12 уравнений относительно трёх неопределённых коэффициентов. Её
общее решение:

a1 = – 1487c, a2 = 224532c, a3 = – 69300c.

Следовательно, f4 (форма 12I ), с точностью до постоянного множителя, имеет
вид

12 9 3 6 6 6 3 3
4 505 7744 19866 126588i i j i j i j k

i j j k
f x x x x x x x x

< <
= + − + −∑ ∑ ∑ ∑

3 12 9 3 8
5 5 5462000 496 5104 2 123552i i ix x x x x x− + + − +∑∏ ∏
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6 6 3 3 5 3
5 51848 (13 64 ) 133056 2 ( )i i j i i

i j
x x x x x x x

<
+ − − −∑ ∑ ∑ ∏ (5)

4 2 3 9 6 3 3 3 3
5 5249480 22 2 (223 1680 34440 )i i i j i j k

i j k
x x x x x x x x x

< <
− − − + −∑ ∑ ∑∏

2 6 3 3 3 2
5 51188 (304 175 ) 474012 2 ( )i i j i i i

i j
x x x x x x x x

<
− − −∑ ∑ ∑∏ ∏ .

Множество всех базисных инвариантов группы W(K5) восемнадцатой степени
запишем так:

3 3 2
18 1 18 2 6 3 4 6 4 6 12 5 10 4I a J a J a J J a J J a J J= + + + + .

Тогда I18 принадлежит искомой канонической системе базисных инвариантов,
если, согласно (1), удовлетворяет следующей системе дифференциальных уравне-
ний:

1 18 2 18 3 18 4 18( ) 0, ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0f I f I f I f I∂ = ∂ = ∂ = ∂ = .

Она приводит к линейной системе 53 уравнений относительно пяти неопреде-
лённых коэффициентов , 1,5la l = . Её общее решение:

a1 = – 1465797839c, a2 = 10312822362843c, a3 = – 6931667257515c,

a4 = – 150080820435c, a5 = 193212438408990c.

Следовательно, форму 5 18
ˆf I= , с точностью до постоянного множителя, мож-

но записать так:
18 15 3 12 6 9 9

5 588128 28757676 275308761 168006410i i j i j i j
i j

f x x x x x x x
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<
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<
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537128 (740 37675 234696 919380i i j i j i j k

i j j k
x x x x x x x x x
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3 5 9 6 3
54065600 ) 1837836 2 (1894 11220i i i jx x x x x+ + − −∑ ∑∏

3 3 3 4 6 3 3 2
513125 ) 1654052400 (4 91 )i j k i i i j i
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< < <
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3 15 12 3 9 6
5102 2 (36208 2211755 26751725i i j i jx x x x x x− + − +∑ ∑ ∑

9 3 3 6 6 3 3 3158208050 254984730 1030029000( ) )i j k i j k i i
j k i j

x x x x x x x x
< <

+ − + −∑ ∑ ∑ ∏
2 12 9 3 6 6
59180 (125419 332332 6227364i i j i j

i j
x x x x x x

<
− + − +∑ ∑ ∑

6 3 3 2 4
51456455 ) 214682217750i j k i i

j k
x x x x x x

<
+ − −∑ ∏ ∏

9 6 3 3 3 3 2
52756754 2 (3160 7395 6216 )i i j i j k i

i j k
x x x x x x x x

< <
− − +∑ ∑ ∑ ∏ .

Таким образом, каноническая система базисных инвариантов для группы
W(K5) состоит из форм (2) – (6).

Заключение

В статье построена в явном виде каноническая система базисных инвариантов
для унитарной группы W(K5), порождённой отражениями в пространстве 5U . Та-
ким образом, с учётом результатов, полученных автором ранее, завершена работа
по построению в явном виде канонических систем базисных инвариантов всех не-
вещественных примитивных групп G пространств nU  для 5n ≤ .

Отметим, что среди конечных примитивных невещественных групп G оста-
лась не рассмотренной единственная группа – группа Митчелла W(K6) порядка
108 9!⋅ , порождённая в пространстве 6U  отражениями второго порядка относи-
тельно 126 5-мерных плоскостей; степени mi = 6, 12, 18, 24, 30, 42 [1]. Система ба-
зисных инвариантов группы W(K6) в явном виде приведена автором в работе [13].
Методом, используемым в данной статье, автором построены в явном виде базис-
ные инварианты канонической системы группы W(K6) степеней 6, 12 и 18. Задача
построения в явном виде оставшихся базисных инвариантов канонической систе-
мы этой группы пока не решена, что обусловлено трудностями вычислительного
характера.

ЛИТЕРАТУРА

 1. Shephard G.C., Todd J.A. Finite unitary reflection groups // Can. J. Math. 1954. V. 6. No. 2.
P. 274–304. DOI: 10.4135/CJM-1954-028-3.

 2. Flatto L. Basic sets of invariants for finite reflection groups // Bull. Amer. Math. Soc. 1968.
V. 74. P. 730–734. DOI: 10.1090/S0002-9904-1968-12017-8.

 3. Iwasaki K. Basic invariants of finite reflection groups // J. Algebra. 1997. V. 195. No. 2.
P. 538–547. DOI: 10.1006/jabr.1997.7066.

 4. Nakashima N., Terao H., Tsujie S. Canonical systems of basic invariants for unitary reflection
groups // Canad. Math. Bull. 2016. V. 59. No. 3. P. 617–623. DOI: 10.4153/CMB-2016-031-7.

 5. Tsujie S. Construction of canonical systems of basic invariants for finite reflection groups.
The thesis (doctoral). Hokkaido. 2014. 40 p. DOI: 10.14943/doctoral.k11536.

 6. Рудницкий О.И. Канонические системы базисных инвариантов для групп симметрий
многогранников Гессе // Таврический вестник информатики и математики. 2017. № 3
(36). С. 73–78.

 7. Рудницкий О.И. Канонические системы базисных инвариантов для унитарных групп
W(J3(m)), m = 4, 5 // Таврический вестник информатики и математики. 2018. № 1 (38).
С. 89–96.



Каноническая система базисных инвариантов унитарной группы 39

 8. Рудницкий О.И., Бочко А.Ю., Рольская Е.Н. Канонические системы базисных инвариан-
тов для примитивных групп, порождённых отражениями, на унитарной плоскости //
Математика, информатика, компьютерные науки, моделирование, образование: сб. на-
учных трудов МИКМО-2018. Симферополь. 2018. С. 59–71.

 9. Рудницкий О.И. Канонические системы базисных инвариантов конечных примитивных
групп отражений четырёхмерного унитарного пространства // Динамические системы.
2019. Т. 9(37). № 1.

 10. Talamini V. Canonical bases of invariant polynomials for the irreducible reflection groups of
types E6, E7 and E8 // J. Algebra. 2018. V. 503. P. 590–603. DOI: 10.1016/j.jalgebra.
2018.01.017.

 11. Рудницкий О.И. Алгебраические поверхности с конечными группами симметрий в уни-
тарном пространстве: диc. ... канд. физ.-мат. наук. Минск, 1990. 115 с.

 12. Rudnitskii O.I. Some properties of the basis invariants of the unitary group W(K5) // Journal of
Mathematical Sciences. 1990. 51. No. 5. P. 2570–2574. DOI: https://doi.org/10.1007/
BF01104176.

 13. Rudnitskii O.I. Basis invariants of the Mitchell group generated by reflections in six-
dimensional unitary space // J. Soviet Mathematics. 1990. V. 65. No. 1. P. 1479–1482. DOI:
https://doi.org/10.1007/BF01105303.

Статья поступила 04.12.2018 г.

Rudnitskii O.I. (2019) CANONICAL SYSTEM OF BASIC INVARIANTS FOR UNITARY
GROUP W(K5). Vestnik Tomskogo gosudarstvennogo universiteta. Matematika i mekhanika
[Tomsk State University Journal of Mathematics and Mechanics]. 58. pp. 32−40

DOI 10.17223/19988621/58/3

Keywords: Unitary space, reflection, reflection groups, algebra of invariants, basic invariant,
canonical system of basic invariants.

For a finite group G generated by reflections in the n-dimensional unitary space nU , the al-
gebra GI  of all G-invariant polynomials f(x1, … , xn) is generated by n algebraically independent
homogeneous polynomials G

if I∈  with 1 2deg ( 1, );i i nf m i n m m m= = ≤ ≤ ≤…  (Shephard G.C.,
Todd J.A.).

According to Nakashima N., Terao H., and Tsujie S., system {f1, …, fn} of basic invariants of
the group G is said to be canonical if it satisfies the following system of partial differential equa-
tions:

( ) 0, , 1, ( ),i jf f i j n i j∂ = = <

where the differential operator ( )if ∂  is obtained from polynomial fi if each its coefficient is re-

placed by the complex conjugate and each variable xk is replaced by 
kx

∂
∂

.

In the previous works, the author obtained in an explicit form canonical systems of basic in-
variants for all finite primitive unitary groups G generated by reflections in unitary spaces of di-
mensional 2, 3, and 4.

In this paper, canonical systems of basic invariants were constructed in an explicit form for
unitary groups W(K5) generated by reflections in space 5U .
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ЛЕВОИНВАРИАНТНЫЕ ПОЧТИ ПАРА-ЭРМИТОВЫ СТРУКТУРЫ
НА НЕКОТОРЫХ ШЕСТИМЕРНЫХ НИЛЬПОТЕНТНЫХ ГРУППАХ ЛИ

Из 34 классов шестимерных нильпотентных групп Ли имеется пять групп,
на которых не существует ни симплектических, ни комплексных структур.
В данной работе на таких группах Ли G естественным образом определены
почти комплексные и почти пара-комплексные структуры и соответствую-
щие метрики, которые оказались полуплоскими псевдоримановыми.

Ключевые слова: нильмногообразия, шестимерные нильпотентные алгеб-
ры Ли, левоинвариантные пара-комплексные структуры, эйнштейновы
многообразия, полуплоские структуры.

1. Введение

Левоинвариантная кэлерова структура на группе Ли G – это тройка (g, ω, J),
состоящая из левоинвариантной римановой метрики g, левоинвариантной сим-
плектической формы ω и ортогональной левоинвариантной комплексной струк-
туры J, причем g(X,Y) = ω(X,JY) для любых левоинвариантных векторных полей X
и Y на G. Поэтому такую структуру на группе G можно задать парой (ω, J), где ω
– симплектическая форма, а J – комплексная структура, согласованная с ω, т.е. та-
кая, что ω(JX,JY) = ω(X,Y). Если ω(X,JX) > 0, ∀ X # 0, то получается кэлерова мет-
рика, а если условие положительности не выполняется, то g(X,Y) = ω(X,JY) явля-
ется псевдоримановой метрикой и тогда (g, ω, J) называется псевдокэлеровой
структурой на группе Ли G. Классификация вещественных 6-мерных нильпотент-
ных алгебр Ли, допускающих инвариантные комплексные структуры, получена в
работе [1]. Показано, что только 18 классов допускают левоинвариантные ком-
плексные структуры. Авторами [2] получена классификация симплектических
структур на 6-мерных нильпотентных алгебрах Ли. Из 34 классов изоморфных
связных односвязных шестимерных нильпотентных групп Ли только 26 классов
допускают левоинвариантные симплектические структуры. Условие существова-
ния левоинвариантной положительно определенной кэлеровой метрики на группе
Ли G накладывает серьезные ограничения на структуру ее алгебры Ли g. Напри-
мер, в работе [3] показано, что такая алгебра Ли не может быть нильпотентной за
исключением абелевого случая. Хотя нильпотентные группы Ли и нильмногооб-
разия (за исключением тора) не допускают левоинвариантных кэлеровых метрик,
но на таких многообразиях могут существовать левоинвариантные псевдоримано-
вы кэлеровы метрики. В работе [4] показано, что 14 классов симплектических
шестимерных нильпотентных групп Ли допускают согласованные комплексные
структуры и, поэтому, определяют псевдокэлеровы метрики. Более полное иссле-
дование свойств кривизны таких псевдокэлеровых и почти псевдокэлеровых
структур приведено в работах [5, 6].
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Как уже упоминалось, 26 из 34 классов шестимерных нильпотентных групп Ли
допускают левоинвариантные симплектические структуры. Из оставшихся восьми
классов несимплектических групп Ли, пять групп Ли Gi не допускают также и
комплексных структур, Их алгебры Ли gi приведены ниже:

g1: (0, 0, 0, 0, 12, 15+34).
g2: (0, 0, 0, 12, 23, 14+35),
g3: (0, 0, 0, 12, 13, 14+35),
g4: (0, 0, 12, 13, 14, 34 –25),
g5: (0, 0, 12, 13, 14+23, 34 –25).

Здесь используется задание алгебры Ли g в виде m-ки чисел ij, основанной
на последовательности дифференциалов (0, 0, de3, ..., dem) базисных 1-форм,
в которой используется сокращенная запись eij = ei∧ej как ij. Например, запись
(0, 0, 0, 0, 12, 34) обозначает алгебру Ли со структурными уравнениями:

de1 = de2 = de3 = 0,  de4 = 0,  de5 = e1∧e2  и  de6 = e3∧e4.
В данной работе изучаются именно эти группы Ли. Целью работы является

определение на рассматриваемых группах Ли новых левоинвариантных геомет-
рических структур, компенсирующих, в некотором смысле, отсутствие симплек-
тических и комплексных структур. На всех таких группах Ли Gi любая левоинва-
риантная замкнутая 2-форма ω является вырожденной. Предложены естественные
способы ослабить требование замкнутости для сохранения невырожденности ω,
причем так, что 3-форма dω также является невырожденной и выполняется свой-
ство dω2 = ω∧dω = 0. В результате мы получаем совместимую [7] пару (ω,ρ), где в
качестве 3-формы ρ выступает dω, которая определяет полуплоскую структуру.
Мы приводим явный вид соответствующих псевдо почти эрмитовых полуплоских
и почти пара-псевдоэрмитовых полуплоских структур. Псевдориманова метрика
является эйнштейновой. Показано, что на всех рассматриваемых группах Ли по-
луплоская структура рассматриваемого типа (ω,dω) не определяет псевдоримано-
ву метрику на Gi×I с группой голономии из особой некомпактной группы G2

*.
Данная работа является продолжением статьи [8].

Для любой нильпотентной группы Ли G с рациональными структурными кон-
стантами существует дискретная подгруппа Γ,  такая, что M = Γ \G – компактное
многообразие, называемое нильмногообразием. Поэтому все результаты имеют
место и для соответствующих шестимерных компактных нильмногообразий.

2. Предварительные сведения

Пусть G – вещественная нильпотентная группа Ли и g – ее алгебра Ли. Ниль-
потентные группы Ли интересны тем, что из них можно образовать компактные
нильмногообразия вида Г\G, где G – связная и односвязная нильпотентная группа
Ли, а Г – кокомпактная дискретная подгруппа.  При этом когомологии де Рама
изоморфны когомологиям алгебры Ли g: ( / ) (g), 0p p

dRH Г G H p≅ ≥ . Кроме того,
на нильпотентных группах Ли (и нильмногообразиях) не существует левоинвари-
натных положительно определенных кэлеровых метрик [3]. Однако могут суще-
ствовать левоинвариантные псевдоримановы кэлеровы метрики [4].
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2 . 1 .  Л е в о и н в а р и а н т н ы е  г е о м е т р и ч е с к и е  с т р у к т у р ы

Левоинвариантная почти комплексная структура на группе Ли G есть левоин-
вариантное поле эндоморфизмов J: TG → TG касательного расслоения TG, обла-
дающее свойством J2 = −Id. Поскольку J определяется линейным оператором J на
алгебре Ли g = TeG, то для простоты мы будем говорить, что J – это инвариантная
почти комплексная структура на алгебре Ли g. Для того чтобы почти комплексная
структура J определяла комплексную структуру на группе Ли G, необходимо и
достаточно (по теореме Ньюлендера – Ниренберга, [9]) обращения в нуль тензора
Нейенхейса:

[JX,JY] − [X,Y] − J [JX,Y] − J[X,JY] = 0, для любых X,Y ∈ g.
Левоинвариантная симплектическая структура на группе Ли G – это левоинва-

риантная замкнутая невырожденная 2-форма ω. Она задается 2-формой ω макси-
мального ранга на алгебре Ли g. Замкнутость формы эквивалентна условию 

ω([X,Y],Z) − ω([X,Z],Y) + ω([Y,Z],X) = 0, ∀X,Y,Z ∈ g.
В этом случае алгебру Ли g и группу Ли G будем называть просто симплектиче-
скими.

Левоинвариантная кэлерова структура на группе Ли G – это тройка (g,J,ω), со-
стоящая из левоинвариантной римановой метрики g, ортогональной левоинвари-
антной комплексной структуры J и левоинвариантной симплектической формы,
причем ω(X,Y ) = g(JX,Y ), ∀X,Y ∈ g. Такую структуру на группе Ли G можно за-
дать парой (ω,J), где ω – симплектическая форма, а J – комплексная структура, со-
гласованная с ω, т.е. такая, что ω(JX, JY) = ω(X,Y), ∀X,Y ∈ g. Если ω(X,JY) > 0,
∀X ≠ 0, то получается кэлерова метрика g(X,Y ) = ω(X,JY ), а если условие положи-
тельности не выполняется, то g(X,Y ) является псевдоримановой метрикой и тогда
(g,J,ω) называется псевдокэлеровой структурой на группе Ли G.

2 . 2 .  К о н с т р у к ц и я  Х и т ч и н а

Если 2-форма ω незамкнута, то можно рассматривать 3-форму dω. В работе
[10] Хитчин определил понятие невырожденности (стабильности) для 3-форм ρ и
построил линейный оператор Kρ, квадрат которого пропорционален тождествен-
ному оператору Id. Напомним его основные конструкции.

Пусть V – 6-мерное вещественное векторное пространство, µ – форма объема
на V и Λ3V∗ – 20-мерное линейное пространство кососимметрических полилиней-
ных 3-форм на V. Для 3-формы ρ ∈ Λ3V∗ и вектора X ∈ V возьмем внутреннее про-
изведение ιXρ ∈ Λ2V∗. Тогда ιXρ∧ρ ∈ Λ5V∗. Естественное спаривание внешним
произведением V∗ ⊗ Λ5V∗ → Λ6V∗ ≅ Rµ определяет изоморфизм A: Λ5V∗ ≅ V, и,
используя это, мы определяем линейное преобразование Kρ : V → V как

Kρ(X) = A(ιXρ∧ρ).
Другими словами, ιKρ(X)µ = ιXρ∧ρ.

Определим λ(ρ) ∈ R через след квадрата Kρ, 2( ) tr / 6Kρλ ρ = . Форма ρ называ-
ется невырожденной (или стабильной), если λ(ρ) ≠ 0. В работе [10] показано, что
если λ(ρ) ≠ 0, тогда

• λ(ρ) > 0 тогда и только тогда, когда ρ = α + β, где α, β – вещественные раз-
ложимые 3-формы и α∧β ≠ 0;

• λ(ρ) < 0 тогда и только тогда, когда ρ = α + α , где α ∈ Λ3(V∗⊗С) есть ком-
плексная разложимая 3-форма и 0α ∧ α ≠ .
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Линейное преобразование Kρ обладает следующими свойствами: tr Kρ = 0 и
2 ( )K Idρ = λ ρ . В случае λ(ρ) < 0 вещественная 3-форма ρ определяет структуру Jρ

комплексного векторного пространства на векторном пространстве V следующим
образом:

 1
( )

J Kρ ρ=
−λ ρ

,

а если λ(ρ) > 0, то 3-форма ρ определяет пара-комплексную структуру Jρ, т.е.,
Jρ2 = 1, Jρ ≠ 1 на векторном пространстве V по аналогичной формуле:

1
( )

J Kρ ρ=
λ ρ

.

Напомним, что структура почти произведения называется паракомплексной,
если собственные подпространства имеют одинаковую размерность.

Элементы GL(V)-орбиты 3-формы ρ, соответствующие λ(ρ) > 0, имеют стаби-
лизатор SL(3,R)×SL(3,R) в GL+(V ). Элементы орбиты, соответствующей λ(ρ) < 0
имеют стабилизатор SL(3,C) в GL+(V ).

В обоих случаях для формы ρ определяется дуальная форма ρ^ формулой
*J∧
ρρ = ρ . Если λ(ρ) > 0 и ρ = α + β, то ρ^ = α – β, а если λ(ρ) < 0 и ρ = α + α , то

( )i∧ρ = α − α .

2 . 3 .  С п е ц и а л ь н ы е  п о ч т и  ε - э р м и т о в ы  с т р у к т у р ы

Пусть ε = 1 или ε = –1 и iε – символ, удовлетворяющий условию iε2 = ε. Опре-
делим ε-комплексные числа как Cε = R[iε]. Мы будем использовать термин пара-
комплексные числа для вещественной алгебры C1 = R⊕R. ε-комплексная струк-
тура J на векторном пространстве V размерности n = 2m определяется как эндо-
морфизм, который удовлетворяет условию J 2 = εId и dimV+ = dimV– = m для ε = 1.
Пара (V,J) называется ε-комплексным векторным пространством. Стабилизатор
ε-комплексной структуры J в GL(V) называется ε-комплексной общей линейной
группой GL(V,J). В пара-комплексном случае V = V+⊕V− и стабилизатор J есть па-
ра-комплексная линейная группа GL(V,J) ≅ GL(V+)⊕ GL(V−) ≅ GL(m,R)⊕GL(m,R).
Подробнее о специальных ε-эрмитовых структурах см. в [7]

ε-эрмитова структура на векторном пространстве V есть пара (g,J), которая
состоит из (псевдо)римановой метрики и эндоморфизма J, удовлетворяющего
J2 = εId, J*g = –εg. Невырожденная 2-форма ω(X,Y) = g(X,JY) называется фунда-
ментальной 2-формой.

Определение 1. Специальная ε-эрмитова структура (g, J, ω, ρ, Ψ) на V есть
ε-эрмитова структура (g, J, ω) вместе с ε-комплексной формой объема Ψ = ρ + iε ρ^,
где ρ^ = J*ρ.

Почти ε-комплексное многообразие представляет собой многообразие М раз-
мерности n = 2m, наделенное почти ε-комплексной структурой, которая определя-
ется как почти комплексная структура, если ε = –1, и почти пара-комплексная
структура, если ε = 1. Почти пара-комплексная структура на 2n-мерном много-
образии M определяется полем J эндоморфизмов касательного расслоения TM, та-
ких, что J2 = Id, причем ранги собственных распределений T±M : = ker(Id ∓ P) рав-
ны. Почти пара-комплексная структура J называется интегрируемой, если распре-
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деления T±M инволютивны. В этом случае J называется пара-комплексной струк-
турой. Тензор Нийенхейса NJ определяется равенством

NJ(X,Y ) = [X,Y] + [JX,JY] − J[JX,Y] − J[X,JY]
для всех векторных полей X, Y на M. Как и в комплексном случае, пара-
комплексная структура J интегрируема тогда и только тогда, когда NJ = 0.

Почти ε-эрмитово многообразие есть многообразие М размерности n = 2m,
наделенное почти ε-эрмитовой структурой (g,J), которая состоит из (псевдо)рима-
новой метрики и поля эндоморфизмов J, удовлетворяющего J2 = εId, J*g = – εg.
Невырожденная 2-форма ω(X,Y) = g(X,JY) называется фундаментальной 2-формой.

Таким образом, почти пара-эрмитова структура состоит из нейтральной мет-
рики и анти-ортогональной почти пара-комплексной структуры, g(JX,JY) = −g(X,Y).
Если (g,J) – пара-кэлерова структура на M, то ω = g◦J является симплектической
структурой. В работе [11] представлен обзор теории и подробно рассмотрены ин-
вариантные пара-комплексные и пара-кэлеровы структуры на группах Ли.

Определение 2. Пара невырожденных форм (ω,ρ) ∈ Λ2(V∗)×Λ3(V∗) называется
согласованной, если ω∧ρ = 0, и нормализованной, если ρ^∧ρ = 2ω3/3.

Каждая совместимая пара (ω,ρ) единственным образом определяет ε-комп-
лексную структуру Jρ (т.е., Jρ2 = ε), такую, что ω(X, JρY) = –ω(JρX,Y), а также ска-
лярное произведение g(ω,ρ)(X,Y) = εω(X, JρY) (сигнатуры (3,3) для ε = 1 и сигнатуры
(2,4) или (4,2) для ε = −1), и ε-комплексную форму объема Ψ = ρ + iε ρ^ типа (3,0)
относительно Jρ (где iε есть комплексная или пара-комплексная мнимая единица).
Кроме того, стабилизатор пары (ω,ρ) относительно GL(V) есть SU(p,q) для ε = −1 и
SL(3,R) ⊂ SO(3,3) для ε = 1. Поэтому пара (ω,ρ) для ε = −1 определяет специаль-
ную псевдо почти эрмитову структуру, а если ε = 1, то специальную почти пара-
эрмитову структуру.

Определение 3. Специальное почти ε-эрмитово шестимерное многообразие
(M, ω, ρ) называется полуплоским, если

dρ = 0, dω2 = 0.
Полуплоские SU(3)-структуры впервые были рассмотрены в [12] как естест-

венный класс, на основе которого может быть получена параллельная G2-
структура при помощи потока Хитчина. Название «полуплоская» связано с тем,
что это исключает 21 из всех 42 размерностей для внутреннего кручения структу-
ры. Полуплоские SU(3)-структуры на шестимерных нильпотентных группах Ли
изучались в [13].

В работе [12] Хитчин ввел следующие эволюционные уравнения для завися-
щей от времени пары стабильных форм (ω(t), ρ(t)) с начальной полуплоской
SU(3)-структурой (ω(0), ρ(0)) (см. также [7]):

^ ^,d d
t t

∂ ∂
ρ = ω ω = ρ

∂ ∂
,

где ωˆ = ω2/2 и ρˆ = Jρ∗ρ и ρ^∧ρ = 2ω3/3. Первое уравнение обеспечивает замкну-
тость 3-формы ϕ = ω∧dt+ρ, а второе – замкнутость Ходж-дуальной формы *ϕ на
семимерном многообразии на M×I, где I – некоторый интервал. Для компактного
многообразия M Хитчин показал, что решение, определенное на некотором ин-
тервале I, задает риманову метрику на M×I с группой голономии из особой груп-
пы G2. В работе [7] этот результат был обобщен на специальные почти ε-
эрмитовы полуплоские шестимерные и некомпактные многообразия (M, ω, ρ).
При этом, в случае, когда ε-эрмитова метрика g не является положительно опре-



46 Н.К. Смоленцев

деленной, решение указанной системы на некотором интервале I определяет
псевдориманову метрику на M×I с группой голономии из G2

*. Напомним, что
гладкое семимногообразие допускает G2- или G2

*-структуру тогда и только тогда,
когда существует стабильная 3-форма ϕ. Эта структура параллельна тогда и толь-
ко тогда, когда ϕ замкнута и козамкнута, т.е. dϕ = d*ϕ = 0, где * обозначает опера-
тор Ходжа относительно метрики, индуцированной G2

*-структурой.
Замечание. В данной работе мы предполагаем, что внешнее произведение и

внешний дифференциал определяются без нормирующего множителя. Тогда, в
частности, dx∧dy = dx⊗dy – dy⊗dx и dη(X,Y) = Xη(Y) – Yη(X) – η([X,Y]). Пусть
∇ – связность Леви – Чивита, соответствующая (псевдо)римановой метрике g.
Она определяется из шестичленной формулы [9], которая для левоинвариантных
векторных полей X,Y,Z на группе Ли принимает вид 2g(∇XY, Z) = g([X,Y],Z) +
+ g([Z,X],Y) + g(X,[Z,Y]). Если R(X,Y) = [∇X, ∇Y] – ∇[X,Y] – тензор кривизны, то для
(псевдо)римановой метрики g тензор Риччи Ric(X,Y) определяется как свертка
тензора кривизны по первому и по четвертому (верхнему) индексам.

3. Левоинвариантные почти ε-эрмитовы структуры

В этом разделе мы рассмотрим группы Ли, которые не допускают ни симплек-
тических, ни комплексных левоинвариантных структур. Будет показано, что они
допускают невырожденные левоинвариантные 2-формы, внешние дифференциа-
лы которых также являются невырожденными. Кроме того, они допускают полу-
плоские почти пара-комплексные структуры и эйнштейновы псевдоримановы
метрики сигнатуры (3,3).

3 . 1 .  Г р у п п а  Л и  G 1

Коммутационные соотношения: [e1,e2] = e5, [e1,e5] = e6, [e3,e4] = e6. Пусть
ω = aijei∧ej – произвольная 2-форма. Оператор Хитчина Kdω для общей формы ω
имеет достаточно сложный вид, при этом Kdω

2 = a56
4 Id. Свойство ω∧dω = 0 вы-

полняется при условиях
a34 a56 + a35 a46 – a36 a45 = 0, a12 a56 – a15a26 + a16 a25 – a23a46 + a24 a36 – a26 a34 = 0.

Легко видеть, что форма ω является замкнутой только в том случае, когда
ω = e1∧(a12e2+a13e3+a14e4+a15e5) + e2∧(a23e3+a24e4+a25e5) + a34 e3∧e4.

Такая форма ω является вырожденной. Условия замкнутости ω включают, в част-
ности, равенство нулю коэффициента a56, который определяет невырожденность
dω. Поэтому мы ослабим условия замкнутости формы ω тем, что будем считать
a56 ≠ 0. Тогда обе формы ω и dω являются невырожденными. Свойство ω∧dω = 0
выполняется в этом случае при a34 = 0 и a12 = 0. Форма ω является невырожденной
при условии a56(a13a24 – a14a23) ≠ 0 и имеют место следующие выражения:

ω = e1∧ (a13e3+a14e4+a15e5)+e2∧(a23e3+a24e4+a25e5) + a56 e5∧e6,
ρ = dω = –a56 e126 + a56 e345,

ω2/2 = (–a13a24 + a14a23)e1234 +(–a13a25 + a15a23)e1235 + (–a14a25 + a15a24)e1245 +
+a13a56 e1356 + a14a56 e1456 + a23a56 e2356 + a24a56 e2456.

ω3 = 6(–a13a24a56 + a14a23a56)e123456.
ρ^ = J*(ρ) = –a56 e126 –a56 e345,  ρ^∧ρ = 2a56

2 e123456.
dρ^ = d(J*(dω)) = 2a56 e1234.



Левоинвариантные почти пара-эрмитовы структуры 47

Пара (ω,ρ) при ρ = dω определяет полуплоскую структуру. Условие норма-
лизации ρ^∧ρ = 2ω3/3 выполняется, если a56 = 2(–a13a24 + a14a23). Будем считать
коэффициенты aij зависящими от времени t и рассмотрим уравнения Хитчина
[7] для построения псевдоримановой метрики на G×I с группой голономии из
G2

*, определенной 3-формой ϕ = ω∧dt+dω:

^ ^,d d
t t

∂ ∂
ρ = ω ω = ρ

∂ ∂
,

где ωˆ = ω2/2 и ρˆ = Jρ∗ρ. В нашем случае ρ = dω. Поэтому из первого уравнения
мы получаем a56 = cet. Из второго уравнения получаем, в частности, что a24a56,
a23a56, a14a56, a13a56 являются константами. Поэтому, с точностью до констант,
a13 = a24 = a23 = a14 = e–t. Получаем: –a13a24 + a14a23 = ae–2t, что делает невозможным
выполнение второго уравнения и условия нормализации.

Таким образом, для рассматриваемого класса структур (ω,ρ) не существует
псевдоримановой метрики на G×I с группой голономии из G2

*. В то же время, 3-
форма ϕ = ω∧dt+dω на G×I является замкнутой, если a56 = cet.

Обратимся снова к оператору Хитчина. В нашем случае он имеет вид
Kdω = a56

2 diag{+1, +1, –1, –1, –1, +1}.
Оператор 2

56/dJ K aω=  задает почти пара-комплексную структуру, J2 = Id,
обладающую свойством ω(JX,JY) = –ω(X,Y). Псевдориманова метрика g(X,Y) =
= ω(X,JY) сигнатуры (3,3) имеет вид

g = –2e1(a13e3+a14e4+a15e5) – 2e2(a23e3+a24e4+a25e5) + 2a56 e4e6.
Прямые вычисления в системе Maple показывают, что при a15 = a25 = 0 данная
метрика имеет диагональный оператор Риччи с двумя собственными значениями

56

13 24 14 23
( ) diag{ 1, 1, 1, 1, 1, 1}

2( )
a

RIC g
a a a a

= − − − − + +
−

,

ее скалярная кривизна задается формулой

56

13 24 14 23

a
R

a a a a
= −

−
.

3 . 2 .  Г р у п п а  Л и  G 2

Коммутационные соотношения: [e1,e2] = e4, [e2,e3] = e5, [e1,e4] = e6, [e3,e5] = e6.
Пусть ω = aijei∧ej – произвольная 2-форма. Оператор Хитчина Kdω для общей фор-
мы ω имеет достаточно сложный вид. При этом, Kdω

2 = (a46
2– a56

2)2Id. Легко ви-
деть, что форма ω является замкнутой только в том случае, когда

ω = e1∧(a12e2+a13e3+a14e4+a15e5)+e2∧(a23e3+a24e4+a25e5)+e3∧(–a15e4+a35e5).

Такая форма ω является вырожденной. Условия замкнутости включают, в частно-
сти, равенство нулю коэффициентов a46 и a56, которые определяет невырожден-
ность dω. Поэтому мы ослабим условия замкнутости формы ω тем, что будем
считать a46 ≠ 0 и a56 ≠ 0. Тогда обе формы ω и dω являются невырожденными при
a46 ≠ a56. Свойство ω∧dω = 0 выполняется при условиях

– a12 a46+ a23 a56 = 0, – a14 a56 + a15 a46 = 0,  – a15 a56 – a35 a46 = 0
dω = (a56 e1 – a46 e3)∧e45 + (– a46e1 + a56 e3)∧e26.
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Функция λ(dω) оператора Хитчина для 3-формы dω имеет тот же вид
 λ = (a46

2 – a56
2)2. Оператор 2 2

46 56/ | |dJ K a aω= −  задает почти паракомплексную
структуру, J2 = Id, обладающую свойством ω(JX,JY) = – ω(X,Y). Определим
псевдориманову метрику g(X,Y) = ω(X,JY) сигнатуры (3,3). Прямые вычисления в
системе Maple показывают, что данная метрика имеет следующую скалярную
кривизну:

2 2
46 56

13 24 56 25 46

| |
( )

a a
R

a a a a a
−

= −
−

.

В частном случае, когда один из параметров a46 и a56 равен нулю, ситуация
становится более простой. Пусть, например, a56 = 0. Свойство ω∧dω = 0 выполня-
ется при условиях: a12 = 0, a15 = 0, a35 = 0. Тогда 2-форма является невырожденной
при условии a13a25a46 ≠ 0 и мы имеем следующие выражения:

ω = e1∧(a13e3+a14e4)+e2∧( a23e3+a24e4+a25e5) + a46 e4∧e6,
dω = – a46e126 – a46 e345,

ω2/2 = –a13a25 e1235 + (–a13a24 + a14a23)e1234 –a14a25 e1245 +
+a13a46 e1346 + a23a46 e2346 – a25a46 e2456,

ω3 = 6a13a25a46 e123456,
ρ^ = J*(ρ) = –a46 e345+ a46 e126,   ρ^∧ρ = 2a46

2
 e123456,

dρ^ = dJ*(dω) = –2a46 e1235.
Пара (ω,ρ) при ρ = dω определяет полуплоскую структуру. Условие нормали-

зации ρ^∧ρ = 2ω3/3 выполняется, если a46 = 2a13a25. Будем считать коэффициенты
aij зависящими от времени t и рассмотрим уравнения Хитчина [7] для построения
псевдоримановой метрики на G×I с группой голономии из G2

*, определенной 3-
формой ϕ = ω∧dt+dω:

^ ^,d d
t t

∂ ∂
ρ = ω ω = ρ

∂ ∂
,

где ωˆ = ω2/2 и ρˆ = Jρ∗ρ. В нашем случае ρ = dω. Поэтому из первого уравнения
мы получаем a46 = cet. Из второго уравнения получаем, в частности, что a13a46,
a25a46 являются константами. Поэтому, с точностью до констант, a13 = a25 = e–t.
Мы получаем a13a25 = ae–2t, что делает невозможным выполнение второго уравне-
ния и условия нормализации.

Таким образом, для рассматриваемого класса структур (ω,ρ) не существует
псевдоримановой метрики на G×I с группой голономии из G2

*. В то же время, 3-
форма ϕ = ω∧dt+dω на G×I является замкнутой, если a46 = cet.

Псевдориманова метрика g(X,Y) = ω(X,JY) в случае a56 = 0 имеет вид

g = –2e1(a13e3+a14e4+a15e5) – 2e2 (a23e3+a24e4+a25e5) + 2a46 e4e6.

Прямые вычисления в системе Maple показывают, что при a14 = a24 = 0 данная
метрика имеет диагональный оператор Риччи с двумя собственными значениями:

46

25 13
( ) diag{ 1, 1, 1, 1, 1, 1}

2
a

RIC g
a a

= − − − + − + .
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3 . 3 .  Г р у п п а  Л и  G 3

Коммутационные соотношения: [e1,e2] = e4, [e1,e3] = e5, [e1,e4] = e6, [e3,e5] = e6.
Пусть ω = aijei∧ej – произвольная 2-форма. Оператор Хитчина Kdω для общей фор-
мы ω имеет достаточно сложный вид. При этом Kdω

2 = a46
4Id. Если λ = a46

4 ≠ 0
форма dω является невырожденной. Оператор J = Kdω/a46

2 определяет на g левоин-
вариантную почти пара-комплексную структуру. Легко видеть, что форма ω явля-
ется замкнутой только в том случае, когда

ω = e1∧(a12e2+a13e3+a14e4+a15e5) + e2∧(a23e3+a24e4+a25e5) + e3∧(a25e4+a35e5).
Такая форма вырожденная и мы видим, в частности, что a46 = 0. Если мы ослабим
условия замкнутости и будем считать, что a46 ≠ 0, то обе формы ω и dω будут не-
вырожденными и свойство ω∧dω = 0 выполняется при условии a12 = 0, a25 = 0,
a35 = 0. Тогда форма ω невырождена, если a15a23a46 ≠ 0, и мы получаем

ω = e1∧( a13e3+a14e4+a15e5) + e2∧(a23e3+a24e4) + a46 e4∧e6,
dω = –a46(e126 + e345),

ω2/2 = a15a23 e1235 + (–a13a24 + a14a23)e1234 + a15a24 e1245 +
+ a13a46 e1346 – a15a46 e1456+ a23a46 e2346,

ω3 = –6a15a23a46 e123456,
ρ^ = J*(ρ) = – a46 e345+ a46 e126,   ρ^∧ρ = 2a46

2
 e123456,

dρ^ = dJ*(dω) = –2a46 e1235.
Пара (ω,ρ) при ρ = dω определяет полуплоскую структуру. Условие нормали-

зации ρ^∧ρ = 2ω3/3 выполняется, если a46 = –2 a15a23. Будем считать коэффициенты
aij зависящими от времени t и рассмотрим уравнения Хитчина [7] для построения
псевдоримановой метрики на G×I с группой голономии из G2

*, определенной 3-
формой ϕ = ω∧dt+dω:

^ ^,d d
t t

∂ ∂
ρ = ω ω = ρ

∂ ∂
,

где ωˆ = ω2/2 и ρˆ = Jρ∗ρ. В нашем случае ρ = dω. Поэтому из первого уравнения
мы получаем a46 = cet. Из второго уравнения видим, в частности, что a15a46, a23a46
являются константами. Поэтому, с точностью до констант, a15 = a23 = e–t. Получа-
ем a15a23 = ae–2t, что делает невозможным выполнение второго уравнения и усло-
вия нормализации.

Таким образом, для рассматриваемого класса структур (ω,ρ) не существует
псевдоримановой метрики на G×I с группой голономии из G2

*. В то же время
3-форма ϕ = ω∧dt+dω на G×I является замкнутой, если a46 = cet.

Оператор Хитчина для 3-формы dω имеет диагональный вид, Kdω = diag{–a46
2,

–a46
2, a46

2, a46
2, a46

2, –a46
2}. Оператор 2

46/dJ K aω=  задает почти пара-комплексную
структуру, J2 = Id, обладающую свойством ω(JX,JY) = – ω(X,Y). Определим псев-
дориманову метрику g(X,Y) = ω(X,JY) сигнатуры (3,3). Она имеет вид

g = 2e1(a13e3+a14e4+a15e5) + 2a23 e2e3 + 2a24 e2e4 – 2a46 e4e6.
Прямые вычисления в системе Maple показывают, что при a14 = a24 = 0 данная
метрика имеет диагональный оператор Риччи с двумя собственными значениями:

46

15 23
( ) diag{ 1, 1, 1, 1, 1, 1}

2
a

RIC g
a a

= − − − + − + .
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3 . 4 .  Г р у п п а  Л и  G 4

Коммутационные соотношения: [e1,e2] = e3, [e1,e3] = e4, [e1,e4] = e5, [e3,e4] = e6,
[e2,e5] = −e6.. Пусть ω = aijei∧ej – произвольная левоинвариантная невырожденная
2-форма. Для такой общей формы квадрат оператора Хитчина [6] для 3-формы dω
имеет диагональный вид: Kdω = (a46

2 − 2a36a56)2Id. Поэтому 3-форма dω является
невырожденной при a46

2 − 2a36a56
 ≠ 0. Форма ω является замкнутой только в том

случае, когда она имеет вид
ω = e1∧(a12 e2 + a13 e3 + a14 e4 + a15 e5) + e2∧(a23 e3 – a34 e5) + a34 e3∧e4.

Такая форма ω является вырожденной. Условия замкнутости включают, в частно-
сти, равенство нулю коэффициентов a46, a36 и a56, которое определяет невырож-
денность dω. Для сохранения невырожденности форм ω и dω при минимальном
ослаблении свойства замкнутости ω, возможны два случая: a46 ≠ 0 или a36 ≠ 0 и
a56 ≠ 0. Однако, если a56 ≠ 0, то простые вычисления показывают, что свойство
ω∧dω = 0 несовместимо с невырожденностью ω. Поэтому рассмотрим случай, ко-
гда a46 ≠ 0. Тогда Kdω = a46

4 Id. Кроме того, ω∧dω = 0 при условии a13 = 0 и a34 = 0.
Тогда форма ω невырожденная при условии a23a15a46 ≠ 0, а формы ω и dω прини-
мают вид

ω = e1∧(a12 e2 + a14 e4+ a15 e5) – a23 e2∧e3+ a46 e4∧e6,
dω = a46(–e136 + e245).

Оператор Kdω для 3-формы dω имеет диагональный вид, Kdω = diag{–a46
2, a46

2,
−a46

2, a46
2, a46

2, –a46
2}. Определим оператор 2

46/dJ K aω= , он задает почти пара-
комплексную структуру, J2 = Id, обладающую свойством ω(JX,JY) = –ω(X,Y). Мы
имеем следующие выражения:

ω = e1∧(a12 e2 + a14 e4+ a15 e5) – a23 e2∧e3+ a46 e4∧e6,
dω = ρ = a46(–e136 + e245),

ω2/2 = a15a23 e1235 + a14a23 e1234 + a12a46 e1246 – a15a46 e1456 + a23a46 e2346,
ω3 = –6a15a23a46 e123456,

ρ^ = J*(ρ) = a46(e136 + e245),  ρ^∧ρ = 2a46
2

 e123456,
dρ^ = dJ*(dω) = –2a46 e1235.

Таким образом, пара (ω,ρ) при ρ = dω определяет полуплоскую структуру.
Отметим, что в работе [13] показано. что на данной группе Ли не существует по-
луплоских SU(3)-структур. Условие нормализации ρ^∧ρ = 2ω3/3 выполняется, если
a46 = –2a15a23. Рассуждения, такие же как для других групп, показывают, что для
пары (ω,ρ) при ρ = dω не удается построить методом потока Хитчина псевдорима-
нову метрику на G×I с группой голономии из G2

*. Однако 3-форма ϕ = ω∧dt+dω
на G×I является замкнутой, если a46 = cet.

Определим псевдориманову метрику g(X,Y) = ω(X,JY). Она имеет сигнатуру
(3,3) и следующий вид:

g = 2e1(a12e2+a14e4+a15e5) – 2a23 e2e3 – 2a46 e4e6.
Прямые вычисления в системе Maple показывают, что при a14 = 0 данная метрика
имеет диагональный оператор Риччи с двумя собственными значениями:

46

15 23
( ) diag{ 1, 1, 1, 1, 1, 1}

2
a

RIC g
a a

= − − − + − + .



Левоинвариантные почти пара-эрмитовы структуры 51

Заключение. На группах Ли G1 – G4 любая левоинвариантная замкнутая
2-форма ω является вырожденной. Можно ослабить требование замкнутости для
сохранения невырожденности ω и dω и выполнения свойства ω∧dω = 0. Оператор
Хитчина Kdω, соответствующий 3-форме dω, определяет почти пара-комплексную
структуру J. Псевдориманова метрика g(X,Y ) = ω(X,JY) зависит от 5 до 7 парамет-
ров, имеет сигнатуру (3,3) и при обращении в нуль нескольких параметров, опера-
тор Риччи имеет диагональный вид с двумя собственными значениями. Пара
(ω,ρ), где в качестве 3-формы ρ выступает dω, является согласованной и номали-
зованной. Пара-комплексная форма (3,0)-форма имеет вид Ψ = dω +iεdω^, где iε –
паракомплексная единица. Таким образом, на группах Ли G1 – G4 естественным
образом определены многопараметрические семейства почти пара-эрмитовых по-
луплоских структур с диагональным оператором Риччи с двумя собственными
значениями. Для рассматриваемого класса структур (ω,ρ) не существует псевдо-
римановой метрики на G×I с группой голономии из G2

*. В то же время, 3-форма
ϕ = ω∧dt+dω на G×I является замкнутой.

3 . 5 .  Г р у п п а  Л и  G 5

Ненулевые коммутационные соотношения: [e1,e2] = e3, [e1,e3] = e4,, [e1,e4] = e5,
[e2,e3] = e5, [e3,e4] = e6, [e2,e5] = −e6. Пусть ω = aijei∧ej – произвольная левоинвари-
антная 2-форма. Для общей формы ω оператор Хитчина Kω имеет достаточно
сложный вид и следующую функцию λ(dω):

λ = 4(a16a56
2 + 4a35a56

2 + 4a36
2a56 – 4a36a46

2 – 4a45a46a56)a56+a46
4.

Таким образом, вообще говоря, форма dω является невырожденной. Легко
видеть, что форма ω является замкнутой только в том случае, когда a16 = a26 =
= a36 = a35 = a45 = a46 = a56 = 0 и a34 = –a25, a24 = a15. Однако такая форма ω является
вырожденной. Есть несколько естественных способов ослабить требование замк-
нутости формы ω, чтобы не потерять невырожденность ω и dω.

Вариант 1. В том случае для невырожденности Kdω мы предполагаем нулевы-
ми оба коэффициента a46 и a56. Тогда свойство ω∧dω = 0 выполняется при условии
a15 = 0, a25 = 0 и a12 a56 = a13 a46, a23 = –a14. Форма ω является невырожденной при
условии a14a56 ≠ 0 и формы ω и dω принимают вид

ω = e1∧(a13a46/a56 e2 + a13 e3 + a14 e4) – a14 e2∧e3 + a46 e4∧e6 + a56 e5∧e6,
dω = –a46 e136 + a46 e245 – a56 e146 – a56 e236 + a56 e345,

ω2/2 = –a14
2 e1234 + a13a46

2/a56 e1246+ a13a46 e1256 + a13a46 e1346 +
+ a13a56 e1356 + a14a56 e1456 – a14a46 e2346 – a14a56 e2356,

ω3 = –6a14
2a56 e123456,

ρ^ = J*(ρ) = a46 e136 + a56 e146 + a56 e236 + a46 e245+ a56
2/a46

 e246 + a56 e345 + a56
3/a46

2 e346,
ρ^∧ρ = 2a46

2
 e123456,

dρ^ = dJ*(dω) = –2a46 e1235 – 2a56
3/a46

2e1236 – 2a56 e1245 – 2a56
3/a46

2e1246 + 2a56
3/a46

2e2345.
Пара (ω,ρ) при ρ = dω определяет полуплоскую структуру. Отметим, что в ра-

боте [13] показано, что на данной группе Ли не существует полуплоских SU(3)-
структур. Условие нормализации ρ^∧ρ = 2ω3/3 выполняется, если a46

2 = –2a14
2a56.

Будем считать коэффициенты aij зависящими от времени t и рассмотрим уравне-
ния Хитчина [7] для построения псевдоримановой метрики на G×I с группой го-
лономии из G2

*, определенной 3-формой ϕ = ω∧dt+dω:
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^ ^,d d
t t

∂ ∂
ρ = ω ω = ρ

∂ ∂
,

где ωˆ = ω2/2 и ρˆ = Jρ∗ρ. В нашем случае ρ = dω. Поэтому из первого уравнения
мы получаем a46 = cet и a56 = det. Из второго уравнения мы получаем, в частности,
что a14, a14a56 являются константами. Это противоречит выполнению второго
уравнения и условию нормализации.

Таким образом, для рассматриваемого класса структур (ω,ρ) не существует
псевдоримановой метрики на G×I с группой голономии из G2

*. Однако 3-форма
ϕ = ω∧dt+dω на G×I является замкнутой, если a46 = cet и a56 = det.

Функция λ(dω) оператора Хитчина Kdω для 3-формы dω принимает вид λ = a46
4.

Рассмотрим оператор 2
46/dJ K aω= . Он определяет левоинвариантную почти пара-

комплексную структуру J2 = Id, обладающую свойством ω(JX,JY) = –ω(X,Y). Оп-
ределим псевдориманову метрику g(X,Y) = ω(X,JY) сигнатуры (3,3). Она имеет вид

g = 2e1(a13a46/a56 e2+a13e3+a14e4) +
+ 2e2(a13 e2 +(2a13a56 +a14a46)/a46 e3 + 2a14a56/a46 e4) +

+ 2e3(a56(a13a56 +a14a46)/a46
2 e3 + 2a14a56

2)/a46
2

 e4) –
– 2a46 e4e6 – 2a56 e5e6 – 2a56

3/a46
2

 e6e6.
Прямые вычисления тензора кривизны показывают, что данная метрика имеет

скалярную кривизну
6 8 7

14 46 56 46 13 56
2 6

56 14 46

8 8a a a a a a
R

a a a
− − +

= .

Вариант 2. Возьмем форму ω в виде ω = ω0 + ωC, где ω0 – общая замкнутая 2-
форма и ωC – невырожденная 2-форма на идеале C2g = R{e4,e5,e6}. Потребуем от
формы ω выполнения свойства ω∧dω = 0:

a25 = 0, a15 = 0, a12 a56 = a13a46, a56 a23 + a14a56 = 0.
Тогда форма ω является невырожденной при условии a14a56 ≠ 0. Формы ω и dω
принимают вид
ω = e1∧( a13a46/a56 e2 + a13 e3 + a14 e4) – a14 e2∧e3 + a45 e4∧e5 + a46 e4∧e6 + a56 e5∧e6,

dω = a45 e234 – a45 e135 –a46 e136 + a46 e245 – a56 e146 – a56 e236 + a56 e345,
ω2 = – 2a14a56 e2356 – a14(1+a46

4)/( a46a56
2)e2345 + a13(1+a46

4)/(2a56
3)e1245 +

+ 2a13a46
4/a56e1246 +2a13a46 e1256 – 2a14a46 e2346 – 2a14

2 e1234 + 2a13a56 e1356+
+ 2a14a56 e1456+ 2a13a46 e1346 + a13(1+a46

4)/(2a46a56
2)e1345,

ω3 = –6a14
2a56 e123456.

В этом случае функция λ(dω) выражается формулой λ = a46
4 −4a46a45a56

2 и может
принимать как положительные, так и отрицательные значения.

Случай 1. Функция λ(dω) принимает значение −1 при a45 = (a46
4 + 1)/(4a46a56

2).
Тогда оператор J = Kdω определяет почти комплексную структуру, согласованную
с ω. Прямые вычисления показывают:

ω2 = –2a14
2 e1234+ a13(1+a46

4)/(2a56
3)e1245+ 2a13a46

2/a56e1246 +
+ 2a13a46 e1256 + a13(1+a46

4)/(2a46a56
2)e1345 + 2a13a46 e1346 + 2a13a56 e1356 +

+ 2a14a56 e1456 – 2a14a56 e2356 – a14(1+a46
4)/(2a46a56

2)e2345 – 2a14a46 e2346 ,
ω3 = –6a14

2a56 e123456,  ρ^∧ρ = 2e123456
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В этом случае пара (ω,ρ) при ρ = dω определяет полуплоскую структуру. Условие
нормализации ρ^∧ρ = 2ω3/3 выполняется, если a56 = –1/(2a14

2). Однако построить
псевдориманову метрику на G×I с группой голономии из G2

* не удается. Тем не
менее 3-форма ϕ = ω∧dt+dω на G×I является замкнутой.

Зададим псевдориманову метрику сигнатуры (2,4) по формуле
g(X,Y) = ω(X,JY). Прямые вычисления тензора кривизны в системе Maple показы-
вают, что данная метрика имеет скалярную кривизну

7 6
13 56 14 46 56

2
56 14

8 8 1a a a a a
R

a a
− −

= .

Случай 2. Функция λ(dω) принимает значение +1 при a45 = (a46
4 – 1)/(4a46a56

2).
Тогда оператор J = Kdω определяет почти пара-комплексную структуру, согласо-
ванную с ω и имеет такую же матрицу, что и у приведенной выше почти
комплексной структуры J, где вместо 4

46 1a +  нужно подставить 4
46 1a − . При

a56 = –1/(2a14
2) выполняется условие нормализации, пара (ω,ρ) при ρ = dω опреде-

ляет полуплоскую структуру. Однако построить псевдориманову метрику на G×I
с группой голономии из G2

* не удается. Можно только утверждать, что 3-форма
ϕ = ω∧dt+dω на G×I является замкнутой.

Соответствующая метрика g(X,Y) = ω(X,JY) – псевдориманова сигнатуры (3,3)
и имеет такую же скалярную кривизну, что и в первом случае.

Выводы. На группе Ли G5 любая левоинвариантная замкнутая 2-форма ω яв-
ляется вырожденной. Существует несколько способов ослабить требование замк-
нутости для сохранения невырожденности ω, причем так, что 3-форма dω являет-
ся невырожденной и выполняется свойство ω∧dω = 0. Согласованная пара (ω,dω)
определяет либо почти комплексную структуру, либо почти пара-комплексную –
в зависимости от выбора ω. Ассоциированная метрика g(X,Y) = ω(X,JdωY) – псев-
дориманова сигнатуры (2,4) или (3,3). Пара (ω,dω) определяет полуплоскую
структуру. Отметим, что в работе [13] показано, что на данной группе Ли не су-
ществует полуплоских SU(3)-структур. Таким образом, на группе Ли G5 естест-
венным образом определены псевдо почти эрмитовы полуплоские и почти пара-
эрмитовы полуплоские структуры, которые не являются эйнштейновыми. Для
рассматриваемого класса структур (ω,ρ) не существует псевдоримановой метрики
на G×I с группой голономии из G2

*. Однако 3-форма ϕ = ω∧dt+dω на G×I является
замкнутой.

Результаты работы были доложены на Всероссийской конференции по мате-
матике и механике, посвященной 140-летию Томского государственного универ-
ситета и 70-летию механико-математического факультета ТГУ.
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As is well known, there are 34 classes of isomorphic simply connected six-dimensional
nilpotent Lie groups. Of these, only 26 classes admit left-invariant symplectic structures and only
18 classes admit left-invariant complex structures. There exist five six-dimensional nilpotent Lie
groups G, which do not admit neither symplectic, nor complex structures and, therefore, can be
neither almost pseudo-Kählerian, nor Hermitian. It is the Lie groups that are studied in this work.
The aim of the paper is to define new left-invariant geometric structures on the Lie groups. If the
left-invariant 2-form ω on such a Lie group is closed, then it is degenerate. Weakening the
closedness requirement for left-invariant 2-forms ω, stable 2-forms ω are obtained. Their exterior
differential dω is also stable in Hitchin sense. Therefore, the pair (ω, dω) defines either an almost
Hermitian or almost para-Hermitian structure on the group G. The corresponding pseudo-
Riemannian metrics are Einstein for four of the five Lie groups under consideration. This gives
new examples of multiparameter families of left-invariant Einstein pseudo-Riemannian metrics on
six-dimensional nilmanifolds. On each of the Lie groups under consideration, compatible and
normalized pairs of left-invariant forms (ω, ρ), where ρ = dω, are obtained. They define semi-flat
structures. The Hitchin flow on G × I is studied to construct a pseudo-Riemannian metric on G × I
with a holonomy group from G2

* and it is shown that there is nots solution in this class of left-
invariant half-plane structures (ω, ρ). For structures (ω, ρ), only the 3-form closure property
ϕ = ω∧dt + dω on G×I holds.
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ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ХАРАКТЕРИСТИК
ТЕЧЕНИЯ НЕНЬЮТОНОВСКОЙ ЖИДКОСТИ

В ТРУБЕ С ВНЕЗАПНЫМ СУЖЕНИЕМ1

Сформулирована математическая модель ламинарного течения неньютонов-
ской жидкости в трубе с внезапным сужением, которая включает уравнения
движения и неразрывности в переменных функция тока – вихрь. Реологиче-
ские свойства среды описаны степенным законом Оствальда – де Виля. Ста-
ционарное решение задачи получено методом установления с последующей
реализацией конечно-разностного метода на основе схемы переменных на-
правлений. Выполнен анализ структуры течения, рассчитаны кинематиче-
ские характеристики потока в зависимости от основных параметров задачи.
На основе полученных данных проведены параметрические исследования
коэффициента местного сопротивления для различных значений показателя
нелинейности, степени сужения трубы и числа Рейнольдса.

Ключевые слова: внезапное сужение, неньютоновская жидкость, модель
Оствальда – де Виля, схема продольно-поперечной прогонки, кинематиче-
ские характеристики потока, число Рейнольдса, местное сопротивление.

Течение жидкости через различные конструктивные особенности реализуется
во многих технических приложениях, связанных с транспортом жидких сред.
В частности, резкое уменьшение диаметра канала, которое представляет собой
внезапное сужение, часто встречается в качестве элемента трубопроводов, экс-
трудеров, реакторов и т.д. В подобном оборудовании имеют место течения горю-
чих материалов, расплавов и растворов полимерных жидкостей, которые требуют
особого внимания и детального изучения для обеспечения эффективности и безо-
пасности производства.

Задача о течении жидкости в канале с внезапным сужением привлекла внима-
ние исследователей еще в середине прошлого столетия [1−3]. Большинство работ
того времени посвящено экспериментальным исследованиям, которые выполня-
лись с помощью оборудования, способного визуализировать течение и представ-
лять качественное поведение характеристик процесса. В работе [2] показана эво-
люция профиля скорости, реализуемая в канале с сужением. Выявлена тенденция
изменения зоны двумерного течения, которая образуется сразу за скачком сече-
ния, в зависимости от числа Рейнольдса, представлено сравнение полученных
данных с результатами экспериментальных работ других авторов.

Стремительное развитие вычислительной техники и разработка численных ме-
тодов привели к увеличению количества работ, посвященных численному иссле-

                                                          
1 Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 18-19-00021).
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дованию течения жидкости в канале с внезапным сужением [4]. В работе [5] автор
представил результаты решения задачи о течении жидкости в плоском канале с
сужением методом конечных элементов. Показано влияние числа Рейнольдса на
картину течения, интенсивность движения жидкости в циркуляционной зоне и
общий перепад давления. Результаты применения конечно-разностного метода
для решения задачи в переменных функция тока – вихрь опубликованы в статье
[6]. Особое внимание уделено расчету значения вихря в угловой точке канала с
сужением. В [7] задача решалась методом контрольных объемов с применением
процедуры SIMPLE. Автор продемонстрировал преимущества данного метода над
методом конечных элементов при моделировании течения неньютоновской жид-
кости в рассматриваемой геометрии. Повышение точности решения и скорости
сходимости расчетного алгоритма удалось получить, используя метод конечных
объемов совместно с высокоразрешающей схемой, приведенной в работе [8].

На сегодняшний день доступно множество работ, в которых представлены ре-
зультаты исследования течения ньютоновской жидкости в канале с сужением, де-
монстрирующие структуру потока и основные кинематические характеристики
процесса [9−12]. Однако интенсивное развитие промышленности и медицины со-
провождается необходимостью исследования течения неньютоновских жидко-
стей, которые характеризуются сложными реологическими свойствами. Во мно-
гих случаях, например, при моделировании течения нефти, глицерина, целлюло-
зы, крови и т.д., удается достаточно точно описать реологические свойства жид-
кости, используя степенную модель Оствальда – де Виля [2, 13, 14]. Данная мо-
дель позволяет рассмотреть поведение псевдопластичных, ньютоновских и дила-
тантных жидкостей.

В [15] представлены результаты численных и экспериментальных исследова-
ний течения степенной жидкости в канале с внезапным сужением. Показано, что
структура течения формируется из зон одномерного течения в окрестности вход-
ного и выходного сечений, зон двумерного течения в области скачка сечения и
циркуляционной зоны в окрестности угла. Проводится сравнение полученных
значений длин зон двумерного течения с данными других авторов в зависимости
от числа Рейнольдса. Однако отсутствуют функциональные зависимости длин зон
двумерного течения от показателя нелинейности и степени сужения канала, кото-
рые также оказывают значительное влияние на характер и структуру потока.

Практическая значимость исследования течения жидкости в канале с сужени-
ем заключается в определении местных потерь давления. В обзорной части рабо-
ты [15] отражено множество источников, в которых представлены результаты
расчетов местных потерь давления для рассматриваемой геометрии. Автор также
демонстрирует собственные данные, полученные в ходе экспериментального и
численного исследования течения неньютоновской жидкости в каналах с различ-
ными степенями сужения. Сравнение зависимостей местного сопротивления от
числа Рейнольдса показало частичное совпадение. При этом выявлены сущест-
венные расхождения между результатами экспериментов и численных расчетов.
Анализ выполненных работ показывает, что необходимы дополнительные иссле-
дования течения неньютоновской жидкости в канале с внезапным сужением и по-
лучение количественных зависимостей местных потерь давления не только от
числа Рейнольдса, но и от других параметров задачи.

Целью настоящей работы является определение характеристик структуры по-
тока степенной жидкости в трубе с сужением в зависимости от определяющих па-
раметров задачи и расчет коэффициента местного сопротивления для широкого
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диапазона изменения числа Рейнольдса, показателя нелинейности жидкости и
степени сужения трубы.

Физико-математическая постановка задачи

Рассматривается стационарное течение несжимаемой неньютоновской жидко-
сти в трубе с внезапным сужением. Область течения Ω схематично представлена
на рис. 1. Используется осесимметричная постановка задачи в цилиндрической
системе координат.

Рис. 1. Область решения
Fig. 1. Solution domain

Для математического описания течения записываются уравнения в перемен-
ных функция тока – вихрь, приведенные к безразмерному виду

2
2
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где функция тока (ψ), вихрь (ω) и источниковый член (S) определяются по форму-
лам
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Реологические свойства среды описываются степенной моделью Оствальда – де
Виля, в которой безразмерная эффективная вязкость (B) вычисляется по формуле

1,nB A −= (3)

( ) ( ) ( ) ( )
1/ 22 2 2 2

.2 2 2u v v u vA
z r r r z

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂
= + + + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

Здесь ,v u − радиальная и аксиальная компоненты скорости соответственно, А – ин-
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тенсивность тензора скоростей деформаций,
 

2Re ρ /n nU D k−=
 
–
 
число Рейнольдса,

22D R= − диаметр узкой части трубы,ρ −  плотность жидкой среды, U – среднерас-
ходная скорость в узкой части трубы, k − показатель консистенции, n –показатель
нелинейности жидкости. Используются следующие масштабы обезразмеривания:
скорости – скорость U, длины – радиус R2, давления – величина 2ρ / 2.U

Жидкость поступает в трубу через входную границу Г1 с постоянным задан-
ным расходом, профиль скорости при этом соответствует её установившемуся те-
чению в бесконечной трубе. На твердой стенке Г2 выполняются условия прилипа-
ния, на оси Г4 – условия симметрии. На выходной границе Г3 задаются мягкие
граничные условия. Входное и выходное сечения трубы располагаются на рас-
стоянии от сужения, достаточном для реализации установившегося течения вбли-
зи этих сечений при заданных параметрах задачи (L1/R2 = 10, L2/R2 = 20). Степень
сужения трубы определяется отношением радиуса широкой части к радиусу узкой
части β = R1/R2 (рис. 1). Условия на границах исследуемой области записываются
в виде
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Метод решения

Для получения стационарного решения задачи используется метод установле-
ния, в соответствии с которым в основные уравнения добавляется фиктивная про-
изводная по времени [16]. Дискретизация уравнений выполняется конечно-
разностным методом на основе схемы переменных направлений [17]. Решение
преобразованных уравнений осуществляется методом прогонки [16].

Степенная реологическая модель жидкости при n < 1 дает «бесконечное» зна-
чение эффективной вязкости в окрестности оси симметрии, где A→0. Для реали-
зации устойчивого расчета течения степенной жидкости во всей области течения,
включая область малых значений A, проводится регуляризация реологической
модели, которая предполагает внесение малого добавочного члена ε в выражение
для эффективной вязкости. Учитывая добавку, формула (3) принимает вид

1( ε) .nB A −= + (4)
Данная модификация, допуская предельный переход к степенной модели при
ε → 0, расширяет диапазон изменения показателя нелинейности для устойчивого
расчета [18].
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Для верификации численного алгоритма на основе результатов тестовых рас-
четов выполняется проверка аппроксимационной сходимости. Профили аксиаль-
ной скорости, формируемые на стыке широкой и узкой частей трубы, при различ-
ных значениях шага квадратной сетки (h) показаны на рис. 2. Для случая Re = 1,
β = 2, n = 0.5 рассчитанное значение аксиальной скорости на оси симметрии в вы-
ходном сечении трубы (u*) сравнивалось со значением, полученным аналитиче-
ски для трубы постоянного радиуса с полностью развитым течением

ан
3 1( 0) .

1
nu r
n

+
= =

+
Значения относительной ошибки величины скорости ( ан ан( *) / 100 %E u u u= − ⋅ ) в
зависимости от шага сетки и параметра регуляризации приведены в табл. 1 (при
ε = 0.001) и табл. 2 (при h = 0.025) соответственно. Результаты, представленные на
рис. 2 и в табл. 1, демонстрируют аппроксимационную сходимость численного
алгоритма. Для дальнейших расчетов выбран шаг сетки h = 0.025. Из табл. 2 вид-
но, что при заданных параметрах Re = 1, β = 2, n = 0.5 уменьшение ε способствует
уменьшению относительной ошибки Е. Анализ данных позволяет выбрать в каче-
стве параметра регуляризации ε = 0.001.
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 Рис. 2. Профиль аксиальной скорости в скачке сечения (Re = 1, β = 2, n = 0.5, ε = 0.001).
Обозначения: ●●● – h = 0.1, - - - – h = 0.05, + + + – h = 0.025, ——— – h = 0.0125

Fig. 2. Axial velocity profile at the contraction plane (Re = 1, β = 2, n = 0.5, and ε = 0.001).
Notations: ●●● – h = 0.1, - - - – h = 0.05, + + + – h = 0.025, ——— – h = 0.0125

Т а б л и ц а  1 Т а б л и ц а  2

h Е, % ε Е, %
0.1 1.550 0.1 1.765
0.05 0.292 0.05 0.969
0.025 0.071 0.01 0.188
0.0125 0.004 0.005 0.053

0.001 0.031
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В процессе течения жидкости в трубе со скачком сечения имеют место два ви-
да потерь полного давления: потери на трение трP∆ , которые являются следствием

проявления вязких сил в потоке, и местные потери мP∆  в окрестности скачка се-
чения [19]. Сумма указанных потерь представляет собой перепад полного давле-
ния между входной и выходной границами трубы:

1 2 тр мP P P P P− = ∆ = ∆ + ∆ .

Отношение потерянного на участке полного давления к динамическому напо-
ру определяет коэффициент гидравлического сопротивления [19]

тр м
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P PPC С С
U U

∆ + ∆∆
= = = +

ρ ρ
,

где мС – коэффициент местного сопротивления, трС – коэффициент сопротивле-
ния трения, определяемый по формуле
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Расчетная формула для коэффициента местного сопротивления получается в
результате применения уравнения Бернулли к сечениям, расположенным вверх и
вниз по течению от внезапного сужения
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Рис. 3. Схематичное распределение давления
вдоль трубы с внезапным сужением

Fig. 3. Schematic representation of the pressure distribution
along a pipe with sudden contraction
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где мp∆ – потери гидродинамического давления на преодоление сужения, α – ко-
эффициент коррекции кинетической энергии, который учитывает неоднородность
профиля скорости в трубе и рассчитывается по формуле [20]

23(3 1)α .
(2 1)(5 3)

n
n n

+
=

+ +

Значение мp∆  вычисляется экстраполяцией прямолинейных профилей давления на
участках одномерного течения в сечение z0, где расположен скачок сечения (рис. 3).

Коэффициент местного гидравлического сопротивления можно также пред-
ставить как отношение потерянной на участке между входом и выходом энергии
(мощности) к кинетической энергии (мощности) во входном сечении [19]

м тр3 ,
(1/ 2)ρ

NС С
FU

∆
= − (6)

где 22N BA d
Ω

∆ = π Ω∫∫ – мощность, теряемая на данном участке, т.е. механическая

энергия, которая переходит в тепловую энергию за единицу времени [21], F –
площадь входного сечения.

Результаты

Для проведения параметрических расчетов выбраны следующие диапазоны
изменения основных параметров: 0.1 ≤ Re ≤ 100, 1.25 ≤ β ≤ 4, 0.6 ≤ n ≤ 1.5. На ос-
нове полученных данных восстановлены картины течения дилатантной (рис. 4, а)
и псевдопластичной (рис. 4, b) жидкостей. Видно, что характер и структура пото-
ка двух жидкостей качественно совпадает. В обоих случаях на достаточном уда-
лении от скачка сечения вниз и вверх по потоку формируются зоны одномерного
течения, а вблизи сужения – зона двумерного течения. В окрестности внутреннего
угла образуется циркуляционная зона, размер которой увеличивается с ростом
значения показателя нелинейности.
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Рис. 4. Распределения линий тока: (а) Re = 1, β = 2, n = 1.5, (b) Re = 1, β = 2, n = 0.5
Fig. 4. Streamline distributions: (а) Re = 1, β = 2, and n = 1.5; (b) Re = 1, β = 2, and n = 0.5
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Для количественного анализа течения вводятся безразмерные геометрические
характеристики структуры потока (рис. 4, а): длины зон двумерного течения,
формируемых до и после сужения (l1 и l2 соответственно), длина циркуляционной
зоны (L). Величины l1 и l2 определяются расстоянием от скачка до поперечных се-
чений, в которых на оси симметрии аксиальная скорость принимает значения, от-
личные на 1% от тех, которые реализуются в области одномерного течения в уз-
кой и широкой частях канала соответственно.

Зависимости длин зон двумерного течения от числа Рейнольдса, коэффициен-
та сужения трубы и степени нелинейности жидкости представлены на рис. 5.

Изменения l1, l2, L имеют следующий характер:
- рост числа Рейнольдса способствует уменьшению l1 и L и значительному уве-

личению l2 за счет преобладания инерционных сил над вязкими силами (рис. 5, а);
- с увеличением степени сужения трубы происходит увеличение L и l1, при

этом характер течения в узкой части трубы меняется слабо, поэтому изменение l2
незначительно (рис. 5, b);

- при увеличении показателя нелинейности l1 и l2 монотонно уменьшаются, при
этом значения L растут (рис. 5, с).
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Рис. 5. Зависимости геометрических
характеристик структуры потока от
определяющих параметров: (а) β = 2,
n = 0.8, (b) Re = 1, n = 0.8, (c) Re = 10,
β = 2
Fig. 5. Dependency diagrams of the
geometrical characteristics of the flow
structure upon the main parameters: (а)
β = 2, n = 0.8, (b) Re = 1, n = 0.8, and
(c) Re = 10, β = 2
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На рис. 6 представлены распределения линий тока в окрестности скачка сече-
ния, взятые из [22] и полученные в данной работе. Сравнение проводится при
следующих параметрах: β = 4, Re = 10, 50, n = 0.5, 1. Для всех рассмотренных
случаев наблюдается хорошее согласование картин течения.

а b c d

e f g h

Рис. 6. Сравнение распределений линий тока из статьи [22] (a, b, c, d) и данной работы (e, f,
g, h) для β = 4: (a), (e) Re = 10, n = 0.5; (b), (f) Re = 50, n = 0.5; (c), (g) Re = 10, n = 1; (d), (h)
Re = 50, n = 1
Fig. 6. Comparison of the streamline distributions presented in [22] (a, b, c, d) and current work
(e, f, g, h) at β = 4: (a), (e) Re = 10, n = 0.5; (b), (f) Re = 50, n = 0.5; (c), (g) Re = 10, n = 1; and
(d), (h) Re = 50, n = 1

Значения коэффициента местного сопротивления были получены с использо-
ванием двух формул (5) и (6). Результаты расчетов в зависимости от числа Рей-
нольдса для псевдопластичной (n = 0.8), ньютоновской (n = 1.0) и дилатантной
(n = 1.2) жидкостей при β = 2 представлены в табл. 3.

Т а б л и ц а  3

Re 0.1 1 5 10 20 50 100

м (5)С 107.747 10.791 2.222 1.202 0.699 0.390 0.313
n = 0.8

м (6)С 110.616 11.076 2.256 1.202 0.692 0.383 0.294

м (5)С 134.984 13.516 2.788 1.478 0.853 0.474 0.391
n = 1.0

м (6)С 138.726 13.880 2.843 1.506 0.862 0.485 0.375

м (5)С 168.389 16.859 3.450 1.821 1.037 0.583 0.476
n = 1.2

м (6)С 172.962 17.320 3.531 1.853 1.051 0.591 0.460

Сравнение показало, что в рассматриваемом диапазоне чисел Рейнольдса мак-
симальное отличие значений местного гидравлического сопротивления, вычис-
ленных по двум различным формулам, не превышает 6.5 %. Для дальнейших рас-
четов См использовалась формула (5).
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На величину коэффициента местного сопротивления значительное влияние
оказывают геометрические характеристики области течения, показатель нелиней-
ности реологической модели жидкости и число Рейнольдса. В результате пара-
метрических расчетов выявлено, что увеличение степени сужения трубы способ-
ствует росту См до некоторого предельного значения, которое достигается при
больших β (рис. 7, а). Изменение n от 0.5 до 1.5 приводит к монотонному увели-
чению См (рис. 7, b). Рост значений числа Re приводит к падению местных потерь
давления в связи с уменьшением размеров области циркуляционного движения и
зоны двумерного течения перед уступом (рис. 7, c).
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С целью верификации расчётных данных проводится сравнение с результата-
ми, полученными другими исследователями. На рисунке 8, а демонстрируется
распределение аксиальной скорости, формируемое в скачке сечения при различ-
ных значениях числа Рейнольдса (Re = 10, 30, 100) в случае β = 2, n = 1. Сравне-
ние результатов расчетов с данными работы [23] показало удовлетворительное
согласование. Зависимость коэффициента местного сопротивления от числа Рей-
нольдса подтверждает аналогичную зависимость из работы [15] при β = 4.558,
n = 1 (рис. 8, b).

Рис. 7. Зависимость коэффициента местного
сопротивления от: степени сужения при
Re = 1 (а); показателя нелинейности при
β = 2 (b); числа Рейнольдса при β = 2 (с)
Fig. 7. Local resistance coefficient as a func-
tion of: (а) contraction ratio at Re = 1;
(b) power-law index at β = 2; and (с) Reynolds
number at β = 2
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Рис. 8. Сравнение результатов: (а) профиль аксиальной скорости в скачке сечения при раз-
личных Re для β = 2, n = 1: - - - – расчеты из [23], ●●● – расчеты из данной работы; (b) ко-
эффициент местного сопротивления в зависимости от Re при β = 4.558, n = 1: - - - – расче-
ты из [15], ——— – расчеты из данной работы
Fig. 8. Comparison of the results: (а) axial velocity profile at the contraction plane for various Re
at β = 2, n = 1:  - - - – calculated data from [23], ●●● – calculated data in the current work; (b) lo-
cal resistance coefficient as a function of Re at β = 4.558, n = 1: - - - – calculated data from [15],
——— – calculated data in the current work

В табл. 4 представлено сравнение результатов расчетов См для β = 2.6, n = 0.75,
1.00, 1.25 в диапазоне 1≤ Re ≤ 100 с данными из работы [24]. Следует отметить,
что для выполнения сравнения результатов в эквивалентных условиях необходи-
мо учитывать различие масштабных величин для вычисления числа Рейнольдса в
[24] и в настоящей работе. Наблюдается хорошее согласование значений коэффи-
циента местного сопротивления.

Т а б л и ц а  4

См
n = 0.75 n = 1.00 n = 1.25Re

Формула (5) Работа [24] Формула (5) Работа [24] Формула (5) Работа [24]
1 12.659 12.827 16.152 16.570 20.708 21.540
5 2.631 2.741 3.328 3.530 4.238 4.564
10 1.450 1.481 1.777 1.900 2.236 2.442
20 0.860 0.850 1.029 1.085 1.277 1.381
50 0.508 0.472 0.588 0.596 0.741 0.744
100 0.323 0.346 0.424 0.433 0.554 0.532

Заключение

Получено численное решение задачи о ламинарном стационарном течении
степенной жидкости в трубе со скачком сечения в виде сужения. Восстановлены
картины течения псевдопластичной и дилатантной жидкостей. Проведены пара-
метрические исследования геометрических характеристик структуры потока в за-
висимости от числа Рейнольдса (0.1 ≤ Re ≤ 100), степени сужения трубы (1.25 ≤ β
≤ 4) и показателя нелинейности жидкости (0.5 ≤ n ≤ 1.5). Продемонстрированы ре-
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зультаты применения двух способов расчета коэффициента местного сопротивле-
ния. Построены зависимости местных потерь давления от определяющих пара-
метров задачи. Приведены результаты сравнения полученных данных с данными
других авторов.
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Sudden contraction represents a geometrical heterogeneity leading to the significant flow
structure changes and intensifying energy losses. The fluid flowing through a sudden contraction
is of great scientific interest as it is found to be an intermediate stage of the processes taking place
in a technical equipment such as pumps, engines, reactors, etc.

In this paper, the problem of a laminar stationary flow of non-Newtonian fluid in a pipe with
sudden contraction was numerically solved. The fluid rheological properties were described by
the Ostwald-de Waele power law. The constitutive equations were written using the stream
function and vorticity variables in a cylindrical coordinate system. The asymptotic time solution
to the unsteady flow equations was obtained in order to derive a steady-state solution to the initial
problem. The main equations were discretized using the finite-difference method based on the
alternative directions scheme and solved using the sweep method. To verify numerical algorithm
developed, the approximating convergence was tested on the sequence of square grids.

According to the flow patterns, pseudoplastic and dilatant fluid flow structures both consist of
one-dimensional zones next to the inlet and outlet sections and two-dimensional zones in the
vicinity of contraction plane. To evaluate the impact of the Reynolds number, pipe contraction
ratio, and power-law index on the length of two-dimensional flow regions, the dependency
diagrams were plotted in a wide range of the parameters. Two different methods were used to
calculate the local resistance coefficient. The obtained values were found to be in a good
agreement. A parametric study was performed to reveal the influence of the governing parameters
on the local energy losses.
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ИССЛЕДОВАНИЕ СТРУКТУРЫ НЕИЗОТЕРМИЧЕСКОГО ПОТОКА
СТЕПЕННОЙ ЖИДКОСТИ В L-ОБРАЗНОМ КАНАЛЕ1

Построена математическая модель течения степенной жидкости в плоском
L-образном канале в неизотермических условиях. Реализовано численное
решение сформулированной задачи. Представлены результаты расчета ки-
нематических характеристик потока при разных значениях степени нели-
нейности жидкости, чисел Рейнольдса и Бринкмана. Проведено сравнение
картины течения ньютоновской жидкости с численными и эксперименталь-
ным данными работ других авторов.

Ключевые слова: течение, вязкая жидкость, неньютоновская жидкость,
L-образный канал, диссипативный разогрев, численное моделирование, ки-
нематика.

Исследования течений жидкостей представляют интерес как для инженеров и
научных работников, так и для разработчиков и производителей технологическо-
го оборудования. В металлургии, пищевой, химической промышленности и т. п.
является актуальной задача создания средств математического моделирования
гидродинамических и теплофизических процессов, сопровождающих переработку
жидкостей со сложными реологическими свойствами. Транспортировка жидких
сред осуществляется в трубопроводах с различными конструктивными элемента-
ми, включая изогнутые каналы, каналы с сужением, расширением, краны, клапа-
ны и т. д. [1, 2]. Во многих случаях при математическом описании течений необ-
ходимо учитывать неизотермичность и неньютоновские свойства среды [3, 4].

Исследования структуры ламинарных неизотермических потоков ньютонов-
ской жидкости в каналах с изменением направления течения представлены в об-
зорах [1, 5]. Профили скорости в различных сечениях области поворота потока
представлены в [6]. В [7–10] приводятся результаты исследований установивше-
гося движения несжимаемой жидкости в каналах квадратного сечения в зависи-
мости от значений числа Рейнольдса и степени кривизны колена. В [11] авторами
решается трехмерная задача об установившемся течении ньютоновской жидкости
методом конечных элементов, проводится сравнение с экспериментальными дан-
ными. Исследование условий взаимодействия вязкой жидкости с твердой стенкой,
описывающих прилипание, проскальзывание по закону Навье и проскальзывание
с предельным напряжением проводилось авторами [12]. В результате расчетов
получены картины установившегося течения с образованием циркуляционных зон
вблизи угловых точек. Количество работ, посвященных анализу течений ненью-
тоновских жидкостей в каналах с L-образной геометрией, ограничено, причем в
основном используются модели вязкоупругих сред [13–18].

                                                          
1 Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РФФИ (проект № 18-38-00259).



72 О.А. Дьякова, О.Ю. Фролов

Целью работы является исследование неизотермического течения степенной
жидкости в плоском L-образном канале с учетом вязкой диссипации и зависимо-
сти консистенции от температуры.

Математическая постановка задачи

Рассматривается стационарное неизотермическое течение степенной несжи-
маемой жидкости в L-образном канале. Математическую основу описания тече-
ния образуют уравнения движения, неразрывности и энергии, записанные в без-
размерных переменных в декартовой системе координат. Реологическое поведе-
ние жидкости описывается законом Освальда де Виля с экспоненциальной зави-
симостью консистенции от температуры. Система уравнений имеет вид

( )Re (2 )p B⋅∇ = −∇ + ∇ ⋅V V Ε ; (1)

0∇ ⋅ =V ; (2)

( ) 2Pe θ θ Br B A⋅∇ = ∆ + ⋅ ⋅V ; (3)

1θ .nB e A −−= ⋅ (4)

Здесь V = {u, v} – вектор скорости; p – давление; θ = β(T–T0) – температура;
А = (2eijeji)1/2 – интенсивность тензора скоростей деформации E; T, T0 – размерные
температуры жидкости в потоке и на твердой стенке соответственно; Re = 
= ρU2−nLn/k0 – число Рейнольдса; Ре = cρUL/λ – число Пекле; Br = k0Un+1β/(Ln–1λ) –
число Бринкмана; с – теплоемкость; λ – коэффициент теплопроводности; ρ –
плотность; k0 = k1exp(–β(T0–T1)) – консистенция при температуре T0; n, k1, β, T1 –
параметры реологического закона. В качестве масштабов обезразмеривания вы-
браны следующие величины: длины – L, скорости – U, давления – k0(U/L)n, где L –
ширина канала, U – среднерасходная скорость во входном сечении.

Область решения показана на рис. 1.

Рис. 1. Область решения
Fig. 1. Solution domain
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Жидкость подается через входное сечение Г2 с постоянным расходом, равным
единице. Для задания профилей скорости и температуры во входном сечении ре-
шается задача одномерного стационарного течения неньютоновской несжимае-
мой жидкости с учетом диссипативного разогрева и экспоненциальной зависимо-
сти консистенции от температуры в плоском бесконечном канале с заданным рас-
ходом. Система уравнений, описывающих течение, в безразмерных переменных
имеет вид

22

2

1

δ,

θ Br 0,

θ=e ,
n

uB
y y

uB
yy

uB
y

−
−

∂ ∂⎛ ⎞ =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∂ ∂⎛ ⎞+ ⋅ ⋅ =⎜ ⎟∂∂ ⎝ ⎠

∂
∂

(5)

где δ = 
0

nL p L
k x U

∂ ⎛ ⎞
⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

 – безразмерный перепад давления на единицу длины. Вели-

чина δ выбирается такой, чтобы объемный расход жидкости через единицу пло-
щади равнялся единице.

Граничные условия одномерного течения записываются следующим образом:
 = 0,  = 1: 0, θ 0.y y u = =  (6)

Система уравнений (5) с граничными условиями (6) решается численно [19] с
использованием конечно-разностного метода и метода прогонки.

На твердых стенках Г1 выполняются условия прилипания и температура равна
нулю. В выходном сечении Г3 для продольной скорости и температуры выполня-
ются мягкие граничные условия, поперечная скорость равна нулю. Входная и вы-
ходная границы находятся на достаточном удалении от колена во избежание
влияния последнего на характер течения в окрестности Г2 и Г3.

Метод решения

Для получения стационарного решения сформулированной задачи (1) – (4) с
соответствующими граничными условиями используется метод установления.
Последующее решение уравнений с нестационарными слагаемыми осуществляет-
ся конечно-разностным методом контрольного объема с использованием разне-
сенной разностной сетки. В рамках одного итерационного цикла используется
процедура SIMPLE [20], которая предусматривает расчет поля скорости c фикси-
рованным полем давления и последующую коррекцию скоростей и давления с це-
лью удовлетворения уравнения неразрывности. Уравнения движения аппрокси-
мируются с применением экспоненциальной схемы, а уравнение энергии – с при-
влечением схемы против потока для аппроксимации конвективных слагаемых.

Для тестирования численной методики были проведены расчеты на последо-
вательности сеток. В табл. 1, а представлены значения продольной скорости v* и
температуры θ* в центре выходного сечения в зависимости от шага сетки, демон-
стрирующие аппроксимационную сходимость.

Количественное подтверждение аппроксимационной сходимости приведено в
табл. 1, б, где показаны значения относительных ошибок, рассчитанных по сле-



74 О.А. Дьякова, О.Ю. Фролов

дующим формулам:
вх вых1

вх
1

вх вых1

θ вх
1

1 100 %,
1

θ θ1 100 %,
1 θ

N i i
v

i i

N i i

i i

u v
E

N u

E
N

−

=

−

=

⎡ ⎤−
⎢ ⎥= ⋅

− ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤−
⎢ ⎥= ⋅

− ⎢ ⎥⎣ ⎦

∑

∑
(5)

где: ui
вх, θi

вх – поперечная скорость и температура на входной границе Г2;
vi
вых, θi

вых – продольная скорость и температура в выходном сечении Г3, получен-
ные с использованием численной методики; i – номер узла расчетной сетки, i = 0,
N – узлы на твердой стенке.

Т а б л и ц а  1 а

Аппроксимационная сходимость при Re = 0.01, Pe = 100, n = 0.8, Br = 0.5

Шаг сетки v* θ*

1/10 1.4672 0.2658
1/20 1.4774 0.2730
1/40 1.4821 0.2764
1/80 1.4856 0.2773

Т а б л и ц а  1 б

Аппроксимационная сходимость при Re = 0.01, Pe = 100, n = 0.8, Br = 0.5

Шаг сетки Ev, % Eθ, %
1/10 1.5836 5.6620
1/20 1.6749 3.8440
1/40 1.3934 2.9814
1/80 0.9897 2.3480

Все дальнейшие расчеты проводились с использованием шага сетки 1/80.

Результаты расчетов

На рис. 2 показаны картины течения псевдопластичной жидкости (n < 1) в ви-
де распределений линий тока в зависимости от значений числа Рейнольдса при
Pe = 100, Br = 0.5. При числах Рейнольдса, равных 0.1 и 1 (рис. 2, a и b), в окрест-
ности угловой точки T (рис. 1) формируется практически застойная зона. По мере
увеличения числа Рейнольдса формируется циркуляционная зона, которая стано-
вится заметной при Re = 20 (рис. 2, c). При дальнейшем усилении инерционного
эффекта появляется вторая циркуляционная зона в окрестности точки R (рис. 1 и
2, d), размер которой значительно увеличивается при Re = 120 (рис. 2, f).

В ходе численных расчетов было установлено, что изменение числа Пекле в
диапазоне 100 ≤ Pe ≤ 5000 оказывает незначительное влияние на структуру потока.

Рис. 3 демонстрирует изменение картины течения при переходе от псевдопла-
стичных свойств жидкости к дилатантным (n > 1) при Pe = 100, Br = 0.5. При
Re = 1 незначительно увеличивается размер циркуляционной зоны в углу канала
(рис. 3, a–c). При Re = 50 размеры циркуляционной зоны в окрестности точки R
(рис. 1, рис. 3, d–f) уменьшаются на порядок.
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Рис. 2. Линии тока при n = 0.8, Pe = 100, Br = 0.5:
a – Re = 0.1; b – Re = 1; c – Re = 20; d – Re = 50; e – Re = 90; f – Re = 120

Fig. 2. Streamlines at n = 0.8, Pe = 100, and Br = 0.5:
Re = (a) 0.1, (b) 1, (c) 20, (d) 50, (e) 90, and (f) 120

Рис. 3. Линии тока при Pe = 100, Br = 0.5, Re = 1 (a–c) и Re = 50 (d–f):
a, d – n = 0.6; b, e – n = 1; c, f – n = 1.4

Fig. 3. Streamlines at Pe = 100, Br = 0.5, Re = (a–c) 1 and (d–f) 50:
n = (a, d) 0.6, (b, e) 1, and (c, f) 1.4
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На рис. 4 показано влияние числа Бринкмана на картину течения псевдопла-
стичной жидкости при Re = 50, Pe = 100. Результаты расчетов для данного режима
течения показывают, что увеличение интенсивности диссипации механической
энергии жидкости в рассматриваемом диапазоне слабо влияет на структуру потока.

Рис. 4. Линии тока при n = 0.8, Re = 50, Pe = 100:
a – Br = 0.6; b – Br = 0.8; c – Br = 1; d – Br = 1.1; e – Br = 1.3; f – Br = 1.5

Fig. 4. Streamlines at n = 0.8, Re = 50, and Pe = 100:
Br = (a) 0.6, (b) 0.8, (c) 1, (d) 1.1, (e) 1.3, and (f) 1.5

Зависимость размеров циркуляционных зон от определяющих безразмерных
параметров задачи и степени нелинейности жидкости демонстрирует рис. 5.
С ростом числа Рейнольдса размеры обеих циркуляционных зон в рассматривае-
мой области течения увеличиваются (рис. 5, a). Возможно, это связано с ростом
значений эффективной вязкости псевдопластичной жидкости (n < 1) в областях
малых значений интенсивности тензора скоростей деформации. Поперечные и
продольные размеры циркуляционной зоны в окрестности точки T, а также попе-
речные размеры циркуляционной зоны в окрестности точки R с ростом числа
Бринкмана меняются слабо (рис. 1 и 5, b). С ростом степени нелинейности жидко-
сти размеры циркуляционной зоны в окрестности точки T канала стремятся к по-
стоянной величине (рис. 1 и 5, с).

На рис. 6, a–c показано влияние критериев подобия Re, Br и параметра реоло-
гической модели n на размер областей двумерного течения при прочих равных
условиях. Областями одномерного течения здесь будем называть расстояния от
входной и выходной границ канала до сечений, в которых безразмерная продоль-
ная скорость отклоняется от решения одномерной задачи более чем на 1 %. Начи-
ная с указанного сечения, фиксируются длины зон двумерного течения как рас-
стояния h1 и h2 в сторону по потоку от входной границы Г2 и в сторону против
потока от выходной границы Г3 соответственно до противоположных стенок ка-
нала, как показано на рис 6. Из полученных зависимостей видно, что для течения
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псевдопластичной жидкости при n = 0.8, Pe = 100 (рис. 6, a и b) размер зоны дву-
мерного течения на участке ST (рис. 1) меньше, чем на участке QT (рис. 1) и с
ростом чисел Рейнольдса и Бринкмана стремится к постоянному значению. При
переходе свойств жидкости от псевдопластичной к дилатантной при Re = 50,
Pe = 100 (рис. 6, с) длина зоны двумерного течения h2 уменьшается, а значение h1
возрастает.

Рис. 5. Размеры циркуляционных зон при Pe = 100:
a – n = 0.8, Br = 0.5; b – n = 0.8, Re = 50; c – Br = 0.5, Re = 50

Fig. 5. The sizes of recirculation zones at Pe = 100:
(a) n = 0.8, Br = 0.5; (b) n = 0.8, Re = 50; and (c) Br = 0.5, Re = 50

На рис. 7 показано сравнение картины течения в области внутреннего и внеш-
него углов плоского канала при n = 1 и Re = 48 в изотермическом приближении
(сплошные линии) с расчетными данными [10] (пунктирные линии). В [10] с по-
мощью конечно-разностного метода решаются уравнения в переменных функция
тока – вихрь, описывающих стационарное ламинарное движение ньютоновской
жидкости. Наблюдается качественное и количественное согласование результатов
по размерам и местоположению циркуляционных зон.
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Рис. 6. Размеры областей двумерного течения при Pe = 100:
a – n = 0.8, Br = 0.5; b – n = 0.8, Re = 50; c – Br = 0.5, Re = 50
Fig. 6. The sizes of two-dimensional flow regions at Pe = 100:

(a) n = 0.8, Br = 0.5; (b) n = 0.8, Re = 50; and (c) Br = 0.5, Re = 50

Рис. 7. Картина течения при
n = 1, Re = 48, Br = 0 (пунктир –
данные [10])
Fig. 7. Flow pattern at n = 1,
Re = 48, and Br = 0 (the dashed
line indicates the data from [10])
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На рис. 8, a–d показаны компоненты вектора скорости дилатантной жидкости
при Pe = 100, Br = 0.5 для двух чисел Рейнольдса. Изменение числа Re от 0.1 до 50
приводит к возрастанию поперечных и продольных скоростей в областях пере-
строения потока жидкости и к возникновению циркуляционных зон.

Рис. 8. Поле скорости u (a, b) и v (c, d) при n = 0.8, Pe = 100, Br = 0.5:
a, c – Re = 0.1; b, d – Re = 50

Fig. 8. Velocity field of u (a, b) and v (c, d) at n = 0.8, Pe = 100, and Br = 0.5:
Re = (a, c) 0.1 and (b, d) 50
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На рис. 9, a и b показаны распределения безразмерных компонент вектора
скорости в окрестности точки R (см. рис. 1) при движении ньютоновской жидко-
сти с числом Рейнольдса равным 4, которые сравниваются с экспериментальными
данными [14] визуализации потока жидкости в L-образном канале прямоугольно-
го сечения. В [14] при проведении эксперимента в качестве ньютоновской жидко-
сти использовался водный раствор сиропа мальтозы, а измерения проводились с
помощью лазерного допплеровского анемометра. Рис. 9, a и b демонстрируют
удовлетворительное согласование результатов.

a b

Рис. 9. Поле скорости u (a) и v (b) при n = 1, Re = 4, Br = 0
(пунктир – данные [14])

Fig. 9. Velocity field of u (a) and v (b) at n = 1, Re = 4, and Br = 0
(the dashed line indicates the data from [14])

Заключение

В результате проведенного исследования показано влияние числа Рейнольдса
на размеры циркуляционных зон в окрестности внутреннего и внешнего углов L-
канала для стационарного движения степенной жидкости. Было установлено, что
изменение интенсивности диссипации механической энергии в потоке слабо ме-
няет картину течения. Изменение параметра реологической модели n при перехо-
де свойств жидкости от псевдопластичных к дилатантным показывает, что разме-
ры циркуляционной зоны в области внутреннего угла канала стремятся к посто-
янной величине. Был проведен параметрический расчет размеров областей дву-
мерного течения в зависимости от чисел Рейнольдса, Бринкмана и степени нели-
нейности жидкости. При n < 1 наблюдается рост указанных размеров при увели-
чении параметра Рейнольдса от 0.1 до 120 и росте числа Бринкмана от 0.7 до 1.4.
Анализ результатов расчета показал, что с ростом n размер области двумерного
течения перед поворотом потока увеличивается и стремится к постоянной вели-
чине, а после поворота – уменьшается. Для ньютоновской жидкости сравнение с
численными и экспериментальными данными других авторов показывает согла-
сование результатов.
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This paper is devoted to the investigation of a steady-state non-isothermal power-law fluid
flow in a flat L-shaped channel with account for viscous dissipation. Mathematical model of the
flow includes the motion, continuity, and energy equations written using the dimensionless
variables in a Cartesian coordinate system. The fluid rheological behavior is described by the
Ostwald–de Waele power law with an exponential dependence of the consistency on temperature.
The control volume method and the SIMPLE procedure are applied to solve the formulated
problem numerically using the staggered computational grid. The effect of both power-law index
and Reynolds and Brinkman numbers on the size of recirculation zones observed in the vicinity of
internal and external angles of the L-channel and on the size of two-dimensional flow regions is
studied. It is found that the variation in the intensity of mechanical energy dissipation in a stream
leads to a weak change in the flow pattern. Considering rising of the power-law index from the
values providing pseudoplastic properties of the fluid to that providing dilatant properties, the size
of recirculation zone in the vicinity of internal angle is found to tend to a constant value. With an
increase in the power-law index, the two-dimensional flow region ahead of the stream turn
increases and tends to a constant value, and after turn it decreases. The results obtained for a
Newtonian fluid are in a good agreement with numerical and experimental data of other authors.
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ВЛИЯНИЕ НАПРАВЛЕНИЯ ТРЕЩИН
МНОГОСТАДИЙНОГО ГИДРАВЛИЧЕСКОГО РАЗРЫВА ПЛАСТА

НА КОЭФФИЦИЕНТ ИЗВЛЕЧЕНИЯ НЕФТИ

Приведены аналитические выражения для нормирования фактических данных
запускных параметров работы скважины. Результаты сравнения безразмерно-
го индекса продуктивности выборки перенесены на математическую модель
сектора месторождения для выбора эффективного направления горизонталь-
ного участка ствола скважины. Приведен пример использования метода Local
Grid Refinement, основанного на локальном измельчении ячеек в области об-
разования трещин многостадийного гидравлического разрыва пласта для уве-
личения точности задания данных трещин в математической модели.

Ключевые слова: безразмерный коэффициент продуктивности скважины,
Local Grid Refinement, нефтегазовые месторождения, малопроницаемый
коллектор.

Технология многостадийного гидравлического разрыва пласта не новая, одна-
ко, на месторождениях Томской области ее применения начались не так давно.
Для данной технологии необходимо пробурить скважину с горизонтальным окон-
чанием и провести на горизонтальном участке несколько стадий гидравлического
разрыва пласта [1] с определенным расстоянием между стадиями, тем самым по-
лучив рядом с горизонтальным участком ствола зону с большой проницаемостью,
что позволит отбирать больше жидкости [2].

Однако не везде данная технология показывает желаемые результаты в виде по-
ложительной экономики и увеличения дебита скважин [3, 4]. Успешность проекта
зависит от изученности объекта разработки, технологического выполнения бурения
и проведения многостадийного гидравлического разрыва пласта (МГРП), выбора
оптимальных параметров скважины и так далее [2].

Движение углеводородов в пластах в гидродинамике описывается с помощью
законов сохранения энергии, импульса и массы. Однако применение этих законов
для описания течения трехфазной смеси (нефть – газ – вода) в породе-коллекторе
является сложной и емкой задачей. На практике, для упрощения используется по-
луэмпирический подход, основанный на применении закона Дарси вместо урав-
нения сохранения количества движения. Изотермический процесс движения угле-
водородов через пористую среду описывается уравнениями сохранения массы, за-
коном Дарси с уравнениями фазового состояния [5]. При рассмотрении неизотер-
мических процессов учитывается уравнение сохранения энергии и уравнение не-
разрывности в цилиндрической системе координат (r, θ, z), которое имеет вид

( )( ) ( )1 1 ( )r zuru u
m q

r r r z t
θ∂ ρ∂ ρ ∂ ρ ∂⎡ ⎤− + + = ρ +⎢ ⎥∂ ∂θ ∂ ∂⎣ ⎦

, (1)

где q  – распределение внутри объема внешнего источника или стока с массовой
интенсивностью q, которое за время At составит qV∆t [5].
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Для многофазной многокомпонентной фильтрации в пласте необходимо урав-
нение неразрывности представить следующим образом [6]: рассматриваемая сис-
тема состоит из nl фаз и пk компонентов. Обычно рассматривается трехфазная
система (нефть, вода, газ). На месторождениях Томской области вода является
смачивающей фазой, газ – не смачивающей фазой, а нефть имеет промежуточную
смачиваемость. В углеводородных системах во время фильтрации флюида между
фазами происходят массообменные процессы, поэтому закон сохранения массы
должен выполняться для каждого компонента смеси. В разных фазах каждый
компонент будет иметь свою концентрацию, при этом перемещение каждой фазы
будет иметь свою собственную скорость.

Насыщенность l-й фазой sl определяется как доля порового пространства эле-
ментарного объема, занятая данной фазой. Если сlj – массовая концентрация j-гo
компонента в l-й фазе, то уравнение неразрывности для j-гo компонента имеет
вид: [5]

1 1 1
( )

l l ln n n

l lj l l lj l ljl
l l l

div c u m s c q a
t= = =

⎛ ⎞∂
− ρ = ρ +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ , (2)

где qi – интенсивность источника l-й фазы, а clj – массовая компонента j в l-й
фазе. Уравнение (2) учитывает только конвективный массоперенос, диффузион-
ные процессы не учитываются.

Широкое применение для гидрадинамического моделирования пластов место-
рождения получила модель нелетучей нефти (black oil model), когда углеводород-
ную систему можно аппроксимировать двумя компонентами: нелетучим (нефтью)
и летучим (газом), растворимым в нефтяной фазе. Для данной модели предпола-
гается, что в пласте есть три отдельные фазы: нефть, вода и газ. Нефть и вода не
смешиваются между собой, при этом газ при определенных параметрах растворя-
ется в нефти и не растворяется в воде. При этом предполагается, что флюиды в
пласте находятся в состоянии термодинамического равновесия при постоянной
температуре.

Если индекс i = 1, 2 относится к нефтяному и газовому компонентам, l = о, w, g
соответствует нефтяной, водной и газовой фазам. Тогда cgi = 0, cg2 = 1, cwl = cw2 = 0.
Зависимость объема от давления и температуры в системе может быть выражена с
помощью объемных коэффициентов Bi. Данные коэффициенты будут показывать, во
сколько раз изменяется объем жидкости при выносе ее на свободную поверхность:

0/ .i i iB V V= (3)
Здесь Vi и Vl0 – объем жидкости l-й фазы в пластовых и в нормальных условиях.
Растворимость газа в нефти R определяет количество газа, растворенного в нефти.
Предполагается, что в стандартных условиях растворимость равна нулю. Поэтому
при выносе нефти на свободную поверхность можно определить объем дегазиро-
ванной нефти V0q и объем растворенного газа Vdg0, выделяющегося из нефти:

0 0/ .dg oR V V= (4)

Экспериментально установлено, что при многофазной фильтрации закон Дар-
си может в широких пределах считаться справедливым для каждой фазы в от-
дельности [7]:

l( )l
l l

l

k
u p g z= − ∇ − ρ ∇

μ
, (3)

где ki – фазовая проницаемость, которая, как и абсолютная проницаемость, явля-
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ется тензорной функцией; индекс l = o, w, g соответствует фазе. Относительные
фазовые проницаемости kri определяются выражениями:

 l rlk kk= . (4)
Многокомпонентная модель позволяет рассматривать достаточно сложные

процессы фильтрации в нефтегазоконденсатных пластах с учетом межфазного
массообмена отдельными компонентами [8]. Если рассматриваемая система со-
стоит из nl фаз и пс компонентов, то подстановка уравнений движения (8) в урав-
нение неразрывности для каждого компонента (2) дает пс уравнений:

1 1 1
( )

i i in n n
rl

i lj l l l lj l ljl
ll l l

kk
div c g z m s c q

t= = =

⎛ ⎞⎡ ⎤ ∂
ρ ∇ρ − ρ ∇ = ρ + α⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎜ ⎟μ ∂⎣ ⎦ ⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ , j = 1. (5)

Относительные фазовые проницаемости зависят от целого ряда характеристик:
насыщенностей, градиента давления, капиллярных сил, структуры порового про-
странства и других параметров. Поскольку наиболее существенно фазовые прони-
цаемости зависят от насыщенностей, в большинстве моделей фильтрации предпо-
лагается, что фазовые проницаемости являются функциями только насыщенностей.

Для решения многих практических задач многокомпонентной фильтрации ис-
пользуют различные допущения:

- пренебрегают капиллярным скачком давления между фазами и предполага-
ют, что давления в фазах равны (pl = р для любого l);

- несколько компонентов, совместимых по характеру зависимостей давление –
объем – температура и данным закона равновесия, группируют, снижая тем са-
мым количество неизвестных;

- концентрации углеводородных компонентов в воде принимают равными ну-
лю (cwj = 0 для любого j ≠ w), т. е. предполагают, что массоперенос этих компо-
нентов происходит только в нефтяной и газовой фазах.

При упрощении можно считать достаточным использование четырехкомпо-
нентной модели, в которой углеводородная система моделируется тремя услов-
ными компонентами: легким газом, конденсатом (летучим компонентом) и неф-
тью (нелетучим компонентом). Каждый из этих трех компонентов может присут-
ствовать в нефтяной фазе. В газовой фазе может присутствовать только два ком-
понента: газовый и летучий (конденсат). Четвертый компонент – вода – содер-
жится только в водной фазе, которая не смешивается и не обменивается массами с
остальными фазами.

Моделирование нефтегазовых залежей или процессов закачки газа в нефтяные
пласты осуществляется с использованием модели трехфазной фильтрации [8, 9].
Наиболее распространенной является модель нелетучей нефти Маскета – Мереса
(black oil model), в которой углеводородная система аппроксимируется двумя
компонентами: нефтью и газом, растворимым в нефти. Подстановка закона Дарси
(3) в уравнения сохранения для трехфазной системы дает

,

,
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Для замыкания системы уравнений (5) используются соотношения (4), (5):
( , , ).
( , , ).
1

o w ow g o w

g o go g o w

g o w

p p p s s s
p p p s s s
s s s

− =
− =
+ + =

(7)

В случае анизотропного по проницаемости пласта дебит скважины и эквива-
лентный радиус блока определяются следующим образом [10]:

0
0

0

2
ln /

x y w

w

k k z p p
Q

r r
π ∆ −

=
μ

; (8)

2 2

0 4 4

/ ( ) / ( )
0.28

/ /
y x x y

y x x y

k k x k k y
r

k k k k

∆ + ∆
=

+
. (9)

Выражения (8), (9) получены для отдельно стоящей скважины, в предположе-
нии, что другие скважины и границы пласта достаточно удалены и не влияют на
характер фильтрации вблизи нее. Практически это значит, что между соседними
скважинами должно быть не менее 10 ячеек, а между скважиной и ближайшей
границей моделируемой области – не менее 5 ячеек.

Для моделирования горизонтальной скважины, направленной вдоль одной из
осей х или у, применимы выражения (8), (9).

Ограничения в использовании представленных зависимостей для горизонталь-
ных скважин связаны с большой разницей в размерах сеточных блоков Az и Ах.
Большие различия в размерах сеточных блоков в направлениях, перпендикуляр-
ных оси скважины, Az и Ах, приводят к неравномерности распределения потока.

Важным параметром для успешного запуска скважины является ориентация в
пространстве ее горизонтального участка. Это обуславливается региональным
стрессом, который на Юрских отложениях Западной Сибири составляет около
140° (320°) по азимуту (см. рис. 1). При гидравлическом разрыве пласта образует-
ся трещина, которая распространяется по линии напряженности.

CСЗ

ВЗ

Ю

0°
45°

135°

180°

225°

270°

315°

90°

Рис. 1. Расположение линии стресса на территории Томской области
Fig. 1. Location of the stress line in the Tomsk region territory

В связи с этим при расположении горизонтального участка ствола параллельно
линии регионального стресса при проведении МГРП с большей вероятностью бу-
дут образовываться продольные, относительно ствола скважины, трещины
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(рис. 2, а), а при расположении горизонтального участка ствола перпендикулярно
линии регионального стресса – поперечные (рис. 2, b) [11].

Для проведения исследования были выбраны скважины с горизонтальным ство-
лом (в том числе боковые зарезки горизонтального ствола(ЗБГС)), на которых были
проведены две или более стадий ГРП. Скважины отобраны с 7 месторождений, рас-
положенных в Западной Сибири, все скважины вскрывают продуктивные пласты
Юрских отложений. В выборке участвовали скважины с длинного горизонтального
участка от 190 до 880 м, количество стадий на данных скважинах от 2 до 7.

В ходе исследований была проанализирована выборка из 49 ГС/ЗБГС с МГРП,
пробуренных на Юрских пластах месторождений Западной Сибири компанией
АО «Томскнефть». По результатам отбраковки данных выборка была сокращена
до 42 скважин.

a b

Рис. 2. Расположение трещин относительно ствола скважины:
а – продольное, b – поперечное

Fig. 2. Arrangement of the cracks relative to the wellbore:
(a) longitudinal and (b) transverse

Для приведения скважин к одним условиям стартовые дебиты были нормиро-
ваны по следующим параметрам: депрессия, проницаемость, толщина пласта, вяз-
кость, длина горизонтального участка. Для этого использовался безразмерный ко-
эффициент продуктивности горизонтального ствола.

Безразмерный индекс продуктивности необходим для сравнения скважин,
приведенных к независимым от параметров пласта условиям.

С учетом того, что в рассматриваемых нами условиях длина пласта достаточно
велика по сравнению с его эффективной толщиной, через некоторое время после
запуска скважины волна возмущения достигнет подошвы пласта, и в направлении
z произойдет переход на линейный режим течения раннего времени (приток с
торцевой части ствола примем незначительным). Следовательно, безразмерный
индекс продуктивности может быть рассчитан по формуле:

1 ,
( )d

d dp
J

P t
= (10)

где ( )d dpP t  – безразмерное давление на момент времени запуска.
Безразмерное время начала линейного режима работы:

20.116 ,del dt h= (11)
где dh  – безразмерная толщина пласта.

Безразмерный перепад давления для горизонтального ствола [12]
( ) 2 ( )del der del d delP P t t t= + π − . (12)
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Здесь ( )der delP t  – давление в момент начала линейного режима раннего времени,

dt  – безразмерное время.
После нормирования показателей работы скважин была получена зависимость

безразмерной продуктивности от направления скважины, которая представлена на
рис. 3. Наблюдается увеличение безразмерной продуктивности в 1.38 раз при рас-
положении горизонтального участка скважины в северо-восточном (юго-запад-
ном) направлении по сравнению с северо-западным (юго-восточным) направлени-
ем и почти в два раза по сравнению с западным (восточным) направлением. Сле-
довательно, на запуске скважины безразмерный коэффициент продуктивности
при перпендикулярном расположении горизонтального участка относительно ли-
нии регионального стресса выше в 1.38 раз, чем при параллельном расположении.
Из этого делаем вывод, что на запуске продольное расположение трещины отно-
сительно направления горизонтального участка скважины в 1.38 раз менее про-
дуктивнее, чем поперечное при равных прочих параметрах.
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Рис. 3. Зависимость показателя безразмерной продуктивности
от направления горизонтального ствола скважины

Fig. 3. Dimensionless productivity index
as a function of horizontal wellbore direction

Основой для гидродинамической модели послужило Карайское нефтяное ме-
сторождение, расположенное в Томской области. Нефтеностность на данном ме-
сторождении характеризуется Юрскими отложениями, объектом разработки явля-
ется горизонт Ю1

2.
Исследования по определению регионального стресса с помощью акустиче-

ского каротажа на данном месторождении не проводились, поэтому для его опре-
деления были использованы результаты проведённых исследований на одновоз-
растных продуктивных пластах с других месторождений данного региона (рис. 4).

Для задания геолого-физических свойств в модели были использованы характе-
ристики Карайского месторождения. Запускные параметры скважины адаптирова-
ны на фактические данные (запускной дебит жидкости в случае расположения
скважин перпендикулярно стрессу в 1.38 раза выше). С целью определения опти-
мальной стратегии разработки месторождения на секторной модели Карайского ме-
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сторождений были рассчитаны варианты с расположением скважины параллельно и
перпендикулярно региональному стрессу. Для каждого варианта были рассчитаны
модели с разной проницаемостью (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 и 20 мД).
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Рис. 4. Направление регионального стресса, полученное в результате
проведения исследований с помощью акустического каротажа

Fig. 4. Direction of the regional stress resulting from the study carried out
using the acoustic logging

При расчёте эффекта от многостадийного гидравлического разрыва пласта на
горизонтальных скважинах, пересекаемых системой вертикальных трещин, с учё-
том притока непосредственно в ствол скважины, оценка производилась на основе
формулы Li (рис. 5):

2L

2L

L

X

f1

f1

f 2

f 2

X

Рис. 5. Оценка эффекта для горизонтальной скважины, пересекаемой системой
вертикальных трещин МГРП, с учётом притока непосредственно в ствол скважины
Fig. 5. Effect assessment for a horizontal well intersected by a system of vertical cracks
in a multistage hydraulic fracturing with account for an inflow directly into the wellbore
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где B0 – объёмный коэффициент нефти, доли ед.; h – эффективная мощность пла-
ста, м; k – проницаемость пласта, мД; kf – проницаемость трещины, мД; L – длина
горизонтального ствола, м; Lf1 – половина расстояния от трещины до соседней
трещины слева, м; Lf2 – половина расстояния от трещины до соседней трещины
справа, м; L* – расстояние от горизонтального ствола до границы резервуара, м;
n – количество трещин ГРП; Pr – пластовое давление, атм.; Pwf – давление на забое
горизонтальной скважины, атм.; ∆p – общий перепад давления в резервуаре, атм.;
Q – общий дебит скважины по жидкости, м3/сут; Qi – приток в одну трещину ГРП,
м3/сут; rw – радиус горизонтального ствола, м; w – ширина трещины ГРП, м;
xf – полудлина трещины ГРП, м; µ0 – вязкость нефти, сПз [13].

Гидродинамические модели просчитывались в программном обеспечении
tNavigator. На данной программе моделировалась однородная секторная модель,
на которой задавались горизонтальные скважины с МГРП.

При описании течения жидкости в пласте, которая возникает после гидравли-
ческого разрыва пласта необходимо вводить все параметры трещины, такие, как
описание траектории самой трещины, возникающей после проведения ГРП. Как
раз траектория и задание необходимых параметров в ячейках позволили получить
адаптированные модели трещин относительно ориентации горизонтального стола
скважины. Возможны два варианта задания трещины:

Ручное указание дополнительных связей некоторых участков перфорации
скважины с блоками сетки, возникшее в силу прохождения через них трещины.

Автоматическое создание связей указанного участка перфорации со всеми
блоками сетки, попавшими в параллелепипед, определяющийся по заданным па-
раметрам азимута, полудлины, раскрытия и высоты трещины.

Для выбранного участка перфорации x, соединенного с блоком y, благодаря
трещины ГРП, установим (индекс z ниже проходит только по номерам блоков
трещины между блоками x и y) [14, 15]

1
x x

y x

z
z

M
Y

K

=

∑
, (18)
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где Kz – проводимость вдоль трещины в блоке z. Данные выражения являются
аналогами формулам для вычисления коэффициентов проводимости блоков (яче-
ек) сетки и обеспечивают:

- нулевое значение γy
x = 0, если проницаемость Kz хотя бы одного из участков

трещины между участками x и y (включительно) равна нулю;
- накопительный характер для возникновения явления сопротивления течению

между участками x и y в зависимости от длины и проводимости пути между ними
[16].

Чтобы адаптировать модель к фактическим данным, полученным при анализе
опыта проведения МГРП, и вывести зависимость от величины проницаемости
разрабатываемой залежи, необходимо задать величины Kz, зависящие от таких па-
раметров, как [17]

- давление в блоке, через который проходит трещина;
- площадь трещины и свойства самого пропанта;
- коэффициент охвата;
- поток, прошедший через связку блоков;
- время прохождения потоком блоков.
Одним из вариантов задания ГРП на скважине является метод виртуальной

перфорации. Для этого необходимо заменить трещину в пределах одного блока z
на виртуальный участок перфорации со следующими параметрами перфорации:

- Длина перфорированного участка должна быть равна длине трещины в моде-
лируемом блоке.

- Приток в участок перфорации скважины должен определять проницаемостью
блока в направлении, ортогональном грани трещины с наибольшей площадью.

Благодаря использованным данным можно вычислить множитель проводимо-
сти выбранного виртуального участка перфорации (обозначим его θw,z), а затем
вычислить приток по обычной формуле.

Иллюстрация вычислений приведена на рис. 6. На рисунке изображена трещи-
на, которая пролегает по оси Y, высотой h и шириной w, намного меньшей h.
Приток в такую трещину будем считать равным притоку в скважину диаметром
d = 2(w + h) = p, имеющую ориентацию Y и находящуюся в блоке с проницаемо-
стью по X и Z, равной проницаемости:
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wr DX DZ= + ; (21)

,w zK PERMX= ; (22)
,w zh DY= , (23)

где DX, DY, DZ – геометрические размеры блока, через который проходит трещина.
Если необходимо задать большую высоту или полудлину трещины ГРП в виде

цепочки соединительных блоков методом виртуальной перфорации, получаем не-
эффективную, с точки зрения вычисления, модель. Поэтому для задания трещины
необходимо использовать модель, основанную на создании трещины методом
виртуальной перфорации в каждом блоке, через который проходит скважина. Для
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такого типа задания трещины используем формулу притока смеси и закон транс-
портировки в ствол скважины через трещину. Достоинством такого подхода явля-
ется невысокая вычислительная сложность, а недостатком – невозможность раз-
делить приток из трещины ГРП между участками перфорации скважины (т.е. при-
ток вычисляется из трещины в скважину, а не в конкретный участок перфорации).

PERMZ

PERMX

PERMX

PERMX

X

Z

w
h

d

Рис. 6. Вычисление эквивалентного притока в трещину
Fig. 6. Calculation of the equivalent inflow into the crack

Будем использовать то же задание трещины, для этого обозначим все блоки,
через которые прошла трещина как x1 ... xL, среднюю длину трещины в блоке xi –
через 

ixL . Соответственно площадь сечения трещины в блоке xi зададим как 
ixS .

Для другой ориентации трещины в пространстве вычисления аналогичны. Для
вычисления притока из блока xi используем формулу (2):

w,z
2 2

2

log(0.28 ) /
i

i

c x

x

PERMX L

DX DZ S

πβ ⋅
θ =

⋅ π ⋅ +
, (24)

Для вычисления течения вдоль самой трещины необходимо задать проницае-
мость пропанта Kp и зависимость проницаемости от притока жидкости (зависи-
мость задается как некоторая функция f безразмерного потока s).

Результирующая эффективная проводимость пропанта в блоке xi с площадью
сечения 

ixS  полагается равной

( , ) ( ) ( )i i
i i

x x
x xK p s K p S f s= . (25)

Заметим, что функция ( , )i
i

x
xK p s  является безразмерной. Мы хотим опреде-

лить выражение Yxi для эффективности течения вдоль трещины из блока в сква-
жину так, чтобы:

1. 
ixY  является только функцией 

ixD  при pK =∞ , 1
ixY =  при pK =∞  и 0

ixD = ,
что соответствует дренированию блока, в котором находится сама скважина;

2. 0
ixY =  при 0pK = ;

3. 0
ixY =   при s = ∞ .
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Рассмотрим в качестве первоначального теста следующую функцию:
( , ) 1( , )

1 ( , ) 1
ii

i
i i i

xx
x

x x x

K p s
Y p s

K p s D L
= ⋅

+ +
, (26)

Заметим, что величина ( , )i
i

x
xY p s  является безразмерной.

При вычислении ( , )i
i i

x
x xY Y p s=  мы будем брать значение накопленного пото-

ка в s и давления ixp в блоке xi с предыдущего шага по времени, чтобы миними-
зировать дополнительно вносимую нелинейность. Поровый объем блока (при вы-
числении безразмерного потока s) вычисляется один раз при вводе ГРП.

Для точности задания МГРП в модели использовался метод LGR (Local Grid
Refinement). Данный метод заключается в локальном измельчении ячеек в облас-
ти образования трещин МГРП. Измельчение производилось вплоть до размеров
ячейки порядка 4 мм, что соизмеримо с шириной образованной трещины при про-
ведении гидравлического разрыва пласта. Для остальных добывающих скважин
сектора при моделировании трещин гидравлического разрыва пласта на горизон-
тальных скважинах использовался метод задания виртуальных перфораций (см.
рис. 7).
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Метод виртуальной
перфорации

Local Grid
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Рис. 7. Секторная модель Карайского месторождения с использованием задания трещин
гидравлического разрыва пласта методом виртуальных перфораций и LGR

Fig. 7. Sector model of the Karay oil field developed including hydraulic fracturing cracks
assigned by the method of virtual perforations and LGR

Таким образом, на гидродинамической модели было рассчитано 22 варианта и
получены следующие зависимости накопленной добычи нефти от проницаемости
породы коллектора для двух типов трещин МГРП (рис. 8 и 9).
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Рис. 8. Зависимость накопленной добычи нефти от
проницаемости породы коллектора для двух типов
трещин МГРП, кр. 1 – продольное расположение тре-
щин, кр. 2 – поперечное расположение трещин
Fig. 8. Accumulated oil recovery as a function of reservoir
rock permeability for two types of cracks in a multistage
hydraulic fracturing: longitudinal (curve 1) and transverse
(curve 2) arrangement of the cracks
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Рис. 9. Зависимость коэффициента извлечения нефти
от проницаемости породы коллектора для двух типов
трещин МГРП, кр. 1 – продольное расположение тре-
щин, кр. 2 – поперечное расположение трещин
Fig. 9. Oil recovery factor as a function of reservoir rock
permeability for two types of cracks in a multistage hy-
draulic fracturing: longitudinal (curve 1) and transverse
(curve 2) arrangement of the cracks
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При этом коэффициент извлечения нефти рассчитывался по формуле
КИН = Qизн/ Qгзн (27)

где Qизн – извлекаемые запасы нефти, Qгзн – геологические запасы нефти.
Результаты расчётов показали, что накопленная добыча нефти при продольной

ориентации трещин МГРП выше, чем на поперечных трещинах в среднем на 7 %
независимо от проницаемости. Это обуславливается тем, что стартовые дебиты
при поперечном расположении трещины выше в 1.38 раза, относительно про-
дольного расположения, следовательно, просадка давления происходит намного
быстрее, вследствие чего образуется конус пониженного давления [18, 19]. Сква-
жина с таким расположением трещины по сравнению с продольным расположе-
нием характеризуется быстрым темпом падения дебита нефти и ростом обвод-
ненности продукции [19]. Для выбора оптимальной стратегии разработки место-
рождения с юрским продуктивным пластом необходимо учитывать данные иссле-
дования и, опираясь на экономические показатели, выбирать ориентацию гори-
зонтального участка ствола скважины относительно направления регионального
стресса.
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The analytical expressions for normalization of the actual data on the well operation initial
parameters are presented. The results of the dimensionless production index comparison are
transferred to a mathematical model of the field sector in order to select an effective direction of
the wellbore horizontal section. To determine an optimal production strategy, a synthetic model
was developed using the tNavigator program. The Local Grid Refinement (LGR) method was
applied to provide an accuracy of the mathematical model of a multistage hydraulic fracturing
(MSHF) problem. This method represents a local grinding of the cells in the region of the MSHF
cracks’ formation. The grinding was carried out up to 4 mm in a cell size. A virtual perforation
method was used for the rest of production wells in the sector. The models characterized by
various permeability were calculated, and the following results were obtained: accumulated oil
production in a longitudinal orientation of the MSHF cracks is higher than that in the transverse
cracks, which is irrespective of the permeability. The initial oil production rate from a transverse
crack location is higher, therefore, the pressure drop occurs much faster resulting in a low-
pressure area formation. Such a crack arrangement in the well leads to a rapid decline of well and
provides an increase in the water production.
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ДЕФОРМИРОВАНИЯ
И РАЗРУШЕНИЯ ПОРИСТОЙ АЛЮМООКСИДНОЙ КЕРАМИКИ

НА МЕЗОУРОВНЕ1

Представлены результаты моделирования деформирования и разрушения
мезообъемов пористой алюмооксидной керамики в условиях растяжения.
Пористая структура учитывалась явным образом на основе эксперименталь-
ных данных, полученных методом электронной микроскопии. Для описания
механического поведения предложена изотропная упруго-хрупкая модель
деградирующей среды. Расчет поврежденности производится с учетом вида
напряженного состояния. Показано, что картины разрушения на мезоуровне
существенно зависят от формы и взаимного расположения пор. Полученные
эффективные упругие и прочностные характеристики материала согласуют-
ся с экспериментальными данными.

Ключевые слова: численное моделирование, пористая керамика, повреж-
денность, мезоуровень, разрушение, эффективные свойства.

В последнее время пористые керамические материалы вызывают особый инте-
рес многих исследователей благодаря своим физико-механическим свойствам: вы-
сокая коррозионная и химическая стойкость, хорошая биологическая совмести-
мость с костной тканью, высокая механическая прочность и др. Изделия из порис-
той керамики применяются в различных областях техники и технологиях. Напри-
мер, их используют при изготовлении теплоизоляционных изделий, биоимплантов в
эндопротезировании, носителей катализаторов в химической промышленности и
фильтров [1, 2]. Наличие пористой структуры в керамике оказывает влияние на ее
упругие, прочностные и функциональные свойства. Например, за счет регулирова-
ния пористости в материале биоимплантата удается снизить его упругие свойства
до свойств костной ткани, а также обеспечить прорастание костной ткани внутрь
имплантата. Размеры и форма пор важны при использовании керамики в качестве
носителей катализаторов. Поскольку поры являются концентраторами напряжений
в материале, которые ведут к снижению прочностных свойств, то учет особенности
поровой структуры очень важен при оценке прочностных свойств керамических
материалов. В связи с этим задача исследования связи пористой структуры и меха-
нических свойств пористых материалов и изделий из них является актуальной.

В настоящее время для решения этой задачи широко используются методы
компьютерного моделирования. Они позволяют сэкономить средства при прове-
дении исследований и получить ответы на некоторые вопросы, когда одними экс-
периментами не обойтись. Есть примеры использования компьютерного модели-
рования, воспроизводящего полные условия эксперимента, для определения па-
раметров сложных математических моделей [3]. Существует разное количество
                                                          
1 Работа выполнена в рамках Программы фундаментальных научных исследований государственных
академий наук на 2013−2020 годы, направление III.23 (численные расчеты) и при поддержке Про-
граммы повышения конкурентоспособности ТГУ (разработка физико-математической модели).
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математических моделей для описания деформации и разрушения материалов на
разных масштабных уровнях, но поскольку все модели имеют ограниченную об-
ласть применения, поэтому представляет интерес разработка и исследование но-
вых моделей [4]. Для численного изучения особенностей деформации и разруше-
ния структурно-неоднородных материалов на мезуровне применяются модели фи-
зической мезомеханики [5–11]. В последнее время на макро- и мезоуровнях ши-
роко используются модели механики рассеянных повреждений для описания раз-
рушения в рамках многоуровневого подхода [12].

Известно, что для хрупких материалов прочность на сжатие существенно пре-
вышает прочность на растяжение. И при сложном напряженном состоянии раз-
рушение зарождается именно в локальных областях растяжения. Одним из основ-
ных и наиболее простых методов экспериментальных исследований керамических
материалов является испытания на трехточечный изгиб. Поскольку в условиях
трехточечного изгиба часть образца находится в состоянии сжатия, а другая – под
действием растягивающих напряжений, наиболее опасных для пористых керамик,
то особый интерес представляет изучение областей растяжения.

Целью работы является численное исследование деформации и разрушения
керамики на основе Аl2O3 с пористой структурой на мезоуровне при растяжении с
применением упруго-хрупкой модели, которая учитывает накопление поврежде-
ний, вызывающее деградацию упругих свойств.

Постановка задачи

Пористая структура мезообъемов алюмооксидной керамики была взята из экс-
периментальных данных, описанных работе [13]. Пористость исследуемых мезо-
объемов учитывалась явно и составляла 33, 26 и 17 %. Для каждого значения по-
ристости были выбраны три различных фотографии одной пористости. По изо-
бражениям поровых структур, полученных с помощью растрового электронного
микроскопа, были построены компьютерные геометрические модели структуры
мезообъемов (рис. 1). Размеры мезообъемов на рис. 1 составляют 100×100 мкм.
Для каркаса были приняты физико-механические характеристики, соответствую-
щие беспористому Аl2O3: плотность 3,98 г/см3, объемный модуль упругости
251 ГПа, модуль сдвига 163 ГПа [14]. В порах были заданы характеристики упру-
гой среды со значениями упругих модулей на 3 порядка ниже, чем в каркасе.

cba

Рис. 1. Компьютерные модели керамической структуры
с пористостью 33 (а), 26 (b) и 17 % (c)

Fig. 1. Computer models of the ceramic structure
with a porosity of (а) 33 %, (b) 26 %, and (c) 17 %
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Механическое поведение материала описывается системой уравнений механи-
ки сплошной среды, которая включает в себя фундаментальные законы сохране-
ния, геометрические соотношения и определяющие уравнения.

В рамках лагранжева подхода к описанию сплошной среды фундаментальные
законы сохранения массы, импульса и энергии имеют вид

0 0 ;V Vρ = ρ (1)

iji
j

d
=

dt x

∂σν
ρ

∂
; (2)

1 ij
ij

ddE =
dt dt

ε
σ

ρ
, (3)

где ρ0 – начальное значение плотности, V0 – начальный элементарный объем;
ρ – текущее значение плотности материала, V – текущий элементарный объем;
vi – компоненты вектора скорости; σij, εij – компоненты тензора напряжения и тен-
зора деформации соответственно; Е – удельная внутренняя энергия на единицу
массы.

Геометрические соотношения в скоростной форме имеют вид

1
2

ji
ij j i

vv
ε = +

x x

∂⎛ ⎞∂
⎜ ⎟

∂ ∂⎝ ⎠
; (4)

1
2

ji
ij j i

vv
=

x x

∂⎛ ⎞∂
ω −⎜ ⎟

∂ ∂⎝ ⎠
, (5)

где ijε  – компоненты тензора скорости деформации; ijω  – компоненты тензора
скорости вращения.

Для описания механического поведения пористой керамики на мезоуровне бу-
дем использовать определяющие соотношения изотропной упруго-хрупкой по-
вреждаемой среды. В основе этой модели лежат уравнения гипоупругости (связь
скоростей напряжений и деформаций) для изотропного материала:

P = K− θ , 12 ,
3ij ij ij ik kj kj iks = G ε s + s⎡ ⎤− θδ − ω ω⎢ ⎥⎣ ⎦

(6)

где P = −⅓σii – давление; K – объемный модуль упругости; θ = εii – объемная
деформация; sij – компоненты девиатора тензора напряжений; G – модуль сдвига;
δij – символ Кронекера; ik kj kj iks + sω ω

 
– поправка на поворот, которая возникает

при использовании коротационной производной Яуманна к тензору напряжений;
точка над символом означает материальную производную по времени. В этих урав-
нениях принято разложение тензора напряжения на шаровую и девиаторную части:

ij ij ij= P + sσ − δ . (7)

В рамках модели упруго-хрупкой повреждаемой среды упругие модули сдвига и
упругости деградируют с ростом повреждений в соответствии с формулами [15]:

0 (1 )G = G D− , 0 (1 )K = K D− , (8)
где G0 и K0 – модули сдвига и объемной упругости неповрежденного материала;
D – поврежденность.
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Для описания разного сопротивления среды в условиях растяжения и сжатия,
характерного для таких хрупких материалов как керамика, в модели накопления
повреждений имеет смысл использовать напряжения модели материала Друкке-
ра – Прагера (среды с внутренним трением), а также разные критические значения
напряжений, в зависимости от вида девиаторного напряженного состояния, опи-
сываемого параметром Лоде – Надаи. Поэтому кинетическое уравнение для эво-
люции (накопления) повреждений D примем в следующем виде [16–18]:

( )( ) ( )( )( )
( ) ( )( )

2 2
0 0

2
*0

1
( )

1

c t

c t
t

t H + H dt
D t =

H t + H t

σ σ

σ σ

⎡ ⎤μ σ − σ − μ σ − σ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤σ μ − μ⎣ ⎦

∫ . (9)

Здесь H(μσ) – функция Хевисайда; 2 3

1 3
2 1

S S
=

S Sσ
−

μ −
−

 – параметр Лоде – Надаи;

S1, S2, S3 – главные значения девиатора тензора напряжений; = P+σ −α τ  – на-
пряжения Друккера – Прагера; α – коэффициент внутреннего трения; τ = (½sijsij)½

– интенсивность сдвиговых напряжений; 0 0
с t,σ σ − начальные значения напряже-

ний на упругой стадии, по достижению которых в материале каркаса начинается
накопление повреждений в областях сжатия и растяжения соответственно, причем

0 0<<t cσ σ ; с tt , t  – характерные времена процесса разрушения в условиях сжатия и

растяжения соответственно; 2
* 0 (1.01 )= ∗ σσ σ + μ  – параметр модели, определяю-

щий скорость накопления повреждений. Начальные значения напряжений 0 0
с t,σ σ

позволяют учесть неявно наличие трещин и пор более мелкого масштаба.
В качестве критерия разрушения принимается условие, когда локальное зна-

чение поврежденности становится равным единице. При описании разрушения
структурно-неоднородных сред важно учитывать возможность локальных зон,
разрушенных по определенным механизмам, продолжить сопротивляться нагруз-
ке [15]. Для этого при моделировании механического отклика мезообъемов по-
ристой керамики, в которых выполняется критерий разрушения, расчет напряже-
ний производится с учетом того, в каких условиях деформирования находится
расчетная ячейка. Если расчетная ячейка находится в условиях всестороннего
растяжения, то значения напряжений в ней приравнивались нулю, т.е. материал в
ней не сопротивляется растяжению. Если же расчетная ячейка находится в усло-
виях всестороннего сжатия, то напряжения в ней рассчитываются по гипоупруго-
му закону с использованием текущего значения деградированного модуля упру-
гости.

Для компьютерного исследования процессов деформирования и разрушения в
исследуемых мезообъемах использовали конечно-разностный численный метод
решения дифференциальных уравнений механики деформируемого твердого тела
[19]. Моделирование проводилось в двумерной постановке в условиях плоской
деформации. Рассматривался случай одноосного растяжения.

Для анализа результатов используем усредненные диаграммы напряжение-
деформация. По этим диаграммам можно определить эффективные значения уп-
ругих модулей и прочности исследуемого пористого материала. Поскольку у нас
среда не обладает периодической структурой, то для определения ее эффективных
свойств применяются методы теории случайных функций [15].
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Для определения эффективных упругих модулей пористого материала по ре-
зультатам моделирования мезообъемов в условиях одноосного нагружения при
плоском деформированном состоянии была разработана следующая методика.

В соответствии с общей теорией расчета эффективных характеристик струк-
турно-неоднородных материалов (композитов) использовались усредненные по
объему значения полей напряжений и деформаций. Например, для компоненты
тензора напряжений σij усредненные значения определяются по формуле

1
ij ij

V

dV
V

< σ > = σ∫ , (10)

где V – объем, по которому производится усреднение.
Далее, используя соотношения между давлением и объемной деформацией

(первыми инвариантами тензоров напряжений и деформаций)
P = K− ε , (11)

и интенсивностями напряжений и деформаций
3i i= Gσ ε , (12)

эффективные значения модулей объемной упругости и сдвига определялись через
параметры линейной аппроксимации зависимостей

> =< P K < >− ε ; (13)

> =3i i< G < >σ ε , (14)
где ε – объемная деформация, σi – интенсивность напряжения, εi – интенсивность
деформации.

Для определения эффективного значения модуля Юнга было использовано со-
отношение между средним значением компоненты тензора напряжений вдоль оси
нагружения и значением условной (инженерной) деформации вдоль той же оси
для условия плоской деформации:

(1 )2

xx
xx

< >E =< >
< >
− ν

σ
ε

, (13)

где σxx – значение напряжения вдоль оси нагружения; εxx – значение деформации
удлинения вдоль оси нагружения.

Эффективное значение коэффициента Пуассона определялось из соотношения

yy

yy xx

< ε >
< ν > =

< ε > − < ε >
, (14)

выведенного для средних значений компонент тензора деформаций в условиях
одноосного нагружения при плоском деформированном состоянии. При модели-
ровании рассчитанное по формуле (16) значение эффективного коэффициента Пу-
ассона менялось в ходе деформации. Поэтому за среднее значение принималось
значение, к которому стремилась зависимость ( )xx< > < >ν ε .

Результаты моделирования и их обсуждение

Усредненные по мезообъему кривые нагружения представлены на рис. 2, а.
Они имеют характерный для хрупких материалов вид. Видно, что с уменьшением
пористости нелинейно возрастает модуль Юнга и прочность материала. Опреде-
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ленные из диаграмм, представленных на рис. 2, а, значения модуля упругости E и
прочности σ представлены в табл. 1. Можно отметить, что вычисленные эффек-
тивные значения прочности из расчетов хорошо согласуются с эксперименталь-
ными значениями, представленными в работе [13].
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Рис. 2. Результаты моделирования растяжения на мезоуровне: кривые
напряжение – деформация с указанием пористости (а), картины разру-
шения в мезообъемах керамики с пористостью 25 % (b) и 17 % (c)
Fig. 2. The results of mesoscale modeling of the tension: (a) stress-
deformation diagrams with indicated porosity; fracture patterns in the meso-
volumes of ceramics with porosity of (b) 25 and (c) 17 %

Т а б л и ц а  1  

Вычисленные физико-механические характеристики керамики на основе Аl2O3

Пористость, % Прочность при
растяжении σ, МПа

Модуль упругости
E, ГПа

Коэффициент
Пуассона, ν

33±0,7 150±13 57±9 0,35±0,02
26±0,6 236±7 85±13 0,21±0,02
17±1 286±17 184±9 0,22±0,02
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Картины разрушения для двух мезообъемов представлены на рис. 2, b, c. Рас-
пределения напряжений модели материала Друккера – Прагера для мезообема с
пористостью 17 % представлены на рис. 3. Анализируя эти результаты, можно
отметить, что трещины образуются возле сильных концентраторов напряжений,
обусловленных формой и расположением пор. Затем трещины растут в направле-
нии, перпендикулярном оси приложения растягивающей нагрузки (ось нагруже-
ния расположена горизонтально), что характерно для хрупких материалов.

a b

Рис. 3. Распределение напряжений Друккера – Прагера (ГПа) в мезообъеме керамики с по-
ристостью 17 %: в момент зарождения первой трещины (а), при распространении верти-
кальной трещины (b). Область с максимальным значением отмечена угловой скобкой и
знаком max
Fig. 3. Distribution of the Drucker-Prager stress (GPa) in the mesovolume of ceramics with po-
rosity of 17 %: (a) at the instant of the first crack nucleation and (b) during a vertical crack propa-
gation. The region containing a maximum value is marked by the angle bracket and label “max”

Заключение

Выполнено моделирование деформирования и разрушения мезообъемов по-
ристой алюмооксидной керамики в условиях одноосного растяжения. Для описа-
ния механического поведения предложена изотропная упруго-хрупкая модель де-
градирующей среды. Расчет поврежденности производится с учетом вида напря-
женного состояния. На основе проведенных расчетов проанализировано влияние
структуры пористой керамики на характер локальных разрушений в мезообъемах
материала, а также на макроскопическую диаграмму деформирования. Разработа-
на соответствующая методика для определения эффективных упругих модулей
пористого материала по результатам моделирования мезообъемов в условиях од-
ноосного нагружения при плоском деформированном состоянии.

Показано, что наличие сильных концентраторов напряжений определяет место
зарождения трещин и влияет на их распространение в моделируемых мезообъемах.

Полученные из расчетов значения прочности и модуля упругости хорошо со-
гласуются с экспериментальными значениями для всех значений пористости. Од-
нако стоит отметить, что разброс этих значений как в эксперименте, так и в расче-
тах достаточно велик. Этот разброс результатов вызван наличием структурных
неоднородностей в образцах и их влиянием на механические характеристики.
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The deformation and fracture of the mesovolumes of porous alumina ceramics during uniaxial
tension were numerically simulated. The porous structure of the mesovolumes was obtained from
the electron microscopy data and taken into account explicitly in the modeling process. The porosity
of the mesovolumes was equal to 33, 26, and 17 %. Three different computer models of the
mesovolumes of the same porosity were taken for each considered value of porosity. The modeling
was implemented using the finite-difference method in a two-dimensional statement under plane-
strain conditions. The constitutive equations accounting for damage accumulation which leads to a
degradation of elastic properties were adopted. The equation defining damage accumulation kinetics
was based on the calculation of effective stress of the Drucker-Prager material model with
consideration for a stress state type (the Lode parameter). The mesoscopic fracture was described
using the critical damage criterion. After meeting the fracture criterion, the stresses were set equal to
zero, and the material ceased to resist tension but not compression. Based on the calculated results,
the effect of the porous ceramic structure on the local fracture characteristics in the mesovolumes of
material as well as on the macroscopic deformation diagram was analyzed. The presence of strong
stress concentrators in the mesovolumes determined crack’s nucleation cite and affected their
propagation within the modeled mesovolumes. The calculated effective elastic and strength
characteristics of materials are in a good agreement with experimental data.
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ВЛИЯНИЕ МИКРОСТРУКТУРНЫХ ИЗМЕНЕНИЙ
ПРИ ЦИКЛИЧЕСКОМ РИФЛЕНИИ ПРЕССОВАНИЕМ НА

МЕХАНИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ МАГНИЕВОГО СПЛАВА Mg−Mn−Сe1

В представленной экспериментальной работе проведено исследование меха-
нических свойств и особенностей механического поведения магниевого
сплава системы Mg−Mn−Ce, после обработки методом циклического прес-
сования рифлением, при испытаниях на растяжение. Измельчение среднего
размера зерна материала с 9 до 2.5 мкм привело к увеличению предела теку-
чести на 30 %, а предела прочности – на 17 %. Изменения структуры также
способствуют активации дополнительных систем скольжения, что способст-
вует улучшению предельной деформации до разрушения.

Ключевые слова: магниевые сплавы, интенсивная пластическая деформа-
ция, циклическое рифление прессованием, микроструктура, механические
свойства.

Магниевые сплавы широко используются в современной автомобильной и аэ-
рокосмической отраслях промышленности за счет своих высоких удельных меха-
нических свойств. Особый интерес представляют деформируемые магниевые
сплавы системы Mg−Mn−Сe. Легирование церием позволяет повысить прочност-
ные характеристики при повышенных температурах. В то же время содержание в
магниевом сплаве марганца повышает коррозионную стойкость и обеспечивает
хорошую пластичность.

В последнее время ведутся интенсивные исследования, нацеленные на улуч-
шение комплекса механических свойств магниевых сплавов как за счет легирова-
ния и дисперсного упрочнения внедренными частицами, так и за счет измельче-
ния размеров зерен, повышения однородности их распределения в объеме элемен-
тов конструкций [1, 2]. Методы интенсивной пластической деформация (ИПД)
лежат в основе перспективных технологий получения проката магниевых сплавов
с мелкозернистой и ультрамелкозернистой структурой [3−6].

В данной работе для измельчения структуры в магниевом сплаве Mg−Mn−Сe
использован метод циклического рифления прессованием (ЦРП), относящийся к
методам ИПД. Ранее данный метод применялся для повышения прочностных ха-
рактеристик плоского листового проката алюминиевых сплавов, меди, низкоугле-
родистых сталей, никеля, магния [7−9]. ЦРП позволяет за счет изменений струк-
туры, улучшать прочностные и деформационные свойства листового проката раз-
личных размеров, ограниченных лишь производственными мощностями.

Целью данной работы было получение экспериментальных данных о влиянии
изменений зеренной структуры магниевого сплава Mg−Mn−Сe после циклическо-
го рифления прессованием на физико-механические свойства в квазистатических
условиях нагружения.

                                                          
1 Работа выполнена в рамках Программы фундаментальных научных исследований государственных
академий наук на 2013−2020 годы, направление III.23, при частичном финансовой поддержке РФФИ
(проект №16-08-00037а) и гранта Президента Российской Федерации МК-2690.2017.8.
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Исследовались структурные изменения в результате ЦРП в деформируемом
магниевом сплаве Mg−Mn−Сe со следующим составом: Mn 1.3 %, Ce 0.2 %, Mg –
остальное, в соответствии с ГОСТ 14957-76. Образцы с размерами 120×20×2 мм
для обработки ЦРП вырезались из листового проката в отожженном состоянии
вдоль направления проката.

Модификация структуры методом циклического рифления
при прессовании

Для получения модифицированной зеренной структуры тонколистового про-
ката магниевого сплава был использован метод циклического рифления прессова-
нием, в процессе которого материал подвергается интенсивной сдвиговой дефор-
мации в условиях повышенного гидростатического давления.

ЦРП реализуется через обжатие плоского образца между двумя пресс-
формами, выпрямление между двумя плоскими пресс-формами, сдвига образца на
шаг рифления и повторное рифление с повторным выпрямлением. Принципиаль-
ная схема процесса представлена на рис. 1.

a b

Рис. 1. Принципиальная схема циклического рифления прессованием:
форма оснастки для рифления (а), форма оснастки для выпрямления (b)

Fig. 1. Basic scheme of a cyclic groove pressing:
shape of the (a) grooving and (b) flattening equipment

Пластическая деформация происходит в основном в области сдвига, где экви-
валентная деформация εeff достигает значения ~0.58. Соответственно, после одно-
го прессования и одного выпрямления тонколистового образца общая деформация
составляет εeff = ~1.16. Нагружение ранее недеформированных зон достигается за
счет поворота образца на 180°. При многократном прессовании накопление пла-
стической деформации в образце оценивается с помощью соотношения:
εeff = ~1.16n, где n – число циклов прессования с рифлением.

ЦРП ранее применялась для обработки алюминиевого сплава 1560 [10]. В ре-
зультате моделирования были получены оценки эволюции напряженно-деформи-
рованного состояния образцов, сил, действующих в элементах пресс формы во
всем диапазоне деформирования [11]. Сконструированная по результатам моде-
лирования пресс-форма была изготовлена и применялась для обработки магние-
вого сплава, исследованного в данной работе.

Циклическое прессование образцов магниевого сплава Mg−Mn−Сe выполня-
лось при температуре прессования (250 ± 5) °С, времени выдержки образца в
прессформе – 3 мин, скорости прессования – 10 мм/мин, количестве циклов – 3.
Для минимизации трения в качестве смазки поверхностей образца и прессформ
использовалась высокотемпературная смазка на основе дисульфида молибдена.
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Микроструктурные изменения в результате циклического рифления
при прессовании

Анализ структуры образцов в состоянии поставки и полученных после цикли-
ческого рифления прессованием проводился методами оптической и электронной
сканирующей микроскопии. Образцы для исследования зеренной структуры вы-
резались из образца электроэрозионным методом на установке DK7750 в направ-
лении, нормальном плоскости заготовки. После механической шлифовки и поли-
ровки алмазными суспензиями c размерами частиц ~ 1 мкм, поверхность была
протравлена 3 %-м раствором азотной кислоты в спирте. Структура анализирова-
лась с использованием оптической микроскопии, размер зерна был определен ме-
тодом измерения длин хорд по ГОСТ 5639-82.

Исследования зеренной структуры методом дифракции отраженных электро-
нов (ДОЭ) проводили на электронном микроскопе Tescan Vega II LMU.

Зеренная структура магниевого сплава Mg−Mn−Ce в исходном состоянии со-
стояла из равноосных зерен с размерами, имеющими нормальное распределение в
диапазоне 2−20 мкм, со средним размером зерна 9 мкм (см. рис. 2, а, c, e).

Анализ структуры обработанных образцов показал, что в ходе рифления прес-
сованием исходная равноосная зеренная структура претерпевает изменения.
Средний размер зерна уменьшается от 9 мкм до 2.2 мкм, зерна имеют размеры в
диапазоне от 0.5 до 5 мкм (рис. 2, b, d, f).

Подобные закономерности изменения параметров зеренной структуры в ре-
зультате ИПД, наблюдались в магниевом сплаве AZ31 (МА 2) при близких степе-
нях деформации, был получен численно близкий эффект уменьшения размера
зерна [12, 13]. Это обстоятельство указывает на существование общих закономер-
ностей эволюции зеренной структуры в магниевых сплавах при интенсивной пла-
стической деформации.

Механическое поведение магниевого сплава после ЦРП

Для испытаний на растяжение из исходных заготовок электроэрозионным ме-
тодом были вырезаны плоские образцы в виде лопаток, с размерами рабочей час-
ти 9.45×2×1.1 мм. Испытания на растяжение проводились на универсальной элек-
тромехнической испытательной машине Instron 5948 при скорости деформации
10 с−1 и комнатной температуре. Испытания проводились в соответствии с
ISO 6892-1.

Уменьшение средних размеров зерна магниевого сплава сопровождается рос-
том сопротивления пластическому течению, изменением величины деформацион-
ного упрочнения и предельных характеристик. На рис. 3, а показаны эксперимен-
тальные диаграммы напряжение – деформация, полученные при растяжении об-
разцов сплава в состоянии поставки (кривая 1) и после ЦРП (кривая 2). Результа-
ты свидетельствуют о повышении напряжения течения для сплава после трех
циклов ЦПР. Условный предел текучести сплава в состоянии поставки составил
(105 ± 5) МПа, предел кратковременной прочности – (273 ± 10) МПа, предельная
деформация до разрушения – ~17 % (рис. 3, а). На рис. 3, b представлены зависи-
мости коэффициента деформационного упрочнения / p

s eqd dσ ε  как функции пла-

стической деформации.
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Рис. 2. Зеренная структура сплава Mg−Mn−Ce в состоянии поставки (a, c, e) и после трех
циклов ЦРП (b, d, f): оптические снимки (а, b), анализ методом ДОЭ (c, d), гистограмма
распределения зерен по размеру (e, f)
Fig. 2. Grained structure of Mg−Mn−Ce alloy at as-received state (a,c,e) and after three cycles of
cyclic groove pressing (b, d, f): (a,b) optical micrographs, (c, d) EBSD analysis, and (e, f) distri-
bution histogram according to a grain size
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Рис. 3. Диаграммы истинное напряжение – истинная деформация (а):
образец в состоянии поставки (кр. 1), образец после циклического
рифления прессованием (кр. 2); зависимость коэффициента дефор-
мационного упрочнения от пластической деформации (b): образец в
состоянии поставки (кр. 1); образец после трех циклов циклического
рифления прессованием (кр. 2)
Fig. 3. True stress – true strain diagram for Mg−Mn−Ce alloy (a)  at as-
received state (curve 1) and after three cycles of cyclic groove pressing
(curve 2); strain hardening coefficient as a function of the plastic strain of
Mg−Mn−Ce alloy  (b) at as-received state (curve 1) and after three cycles
of cyclic groove pressing (curve 2)

Образцы из сплава Mg−Mn−Ce, подвергнутого циклическому рифлению прес-
сованием, демонстрируют механическое поведение, отличное от поведения об-
разцов в состоянии поставки. Произошло увеличение прочностных характери-
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стик, так условный предел текучести возрос на ~30 % и составил (140 ± 5) МПа,
предел прочности увеличился на ~17 % и составил (320 ± 10) МПа. Предельная
деформация до разрушения составила ~19 %. Подобные изменения прочностных
свойств при испытаниях на растяжение в целом характерны для магниевых спла-
вов при модификации их микроструктуры различными методами ИПД [14−17].
Изменения значений предельной деформации до разрушения магниевого сплава
при уменьшении среднего размера зерна могут быть обусловлены активацией но-
вых дополнительных систем скольжения в зернах с микронными размерами, по-
добный эффект наблюдался в различных магниевых сплавах при измельчении зе-
ренной структуры [18−21]. Измельчение зеренной структуры в магниевых сплавах
также существенно уменьшает анизотропию их механических свойств.

Для дальнейшего анализа деформационного поведения обратимся к рис. 3, b,
как видно из представленных графиков, при модификации зеренной структуры
изменяется также и коэффициент деформационного упрочнения (КДУ). На про-
тяжении почти всей третьей стадии (стадии параболического упрочнения) значе-
ние КДУ образца из обработанного материала выше, чем у образца из материала в
состоянии поставки. Также стоит отметить уменьшение переходной зоны при пе-
реходе на четвертую стадию, что обусловлено более быстрым переходом от ба-
зисного скольжения к призматическому за счет уменьшения размера зерна. Уро-
вень деформационного упрочнения и механизм переориентации внутри зерна, а
также механизмы его измельчения при умеренных температурах деформации
объясняются формированием в образце дислокационной субструктуры, в частно-
сти они определяют упрочнение при больших пластических деформациях (стадии
III и IV кривых деформации), соответствующих обработке ЦПР [22−24].

Микротвердость образцов в исходном состоянии и после рифления прессовани-
ем была измерена на полуавтоматическом микротвердомере Duramin 5 производст-
ва Struers при нагрузке 2.0 Н и временем выдержки под нагрузкой 12 с. Значение
микротвердости сплава Mg−Mn−Ce после обработки методом ЦПР имеет тенден-
цию к увеличению. В состоянии поставки микротвердость сплава Mg−Mn−Ce
составляла 0.48 ГПа, а после трех циклов ЦРП на 12.5 % выше (0.54 ГПа).

Заключение

Интенсивная пластическая деформация материала до степени 3.5 приводит к
измельчению зерна и формированию в материале структуры с распределением
размеров зерен в диапазоне от 0.5 до 5 мкм. Проведенное исследование влияния
модификации зеренной структуры листового проката магниевого сплава
Mg−Mn−Ce, на особенности механического поведения при растяжении и микро-
твердость показало, что структурные изменения, достигнутые после трех циклов
ЦРП приводят к улучшению механических свойств материала, предел упругости
и временное сопротивление разрушению возрастают на 30 и 17 % соответственно,
при испытаниях на осевое растяжение в квазистатических условиях со скоростью
деформации 10 с−1. За счет уменьшения среднего размера зерна также улучшается
склонность материала к активации дополнительных систем скольжения, что, в
свою очередь, способствует достижению больших степеней деформации по срав-
нению с крупнокристаллическим материалом. Полученные данные о механиче-
ском поведении сплава Mg−1.3Mn−0.2Ce после обработки ЦПР согласуются с
экспериментальными данными о механическом поведении мелкозернистых ГПУ
сплавов, полученных другими методами ИПД.
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In this study, the mechanical behavior of Mg−Mn−Сe magnesium alloy was investigated
experimentally. The material tested had two structural states: coarse-crystalline (commercial
rolled sheet) and microstructured state. The method of cyclic groove pressing (CGP), which
allows processing of flat samples, is used to grind the material grain structure. The paper presents
a description of the CGP and the results of investigation of the material microstructure at as-
received state and after three processing cycles. The tensile tests were carried out under quasi-
static conditions. Analysis of the grained structure performed using the electron and optical
microscopy methods showed that the material treatment up to the deformation degree of 3.5 by
CGP method made it possible to obtain the blanks with a fined structure whose grain size
distribution was in the range of 0.5-5 μm with average grain size of 2.2 μm. The uniaxial tensile
tests were carried out at a strain rate of 10s−1 at room temperature in order to assess the influence
of structural modifications on the mechanical behavior. It was shown that the mechanical
characteristics of material improved, and the yield stress and tensile strength increased by 30%
and 17%, respectively. The grain structure changes were found to contribute to the activation of
additional slip systems in the HCP lattice which enhanced the ultimate deformation to failure.
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ЭРОЗИОННОГО ГОРЕНИЯ
МЕТАЛЛИЗИРОВАННЫХ ТВЕРДЫХ ТОПЛИВ1

Представлены математическая модель и методика расчета нестационарной
скорости горения смесевого металлизированного твердого топлива в усло-
виях обдува. В постановке рассматривается горение плоской поверхности
металлизированного топлива в неограниченном обдувающем потоке. Мо-
дель эрозионного горения металлизированных твердых топлив строится в
погранслойном приближении, в рамках которого факт обдува учитывается
через турбулентный тепломассоперенос. Проведен расчетно-теоретический
анализ влияния добавок порошка металла на скорость горения металлизиро-
ванных твердых топлив в условиях обдува. Проведено исследование зави-
симости скорости горения от скорости обдувающего потока.

Ключевые слова: металлизированное твердое топливо, математическая
модель, скорость горения, обдув, эрозионный эффект, частицы алюминия.

Известно, что при тангенциальном обдуве поверхности горения твердого топ-
лива при некотором соотношении параметров потока и характеристик топлива
изменяется линейная скорость горения. Изменение происходит как в большую,
так и в меньшую сторону в зависимости от скорости обдувающего потока.

В 1942 г. при изучении горения пороха Н в условиях обдува О.И. Лейпунским
был обнаружен эффект увеличения скорости горения. В работах Я.Б. Зельдовича
предложена физическая модель, объясняющая увеличение скорости горения уве-
личением теплового потока, подводимого к поверхности горения, за счет роста
турбулентного слагаемого коэффициента теплопроводности [1]. Большое разви-
тие теория эрозионного горения получила в работах В.Н. Вилюнова [2, 3]. Боль-
шое внимание уделено изучению эффекта отрицательной эрозии [4]. Общую тео-
рию эрозионного горения твердых ракетных топлив разработали академик
А.М. Липанов и профессор В.К. Булгаков [5]. В монографии изложены физико-
математические модели и результаты численного моделирования эрозионного го-
рения твердых ракетных топлив. Дано объяснение положительного и отрицатель-
ного эрозионного эффекта. Проведен анализ влияния взаимодействия химической
реакции с турбулентностью. Проведено исследование горения в условиях обдува
нитроглицеринового пороха и смесевого твердого топлива на основе перхлората
аммония без добавок порошков металлов. В работах [6, 7] представлены результа-
ты исследований внутрикамерных процессов для твердотопливных ракетных дви-
гателей. Учет эффекта эрозии для изучения внутрикамерных процессов для твер-
дотопливных ракетных двигателей носит важнейшую роль. Все современные сме-
севые твердые топлива в своем составе содержат добавки порошков металлов, ко-
торые добавляются для повышения теплоты сгорания топлива. Добавки порошков
металлов в состав твердого топлива, влияют на характеристики зажигания и горе-
ния топлива [8].
                                                          
1 Исследование выполнено при финансовой поддержке гранта Президента РФ МК-1763.2017.8.
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Актуальным является вопрос о влиянии обдува на скорость горения металли-
зированного твердого топлива. Расчетно-теоретические исследования эрозионно-
го эффекта при горении в условиях обдува металлизированного твердого топлива
не проводились.

Постановка задачи

В представленной работе рассматривается горение плоской поверхности ме-
таллизированного топлива в неограниченном обдувающем потоке. Модель эрози-
онного горения строится в погранслойном приближении в предположении асим-
птотического режима течения, в рамках которого факт обдува учитывается через
турбулентный тепломассоперенос, пульсации температуры и концентрации реа-
гентов. На основе нестационарной модели горения металлизированного твердого
топлива в сопряженной постановке [9] построена модель горения металлизиро-
ванного твердого топлива в условиях обдува. На поверхности топлива учитывает-
ся газификация компонентов твердого топлива и записывается условие сохране-
ния потоков массы и энергии компонентов. В твердой фазе, под поверхностью га-
зификации записывается уравнение переноса тепла и разложения топлива. Над
поверхностью топлива записываются уравнения течения двухфазной реагирую-
щей среды, учитывающие межфазный обмен импульсом и энергией, конвектив-
ный и кондуктивный теплоперенос, зависимость коэффициентов переноса от тем-
пературы и интенсивности турбулентности. Для описания характеристик динами-
ческой турбулентности в пограничном слое использовалась модель турбулентно-
сти Ван Дриста, являющаяся обобщением результатов экспериментов и широко
распространенной в инженерных расчетах, так как справедлива во всей внутрен-
ней части пограничного слоя [5].

Математическая модель горения металлизированного твердого топлива состо-
ит из уравнений:

Для твердого топлива топлива, при sx x−∞ < < :
2

1 1 1 1
1 1 1 1 1 12

1
(1 )exp

T T T E
c u Q k

t x RTx
∂ ∂ ∂ ⎛ ⎞⎛ ⎞ρ + = λ + ρ − η −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ∂ ⎝ ⎠

; (1)

1
1

1
(1 )exp

E
u k

t x RT
∂η ∂η ⎛ ⎞

+ = − η −⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠
. (2)

Для газовой фазы, при sx x< < ∞ :

( ) (22 2 2 2
2 2 2 2 2 2 3 3 2

2
exp 4 )x t

y

T T T E
c u Q Y k r n T T

t x x x R T
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ −∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ρ + = λ + λ + ρ + πα −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

; (3)

( ) 2
2 2

2
expx t

y

EY Y Yu D D Yk
t x x x R T

⎛ ⎞−∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + − ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
; (4)

(23 3 Al
3 3 3 3 3 2 Al

O

2
4 )

3
T T

c w r n T T GQ
t x

∂ ∂ μ⎛ ⎞ρ + = − πα − +⎜ ⎟∂ ∂ μ⎝ ⎠
; (5)

22 ( )xu
G

t x
∂ ρ∂ρ

+ = −
∂ ∂

; (6)
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3 3 3( )w
G

t x
∂ρ ∂ ρ
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∂ ∂

; (7)

3 3
3 fr

w w
w

t x
∂ ∂

+ = −τ
∂ ∂

; (8)

3( )
0

nwn
t x

∂∂
+ =

∂ ∂
; (9)

2 2 constP RT= ρ = ; (10)

c Al П ПAl1 ( )ρ = α ρ + α ρ ,

m
m t

2

1 ( )
Pr

y
s k k y

du pV u x
dx y

c

∂
= τ + ρ +

λ ∂+ μ
; (11)

2 t
t

tPr 1
c μ ϕ

λ =
− δ

; (12)

2
2

t

0.09
1 exp

B k
W

⎛ ⎞− ⋅ ρ
ϕ = − ⎜ ⎟

μ ⋅⎝ ⎠
, t 2

2
2 22

2
Q dW
c dTk

μ ϕ
δ =

ρ
, 2

2 2
2

exp
g

E
W k Y

R T
⎛ ⎞−

= ρ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

,

0.3kc = , * 26x = , 5B = ,

* m

11 exp( )s k
xl Kx
x

⎡ ⎤
= − − τ ρ⎢ ⎥μ⎣ ⎦

, 2
t

ydu
l

dx
ν = , t 2 tμ = ρ ν , 

2
t1

k
k

c l
ν⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
.

В системе уравнений (1) − (12): (1), (3), (5) − уравнения энергии для твердого
топлива, газовой фазы и частиц алюминия; (2) – уравнение глубины превращения
конденсированной фазы; (4) − уравнение выгорания окислителя в газовой фазе;
(6) − уравнение сохранения массы газовой фазы; (7) − уравнение сохранения мас-
сы частиц; (8) − уравнение движения частиц; (9) − уравнение числа частиц; (10) −
уравнение состояния идеального газа; (11) – уравнение движения тангенциальной
составляющей обдувающего потока; (12) – выражение для турбулентного коэф-
фициента теплопроводности, полученного из модели турбулентности Ван Дриста.

Координата sx  соответствует поверхности горения. На границе sx  граничные
условия выражают законы сохранения массы и энергии:

( ) ( )1 2
1 2
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x x

∂ ∂
λ = λ

∂ ∂
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Начальные условия:
Для sx x−∞ < < :

( )1 0,0T x T= , ( ),0 0xη = . (14)

Для sx x< < ∞ :

( )2 ,0 igT x T= , ( )3 ,0 igT x T= , ( ),0 0Y x = ,

( ),0 0xu x = , ( )3 ,0 0w x = , ( ),0 0n x = ,

( )2 ,0 n igx p RTρ = μ , ( )3 ,0 0xρ = . (15)

В уравнении (8) сила взаимодействия частиц алюминия с газом вычисляется
по формуле

fr
fr 3

3 Al4 3
F
r

τ =
π ρ

, ( )2 3 3
fr m 2R

w u u w
F C S

ρ − −
= ,

( )0.68224 1 0.15Re
ReRC = + , 2 3 3

m

2
Re

r u wρ −
=

μ
, 2

m 3S r= π , (16)

где Re − число Рейнольдса; Sm − площадь миделева сечения; CR − коэффициент
трения; Alρ  − плотность алюминия; η  − коэффициент динамической вязкости.

Коэффициент теплоотдачи α  определяется по формуле

2 t

3

Nu( )
2r
λ + λ

α = , 2 2
tNu 2 Nu Nul= + + , (17)

0.5Nu 0.664Rel = , 0.8
tNu 0.037 Re= ,

где Nu – число Нуссельта.
Скорость изменения массы частиц алюминия при их горении, а также уравне-

ния, определяющие текущие значения размеров частиц и алюминия в частице
имеют вид

0.9 3/ 2O
Al Al Al

Al

3
4

2
G n a r k

μ
= ρ π

μ
, (18)

где Alk  – константа скорости горения частицы алюминия в среде окислителя; a  –
коэффициент избытка окислителя.

( )

1 3
3Al O 3 Al

Al Al,0
Al Al O

3 2 2
4 3 3

r r
n

μ + μ ρ μ⎡⎛ ⎞ ⎤
= −⎜ ⎟⎢ ⎥μ π ρ μ⎣⎝ ⎠ ⎦

,

( )
1 3

3 3 3Al O
3 Al Al,0 Al

Al

3 2
r r r r

μ + μ⎡ ⎤
= + −⎢ ⎥μ⎣ ⎦

, (19)

Система уравнений (1) – (10), с начальными и граничными условиями (13) –
(15), выражениями для правых частей (16) – (19), дополненными выражением со-
хранения движения для тангенциальной составляющей обдувающего потока (11)
и моделью турбулентности Ван Дриста (12), описывает горение твердого ракетно-
го топлива с добавлением частиц алюминия в погранслойном приближении.
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В модели (1) – (19) приняты обозначения: 2c , cc , Alc  – удельные теплоемко-
сти газа при постоянном давлении пороха Н и алюминия; D  – коэффициент диф-
фузии; E2 – энергия активации химической реакции в газе; G  – скорость измене-
ния массы частиц при их горении; k0 – предэкспоненциальный множитель в зако-
не Аррениуса скорости химической реакции в газе; n – число частиц в единице
объема; P  – давление; 2Q  – тепловой эффект реакции в газовой фазе; QAl – эф-
фективная теплота сгорания алюминия; R  – газовая постоянная; Ry – универсаль-
ная газовая постоянная; Alr  – радиус алюминия; 3r  – радиус частицы; t  – время;
T  – температура; xu , yu  – нормальная и тангенциальная компоненты скорости

газа; u  – скорость горения; 3w  – скорость частиц; x  – координата; Y  – относи-
тельная концентрация окислителя в газовой фазе; α  – коэффициент теплоотда-
чи; Alα  – массовая доля алюминия в составе СТТ; λ  – коэффициент теплопро-
водности; kρ  – плотность металлизированного твердого толпива; 2ρ  – плотность
газа; 3ρ  – приведенная плотность частиц (масса частиц в единице объема); Alρ  –
плотность алюминия; frτ  – сила трения; Alμ , Oμ  – молярные массы молекул
алюминия и кислорода, mμ , tμ  – коэффициенты динамической вязкости молеку-
лярный и турбулентный.

Индексы: 2 – газовая фаза; t – турбулентный; i – номер фракции частиц;
3 – конденсированная фаза продуктов горения; Al – алюминий; с – относится к
конденсированному веществу (твердому топливу); ign – воспламенение.

Методика решения

Система уравнений (1) – (10), с начальными и граничными условиями (13) –
(15), выражениями для правых частей (16) – (19) решалась методами, описанными
в [9]. После установления стационарного распределения параметров над поверх-
ностью горения твердого топлива система решаемых уравнений дополняются
уравнениями (11) – (12) [5]. Счет шага по времени повторяется необходимое чис-
ло раз для нового установления стационарного распределения параметров газо-
дисперсной среды над поверхностью горения при решении системы уравнений (1)
– (19). При расчетах, в уравнении (11) принималось, что / 0p y∂ ∂ = , и уравнение
имеет аналитическое решение.

Расчеты проводились для значений теплофизических и формально-кине-
тических параметров, характерных для пороха Н:

1 0.25 Вт (м К)λ = ⋅ , 2 0.066 Вт (м К)λ = ⋅ , 1 556800 Дж/кгQ = ,

2 2435300 Дж/кгQ = , 6
Al 36.51 10 Дж/кгQ = ⋅ , 1 80000 Дж мольE = ,

2 186107 Дж мольE = , 9 1
1 2 10k c−= ⋅ , 10 1

2 3.92 10 сk −= ⋅ , 5 1.5
Al 2.22 10 м сk −= ⋅ ,

0.5a = , ( )1 1465 Дж кг Кc = ⋅ , ( )2 1466 Дж кг Кc = ⋅ , ( )3 760 Дж кг Кc = ⋅ ,
3

1 1600 кг мρ = , 32600 кг мkρ = , 3
Al 2600 кг мρ = , ( )8.31 Дж моль КR = ⋅ ,

0 293 КT = , 1300 КigT = .

Коэффициент диффузии вычисляется через число Льюиса Le : ( )2 2 2 2D Le c= λ ρ ,
число Льюиса принято 1Le = . Температура воспламенения частиц алюминия
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принята равной 1300 К. Величина начального радиуса частицы в расчетах
Al,0 3 мкмr = , массовая доля порошка алюминия принята равной 9 % массы топ-
лива. Формально-кинетические параметры взяты из [5].

Результаты расчетов

С использованием изложенной методики расчета проведены численные иссле-
дования влияния скорости обдувающего потока на величину скорости горения.
Было проведено тестирование разработанной методики и программы ЭВМ реше-
ния системы уравнений (1) – (19). В процессе вычислений контролировалась вы-
полнимость законов сохранения массы и полной энергии, которые выполнялись с
точностью не менее 99 %.

Расчеты зависимости скорости горения пороха Н с добавлением порошка
алюминия проводились при Al,0 3 мкмr = , Al 0.09α = .

На рис. 1 представлена зависимость скорости горения пороха Н с добавлением
9%масс порошка алюминия начального радиуса Al,0 3 мкмr =  в зависимости от
скорости обдувающего потока.

3

2

1

3 P   =8 МПа–
2 P  = 10 МПа–
1 P – = 12 МПа

U
, м

м/
с

16

14

12

10

8

U∞, м/с
5004003002001000

Рис. 1. Зависимость скорости горения пороха Н с до-
бавлением порошка алюминия от скорости обдуваю-
щего потока при различных давлениях
Fig. 1. Combustion rate of the powder N with aluminum
powder additive as a function of the blowing air velocity
at various pressures

Видно, что с увеличением скорости обдувающего потока и давления над по-
верхностью СТТ скорость горения увеличивается. Характер зависимости скоро-
сти горения твердого топлива от скорости обдувающего потока не зависит от дав-
ления и соответствует характеру зависимости, описанному в научной литературе
[2, 5].
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На рис. 2 представлено распределение профиля температуры топлива и газа
при горении без обдува и в условиях обдува. Начальный радиус частицы алюми-
ния в расчетах Al,0 3 мкмr = , массовая доля порошка алюминия 9 % массы топли-
ва, давление над поверхностью горения 10 МПаP = . Видно, что профиль темпе-
ратуры газа существенно деформируется за счет увеличения турбулентного коэф-
фициента теплопроводности и увеличивает тепловой поток к поверхности горе-
ния. Профиль тангенциальной составляющей скорости газа и турбулентного ко-
эффициента теплопроводности над поверхностью горения представленного на
рис. 3. Полученные зависимости соответствуют предсказанным в научной литера-
туре [1, 2, 5].

Рис. 2. Распределение темпера-
туры металлизированного твер-
дого топлива и газа без обдува
(кр. 1) и при обдуве (кр. 2) по-
верхности горения; P = 10 МПа,
U∞ = 320 м/с
Fig. 2. Distribution of the tem-
perature of a metallized solid pro-
pellant and gas under conditions
with (curve 1) and without
(curve 2) blowing at P = 10 MPa
and U∞ = 320 m/s

Рис. 3. Распределение танген-
циальной составляющей скоро-
сти газа и турбулентного коэф-
фициента теплопроводности
над поверхностью горения;
P = 10 МПа
Fig. 3. Distribution of the gas tan-
gential velocity and turbulent co-
efficient of thermal conductivity
over a burning surface at
P = 10 MPa
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Заключение

В работе представлены разработанная математическая модель, методика и ре-
зультаты расчета нестационарной скорости горения смесевого металлизированно-
го твердого топлива в условиях обдува. Факт обдува учитывается через турбу-
лентный тепло - массоперенос.

Проведен расчетно-теоретический анализ влияния добавок порошка алюминия
на скорость горения металлизированных твердых топлив в условиях обдува. Прове-
дено исследование зависимости скорости горения от скорости обдувающего потока.

В постановке рассматривается горение плоской поверхности металлизирован-
ного топлива в неограниченном обдувающем потоке. Данная модель не позволяет
учесть особенности обдувающего потока на начальном участке или реальную
геометрию канала РДТТ, но позволяет учесть физические особенности влияния
добавок порошка алюминия в состав твердого ракетного топлива при горении в
условиях обдува.
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model of erosive burning for metallized solid propellants is developed using the boundary layer
approximation on the assumption of asymptotic flow regime which accounts for a blowing
process in terms of turbulent heat and mass transfer, temperature pulsations, and reagent
concentrations. The paper provides a computational and theoretical analysis of the impact of
metal powder additives on the combustion rate of metallized solid propellants under conditions of
blowing. The combustion rate is presented as a function of the blowing stream velocity.
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ФУНКЦИОНАЛЬНАЯ ЗАВИСИМОСТЬ ФИЗИЧЕСКИХ
ХАРАКТЕРИСТИК ОТ НЕОБРАТИМЫХ ПАРАМЕТРОВ ПРИ

ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКОМ ВОЗДЕЙСТВИИ НА
СЕГНЕТОЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ КЕРАМИКИ1

Для необратимых процессов деформирования и поляризации устанавливает-
ся линейная функциональная зависимость упругих, пьезоэлектрических и
диэлектрических характеристик деформированного и частично поляризо-
ванного поликристаллического сегнетоэлектрического тела от необратимых
параметров, к которым относятся остаточная деформация и поляризация,
когда направление вектора электрического поля не совпадает ни с одной из
главных осей тензора напряжения.

Ключевые слова: определяющие соотношения, деформирование, поляриза-
ция, сегнетоэлектрики, сегнетоэластики, индуцированные и остаточные
параметры, необратимый процесс.

Обозначения и операции тензорной алгебры и анализа

В данной статье приняты следующие обозначения и операции тензорной
алгебры и анализа: nΤ  – линейное пространство тензоров n-го ранга;

3 3
1 1{ } , { }m

m m m= =e e  – векторы основного и взаимного базисов; mn m ng = ⋅e e  – метри-
ческие коэффициенты; 2, ∈ Τσ ε  – тензоры напряжений и деформации;

1, ∈ ΤE D  – векторы электрического поля и электрической индукции; 0 2∈ Τε  –
тензор остаточной деформации; 0 1∈ ΤP  – вектор остаточной поляризации;

4 3 2, ,∈ Τ ∈ Τ ∈ ΤS d э  – тензор упругих податливостей, тензор пьезоэлектрических
модулей и тензор диэлектрических проницаемостей соответственно. Простое ум-
ножение mnk s

ks m nd E g⋅ =d E e e ; полное умножение тензоров одного ранга
mn ks mn

mk ns mng g= σ ε = σ εσ : ε , полное умножение тензоров разных рангов
mnks ij mnks

ki sj m n ks m nS g g S= σ = σS :σ e e e e ; если ранг тензора первого множителя

меньше ранга второго множителя, то ij mnks mnks
jn im k s mn k sS g g S= σ = σσ : S e e e e .

Операция транспонирования T((12),(34)) mnks
k s n nS=S e e e e . Набла – оператор Га-

мильтона m
mx

∂
∇ =

∂
e . Производная тензорной функции по тензорному аргументу

,
mnks

i j
m n k sij

S∂ ∂
≡ =

∂ ∂ε
ε

SS e e e e e e
ε

 и т.д.

                                                          
1 Работа поддержана РФФИ, грант 17-08-00860-a.
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Введение

Стремительное внедрение сегнетоэлектрических материалов в технику за по-
следние два десятка лет обусловлено их замечательными пьезоэлектрическими и
диэлектрическими свойствами. Большую роль в этом играют поликристалличе-
ские материалы, или керамики, технология изготовления которых позволяет по-
лучать рабочие элементы сенсоров и актуаторов различных форм и размеров. Для
придания рабочих свойств керамику подвергают предварительной поляризации в
сильном электрическом поле. В результате этого изменяется структура материала,
изменяется класс анизотропии и появляются пьезоэлектрические свойства. Кроме
электрического поля на процесс поляризации влияют также интенсивные механи-
ческие напряжения. В отличие от пластических материалов здесь при интенсив-
ных нагрузках появляется не только остаточная деформация, но и остаточная по-
ляризация. В дальнейшем поляризованная керамика используется в малых элек-
трических и механических полях, когда ее структура уже не изменяется. Однако
сами процессы поляризации электрическим полем и деполяризации механически-
ми напряжениями являются необратимыми процессами и играют важную роль в
первоначальном формировании структуры материала. Математическое моделиро-
вание необратимых процессов деформирования и поляризации (квазистатический
процесс) осуществляется на основе общих законов механики сплошных сред [1].
Полная система уравнений включает в себя полевые уравнения (уравнения равно-
весия и статики диэлектриков), геометрические соотношения (связь тензора де-
формаций с вектором перемещения и электрического поля с электрическим по-
тенциалом) и определяющие соотношения (дифференциальные или интегральные
операторы гистерезисного типа). Вывод определяющих соотношений связан с
учетом многих факторов и должен опираться на физику явления, учитывать внут-
реннюю структуру материала и достаточно точно согласовываться с эксперимен-
тальными данными. К настоящему времени накоплен определенный опыт моде-
лирования и можно выделить несколько основных направлений исследования,
принципиально отличающиеся друг от друга. Это феноменологические методы
[2−8], типа методов пластичности, методы двухуровневой сплошной среды
[9−14], опирающиеся на методы микромеханических переключений и некоторые
другие [15]. Эксперименты показывают, что в процессе поляризации меняется
класс анизотропии материала, появляются пьезоэлектрические свойства, соответ-
ственно упругие, диэлектрические и пьезоэлектрические свойства также меняют-
ся. В отмеченных работах для упрощения делаются предположения о том, что уп-
ругие и диэлектрические свойства изменяются столь незначительно, что их можно
взять такими, какие они в неполяризованном состоянии. Основной акцент делает-
ся на пьезоэлектрические модули, причем учитывается только влияние остаточ-
ной поляризации посредством введения множителя, в виде отношения модуля
вектора остаточной поляризации на величину поляризации насыщения. Делается
это безо всякого доказательства, исключительно с помощью интуитивных сооб-
ражений. Однако при таком подходе остается открытым вопрос о механическом
деформировании поликристаллического сегнетоэлектрика интенсивными механи-
ческими напряжениями, когда появляется остаточная деформация, меняется класс
анизотропии материала, а описать эту анизотропию невозможно. Исследований,
посвященным изучению влияния остаточной деформации на упругие модули в
этом случае, автором не обнаружено. В [16] рассмотрена модель Джила – Атерто-
на, являющаяся разновидностью микромеханических моделей. В ней авторы для
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учета обратимых параметров вводят один скалярный коэффициент, да и тот при-
ходится подбирать при сравнении с экспериментальными результатами. В [17] ав-
торы предложили конечно-элементный подход, в рамках которого проводят ус-
реднение и получают эффективные модули поляризованной керамики. Но и здесь
функциональная зависимость от остаточных параметров не раскрыта.

В настоящей работе с помощью термодинамического подхода установлена
функциональная зависимость для тензоров упругих, пьезоэлектрических и ди-
электрических модулей от вектора остаточной поляризации и тензора остаточной
деформации, когда протекает необратимый процесс поляризации и деформирова-
ния в поликристаллическом сегнетоэлектрике при нагрузках, не приводящих к
разрушению. Предметом исследования являются поликристаллические сегнето-
электрические материалы. Из общей модели, описывающей меняющиеся упругие
и необратимые параметры, целенаправленно выбраны определяющие соотноше-
ния для обратимых частей поляризации и деформирования. В отличие от многих
задач пластических материалов, где упругие деформации подчиняются закону Гу-
ка с модулем упругости и коэффициентом Пуассона изотропного тела, здесь тело
претерпевает фазовый переход «твердое тело – твердое тело», переходя из изо-
тропного состояния в анизотропное, при котором физические модули изменяются
в процессе развития пластической деформаций и остаточной поляризации.

1. Определяющие соотношения для обратимых параметров

Для определения параметров рассматриваемых процессов обратимся к основ-
ным положениям внутреннего строения поликристаллических сегнетоэлектриков
[1]. Сегнетоэлектрическая керамика состоит из огромного числа кристаллитов,
размерами порядка 10−6 – 10−5 м. На линейном размере кристаллита оказывается в
среднем от одного до сотни доменов, каждый из которых способен содержать
сотни и более атомных ячеек. Поэтому как в мелкозернистых, так и в крупнозер-
нистых керамиках количество атомных ячеек по линейному размеру кристаллита
составляет число порядка 104. В каждой атомной ячейке в низкотемпературной
сегнетоэлектрической фазе центр положительных и отрицательных зарядов не
совпадают, что характеризуется объемной плотностью электрических диполей в
виде вектора спонтанной поляризации ps и тензора спонтанной деформации εs,
одна из главных осей которого совпадает с направлением вектора ps. Пусть для
определенности рассматриваются сегнетоэлектрики типа перовскита, типичным
представителем которых является титанат бария. Под представительным объемом
понимаем объем, линейные размеры которого значительно меньше линейных
размеров конечного тела, но содержащий огромное количество кристаллитов, для
сохранения физических свойств тела. Для наглядности на рис. 1 показан предста-
вительный объем, в котором каждый кристаллит просто совпадает с одним доме-
ном. В деполяризованном состоянии векторы спонтанной поляризации, показан-
ные стрелками, располагаются произвольным образом. Взяв некоторую точку за
точку приведения, можно поставить в соответствие каждому вектору спонтанной
поляризации коллинеарный ему единичный вектор. Деполяризованное состояние
характеризуется равномерным распределением таких векторов на единичной сфе-
ре, как показано на том же рисунке.

Если приложить интенсивное электрическое поле, то векторы спонтанной по-
ляризации поворачиваются наиболее близко к направлению поля, подчиняясь
кристаллографическому строению сегнетоэлектрика, что и показано на рис. 2.
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Рис. 1. Представительный объем в деполя-
ризованном состоянии и распределение
осей доменов
Fig. 1. Representative volume in a depolarized
state anddistribution of the domain axes

Рис. 2. Представительный объем в поляри-
зованном электрическим полем состоянии и
распределение осей доменов
Fig. 2. Representative volume in a polarized
state provided by electric field and distribution
of the domain axes

Изображающие единичные векторы расположатся в конусе, показанном на
рис. 3, а. После снятия электрического поля векторы спонтанной поляризации ос-
таются в таком положении и в начальное состояние не возвращаются, что харак-
теризует изменившуюся структуру. Однако и механические напряжения могут
поворачивать векторы спонтанной поляризации, при достижении ими пороговых
значений. В частности, для сжимающих напряжений оси доменов располагаются
в торе треугольного сечения, а для растягивающих – в двух одноосных конусах с
общей вершиной, как показано на рис. 3, b и c.

E

σ

σ

a b c

Рис. 3. Распределение осей векторов спонтанной поляризации после воздействия:
а – электрического поля; b – сжимающих напряжений; c – растягивающих напряжений

Fig. 3. Distribution of the axes of spontaneous polarization vectors after the action of:
(a) electric field, (b) compressive stresses, and (c) tensile stresses

В этом проявляются отличительные особенности сегнетоэлектриков от ферро-
магнетиков, у которых векторы спонтанной намагниченности могут поворачи-
ваться в направлении магнитного поля на любой угол.

В представительном объеме, содержащем N элементарных ячеек, определяется
вектор остаточной поляризации и тензор остаточной деформации путем операции
осреднения:

0 0
1 1

1 1( ) , ( )
N N

s k s k
k kN N= =

= =∑ ∑P p ε ε .

Пусть к представительному объему поликристаллической сегнетоэлектриче-
ской среды приложено внешнее электрическое поле E и механическое напряже-
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ние σ. Считается, что эти поля неизменны во всех точках представительного объ-
ема, что позволяет считать их определяющими параметрами. Под их воздействи-
ем доменные стенки деформируются. Эти явления описываются результирующи-
ми эффектами в виде обратимых составляющих вектора поляризации и тензора
деформации Pe, εe, которые исчезают при исчезновении нагрузок. Как только ме-
ханические или электрические воздействия достигают пороговых значений, начи-
наются повороты векторов спонтанной поляризации, и связанные с ними измене-
ниями направлений главных осей тензоров спонтанной деформации. Доменные
стенки передвигаются, что приводит к появлению вышеопределенных необрати-
мых параметров P0, ε0. В связи с вышесказанным вектор поляризации P и тензор
деформации ε в необратимых процессах подразделяют на обратимые Pe, εe и не-
обратимые P0, ε0 части: 0 0,e e= + = +P P P ε ε ε , и относят к искомым параметрам.
Обратимые части являются параметрами состояния и связаны с внутренней энер-
гией, а необратимые части являются параметрами процесса, и для их определения
приходится использовать дополнительные соотношения, наступающие в процессе
достижения нагрузками пороговых значений.

Целью нашего исследования является построение определяющих соотноше-
ний обратимых составляющих и установление функциональной зависимости фи-
зических характеристик материала от остаточных параметров. Поскольку речь
идет о характеристиках представительного объема, воспользуемся элементами
термодинамики необратимых процессов. Известно, что физические характеристи-
ки термически деполяризованной среды в отличие от среды, поляризованной до
состояния насыщения, отличаются между собой. Поэтому в случае частичной по-
ляризации они будут зависеть от остаточных параметров P0, ε0, и будут меняться с
изменением этих параметров. Найдем уравнения, связывающие обратимые иско-
мые параметры Pe, εe с определяющими параметрами E и σ. С этой целью вос-
пользуемся уравнениями первого и второго начала термодинамики необратимых
процессов в дифференциальной форме [1]:

,
1

u

s
T T T

ρ = + ⋅ − ∇ ⋅ + ρω
ρω ∇ ⋅ ⎛ ⎞ρ ≥ − − ⋅∇⎜ ⎟

⎝ ⎠

σ : ε E D q
q q

, (1)

где , , , , , , , , , ,u s Tρ ω ∇σ ε E D q  – плотность массы, массовая плотность внутрен-
ней энергии, тензор напряжений, тензор деформаций, вектор электрического по-
ля, вектор электрической индукции, вектор потока тепла, мощность внутренних
источников тепла, массовая плотность энтропии, абсолютная температура, набла
оператор Гамильтона соответственно. Точка сверху обозначает субстанциональ-
ную производную по времени. Но так как все деформации малы, то справедливы
гипотезы геометрически линейной механики, откуда следует, что субстанцио-
нальная производная совпадает с частной производной.

Внутренняя энергия является функцией внешних параметров и энтропии
*( , , ),e e e eu s = + εε D D P E , где *ε  – диэлектрическая проницаемость вакуума.

Чтобы определяющие параметры стали независимыми, введем термодинамиче-
скую функцию Гиббса

1 1G u Ts= − − − ⋅
ρ ρ
σ : ε E D

и проведем стандартные действия, связанные с исключением из соотношений (1)
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мощности внутренних источников тепла. Получим неравенство диссипации, в ко-
тором для случая процесса холодной поляризации можно пренебречь термиче-
скими слагаемыми ( , ,s Tq ), и которое можно записать в виде

0 0( , ) : ( , ) , : , 0iG G G G S− ρ + − ρ + ⋅ − ρ − ρ ⋅ = ≥
0 0σ E ε Pε σ D E ε P . (2)

Динамика переключения диполей составляет менее 10−11 с. Процесс переклю-
чения домена имеет временной масштаб порядка 10−8 – 10−5 с. Поэтому, когда на-
пряжение и электрическое поле изменяются в пределах 10−1 – 10−2 с, имеем квази-
статический процесс и малые отклонения от термодинамического равновесия. То-
гда функцию скорости диссипации iS  можно рассматривать как линейную отно-
сительно скоростей своих параметров, т.е.

0
: :S S S S

iS = + ⋅ + + ⋅
0ε D ε 0 P 0χ σ χ E χ ε χ P .  (3)

Обобщенные диссипативные силы 
0

, , ,S S S S
0ε D ε Pχ χ χ χ  в общем случае представ-

ляют собой функции, которые зависят от набора параметров 0 0, , ,σ E ε P , равно
как и от скоростей этих параметров 0 0, , ,σ E ε P , причем они должны обеспечивать
выполнение неравенства скорости диссипации (2).

Для керамических материалов обратимые части деформации и поляризации
,e eε P  достаточно малы (приблизительно на порядок меньше остаточных пара-

метров), в силу чего определяющие соотношения естественно строить в виде ли-
нейных соотношений. С этой целью конкретизируем функцию Гиббса, выбрав ее
в квадратичном виде:

0 0 0 0 0 0 0 0
1 1( : ) [ : ( , ) : 2 ( , ) : ( , ) ]

2
G

ρ ρ
= − + ⋅ − + ⋅ + ⋅ ⋅σ ε E P σ S ε P σ E d ε P σ E э ε P E . (4)

Входящие сюда упругие податливости, пьезоэлектрические модули и диэлек-
трические проницаемости являются функциями остаточных параметров

0 0 0 0 0 0( , ), ( , ), ( , )= = =S S ε P d d ε P э э ε P  и обладают следующими свойствами

симметрии T(12) T(34) T((12),(34)) T(23) T(12), ,= = = = =S S S S d d э э . Воспользовав-
шись независимостью обобщенных скоростей , , ,0 0σ E ε P  и проведя стандартные
математические операции в (2) на основании (4), получаем две пары соотноше-
ний. Первая пара связывает тензор деформаций и вектор электрической индукции
с тензором механических напряжений, вектором электрического поля и первой
парой диссипативных сил. Вторая пара уравнений связывает тензор механических
напряжений, вектор электрического поля и производные модулей физических ха-
рактеристик по остаточным параметрам со второй парой диссипативных сил. Из-
бегая чрезмерного обобщения, будем пренебрегать вязкоупругими свойствами,
для чего надо положить 0, 0S S= =ε Dχ χ . Тогда первую пару уравнений можно
представить в виде

T
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

( , ) : ( , ) ,
( , ) : ( , ) ,

− = + ⋅
− = + ⋅

ε ε S ε P σ d ε P E
D P d ε P σ э ε P E

  (5)

где для тензора пьезомодулей T T(1,(23))=d d . Вторую пару уравнений можно запи-
сать так:
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0

0

T((34),(56)) T((23),(45)) T(2,(34))

0 0 0
T((34),5) T((23),4) T(2,3)

0 0 0

1 1: : : ,
2 2

1 1: : : .
2 2

S

S

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ + ⋅ + ⋅ ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ + ⋅ + ⋅ ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

ε

P

S d эσ σ σ E σ E E χ
ε ε ε

S d эE σ σ E σ E E χ
P P P

(6)

Учитывая, что 0 0,e e− = − =D P D ε ε ε , можно сказать, что (5) представляют
собой определяющие соотношения для обратимых параметров. Остается только
выяснить характер зависимости физических характеристик от остаточных пара-
метров. С этой целью рассмотрим обобщенные диссипативные силы 

0 0
,S S

ε Pχ χ ,
входящие в систему (6). Для необратимых процессов мы не вправе считать, что
они являются аналитическими функциями своих аргументов. Сделаем предполо-
жение, что они состоят как из аналитической, так и неаналитической частей,
входящих аддитивным образом, с обязательным выполнением неравенства (2).
Обозначим аналитические части через 

0 0

( ) ( ),S an S an
Pεχ χ , а неаналитические –

0 0

( ) ( ),S na S na
Pεχ χ , тогда

0 00 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ),S an S na S an S naS S
P P Pε ε ε= + = +χ χ χ χ χ χ .

Очевидно, что аналитические части не могут зависеть от остаточных парамет-
ров, поэтому они будут функциями только внешних параметров:

0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )( , ), ( , )S an S an S an S an
P Pε ε= =χ χ σ E χ χ σ E .

Надо также отметить, что при отсутствии внешних нагрузок эти функции рав-
ны нулю. Все это позволяет разложить их в ряд Тейлора в окрестности ненагру-
женного состояния. Выполнив такое разложение с точностью до квадратичных
составляющих и введя для удобства записи дальнейших формул соответствующие
(6) операции транспонирования, для тензоров такого разложения получим

0

0

( ) T((34),(56)) T(2,(34)) T((23),(45))

( ) T((34),(56)) T(2,(34)) T((23),(45))
1 1 1 1 1

: : : : ,

: : : : .

S an

S an
P

ε = + ⋅ + + ⋅ ⋅ + ⋅

= + ⋅ + + ⋅ ⋅ + ⋅

χ A σ B E σ K σ E M E E N σ

χ A σ B E σ K σ E M E E N σ

Тензоры 1 2 1 3 1 4 1 5 6T ; , , T ; , , T ; , T , T∈ ∈ ∈ ∈ ∈1B B A M A M N N K K  не за-
висят от остаточных 0 0,ε P  и от определяющих параметров ,σ E . Введенные ана-
литические части диссипативных сил никак не изменяют неравенство диссипации
(2), они лишь исключают из функции скорости диссипации слагаемые, которые не
влияют на диссипацию энергии. Подставляя эти разложения в (6) и учитывая не-
зависимость определяющих параметров, получаем систему равенств, которые
связывают эти параметры с неаналитическими частями диссипативных сил

0 0

( ) ( ),S na S na
Pεχ χ  и с производными физических характеристик, т.е. имеем

0 0

( ) ( )
1 1: , : ,S na S na

Pε= + ⋅ + = + ⋅ +σ A σ B E χ E A σ B E χ (7)

1 1 1
0 0 0 0 0 0

, , , , , .∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = = = = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
S d э S d эK N M K N M
ε ε ε P P P

(8)
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Соотношения (7) описывают изменение необратимых параметров. Однако по-
строение неаналитических частей обобщенных диссипативных сил представляет
собой очень сложную задачу, которая, по-видимому, даже в простейших случаях
не решена. Вместо этого для нахождения необратимых параметров применяются
другие методы и подходы [18], с условием удовлетворения неравенству (2).

Однако для наших целей важны соотношения (8), которые позволяют сформу-
лировать линейную зависимость тензоров 0 0 0 0 0 0( , ), ( , ), ( , )S ε P d ε P э ε P  от остаточ-
ных параметров с точностью до постоянных тензоров 0 0 0, ,S d э :

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 1 0

( , ) : ,
( , ) : ,
( , ) : .

= + + ⋅
= + + ⋅
= + + ⋅

S ε P S K ε K P
d ε P d N ε N P
э ε P э M ε M P

(9)

Очевидно, что в полученных соотношениях 0 0,S э  – тензоры упругих податли-
востей и диэлектрических проницаемостей для термически деполяризованной ке-
рамики, когда 0 00, 0= =ε P . В деполяризованном состоянии керамика не обла-
дает пьезоэлектрическими свойствами, поэтому 0 0=d . Простые рассуждения по-
зволяют еще больше упростить эти соотношения, рассмотрев ситуации с измене-
нием направления вектора остаточной поляризации. Действительно, если направ-
ление вектора остаточной поляризации изменить на противоположное, то тензор
остаточной деформации не изменится. Соответственно тензор упругих податли-
востей и тензор диэлектрических проницаемостей также не изменятся, в отличие
от тензора пьезоэлектрических модулей, который поменяет знак на противопо-
ложный. Отсюда сразу же вытекают следующие равенства:

1 10, 0, 0= = =K M N .
Следовательно, вместо (9) имеем:

0 0 0

0 1 0

0 0 0

( ) : ,
( ) ,
( ) : .

= +
= ⋅
= +

S ε S K ε
d P N P
э ε э M ε

(10)

Тензоры упругих податливостей и диэлектрических проницаемостей для тер-
мически деполяризованной керамики 0 0,S э  должны быть определены до начала
процесса поляризации. Соотношения (10) составляют одну из главных частей
исследования. Остается лишь конкретизировать компоненты входящих в них тен-
зоров.

2. Обсуждение результатов

Тензоры 1, ,K N M  методами термодинамики определить уже невозможно,
здесь, как и при определении физических характеристик материала, необходимы
экспериментальные методы. Заметим, что эти тензоры, будучи связанными с фи-
зическими модулями, должны обладать такими же свойствами симметрии, как и
тензоры физических модулей , ,S d э . Кроме того, ,K M  должны быть симмет-
ричными по последней паре индексов, что вытекает из (8), в силу дифференциро-
вания физических характеристик по симметричному тензору остаточной дефор-
мации. Это обстоятельство позволяет вместо тензорного представления восполь-
зоваться матричным представлением Фойхта. Используя декартову прямоуголь-
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ную систему координат, введем векторы

0 011 022 033 023 013 012 01, 02, 03
ˆˆ { , , , 2 , 2 , 2 }, { , , }P P P= ε ε ε ε ε ε =0ε P .

Тензорам 6 4 3 2, , , , , , ,T T T T∈ ∈ ∈ ∈1 0 0K N M S S d э э  поставим в соответствие

матрицы ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , ,1 0 0K N M S S d э э  по следующему правилу:

 ( )( )( ) 1 ( ) 1 ( ) ( )( )

( )( ) 0 ( ) 0

ˆˆ ˆ ˆ, , ,
ˆˆ ˆ ˆ ,

mn ks pt m nk s m s mn ks mn mn ks

mn ks m nk m mn mn mn mn

K K N N M M S S ,

S S , d d , э э , э э
αβγ α α αβ

αβ α

⇒ ⇒ ⇒ ⇒

⇒ ⇒ ⇒ ⇒

где в скобках выделены пары латинских индексов, которые заменяются на один
греческий, а , ,α β γ  определяются по одному и тому же правилу, например:

{ , ;
9 ( ), .
m m n

m n m n
=

α =
− + ≠

Вначале определяются компоненты матриц 0 0
ˆ ˆ,S э . С этой целью отметим [1],

что, термически деполяризованная керамика является изотропным телом. Поэто-
му, проведя два упругих и один электрический эксперимент, можно полностью
определить компоненты этих матриц. Действительно, среди упругих эксперимен-
тов наиболее простыми являются статические эксперименты по определению мо-
дуля Юнга E и коэффициента Пуассона ν, а в качестве электрического экспери-
мента – эксперимент по определению диэлектрической проницаемости пластинки
ε0. Тогда компоненты матриц 0 0

ˆ ˆ,S э  определяются как

 
011 011 011 012 013 023

044 055 066 011 011 011 0

1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ; ;

2(1 )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ; .

S S S S S S
E E

S S S э э э
E

ν
= = = = = = −

+ ν
= = = = = = ε

(11)

Для определения остальных матриц воспользуемся также известными значе-
ниями упругих податливостей и диэлектрических проницаемостей поляризован-
ной до насыщения керамики sat sat sat

ˆ ˆ ˆ, ,S d э . Известно [1], что поляризованная
электрическим полем до насыщения керамика относится к классу трансверсально-
изотропного тела и ее матрицы констант в системе координат, когда ось Oz на-
правлена по вектору остаточной поляризации, имеют следующий вид:

1511 12 13

sat 1512 11 13

31 31 3313 13 33
sat

44 11

44 sat 11

11 12 33

0 0 0 0 00 0 0
ˆ 0 0 0 0 0 ,0 0 0

0 0 00 0 0ˆ ,
0 0 0 0 0 0 0

ˆ0 0 0 0 0 0 0 .
0 0 0 0 0 2( ) 0 0

dS S S
dS S S

d d dS S S
S э

S э
S S э

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ =
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎜ ⎟=

⎜ ⎟ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

d

S

э

(12)

Одна из главных осей тензора деформации совпадает с осью Oz, а две другие
лежат в плоскости Oxy. Поэтому будем определять компоненты матриц тензоров

1
ˆ ˆ ˆ, ,K N M  в этих осях. Обратимся вначале к матрице K̂ . С этой целью рассмотрим

матрицу 0
ˆ ˆ⋅K ε . В состоянии, когда керамика поляризована до состояния насыще-

ния, компоненты 01 02 03ˆ ˆ ˆ, ,ε ε ε  являются главными значениями тензора остаточной
деформации, удовлетворяющими условию 01 02 03ˆ ˆ ˆε ≤ ε ≤ ε . Как следует из экспе-
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риментальных данных, тензор остаточных деформаций является несжимаемым,
тогда из матричного равенства sat 0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ= + ⋅S S K ε  следует, что:

sat
0 1 01 2 02 3 03 01 02 03 sat

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,
2

S S K K Kαβ αβ αβ αβ αβ
ε

= + ε + ε + ε ε = ε = − ε = ε ,

где satε  – осевая деформация вдоль направления поляризации в состоянии насы-

щения. Естественно считать, что всем 0Sαβ =  будут отвечать  ˆ 0,Kαβγ = ∀γ . Так
как поворот осей вокруг оси Oz не влияет на все главные значения, а главные зна-
чения деформаций в плоскости Oxy равны между собой, можно считать, что

1 2 0 3 1 0
ˆ ˆ ˆ ˆ1/ , /K K K m K mαβ αβ αβ αβ αβ αβ= = σ = = σ , где 0σ  – некоторый множитель,
размерность которого совпадает с размерностью механического напряжения. То-
гда 0 0

ˆ ( 1 ) /satS S mαβ αβ αβ= + ε − + σ . Отсюда определяем mαβ , после чего находим

0 0
0 0 01 02 03 0

sat

ˆ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) / , 1
S S

S S m m αβ αβ
αβ αβ αβ αβ

− σ
ε = + ε + ε + ε σ = +

ε
.

В этих соотношениях 01 02 03ˆ ˆ ˆ 0ε + ε + ε = , так как это первый инвариант и вы-
полняются условия несжимаемости. В силу этого неопределенный множитель 0σ
уходит, а выражение принимает вид

0
0 0 03

sat

ˆ( )ˆ ˆ ˆ( )
S S

S S αβ αβ
αβ αβ

−
ε = + ε

ε
. (12)

Отметим, что сюда входит лишь наибольшее главное значение тензора оста-
точной деформации, а все компоненты матриц в правой части по (11), (12) полно-
стью известны. Аналогичные рассуждения позволяют найти матрицу M и опреде-
лить изменяющиеся диэлектрические проницаемости:

0
0 0 03

sat

ˆ ˆ( )
ˆˆ ˆ( ) mn mn

mn mn
э э

э э
−

ε = + ε
ε

. (13)

Остается найти матрицу 1N̂ , после чего определить пезоэлектрические моду-
ли. С этой целью рассмотрим ту же систему координат и состояние полной поля-
ризации, тогда компоненты матричного равенства 1 0

ˆ ˆ ˆ
sat = ⋅d N P :

1 1 01 1 2 02 1 3 03 01 01 03 sat
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, 0,m m m md N P N P N P P P P pα α α α= + + = = = ,

где psat – поляризация в состоянии насыщения. Опуская схожие рассуждения, мо-
жем окончательно записать:

03
0

sat

ˆˆ ( )m m
P

d P d
pα α= . (14)

Соотношения (12) – (14) полностью определяют физические характеристики
материала в необратимом процессе деформирования и поляризации.

Соотношения (12), (13) надо рассматривать в локальной системе координат,
оси которой совпадают с главными осями тензора остаточной деформации, когда
ось Oz направлена по третьему главному направлению и направлена по вектору
остаточной поляризации.
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3. Заключение

Необратимые процессы в поликристаллических сегнетоэлектрических средах
связаны с внутренней перестройкой структуры материала, что приводит к изме-
нению и механических и электрических свойств материала. Изменяются не только
пьезоэлектрические модули, но и упругие податливости и диэлектрические про-
ницаемости. Если моделируется необратимый процесс поляризации и деформиро-
вания, то необходимо знать функциональную зависимость этих модулей от изме-
няющихся остаточных деформаций, равно как и от остаточной поляризации. Оче-
видно, что физические материальные характеристики должны определяться для
представительного объема, включающего в себя множество микроструктурных
особенностей в виде кристаллитов и доменов. Для таких объемов можно исполь-
зовать элементы термодинамики необратимых процессов, что и было сделано в
настоящей работе. Основным моментом в таком подходе явилось аддитивное
представление диссипативных сил при скоростях остаточных параметров в виде
аналитической и неаналитической частей. Именно это позволило конкретизиро-
вать аналитические части и построить линейные тензорные соотношения относи-
тельно остаточных параметров для физических характеристик материала. С по-
мощью простого анализа проведена конкретизация этих зависимостей: в частно-
сти, выяснилось, что упругие податливости и диэлектрические проницаемости за-
висят от деформаций, в то время как пьезомодули зависят от поляризации, что на-
глядно продемонстрировано соотношениями (10). Входящие в них тензоры с по-
стоянными компонентами имеют высокие ранги, что оказывает существенное
влияние на их определение. Очевидно, что методами термодинамики определить
эти коэффициенты не представляется возможным. Поэтому были задействованы
данные двух состояний керамики, когда она деполяризована и поляризована до
состояния насыщения. И в том и в другом случае физические модули материала
известны и их можно найти в справочной литературе для конкретного типа кера-
мики. Реже встречаются данные для деполяризованного состояния. В этом случае
предложено находить модули экспериментальным путем. При определении неиз-
вестных величин были сделаны очевидные предположения о нулевых значениях
некоторых компонентов тензоров из простых соображений анизотропии. Еще од-
на порция предположений сделана на основе имеющихся экспериментальных
данных об осевой симметрии, несжимаемости и взаимовлияний полей. В итоге
были получены соотношения (12) – (14), представляющие собой искомые функ-
циональные зависимости. Входящие в них характеристики материала в деполяри-
зованном состоянии и поляризованном до состояния насыщения материала опре-
деляются по (11), (12).

Подводя итоги, можно сказать, что, во-первых, построены определяющие со-
отношения (5), которые необходимы при моделировании необратимых процессов.
Они представляют собой линейные тензорные соотношения, связывающие

,e eD ε  с определяющими параметрами E  и σ . В них входят тензоры физических
характеристик 0 0 0( ), ( ), ( )S ε d P э ε , меняющиеся в процессе эволюции остаточной
деформации и поляризации. Интересно отметить, что в определяющих соотноше-
ниях линейная зависимость сохраняется при любых значениях и ориентации оста-
точных параметров 0 0,ε P . Во-вторых, исследованы функциональные зависимости
физических модулей от остаточных параметров, которые представлены соотно-
шениями (10). Этими соотношениями доказано, что физические характеристики
частично поляризованного или деполяризованного тела, равно как и в случае не-
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однородной поляризации, зависят линейным образом от остаточной деформации
и остаточной поляризации. И наконец, выбраны компоненты постоянных тензо-
ров по известным данным двух состояний материала. Интересно также отметить,
что соотношения (14) полностью совпадают с данными работ [5, 9], а соотноше-
ния (12), (13) получены впервые.
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The main purpose of the work is to study the functional dependences of the material physical
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polarization and strain. The dissipative forces in the inequality for dissipation are presented as a
sum of analytical and non-analytical parts. Expansion of the analytical parts in powers of
determining parameters provides the differential equations, which, being integrated, yield the
unknown functional dependences. Integration constants represent the physical modules of a
depolarized state. The tensor components of expansion in powers are determined by using elastic
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depolarized ceramics and ceramics polarized up to saturation. As a result, the constitutive
equations for reversible parameters were obtained as linear tensor equations with material elastic,
piezoelectric, and dielectric properties representing tensor functions studied above.
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