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О МОДУЛЕ НЕПРЕРЫВНОСТИ ОТОБРАЖЕНИЙ
С s-УСРЕДНЕННОЙ ХАРАКТЕРИСТИКОЙ

По известной теореме С.Л. Соболева функция класса 1
, ( )n

s locW R при s > n
эквивалентна непрерывной функции. При s < n этого свойства, вообще гово-
ря, может и не быть. В настоящей работе мы обобщаем ранее полученный
авторами результат (1983) и находим необходимые условия, при которых
классы и подклассы отображений с s-усредненной характеристикой при
1 < s < n будет непрерывными. Примеры подклассов таких отображений, ко-
торые будут непрерывными с указанными выше s приведены авторами
(2016).

Ключевые слова: отображения с s-усредненной характеристикой, модуль
непрерывности, класс.

Область ( )1, : , , 1n n
nG R f G R f W G s n⊂ → ∈ < < , и пусть для любого y G∈

выполняются неравенства
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x f k x y d Mλ − σ <∫ ; (1)
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где функция ( )k t  определена при 0t > , положительна, не возрастает и
( )

0
lim

t
k t

→ +
= +∞ . В случае (1) будем говорить, что это отображение с ( s , k )-усред-

ненной характеристикой, а в случае (2) – отображение с ( *,s k )-усредненной ха-
рактеристикой, где функция ( )1 , , , 1nf W G k M s n∈ < < .

Теорема 1. Пусть f – отображение с ( *,s k )-усредненной характеристикой и
выполнено неравенство
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Тогда шар
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⎝ ⎠

,

где ( ) 0Ψ ρ →  при 0ρ → .
Доказательство. Оценим ( ) ( )f x f y− . Возьмем шары ( ) ( ), , ,B x B yρ ρ и

1 ,
2 2

x yB + ρ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Пусть 1z B∈ , тогда, оценивая модуль непрерывности, имеем
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Проинтегрируем последнее неравенство по всем 1z B∈ :
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где n – объем единичного шара в Rn. Оценим последние интегралы, вводя обоб-
щенные сферические координаты ,r ω  с центром соответственно в точках иx y
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и далее, применяя теорему Фубини, получаем
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Рассмотрим функцию
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Причем её производная имеет вид
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Остается показать, что
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Из определения функции ϕ  и (4) следует неравенство
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Докажем теперь, что
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По условию функция k  монотонна. Применяя теперь (2), имеем 0 0∀ε > ∃δ >
такое, что 0 t< < δ  и на основании критерия Коши будет выполнятся неравенство
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Отсюда следует (5). В силу (3) и (4) имеем

n ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* *
1

1
1 12 1

2

nn
n s s

n
r

rp f x f y r M n k l l dl dr
r

− −
−

−
≤ρ

⎛ ⎞ϕ⎛ ⎞ ⎜ ⎟− ≤ − + ≤⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫

( ) ( ) ( )

( ) ( )

* *

* *

1

1
0

1

1
0

2 1 2

2 2 .

nn
s s

n
n

n s s

M n k l l dl r dr
k

M n k l l dl

ρ − −

≤ρ

ρ − −

ρ
≤ − + ϕ ≤

≤ ρ + ϕ ρ ρ

∫ ∫

∫
Оценим теперь модуль непрерывности:
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где ( ) 0Ψ ρ → , при 0ρ → .

В [2] такой результат получен для функций класса ( )1 , n
pW G G R⊂ .

Замечание. Теорема 1 представляет собой аналог леммы Мори [6, 7].
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We continue studying analytical properties of non-homeomorphic mappings with an
s-averaged characteristic. O. Martio proposed the theory of Q-homeomorphisms (2001).
The concept of Q-homeomorphisms was extended to maps with branching (2004). In
this paper, we study analytical properties of non-homeomorphic mappings with an s-
averaged characteristic and consider the question of continuity of mappings with an s-
averaged characteristic. By the well-known Sobolev theorem, a function of class

( )1
,

n
s locW R  for is equivalent to a continuous function. This property does not hold when

s < n. The authors presented such example for mappings with an s-averaged
characteristic in 2016.

In this paper, we generalize the result obtained earlier to a more general class of
mappings with an s-averaged characteristic. Relevant examples are built. The purpose
of this paper is to indicate the necessary conditions under which mappings from classes
and subclasses of mappings with an s-averaged characteristic 1 s n< <  will be
continuous. Here, n is the dimension of the space, and s is the averaging parameter. We
proved a theorem in which we obtain necessary conditions for the continuity of such
mappings that are with the abovementioned s. Earlier, such a result was obtained for
functions of the class ( )1

,
n

s locW R . The theorem is an analogue of the Mori lemma.
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