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Введение
Один из классических объектов изучения дискретной математики — системы дис-

кретных функций, рассматриваемые с замыканием относительно некоторых операций
суперпозиции, таких, как операции перестановки и отождествления переменных, вве-
дения и удаления фиктивных переменных, операция композиции и другие. Подобны-
ми системами являются, например, замкнутые классы функций многозначной логи-
ки, клоны, наследственные системы, а также системы переключательных функций,
вычисляемых схемами из переключательных элементов.

Следует отметить, что при изучении замыкания, заданного в некотором множе-
стве P , часто важной оказывается возможность рассматривать это замыкание как за-
мыкание Галуа, определяемое некоторым соответствием Галуа [1]. Последнее задаётся
обычно посредством отношения α ⊆ P ×Q между элементами множества P и элемен-
тами некоторого множества Q. Тогда замкнутыми классами элементов множества P
являются его галуа-замкнутые классы

α(Y ) =
⋂
y∈Y

α(y) при Y ⊆ Q,

где α(y) = {x : (x, y) ∈ α} для любого y из Q, находящиеся во взаимно-однозначном
соответствии с галуа-замкнутыми классами множества Q, то есть с классами

(X)α =
⋂
x∈X

(x)α при X ⊆ P,

где (x)α = {x : (x, y) ∈ α} для любого x из P . В этом случае изучение замыкания
в множестве P сводится к изучению замыкания Галуа в множестве Q и наоборот.

Так, при изучении клонов существенную роль играет соответствие Галуа, опреде-
ляемое отношением сохранения функцией f : En → E предиката p : Em → {И, Л}.

1Исследование выполнено при финансовой поддержке ФЦП «Научные и научно-педагогические
кадры инновационной России» на 2009–2013 годы, гос. контракт № П1010.
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В [2, 3] показано, что галуа-замкнутыми классами функций в этом случае являют-
ся всевозможные клоны на множестве E, там же описаны галуа-замкнутые классы
предикатов. Впоследствии эти результаты неоднократно обобщались.

При изучении наследственных систем функций f : En → C (то есть систем, замкну-
тых операциями отождествления и перестановки переменных, введения фиктивных
переменных) большое значение имеет соответствие Галуа, определяемое отношением
сохранения такими функциями пар предикатов p : Em → {И, Л} и q : Cm → {И, Л}.
В [4] показано, что галуа-замкнутыми классами функций в этом случае являются на-
следственные системы, там же описаны галуа-замкнутые классы пар предикатов.

Отметим также работы [5, 6]. В первой из них теория Галуа сформулирована для
клонов многоосновных алгебр, состоящих из функций, вычисляемых термами с пере-
менными нескольких сортов, а во второй— для систем функций f : En → C, замкну-
тых операциями перестановки переменных и введения фиктивной переменной.

В настоящей работе рассматриваются функции f : En → C, где E и C —фикси-
рованные конечные множества, а n принимает произвольные натуральные значения.
В множестве PC,E всех таких функций определяется операция S-замыкания. В частных
случаях S-замкнутыми классами являются замкнутые классы функций многозначной
логики, клоны, наследственные системы, а также классы переключательных функций,
вычисляемых схемами из переключательных элементов. Теорию Галуа, сформулиро-
ванную в [4] для наследственных систем, удаётся перенести на S-замкнутые классы.
Таким образом удаётся построить обобщённую теорию Галуа, в частных случаях вклю-
чающую известные результаты для замкнутых классов функций многозначной логики,
клонов и наследственных систем, а также ранее не известные результаты о классах
функций, вычисляемых переключательными схемами.

Статья организована следующим образом. В п. 1 вводится понятие S-замыкания.
В п. 2 рассматривается отношение сохранения функцией пары предикатов. Это отно-
шение рассматривается как отношение между функциями, принадлежащими множе-
ству PC,E, и парами предикатов, выбираемых из некоторого множества ΠS

C,E. Множе-
ство ΠS

C,E удаётся определить таким образом, что галуа-замкнутыми классами функ-
ций оказываются точно все S-замкнутые классы функций из PC,E. Это устанавлива-
ется теоремой 1. В п. 3 доказывается теорема 2, характеризующая галуа-замкнутые
классы пар предикатов как классы, замкнутые некоторым набором операций.

Основная задача статьи — сообщить о возможности обобщения теории Галуа, еди-
ного для замкнутых классов функций многозначной логики, клонов, наследственных
систем и систем переключательных функций. Само обобщение не является сложной
задачей и, по всей видимости, может быть выполнено формально. Тем не менее авто-
ру удалось найти оригинальное доказательство теоремы 2, не повторяющее полностью
схем рассуждений, использованных в аналогичной ситуации в [2] или в [3, 4].

1. Замкнутые классы дискретных функций
Будем обозначать через PE множество всех функций f : En → E, где E —фикси-

рованное конечное множество и n—произвольное натуральное число. Замкнутые опе-
рациями суперпозиции из [7, 8] множества функций из PE называются замкнутыми
классами, а замкнутые классы, включающие класс SE всех селекторных (тождествен-
но равных некоторому своему аргументу) функций, называются клонами.

Будем обозначать через PC,E множество всех функций f : En → C, где E,C —
фиксированные конечные множества и n—произвольное натуральное число. Для за-
данных конечных множеств E,C и D, а также множеств X и Y функций из соответ-
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ствующих классов PD,C и PC,E через XY будет обозначаться множество всех функций
f(g1(x), . . . , gn(x)), где f — n-местная функция из X; g1, . . . , gn —m-местные функции
из Y ; через x обозначен набор переменных x1, . . . , xm, а числа n и m принимают про-
извольные натуральные значения.

Далее будем считать заданными конечные множества E и C и набор S = (L,O,
R, U), состоящий из клонов L, R и множеств O, U функций из соответствующих клас-
сов PC , PE и PC,E, PE,C . Множество M функций из PC,E назовём S-замкнутым клас-
сом, если выполняются включения

O ⊆M, LMR ⊆M, MUM ⊆M.

Частными случаями S-замкнутых классов являются замкнутые классы и клоны
функций из PE (возникающие при выполнении равенств E = C и L = R = U = SE
и соответствующего равенства O = ∅ или O = SE), а также изучавшиеся в [4, 9]
(L,R)-замкнутые наследственные классы (возникающие при пустых множествах U
и O). Это делает S-замкнутые классы привлекательными для изучения.

Помимо этого, S-замкнутые классы имеют приложения в теории управляющих
систем как классы функций, вычисляемых схемами из переключательных элементов
с неограниченным числом каскадов. При этом элементы множеств E и C интерпрети-
руются соответственно как состояния узлов и как проводимости между узлами, воз-
можные в схемах. Функции клонов L и R интерпретируются как допустимые исполь-
зуемой технологией синтеза операции над проводимостями и состояниями. В множе-
стве O находятся функции переключательных элементов, используемых при синтезе
наравне с базисными переключательными элементами. Наконец, множество U состо-
ит из функций узлового соединения, каждая из которых определяет состояние про-
извольного узла схемы набором проводимостей от него до полюсов питания. Очень
часто в схемах с r-полюсным источником питания состояние любого узла однознач-
но определяется набором проводимостей от него до полюсов питания; тогда множе-
ство E совпадает с Cr, а множество U состоит из единственной тождественной функ-
ции u(r) : Cr → E. Естественной также является ситуация, когда в дополнение к ска-
занному выше множество O содержит все селекторы si : E → C, такие, что si(x) = xi;
при этом переменная x = (x1, . . . , xr) принимает значения в множестве E = Cr, её
i-я компонента xi принимает значения в множестве C и 1 6 i 6 r. Следует отметить,
однако, что в этом последнем случае при выполнении равенств E = Cr и L = SE,
O = {s1, . . . , sr}, R = SC , U = {u(r)} изучение S-замкнутых классов сводится к изуче-
нию клонов функций из PE, чего нельзя гарантировать в других случаях.

2. Сохраняемые пары предикатов
Обозначим через ΠE множество всех m-местных предикатов p : Em → {И, Л} при

всевозможных натуральных m. Пару (p1, p2) m-местных предикатов из соответствую-
щих множеств ΠC и ΠE будем называть m-местным 2-предикатом на паре множеств C
и E. Множество всех таких 2-предикатов при всевозможных натуральныхm обозначим
через ΠC,E. Говорят, что n-местная функция f из PC,E сохраняет m-арный 2-предикат
(p1, p2), если для любых наборов X1, . . . , Xn, удовлетворяющих предикату p2, набор
Y = f [m](X1, . . . , Xn) удовлетворяет предикату p1. При этом набор Y состоит из зна-
чений функции f , вычисленных последовательно от строк матрицы (XT

1 , . . . , X
T
n ), где

верхний индекс T означает транспонирование. Если при совпадающих множествах E
и C предикаты p1 и p2 также совпадают, то говорят о сохранении функцией f преди-
ката p1. В этой ситуации предикат p удобно отождествить с 2-предикатом (p, p).
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Обозначим через polC,E(Y ) множество всех функций из PC,E, сохраняющих все
2-предикаты множества Y ⊆ ΠC,E. Через invC,E(X) будем обозначать множество всех
2-предикатов из ΠC,E, сохраняемых всеми функциями из множества X ⊆ PC,E. Поло-
жим также

ΠS
C,E = (invC(L)× invE(R)) ∩ invC,E(O) ∩ inv′E,C(U);

invSC,E(Y ) = ΠS
C,E ∩ invC,E(Y ),

где inv′E,C(U) —множество 2-предикатов (p2, p1), полученных перестановкой координат
у 2-предикатов (p1, p2) из класса invE,C(U).

Предметом данного исследования является соответствие Галуа между системами
подмножеств в PC,E и ΠS

C,E, определяемое отношением сохранения функцией из PC,E
2-предиката из ΠS

C,E. При пустых множествах O и U это отношение изучалось в [2, 3].
А при выполнении равенств C = E и L = O = R = U = SE это отношение по сути
совпадает с изучавшимся в [2, 3] отношением сохранения функцией из PE предиката
из ΠE (и совпадает с ним формально, если всякий 2-предикат (p, p) из ΠS

C,E отожде-
ствить с предикатом p из ΠE). В обоих упомянутых случаях галуа-замкнутыми клас-
сами функций являются S-замкнутые классы. Это свойство выполняется и в общем
случае, так как имеет место

Теорема 1. Для любого множества N 2-предикатов из ΠS
C,E множество polC,E(N)

является S-замкнутым классом функций из PC,E. Для любого S-замкнутого класса M
функций из PC,E имеет место равенство M = polC,E(invSC,E(M)).

Доказательство. Первое предложение теоремы проверяется непосредственно.
Во втором— включение M ⊆ polC,E(invSC,E(M)) очевидно. Докажем обратное вклю-
чение. Для этого рассмотрим произвольную n-местную функцию f из множества
polC,E(invSC,E(M)). Пусть m = |E|n и наборы X1, . . . , Xn выбраны в множестве Em так,
что множество строк матрицы (XT

1 , . . . , X
T
n ) совпадает с En. Рассмотрим m-арный

2-предикат (p1, p2) из ΠC,E, такой, что предикату p2 удовлетворяют всевозможные на-
боры g[m] (X1, . . . , Xn), где n-местная функция g принадлежит множеству R(UM∪SE),
а предикату p1 удовлетворяют всевозможные наборы g[m](X1, . . . , Xn), где n-местная
функция g принадлежит множеству M . Непосредственно проверяется, что этот 2-
предикат принадлежит множеству invSC,E(M) и, следовательно, сохраняется функ-
цией f . Тогда, поскольку наборы X1, . . . , Xn удовлетворяют предикату p2, набор
f [m](X1, . . . , Xn) удовлетворяет предикату p1. Это означает, что для некоторой функ-
ции g изM выполняется равенство f [m](X1, . . . , Xn) = g[m](X1, . . . , Xn). Так как в стро-
ках матрицы (XT

1 , . . . , X
T
n ) содержатся все наборы из En, то функции f и g совпадают.

Таким образом, функция f принадлежит классу M . Теорема доказана.

Итак, теорема 1 характеризует классы функций из PC,E, сохраняющих множества
2-предикатов из ΠS

C,E. Классы 2-предикатов, сохраняемых множествами функций, бу-
дут охарактеризованы в п. 3.

3. Замкнутые классы пар предикатов
Введём в рассмотрение необходимые далее операции над 2-предикатами из ΠC,E.

Конъюнкцией n- и m-местных 2-предикатов (p1, p2) и (q1, q2) из ΠC,E будем называть
(n+m)-местный 2-предикат (r1, r2) из ΠC,E, где

ri(x1, . . . , xn+m) ≡ pi(x1, . . . , xn) ∧ qi(xn+1, . . . , xn+m)
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для i = 1, 2. Проекцией n-местного 2-предиката (p1, p2) по j-й координате будем назы-
вать 2-предикат (p′1, p

′
2), где

p′i(x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn) ≡ ∃xj (pi(x1, . . . , xn))

для i = 1, 2. Для n-местного предиката p из ΠE и набора I чисел i1, . . . , in из множества
{1, . . . ,m} положим

p
(m)
I (x1, . . . , xm) ≡ p(xi1 , . . . , xin).

Тогда для n-местного 2-предиката (p1, p2) будем говорить, что m-местный 2-предикат
(p

(m)
1I , p

(m)
2I ) получен из 2-предиката (p1, p2) подстановкой переменных. Наконец,

2-предикат (p1, p2) будем называть 2-диагональю, если предикаты p1, p2 — тождествен-
но истинные или тождественно ложные, или оба выражаются одной и той же формулой
вида xi = xj ∧ . . . ∧ xl = xs, интерпретируемой в соответствующих множествах C и E.

Множество 2-предикатов из класса ΠS
C,E, включающее все 2-диагонали, назовём

S-замкнутым, если оно содержит конъюнкцию любых двух своих 2-предикатов, вме-
сте с любым своим 2-предикатом содержит все его проекции и все 2-предикаты, полу-
чаемые из него подстановкой переменных, а также вместе с любым своим m-местным
2-предикатом (p1, p2) содержит всякий m-местный 2-предикат (q1, q2) из ΠS

C,E, такой,
что p1 ⊆ q1 и q2 ⊆ p2. При этом включение p ⊆ q для m-местных предикатов p и q
из ΠE (или из ΠC) означает, что для любого набора x из множества Em (соответственно
из Cm) верна импликация p(x)⇒ q(x). Имеет место

Теорема 2. Для любого множества M функций из PC,E множество invSC,E(M)
является S-замкнутым классом 2-предикатов. Для любого S-замкнутого класса N
2-предикатов верно: N = invSC,E(polC,E(N)).

Доказательство. Для доказательства можно воспользоваться схемой рас-
суждений из [2] или из [3, 4]. Приведём, однако, независимое доказательство.
Первое предложение теоремы проверяется непосредственно; во втором— включение
N ⊆ invSC,E(polC,E(N)) очевидно. Докажем обратное включение. Для этого выберем
произвольно l-арный 2-предикат (p1, p2) в множестве invSC,E(polC,E(N)). Пусть преди-
кату p2 удовлетворяют наборы X1, . . . , Xn из множества El, и только они. Дополним
их до наборов Z1, . . . , Zn из множества Em при некотором m > l (добавив m − l но-
вых координат к каждому набору) так, чтобы в строках матрицы (ZT

1 , . . . , Z
T
n ) со-

держались все наборы из множества En. Очевидно, это можно сделать. Рассмотрим
m-местный 2-предикат (q1, q2), где предикату q2 удовлетворяют всевозможные набо-
ры g[m](Z1, . . . , Zn) для всевозможных n-местных функций g из R(UpolSC,E(N) ∪ SE),
а предикату q1 — наборы g[m](Z1, . . . , Zn) для всевозможных n-местных функций g
из polSC,E(N). Можно проверить непосредственно, что 2-предикат (q1, q2) принадлежит
классу invSC,E (polC,E(N)).

Для 2-предиката (q′1, q
′
2), полученного из (q1, q2) проектированием по добавлен-

ным m − l координатам, верно, что p2 ⊆ q′2 и q′1 ⊆ p1. Отсюда, поскольку класс N
S-замкнут, для завершения доказательства достаточно показать, что 2-предикат
(q1, q2) принадлежит классу N . Для этого рассмотрим 2-предикат (q′′1 , q

′′
2), такой, что

q′′i (x1, . . . , xm) ≡
∧
A

ri(x1, . . . , xm)

для i = 1, 2, где конъюнкция вычисляется по всем m-местным 2-предикатам (r1, r2)
из N , таким, что q2 ⊆ r2. Множество таких 2-предикатов (r1, r2) обозначено выше
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буквой A. Очевидно, что 2-предикат (q′′1 , q
′′
2) вслед за 2-предикатами из множества A

принадлежит классу N и выполняется включение q2 ⊆ q′′2 . Докажем включение q′′1 ⊆ q1

(тогда из принадлежности 2-предиката (q′′1 , q
′′
2) S-замкнутому классу N следует при-

надлежность 2-предиката (q1, q2) тому же классу, и всё доказано). Выберем произволь-
но набор Z0, удовлетворяющий предикату q′′1 , и определим n-местную функцию g из PE
при помощи выражения g[m](Z1, . . . , Zn) = Z0. Функция g определена корректно. Дей-
ствительно, если в матрице (ZT

1 , . . . , Z
T
n ) k-я и j-я строки совпадают, то множеству A

принадлежит 2-предикат (r1, r2), где

ri(x1, . . . , xm) ≡ xk = xj

при i = 1, 2. Следовательно, k-я и j-я координаты совпадают у всех наборов, удовле-
творяющих предикату q′′1 , в частности у набора Z0. Аналогично, функция g сохраняет
все предикаты из N . Действительно, если t-местный 2-предикат (r′1, r

′
2) принадлежит

классу N и предикату r′2 удовлетворяют наборы (Zj,i1 , . . . , Zj,it) (через Zj,i обозначена
i-я координата набора Zj) при 1 6 j 6 n, то множеству A принадлежит 2-предикат
(r1, r2), где

ri(x1, . . . , xm) ≡ r′i(xi1 , . . . , xit)

при i = 1, 2. Отсюда набор Z0 удовлетворяет предикату r1, а набор (Z0,i1 , . . . , Z0,it) —
предикату r′1. Функция g, таким образом, сохраняет 2-предикат (r′1, r

′
2).

Итак, функция g сохраняет все предикаты из множества N и принадлежит, таким
образом, классу polC,E(N). Функция g сохраняет, следовательно, и принадлежащий
множеству invSC,E(polC,E(N)) 2-предикат (q1, q2). Отсюда, так как наборы Z1, . . . , Zn
удовлетворяют предикату q2, то набор Z0 = g[m](Z1, . . . , Zn) удовлетворяет предика-
ту q1. Включение q′1 ⊆ q1 доказано. Теорема доказана.
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