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ПРИКЛАДНАЯ ДИСКРЕТНАЯ МАТЕМАТИКА

Теоретические основы прикладной дискретной математики №2(12)

ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ
ПРИКЛАДНОЙ ДИСКРЕТНОЙ МАТЕМАТИКИ

УДК 519.7

О НЕКОТОРЫХ МЕРАХ НЕЛИНЕЙНОСТИ БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ1

Е.К. Алексеев

Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова, г. Москва, Россия

E-mail: geni-cmc@mail.ru

Рассматривается расстояние до алгебраически вырожденных функций как ме-
ра нелинейности булевых функций. Устанавливаются соотношения между этим
расстоянием и некоторыми ранее предложенными мерами нелинейности булевых
функций. Исследуется порядок алгебраической вырожденности тех функций, ко-
торые наилучшим образом аппроксимируют данную.

Ключевые слова: нелинейность булевых функций, алгебраически вырожденные
функции, пространство линейных структур, криптография.

Введение
Одним из приемов современного криптоанализа является использование близости

(относительно некоторой метрики) криптографических отображений к отображени-
ям, позволяющим свести исходную криптографическую задачу к менее трудоемкой.
Яркими примерами этого являются корреляционный [1] и линейный [2] методы крип-
тоанализа. Одна из возможных характеристик, показывающая эффективность этих
методов, была названа нелинейностью булевой функции [3]. Однако могут быть ис-
пользованы не только линейные (аффинные) приближения. В работе [3] также рас-
сматривались меры близости к другим «слабым» с криптографической точки зрения
классам функций. Множество алгебраически вырожденных функций в этом плане
представляет определенный практический и теоретический интерес.

В данной работе рассматривается расстояние до алгебраически вырожденных
функций. Устанавливаются соотношения между этим расстоянием и некоторыми ра-
нее предложенными мерами нелинейности булевых функций. Рассматривается также
степень алгебраической вырожденности тех функций, которые наилучшим образом
аппроксимируют данную функцию.

1. Основные определения и обозначения
Пусть F2 —конечное поле из двух элементов. Пусть Vn = F2 × ...× F2︸ ︷︷ ︸

n

— векторное

пространство наборов длины n с компонентами из F2. Булевой функцией от n перемен-
ных будем называть отображение из Vn в F2. Множество всех булевых функций от n
переменных будем обозначать Fn. Носителем функции f ∈ Fn называется множество
1f = {x ∈ Vn : f(x) = 1}. Весом wt(f) булевой функции f ∈ Fn называется мощность
ее носителя 1f .

1Работа поддержана РФФИ (проект № 09-01-00653-а).
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В дальнейшем будем придерживаться следующих обозначений: x(i) — i-й вектор из
некоторой совокупности векторов; xj — j-я компонента вектора x. Если n—натураль-
ное число, а c ∈ {0, 1}, то через cn будем обозначать вектор длины n, все компоненты
которого равны c. Константные булевы функции будем обозначать через 0 и 1.

Пусть L—подмножество пространства Vn. Тот факт, что L является подпрост-
ранством пространства Vn, будем обозначать так: L < Vn. Для произвольного линей-
ного подпространства L < Vn через L∗ будем обозначать множество Lr{0n}. Плоскос-
тями в Vn будем называть смежные классы по подпространствам этого пространства.

Индикаторной функцией множества S ⊆ Vn называется такая функция IS ∈ Fn,
что IS(x) = 1 тогда и только тогда, когда x ∈ S.

Для булевой функции f от n переменных и вектора u ∈ Vn будем обозначать
через fu функцию fu(x) = f(x ⊕ u). Производной булевой функции f по направле-
нию u ∈ V ∗n называется функция Duf = f ⊕ fu. Через J(f) будем обозначать подпро-
странство {u ∈ Vn : fu = f} пространства Vn.

Пусть A— (n×k)-матрица над F2, а g— булева функция от k переменных. Через gA
будем обозначать функцию от n переменных gA(x) = g(xA).

Утверждение 1 [4]. Любая функция f ∈ Fn представима в виде

f =
2n−dim J(f)⊕

i=1

εiIJ(f)⊕z(i) ,

где εi ∈ {0, 1}; z(i) ∈ Vn.
Определение 1 [5]. Порядком алгебраической вырожденности AD(f) булевой

функции f ∈ Fn называется максимально возможное значение n − k, где для цело-
го числа k, 0 6 k 6 n, существуют такие функция g ∈ Fk и (n× k)-матрица D над F2,
что выполнено равенство f = gD. Функции, для которых AD(f) > 0, называются ал-
гебраически вырожденными. Множество всех алгебраически вырожденных функций
от n переменных обозначим через

DG(n) = {f ∈ Fn : AD(f) > 0}.

Определение 2. Булева функция f ∈ Fn обладает нетривиальной линейной
структурой, если существует такой вектор u ∈ V ∗n , что Du f ∈ {0, 1}. Подпростран-
ство Lf = {u ∈ Vn : Du f ∈ {0, 1}} называется пространством линейных структур
функции f .

Множество булевых функций f ∈ Fn, имеющих нетривиальную линейную струк-
туру, обозначается через F0

n [6]. Легко показать, что если для f ∈ F0
n существует такой

вектор u ∈ V ∗n , что Du f = 1, то Lf = J(f) ∪ (J(f)⊕ u).
Определение 3. Преобразованием Уолша—Адамара булевой функции f называет-

ся целочисленная функция на Vn, определяемая следующим равенством:

Wf (u) =
∑
x∈Vn

(−1)f(x)⊕<x,u>

(суммирование производится в действительной области). Для каждого u ∈ Vn значе-
ние Wf (u) называется коэффициентом Уолша—Адамара.

Определение 4. Пусть f ∈ Fn. Целочисленная функция

∆f (u) =
∑
x∈Vn

(−1)f(x)⊕f(x⊕u),
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определенная на пространстве Vn, называется автокорреляционной функцией, или ав-
токорреляцией булевой функции f .

Справедлива следующая теорема о связи автокорреляционной функции с преобра-
зованием Уолша—Адамара.

Теорема 1 [6]. Пусть f ∈ Fn. Тогда для любого вектора v ∈ Vn справедливы
соотношения

W 2
f (v) =

∑
u∈Vn

∆f (u)(−1)<u,v>,

∆f (v) = 2−n
∑
u∈Vn

W 2
f (u)(−1)<u,v>.

Определение 5. Булева функция f ∈ Fn называется корреляционно-иммунной
порядка m, 0 < m 6 n, если для любого вектора u ∈ Vn, такого, что 1 6 wt(u) 6 m,
выполнено равенство Wf (u) = 0.

Корреляционно-иммунная порядка m функция является корреляционно-иммунной
любого меньшего порядка, поэтому введем обозначение

corf = max{m ∈ N : f − корреляционно-иммунна порядка m}.

Справедливо следующее соотношение между порядком корреляционной иммун-
ности corf булевой функции f и ее алгебраической степенью deg f .

Теорема 2 (неравенство Зигенталера). Для любой функции f ∈ Fn справедливо
неравенство deg f + corf 6 n.

Определение 6. Функция f ∈ Fn называется бент-функцией, если все ее коэф-
фициенты Уолша—Адамара равны ±2n/2.

Определение 7. Булева функция f от n переменных называется уравновешен-
ной, если wt(f) = 2n−1. Уравновешенная корреляционно-иммунная порядка d функ-
ция f ∈ Fn называется d-устойчивой.

Теорема 3 (критерий Ротхауза). Булева функция f ∈ Fn является бент-функци-
ей тогда и только тогда, когда ее производная Duf по каждому ненулевому направле-
нию u ∈ V ∗n уравновешена.

Определение 8. Пусть f ∈ Fn. Если существует такое натуральное число r ∈ N,
0 6 r 6 n, что квадрат каждого коэффициента Уолша—Адамара равен либо 22n−2r,
либо 0, то функция f называется платовидной функцией порядка 2r.

Лемма 1. Пусть f ∈ Fn, deg f = d > 1. Тогда

2n−d 6 wt(f) 6 2n − 2n−d.

2. Невырожденность булевых функций
Рассмотрим соотношение между параметром AD(f) и подпространством J(f).
Утверждение 2. Для любой булевой функции f ∈ Fn справедливо равенство

AD(f) = dim J(f).

Доказательство. Пусть dim J(f) = n− k. Пусть C = J(f) и u(1), ..., u(k) — базис
пространства C⊥. Пусть D— (n × k)-матрица, столбцами которой являются векторы
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u(1), ..., u(k). По утверждению 1 функция f может быть представлена следующим об-
разом: f = IC⊕z(1) ⊕ ...⊕ IC⊕z(t) , где t 6 2k. Пусть функция g ∈ Fk такова, что g(x) = 1
тогда и только тогда, когда существует номер i = 1, ..., t, что x = z(i)D.

Покажем, что f(x) = g(xD) для любого вектора x ∈ Vn. Поскольку множество 1f
представимо в виде объединения смежных классов C⊕z(1), ..., C⊕z(t), то для векторов
x ∈ 1f и только для них справедливо представление x = z(i)⊕c, где i ∈ {1, ..., t}, c ∈ C.
Поэтому верно соотношение g(xD) = g(z(i)D ⊕ cD) = g(z(i)D) = 1 = f(x). Таким
образом, AD(f) > dim J(f).

Пусть AD(f) = n−k и D— такая (n×k)-матрица ранга k, столбцами которой явля-
ются векторы u(1), u(2), ..., u(k) пространства Vn, что f(x) = g(xD). Пусть C —линейное
подпространство пространства Vn с базисом u(1), ..., u(k). Тогда для любого u ∈ C⊥ и
любого x ∈ Vn выполнено f(x⊕u) = g((x⊕u)D) = g(xD⊕uD) = g(xD) = f(x). Таким
образом, C⊥ ⊆ J(f) и AD(f) = dimC⊥ 6 dim J(f).

Учитывая ранее доказанное обратное неравенство, получаем AD(f) = dim J(f).

В работе [3] были введены следующие меры нелинейности булевых функций:

nl(f) = dist(f,An) = 2n−1 − 1

2
max
u∈Vn
|Wf (u)|;

δ(f) = dist(f,F0
n) = 2n−2 − 1

4
max
u∈V ∗n
|∆f (u)|.

Будем называть невырожденностью функции f ∈ Fn значение

ρ(f) = dist(f,DG(n)).

Заметим, что параметры AD(f), nl(f), δ(f) и ρ(f) являются аффинными инвари-
антами.

Утверждение 3. Пусть f ∈ Fn и u—произвольный вектор из V ∗n . Если функция
g ∈ DG(n) такова, что u ∈ J(g) и dist(f, g) = min

g′:u∈J(g′)
dist(f, g′), то g представима в виде

g = f · fu ⊕ h, где для функции h ∈ Fn выполняется условие Du f · h = h и u ∈ J(h).
Доказательство. Покажем, что 1g ⊆ 1f∨fu и 1f ·fu ⊆ 1g.
Пусть h1 = g ((f ∨ fu) ⊕ 1). Тогда u ∈ J(h1). Но dist(g ⊕ h1, f) 6 dist(g, f) и

u ∈ J(g ⊕ h1). Поэтому h1 = 0, т. е. 1g ⊆ 1f∨fu .
Пусть h2 = (g ⊕ 1)(f · fu). Тогда u ∈ J(h2) и u ∈ J(g ⊕ h2). Но dist(g ⊕ h2, f) 6

6 dist(g, f). Поэтому h2 = 0, т. е. 1f ·fu ⊆ 1g.
Поскольку 1f ·fu ⊆ 1g, то g представима в виде g = f · fu ⊕ h, где h · f · fu = 0 и

u ∈ J(h). Поскольку 1g ⊆ 1f∨fu , а f ∨ fu = f · fu ⊕Duf , то для функции h выполнено
h ·Duf = h. Показанные соотношения доказывают утверждение.

Следствие 1. Для любой булевой функции f ∈ Fn справедливо соотношение

ρ(f) = min
u∈V ∗n

wt(Du f)

2
= 2n−2 − 1

4
max
u∈V ∗n

∆f (u).

Доказательство. Из определения параметра ρ следует, что справедливо ра-
венство ρ(f) = min

u∈V ∗n
min

g′:u∈J(g′)
dist(f, g′). Вычислим dist(f, g) для тех функций g, для

которых существует ненулевой вектор u ∈ J(g) и dist(f, g) = min
g′:u∈J(g′)

dist(f, g′). Из

утверждения 3 следует, что g = f · fu ⊕ h, где u ∈ J(h) и h ·Duf = h. Для функции h
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выполняется равенство h = h1⊕h2, где h1 ·h2 = 0, hu1 = h2 и справедливы соотношения
h1(f ⊕ f · fu) = h1 и h2(f ⊕ f · fu) = 0. Поэтому dist(f, g) = wt(f ⊕ f · fu ⊕ h1 ⊕ h2) =
= wt(f)−wt(f ·fu)−wt(h1)+wh(h2) = wt(Duf)/2. Это соотношение доказывает первое
равенство. Второе равенство следует из первого и из того, что

∆f (u) = WDuf (0
n) = 2n − 2 dist(Duf, 0) = 2n − 2wt(Duf).

Следствие доказано.

Следствие 2. Пусть f ∈ Fn. Если g ∈ DG(n) и dist(f, g) = ρ(f), то для любого
вектора u ∈ J∗(g) справедливо равенство ∆f (u) = max{∆f (v) : v ∈ V ∗n }.

Доказательство. Пусть u—произвольный вектор из J∗(g). Тогда, по утвер-
ждению 3, функция g представима в виде g = f · fu ⊕ hu. Отсюда и из следствия 1
получаем, что

dist(f, g) =
wt(Duf)

2
= 2n−2 − 1

4
∆f (u) = ρ(f) = 2n−2 − 1

4
max
v∈V ∗n

∆f (v).

Следовательно, ∆f (u) = max
v∈V ∗n

∆f (v).

Утверждение 4. Для любой булевой функции f от n > 2 переменных справед-
ливо неравенство ρ(f) 6 2n−2.

Доказательство. Предположим, что для некоторой функции f ∈ Fn и для
любого ненулевого вектора u ∈ Vn справедливо ∆f (u) < 0, а поскольку числа ∆f (u)
четны, то ∆f (u) 6 −2.

Из равенства
∑
u∈Vn

∆f (u) = W 2
f (0n) следует

∑
u∈Vn

∆f (u) > 0. Но ∆f (0
n) = 2n, а по

предположению ∆f (u) 6 −2, поэтому∑
u∈Vn

∆f (u) 6 2n − 2(2n − 1) = 2− 2n.

Следовательно,
∑
u∈Vn

∆f (u) < 0 при n > 2. Полученное противоречие показывает, что

существует такой ненулевой вектор u ∈ Vn, что ∆f (u) > 0, а значит, ρ(f) 6 2n−2.

Заметим, что поскольку выполнены включения An ⊂ DG(n) ⊂ F0
n, то

nl(f) > ρ(f) > δ(f).

Следующий пример показывает, что высокая нелинейность не гарантирует высокой
невырожденности булевой функции.

Пример 1. Рассмотрим функцию f 4
10,2 ∈ F10, построенную в работе [7]:

f 4
10,2(x) = (x9 ⊕ x10 ⊕ 1)(x1x3 ⊕ x1x4 ⊕ x2x3 ⊕ x2x4 ⊕ x1 ⊕ x3 ⊕ x5 ⊕ x6 ⊕ x7 ⊕ x8)⊕

⊕(x9 ⊕ x10)(x1 ⊕ x2 ⊕ x3 ⊕ x4 ⊕ x5x7 ⊕ x5x8 ⊕ x6x7 ⊕ x6x8 ⊕ x5 ⊕ x7)⊕ x9.

Функция f 4
10,2 является 6-устойчивой булевой функцией, нелинейность которой рав-

на 29 − 27 = 384. Однако ρ(f 4
10,2) = δ(f 4

10,2) = 0, т. е. функция является алгебраически
вырожденной, причем AD(f 4

10,2) = 3, а dimLf410,2 = 4.
Рассмотрим вопрос достижимости параметром ρ своего максимального значе-

ния 2n−2. Из критерия Ротхауза следует, что для любой бент-функции f справедливо
соотношение ρ(f) = 2n−2. Для нечетного числа переменных справедлива
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Теорема 4. Пусть n нечетно, функция f ∈ Fn является платовидной функцией
порядка n − 1 и {u ∈ Vn : Wf (u) 6= 0} = {u ∈ Vn : <u,w> = 1} для некоторого
ненулевого вектора w. Тогда ρ(f) = 2n−2.

Доказательство. Рассмотрим соотношение между автокорреляционными
коэффициентами и коэффициентами Уолша—Адамара функции f для ненулевого
вектора u. Поскольку функция f является платовидной функцией порядка n − 1, то
в том случае, когда W 2

f (u) 6= 0, справедливо равенство W 2
f (u) = 22n−(n−1) = 2n+1.

Следовательно,

∆f (u) =
1

2n

∑
v∈Vn

W 2
f (v)(−1)<u,v> =

2n+1

2n

∑
v:<v,w>=1

(−1)<u,v> =

{
0, если u 6= w,

−2n, если u = w.

Таким образом, max
u∈V ∗n

∆f (u) = 0 и ρ(f) = 2n−2.

В работе [8] было показано, что функции, удовлетворяющие условиям теоремы 4,
представимы в виде f = gB, где B —некоторая невырожденная (n×n)-матрица над F2

и g(x) = xn ⊕ h(x1, ..., xn−1), где h— бент-функция от n− 1 переменной.
Заметим, что проблема исчерпывающего описания множества функций, для кото-

рых параметр ρ достигает своего максимума, пока не решена.

3. Порядок алгебраической вырожденности наилучших аппроксимаций
Будем обозначать множество алгебраически вырожденных функций, наилучшим

образом приближающих некоторую булеву функцию f , через

DG(f) = {g ∈ DG(n) : dist(f, g) = ρ(f)}.

Множество функций, имеющих нетривиальную линейную структуру и наилучшим
образом приближающих функцию f , обозначим через

F0
n(f) = {g ∈ F0

n : dist(f, g) = δ(f)}.

Рассмотрим следующие функционалы:

πρ(f) = max
g∈DG(f)

dim J(g) = max
g∈DG(f)

AD(g);

πδ(f) = max
g∈F0

n(f)
dimLg.

Алгебраически вырожденные функции, наилучшим образом аппроксимирующие
данную функцию f , находятся от нее на расстоянии ρ(f). Однако на этом расстоя-
ниии могут находиться функции с разными значениями порядка алгебраической вы-
рожденности. С точки зрения криптоанализа нужно аппроксимировать функцию f
с помощью наиболее алгебраически вырожденной функции. Максимальное значение
порядка алгебраической вырожденности тех функций, которые находятся от f на рас-
стоянии ρ(f), отражает параметр πρ(f). Содержательный смысл параметра πδ(f) ана-
логичен.

Определение 9. Пусть f ∈ Fn; πρ-функцией для f назовем функцию gρ∈DG(f),
для которой AD(gρ) = πρ(f).

Аналогично определяется понятие πδ-функции для f .
Используя введенные понятия, можно следующим образом описать связь парамет-

ров δ, πδ, ρ, πρ.
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Утверждение 5. Если ρ(f) = δ(f), то πδ(f) ∈ {πρ(f), πρ(f)+1}. Если ρ(f) > δ(f),
то πδ(f) = 1.

Доказательство. Пусть функции gρ и gδ являются соответственно πρ-функцией
и πδ-функцией для f .

Пусть ρ(f) = δ(f). Тогда πδ(f) > πρ(f), так как иначе dimLgρ > dimLgδ , что проти-
воречит условию. Заметим также, что dim J(gδ) 6 dim J(gρ). Тот факт, что для любой
функции h справедливо dimLh ∈ {dim J(h), dim J(h) + 1}, показывает справедливость
первой импликации.

Если же ρ(f) > δ(f), то dim J(gδ) = 0, а Lgδ = {0n, u}, где Du gδ = 1, т. е. πδ(f) = 1.
Утверждение доказано.

Заметим, что для функции f 4
10,2 из примера 1 справедливы соотношения

ρ(f 4
10,2) = δ(f 4

10,2) и πδ(f
4
10,2) = πρ(f

4
10,2) + 1,

а для функции f , удовлетворяющей условиям теоремы 4, справедливы равенства

δ(f) = 0 и πδ(f) = 1.

Исходя из доказанного утверждения, можно сказать, что при равенстве значе-
ний ρ(f) и δ(f), вычислив один из параметров πδ и πρ, можно достаточно точно оце-
нить значение второго. Однако когда ρ(f) 6= δ(f), значение πδ(f) равно 1, тогда как
πρ(f) необходимо вычислять. В связи с этим далее большее внимание будет уделяться
именно параметру πρ.

Утверждение 6. Пусть f ∈ Fn. Если |wt(f) − 2n−1| > ρ(f), то ρ(f) = δ(f) и
πρ(f) = πδ(f).

Доказательство. Непосредственно следует из того факта, что любая функ-
ция h, для которой существует вектор u ∈ V ∗n , такой, что Du h = 1, является уравно-
вешенной, и из определений соответствующих функционалов.

Теорема 5. Для любой булевой функции f ∈ Fn, для которой ρ(f) > 0, справед-
ливо соотношение

log2 ρ(f) + πρ(f) 6 n.

Доказательство. Пусть g—некоторая πρ-функция для f . Тогда справедливо
соотношение f = g ⊕ h, где wt(h) = ρ(f). Предположим, что для некоторого вектора
u ∈ J(g) справедливо h · hu 6= 0. Тогда, переписав соотношение для функции f в виде
f = (g ⊕ h · hu)⊕ (h⊕ h · hu), можно заметить, что

dist(f, g ⊕ h · hu) = wt(h⊕ h · hu) < wt(h) = ρ(f).

Но это противоречит условию, поскольку функция g ⊕ h · hu является алгебраически
вырожденной.

Получаем, что wt(Du h) = 2wt(h) для любого ненулевого вектора u ∈ J(g). Но мак-
симальный вес такой функции h совпадает с мощностью фактор-пространства Vn/J(g).
Следовательно, ρ(f) = wt(h) 6 2n−AD(g) = 2n−πρ(f). Утверждение теоремы получается
путем логарифмирования обоих частей неравенства.

Заметим, что если сравнивать полученное неравенство с неравенством Зигенталера
с точки зрения оптимизации криптографических параметров, то можно заметить сле-
дующее различие. С точки зрения стойкости криптографических примитивов нужно
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максимизировать и deg(f), и cor(f). Неравенство Зигенталера показывает, что эти два
параметра вступают в противоречие друг с другом. Исходя из тех же соображений,
необходимо максимизировать ρ(f), но минимизировать πρ(f). Полученное в теореме 5
неравенство показывает, что эти два параметра в каком-то смысле согласованы.

Следствие 3. Пусть функция f ∈ Fn такова, что nl(f) = ρ(f). Тогда справедливо
неравенство nl(f) = ρ(f) 6 2.

Доказательство. Если nl(f) = ρ(f), то существует такая аффинная функция g,
что dist(f, g) = ρ(f). Для этой функции справедливо соотношение AD(g) > n − 1.
Отсюда πρ(f) > n − 1. Из утверждения теоремы 5 заключаем, что log2 ρ(f) 6 1, т. е.
ρ(f) 6 2.

Следующие две леммы описывают некоторые классы булевых функций, для кото-
рых в неравенстве теоремы 5 достигается равенство.

Лемма 2. Пусть функция f ∈ Fn такова, что πρ(f) = k > n/2. Тогда для функ-
ции f выполнено равенство log2 ρ(f) + πρ(f) = n тогда и только тогда, когда f пред-
ставима в виде f = g ⊕ h, где AD(g) = k, wt(h) = 2n−k и для любых различных
векторов u, v ∈ 1h справедливо u⊕ v /∈ J(g).

Доказательство. Необходимость. Доказательство аналогично теореме 5.
Достаточность. Пусть J(g) = L. Заметим, что для любого вектора u ∈ L∗ справед-

ливо wtDuf = wt (Dug ⊕Duh) = wtDuh = 2 · 2n−k < 2 · 2n
2 .

Пусть u ∈ Vn \ L. Тогда wtDuf = wt (Dug ⊕ Duh) > wtDug − wtDuh. Поскольку
wtDug > 2 · 2k, а wtDuh 6 2 · 2n−k, то

wtDuf > 2(2k − 2n−k) > 2(2 · 2n
2 − 2

n
2 ) > 2 · 2n

2 .

Учитывая неравенство, полученное для векторов из L∗, получаем, что для любых
векторов u ∈ L∗ и v ∈ Vn \ L справедливо wtDuf < wtDvf . Таким образом,

ρ(f) =
1

2
wtDuf = 2n−k = dist(f, g).

Тот факт, что πρ(f) = AD(g) = k, следует из неравенства log2 ρ(f) + πρ(f) 6 n.

Лемма 3. Пусть натуральные числа n и k удовлетворяют условиям n > 3,
2 6 k 6 n/2. Пусть A— (n×(n−k))-матрица над F2 ранга n−k и L—подпространство
пространства Vn, ортогональное к подпространству, порожденному набором из n − k
столбцов матрицы A. Пусть если число (n− k) четно, то g является бент-функцией от
n− k переменных, иначе пусть функция g ∈ Fn−k удовлетворяет условиям теоремы 4.
Пусть функция h ∈ Fn такова, что wt(h) = 2n−k и носитель 1h является такой плоско-
стью пространства Vn, что для любых двух ненулевых векторов u, v ∈ 1h справедливо
соотношение u⊕ v /∈ L. Тогда для функции f = gA ⊕ h справедливы соотношения

ρ(f) = 2n−k, πρ(f) = k.

Доказательство. Пусть (n− k) четно. Если u ∈ L∗, то

wtDuf = wt (Dug
A ⊕Duh) = wtDuh = 2 · wt(h) = 2 · 2n−k.

Пусть теперь u ∈ Vn \ L. Если u ∈ J(h), то

wtDuf = wt (Dug
A ⊕Duh) = wtDug

A = 2n−1.



О некоторых мерах нелинейности булевых функций 13

Последнее равенство справедливо, поскольку функция g является бент-функцией от
n− k переменных и Dug

A = (Dvg)A для некоторого v ∈ Vn−k.
Если же u /∈ J(h), то

wtDuf = wt(Dug
A ⊕Duh) = wtDug

A + wtDuh− 2 · wt(Dug
A · Duh).

Заметим, что для любого z ∈ Vn \ L справедливо равенство wt(IL⊕z · Duh) = 2.
Поэтому wt(Dug

A · Duh) = 2n−1−k · 2 и

wtDuf = 2n−1 + 2n−k+1 − 2 · 2n−k = 2n−1.

Получили, что

wtDuf =

{
2n−1, если u /∈ L,
2n−k+1, если u ∈ L∗.

Следовательно, ρ(f) = 2n−k. А поскольку ρ(f) = dist(f, g) и AD(g) = k, то из теоремы 5
следует, что πρ(f) = k.

Пусть теперь число (n−k) нечетно. Поскольку функция g удовлетворяет условиям
теоремы 4, то справедливо соотношение wt(Du g

A) ∈ {0, 2n−1, 2n} для любого вектора
u ∈ V ∗n . Пусть вектор u ∈ V ∗n таков, что wt(Du g

A) = 2n. Тогда wt(Du f) > 2n−2n−k+1 >
> 2n−k+1. Рассмотрение оставшихся случаев аналогично случаю, когда (n − k) четно.
В результате получаем, что ρ(f) = 2n−k и πρ(f) = k.

Пример 2. Примером использования конструкции леммы 3 может служить
функция f8 от 8 переменных, которая задается в виде алгебраической нормальной
формы следующим образом:

f8(x) = x5x6x7x8 ⊕ x7x8 ⊕ x5x6x8 ⊕ x5x6x7 ⊕ x5x8 ⊕ x5x7x8 ⊕ x6x7 ⊕ x6x7x8⊕
⊕x1x2 ⊕ x3x4 ⊕ x6x8 ⊕ x5x7 ⊕ x5x6 ⊕ x3 ⊕ x8 ⊕ x7 ⊕ x5 ⊕ x6 ⊕ 1.

Параметры функции f8 имеют значения

deg(f8) = 4, nl(f8) = 100, ρ(f8) = δ(f8) = 16, πρ(f8) = 4, wt(f8) = 100.

Функция f8 представима в виде f8 = gA ⊕ h. Функция g = x2 ⊕ x1x2 ⊕ x3x4 яв-
ляется бент-функцией от 4 переменных. Носитель функции h является подпростран-
ством пространства V8 размерности 4 с базисом u(1) = (00000001), u(2) = (00000010),
u(3) = (00000100), u(4) = (00001000). Эти же векторы являются столбцами (8 × 4)-
матрицы A.

Рассмотрим теперь некоторые соотношения, которые связывают параметры ρ и πρ
булевой функции с другими ее важными характеристиками.

Теорема 6. Для любой функции f ∈ Fn, такой, что πρ(f) > n/2, существует
такое целое число T , 0 6 T 6 2n−πρ(f), что справедливо неравенство

T (2πρ(f) − 1) 6 wt(f) 6 T (2πρ(f) − 1) + 2n−πρ(f).

Доказательство. Пусть g—некоторая πρ-функция для f . Тогда для любого
смежного класса J(g) ⊕ z справедливо |1f ∩ J(g) ⊕ z| ∈ {0, 1, 2πρ(f) − 1, 2πρ(f)}. Вес
функции f получается суммированием мощностей множеств |1f ∩ J(g) ⊕ z| по всем
различным смежным классам J(g) ⊕ z. Утверждение теоремы следует из того, что
количество различных смежных классов по подпространству J(g) равно 2n−πρ(f).
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Теорема 7. Пусть f ∈ Fn. Если πρ(f) > log2 ρ(f), то deg f > πρ(f).
Доказательство. Пусть функция f ∈ Fn представима в виде f = g ⊕ h, где

AD(g) = πρ(f) > log2 wt(h) = log2 ρ(f). Тогда справедливы неравенства

2n−deg h 6 wt(h) 6 2n − 2n−deg h и deg g 6 n− πρ(f).

Отсюда получаем deg h > n − log2 ρ(f) и n − πρ(f) > deg g. Складывая эти два нера-
венства, получим, что deg h− deg g > πρ(f)− log2 ρ(f) > 0, т. е. deg h > deg g.

Поскольку deg f = max(deg g, deg h) при deg g 6= deg h, то deg f = deg h >
> n− log2 ρ(f) > πρ(f).

Неравенство, полученное в теореме 6 и связывающее вес функции со значением
параметра πρ, схоже с двусторонним неравенством из леммы 1. Комбинирование этих
двух неравенств позволяет получать соотношения между различными параметрами
булевой функции.

4. Cвойства πρ-функций и вычисление параметра πρ
Рассмотрим свойства πρ-функций для некоторой функции f .
Теорема 8. Пусть f ∈ Fn и g ∈ DG(f). Если существуют два таких различных

вектора u, v ∈ V ∗n , что u, v ∈ J(g), то функция g представима в виде

g = f · fu ⊕ f · f v ⊕ fu · f v.

Доказательство. Поскольку fu · f v = (f · fu⊕v)v, то из следствия 2 следует,
что wt(f · fu) = wt(f · f v) = wt(fu · f v). Из утверждения 3 следует, что функция g
представима в виде

g = f · fu ⊕ hu ⊕ huu, где hu · f = hu и huu · f = 0,

g = f · f v ⊕ hv ⊕ hvv, где hv · f = hv и hvv · f = 0.

Умножим обе части первого равенства на функцию f · f v ⊕ f · fu · f v:

g (f · f v ⊕ f · fu · f v) = f · f v ⊕ f · fu · f v = (f · f v ⊕ f · fu · f v)hu.

Отсюда получаем, что wt(hu) > wt(f · f v ⊕ f · fu · f v).
Воспользовавшись вторым представлением функции g, получим

g · huu = huu = hv · huu ⊕ huu · hvv = hv · f · huu ⊕ huu · hvv · f v = huu · f v · hvv.

Таким образом, справедливо равенство huu = huu ·f v. Теперь умножим обе части первого
представления функции g на функцию fu · f v ⊕ f · fu · f v:

g (fu · f v ⊕ f · fu · f v) = huu · fu · f v ⊕ huu · f · fu · f v = huu · f v = huu.

Отсюда получаем wt(fu · f v ⊕ f · fu · f v) > wt(huu). Поскольку wt(huu) = wt(hu) и
wt(fu · f v ⊕ f · fu · f v) = wt(f · f v ⊕ f · fu · f v), то wt(hu) = wt(f · f v ⊕ f · fu · f v), а
значит, верны равенства hu = f · f v ⊕ f · fu · f v, huu = fu · f v ⊕ f · fu · f v.

Переписав первое представление для функции g, учитывая полученные соотноше-
ния, получим g = f · fu ⊕ f · f v ⊕ fu · f v.

Таким образом, вычисление значения πρ(f) можно проводить по следующему прин-
ципу. Необходимо вычислить значение ∆∗f = max

u∈V ∗n
∆f (u), одновременно сформировав
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множество A = {u ∈ V ∗n : ∆f (u) = ∆∗f}. Вычислить значение πρ(f) можно с помощью
множества B = {g = f · fu ⊕ f · f v ⊕ fu · f v : u, v ∈ A, u 6= v, dist(f, g) = ρ(f)} по
формуле

πρ(f) = max{1,max
g∈B

dim J(g)}.

5. Вырожденность бент-функций
Рассмотрим свойства параметров ρ и πρ для случая, когда f является бент-функ-

цией.
Лемма 4. Пусть f ∈ Fn является бент-функцией и g ∈ DG(f). Если существуют

два различных ненулевых вектора u, v ∈ Vn, такие, что u, v ∈ J(g), то функция g
представима в виде g = Du (f · f v).

Доказательство. По теореме 8 справедливо равенство g = f ·fu⊕f ·f v⊕fu ·f v.
По условию g = gu. Используя представление функции g, получим равенство

f · f v ⊕ fu · f v = fu · fu⊕v ⊕ f · fu⊕v.
Преобразовав его, получаем Duf (Duf)v = 0. Учитывая, что производная бент-функ-
ции по любому направлению уравновешена, это соотношение можно переписать в виде
Duf ⊕ 1 = (Duf)v. Умножая обе части на f , получаем f (1 ⊕ f ⊕ fu) = (f v ⊕ fu⊕v) f ,
f · fu ⊕ f · f v ⊕ f · fu⊕v = 0. Используя представление функции g, запишем g =
= f · fu⊕v ⊕ (f · fu⊕v)u = Du(f · fu⊕v). После переобозначения векторов имеем требуе-
мое соотношение.

Теорема 8 и лемма 4 показывают, что πρ-функции для функции f легко выража-
ются через функции вида f · fu. Некоторые свойства функций вида f · fu для случая,
когда функция f является бент-функцией, отражены в следующем утверждении.

Утверждение 7. Для любой бент-функции f ∈ Fn, где n > 4, и любого ненуле-
вого вектора u ∈ Vn справедливо соотношение AD(f · fu) = 1.

Доказательство. По критерию Ротхауза, производная функции f по любо-
му ненулевому направлению уравновешена. Из соотношения wt(f · fu) = wt(f) −
−wt(Du f) = 2n−2 ± 2

n
2
−1 получаем, что для любых ненулевых векторов u, v ∈ Vn

справедливо равенство wt(f · fu) = wt(f · f v).
Предположим, что утверждение не верно, т. е. AD(f · fu) > 1. Поскольку спра-

ведливо AD(f · fu) = dim J(f · fu), то это означает, что существует такой ненуле-
вой вектор v ∈ Vn, отличный от u, что (f · fu)v = f · fu. Учитывая равенство весов
wt(f · fu) = wt(f · f v), получаем f · fu = f · f v = f · fu⊕v = (f · fu⊕v)u = fu · f v.

Используя полученные ранее равенства, имеем f (fu⊕f v) = 0, откуда f (Du⊕v f)u =
= (fu ·Du⊕v f)u = 0. Таким образом, выполнено соотношение fu ·Du⊕v f = 0. Заменяя
в рассуждениях вектор u на v, получаем f v ·Du⊕v f = 0.

Рассмотрим два случая. Если wt(f) = 2n−1 + 2
n
2
−1, то ни одно из полученных ранее

соотношений не может быть выполнено, так как производная бент-функции по любому
ненулевому направлению уравновешена.

Если же wt(f) = 2n−1−2
n
2
−1, то для выполнения двух полученных равенств необхо-

димо, чтобы выполнялось неравенство wt(fu)+wt(f v)−wt(fu ·f v)+2n−1 6 2n. Так как
fu · f v = (f · fu⊕v)u, то wt(fu · f v) = 2n−2 − 2

n
2
−1. Подставляя значения весов функций

в неравенство, получаем

2n + 2n−1 − 2n−2 − 2
n
2
−1 6 2n,

2n−2 − 2
n
2
−1 6 0.
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Но для n > 4 это неравенство не выполняется. Получили противоречие, которое дока-
зывает утверждение.

Для бент-функций параметр ρ достигает своего максимального значения 2n−2. С по-
мощью конструкции, описанной в лемме 3, можно строить бент-функции, для которых
в неравенстве теоремы 5 достигается равенство, т. е. бент-функции c πρ(f) = 2. Для
этого достаточно задать четное число переменных n и положить k = 2.

Пример 3. Функция b8 является бент-функцией от восьми переменных и задает-
ся следующим образом:

b8(x) = x4x5x6 ⊕ x2x3x5 ⊕ x1x3x4 ⊕ x7x8 ⊕ x1x5 ⊕ x3x4 ⊕ x2x4 ⊕ x1x4 ⊕ x2x3⊕
⊕x1x3 ⊕ x3x6 ⊕ x8 ⊕ x7 ⊕ 1.

Параметры функции b8 имеют следующие значения:

deg(b8) = 3, nl(b8) = 120, ρ(b8) = δ(b8) = 64, πρ(b8) = 2, wt(b8) = 120.

Функция b8 представима в виде b8 = gA ⊕ h. Функция

g(x) = x2x6 ⊕ x3x6 ⊕ x1x2x3 ⊕ x4x6 ⊕ x1x4 ⊕ x3x4 ⊕ x3x4x6 ⊕ x3x5 ⊕ x4x5 ⊕ x2x4x5

является бент-функцией от шести переменных. Векторы u(1) = (00000001), u(2) =
= (00000010), u(3) = (00000100), u(4) = (00001000), u(5) = (00010000), u(6) = (00100000)
являются столбцами (8 × 6)-матрицы A, а также образуют базис подпространства,
которое является носителем функции h.
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Введение
Существующие отечественные и зарубежные стандарты, учебные и научные изда-

ния, другие работы, в которых приводится терминология в области защиты информа-
ции (например, в [1 – 7] и др.), обеспечивают основу для стандартизации понятийного
аппарата в данной области. В то же время содержащиеся в этих работах определе-
ния терминов часто отражают только организационно-правовые или общетехнические
вопросы защиты информации, иногда в разных работах определения одних и тех же
терминов не соответствуют друг другу. При этом крайне мало приводится терминов
в области теории моделирования управления доступом и информационными потока-
ми в компьютерных системах (КС), а имеющиеся термины часто не соответствуют ее
современному уровню развития.

Формирование словаря терминов, применяемых в теории моделирования управле-
ния доступом и информационными потоками в КС, может оказать благотворное вли-
яние на развитие данной теории, а также на процессы стандартизации понятийного
аппарата и совершенствования образовательного процесса по направлению информа-
ционной безопасности.

Предлагаемый словарь следует рассматривать как промежуточный. Он подготов-
лен на основе существующих стандартов в области компьютерной безопасности, а
также с использованием определений основных элементов классических моделей и
ДП-моделей безопасности компьютерных систем [8].

В словаре содержатся определения терминов, разработанные автором или заим-
ствованные (полностью или частично) из других работ. Для некоторых терминов да-

1Работа выполнена при поддержке гранта МД-2.2010.10
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ется несколько определений. При этом в тексте словаря курсивом в определениях тер-
минов выделены слова, соответствующие терминам, также содержащимся в словаре.
Если определения термина заимствовано, то указывается источник заимствования.

Словарь терминов
Актив—
1) информация или ресурсы КС, подлежащие защите (на основе [2]);
2) подлежащие защите в КС сущности, субъекты и информационные потоки.
Атрибут безопасности—информация, связанная с субъектами, пользователя-

ми и/или сущностями и используемая для осуществления политики безопасности
управления доступом и информационными потоками (на основе [2]).

Атрибут способа доступа к содержимому контейнера (CCR)— в рамках
моделей КС с мандатным управлением доступом атрибут контейнеров, принимаю-
щий значения true или false и задающий порядок доступа к его содержимому (true—
с учетом уровня конфиденциальности всего контейнера; false— с учетом только уров-
ня конфиденциальности сущности в составе контейнера, к которой непосредственно
осуществляется доступ).

Базовая теорема безопасности— теорема, обосновывающая в рамках формаль-
ных моделей мандатного управления доступом, построенных на основе классической
модели Белла—ЛаПадулы, достаточные (в ряде случаев и необходимые) условия безо-
пасности системы, заключающиеся в требовании безопасности всех состояний на
траекториях системы. При этом в условии теоремы накладываются ограничения ли-
бо на множество действий системы (например, в классической модели Белла—ЛаПа-
дулы), либо на функцию переходов системы (например, в модели СВС).

Безопасность в смысле Белла —ЛаПадулы— выполнение в системе с ман-
датным управлением доступом ∗-свойства и ss-свойства безопасности или их анало-
гов (в классической модели Белла —ЛаПадулы дополнительно требуется выполнение
ds-свойства).

Безопасность информации (данных)— состояние защищенности информации
(данных ), при котором обеспечены ее (их) конфиденциальность, доступность и це-
лостность [3].

Граф доступов [прав доступа, информационных потоков]—конечный поме-
ченный ориентированный без петель граф, описывающий состояние системы в рам-
ках формальной модели. Вершинами графа являются сущности (объекты), субъекты
или роли. Каждое ребро соответствует доступу, праву доступа или информационно-
му потоку от вершины, соответствующей началу ребра, к вершине, соответствующей
концу ребра.

Граф [прав] доступов в классической модели Take-Grant — граф доступов
в рамках классической модели Take-Grant. Вершинами графа являются объекты и
субъекты (обозначаются соответственно ⊗ и •). Каждое ребро помечено непустым
подмножеством множества видов прав доступа и задает наличие данных прав досту-
па у объекта или субъекта, соответствующих началу ребра, к объекту или субъекту,
соответствующих концу ребра.

Граф [прав] доступов и информационных потоков в расширенной модели
Take-Grant — граф доступов в рамках расширенной модели Take-Grant. Вершинами
графа являются объекты и субъекты (обозначаются соответственно ⊗ и •). Каждое
«реальное» ребро (обозначается сплошной линией со стрелкой) помечено непустым
подмножеством множества видов прав доступа и задает наличие данных прав досту-



Формирование словаря терминов 19

па у объекта или субъекта, соответствующих началу ребра, к объекту или субъекту,
соответствующих концу ребра. Каждое «мнимое» ребро (обозначается прерывистой
линией со стрелкой) помечено непустым подмножеством множества видов информа-
ционных потоков (на чтение или на запись) и задает наличие данных информацион-
ных потоков от объекта или субъекта, соответствующих началу ребра, к объекту или
субъекту, соответствующих концу ребра.

Граф прав доступа, доступов и информационных потоков в ДП-моде-
лях— граф доступов в рамках ДП-моделей. Вершинами графа являются сущности
и субъекты (обозначаются соответственно ⊗ и •). Каждое ребро, соответствующее
праву доступа субъекта к сущности (обозначается сплошной линией со стрелкой),
помечено элементом множества видов прав доступа. Каждое ребро, соответствующее
доступу субъекта к сущности (обозначается двойной сплошной линией со стрелкой),
помечено элементом множества видов доступов. Каждое ребро, соответствующее ин-
формационному потоку по памяти (обозначается прерывистой линией со стрелкой и
помечено writem) или по времени (обозначается линией точек со стрелкой и помечено
writet), задает наличие информационного потока соответствующего вида от сущности
или субъекта, являющегося началом ребра, к сущности или субъекту, являющемуся
концом ребра. В описание графа также входит функция иерархии сущностей.

Граф создания в модели ТМД— ориентированный граф, вершины которого
соответствуют типам, в котором ребро от вершины u к вершине v существует тогда
и только тогда, когда в системе имеется команда, в которой u является родительским
типом, а v— дочерним типом.

Данные—
1) факты, понятия или команды, представленные в формализованном виде и поз-

воляющие осуществлять их передачу или обработку как вручную, так и с помощью
средств автоматизации [3];

2) конечные последовательности бит.
Доступ— способ обращения субъекта к сущности для выполнения операции над

нею.
Доступ блокирующий [информационные потоки по времени]— в рамках

ДП-моделей любой доступ доверенного субъекта к сущности (такой доступ препят-
ствует реализации информационных потоков по времени с использованием данной
сущности и иерархии сущностей, в которую она входит).

Доступ владения— доступ субъекта (субъект-сессии) к субъекту, позволяющий
первому субъекту получить полный контроль над вторым субъектом, заключающийся
в возможности использования его прав доступа, ролей и доступов.

Доступ запрещенный/разрешенный— доступ субъекта к сущности, запре-
щенный/разрешенный априорно заданной политикой безопасности управления до-
ступом и информационными потоками.

Доступы разрешенные совместные к сущности— задаваемое субъектами,
обладающими доступами к данной сущности в некотором состоянии системы, мно-
жество видов доступа, которыми к данной сущности в этом состоянии одновременно
могут обладать субъекты.

Доступность информации—
1) состояние информации, при котором субъекты, имеющие права доступа, могут

реализовать их беспрепятственно [6];
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2) свойство КС, в которой обрабатывается информация, характеризующееся спо-
собностью КС обеспечивать своевременный доступ субъектов, имеющих на это право,
к запрашиваемой ими информации.

Замкнутая программная среда—
1) программная среда КС, в которой разрешено порождение субъектов только для

фиксированного множества пар активизирующих субъектов и сущностей источни-
ков (на основе [7]);

2) программная среда КС, в которой функционирует монитор безопасности субъ-
ектов (на основе [7]).

Замыкание графа доступов [прав доступа, информационных потоков]—
граф доступов, полученный из исходного графа доступов в результате применения
к нему конечной последовательности правил преобразования графов доступов, принад-
лежащих некоторому подмножеству правил, заданных в рамках формальной модели.
При этом дальнейшее применение к результирующему графу данных правил не приво-
дит к появлению в нем новых элементов (вершин, соответствующих сущностям, или
ребер, соответствующих доступам, правам доступа или информационным потокам).

Замыкание tg графа доступов [и информационных потоков] в рамках
расширенной модели Take-Grant — граф доступов, полученный из исходного гра-
фа доступов в результате создания для каждого его субъекта объекта с ребром к нему,
помеченным правами доступа: t (take), g (grant), r (read), w (write), а также примене-
ния к полученному графу конечной последовательности де-юре правил преобразования
графов доступов вида take и grant, приводящих к добавлению в граф новых ребер, по-
меченных t или g. При этом дальнейшее применение к результирующему графу правил
вида take и grant не приводит к появлению в нем новых ребер, помеченных t или g.

Замыкание де-факто графа доступов [и информационных потоков]
в рамках расширенной модели Take-Grant — граф доступов, полученный из ис-
ходного графа доступов в результате создания для каждого его субъекта объекта
с ребром к нему, помеченным правами доступа: t (take), g (grant), r (read), w (write),
а также применения к полученному графу конечной последовательности де-юре пра-
вил преобразования графов доступов вида take, grant и де-факто правил. При этом
дальнейшее применение к результирующему графу данных правил не приводит к по-
явлению в нем новых ребер.

Замыкание де-юре графа доступов [и информационных потоков] в рам-
ках расширенной модели Take-Grant — граф доступов, полученный из исходного
графа доступов в результате создания для каждого его субъекта объекта с ребром
к нему, помеченным правами доступа: t (take), g (grant), r (read), w (write), а также
применения к полученному графу конечной последовательности де-юре правил пре-
образования графов доступов вида take и grant. При этом дальнейшее применение
к результирующему графу правил вида take и grant не приводит к появлению в нем
новых ребер.

Идентификатор—
1) представление уполномоченного пользователя (например, строка символов), од-

нозначно его идентифицирующее [2];
2) некоторое представление (например, строкой символов или числом) субъекта,

сущности, роли, учетной записи пользователя и др., однозначно их идентифициру-
ющее.
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Идентификация—присвоение субъектам, сущностям, роли или учетной записи
пользователя идентификатора и (или) сравнение предъявляемого идентификатора
с перечнем присвоенных идентификаторов (на основе [1]).

Иерархия ролей (административных ролей)— отношение частичного поряд-
ка, заданное на множестве ролей, удовлетворяющее условию: если две роли подчинены
одна другой в иерархии ролей и старшая роль содержится в множестве авторизо-
ванных ролей некоторого пользователя (учетной записи пользователя), то младшая
роль также содержится в этом множестве.

Иерархия сущностей— отношение частичного порядка на множестве сущно-
стей, как правило, удовлетворяющее условию: если некоторая сущность x подчинена
сущностям y и z, то из сущностей y и z одна подчинена другой (в ОС семейства Unix
допускается размещение сущностей-объектов одновременно в нескольких сущностях-
каталогах).

Изолированная программная среда (ИПС)— замкнутая программная среда,
все субъекты которой из порождаемого множества, монитор безопасности субъектов
и монитор безопасности обращений попарно абсолютно корректны в смысле изоли-
рованной программной среды (на основе [7]).

Информационный поток [от сущности-источника к сущности-приемни-
ку]—преобразование данных в сущности-приемнике, реализуемое субъектами си-
стемы, зависящее от данных, содержащихся в сущности-источнике.

Информационный поток запрещенный—
1) информационный поток, запрещенный априорно заданной политикой безопас-

ности управления доступом и информационными потоками;
2) в рамках КС с мандатным управлением доступом или их моделей информа-

ционный поток от сущностей с большим уровнем конфиденциальности к сущностям
с меньшим уровнем конфиденциальности;

3) в рамках КС с мандатным контролем целостности или их моделей информаци-
онный поток по памяти от сущностей с меньшим уровнем целостности к сущностям
с большим уровнем целостности;

4) в рамках ДП-моделей информационные потоки по памяти от недоверенных
субъектов к сущностям, функционально ассоциированным с доверенными субъекта-
ми, или к недоверенным субъектам от сущностей, параметрически ассоциированных
с доверенными субъектами.

Информационный поток по памяти— информационный поток, при реализа-
ции которого фактор времени является несущественным, и используются сущности
(память), в которые передающий субъект (субъекты) записывает данные, а принима-
ющий субъект (субъекты) считывает их (на основе [4]).

Информационный поток по времени— информационный поток, при реализа-
ции которого фактор времени является существенным, и передающий субъект (субъ-
екты) модулирует передаваемые данные на некоторый изменяющийся во времени несу-
щий процесс (последовательность событий) в КС, а принимающий субъект (субъекты)
демодулирует передаваемые данные, наблюдая несущий процесс во времени (на осно-
ве [4]).

Информационный поток разрешенный— информационный поток, разрешен-
ный априорно заданной политикой безопасности управления доступом и информа-
ционными потоками.

Команда в моделях ХРУ или ТМД— в рамках моделей ХРУ или ТМД пра-
вило преобразования состояний (задаваемых матрицей доступов), определяемое па-
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раметрами (типизированными в модели ТМД), являющимися субъектами или объек-
тами, условиями проверки у субъектов прав доступа к объектам и конечной после-
довательностью примитивных операторов.

Команда преобразования состояний— см. правило преобразования состояний.
Контейнер— сущность, которая содержит или получает информацию, над кото-

рой субъекты выполняют операции и могут получать к ней доступ или права доступа
либо целиком, либо отдельно к входящим в ее состав сущностям (объектам или другим
контейнерам).

Конфиденциальность информации— субъективно определяемая характери-
стика информации, указывающая на необходимость введения ограничений на мно-
жество субъектов, имеющих права доступа к данной информации.

Кооперация субъектов— взаимодействие субъектов КС при передаче прав до-
ступа или реализации информационных потоков.

Мандатный контроль целостности (управление доступом с мандатным
контролем целостности)— управление доступом, соответствующее следующим тре-
бованиям: все сущности должны быть идентифицированы; задана решетка уровней
целостности информации; каждой сущности присвоен уровень целостности, зада-
ющий установленные ограничения на доступ к данной сущности; каждому субъек-
ту системы присвоен уровень целостности, задающий уровень полномочий данного
субъекта; субъект может получить доступ к сущности только в случае, когда уро-
вень целостности субъекта позволяет предоставить ему данный доступ к сущности
с заданным уровнем целостности, и реализация доступа не приведет к возникновению
запрещенных информационных потоков от сущностей с низким уровнем целостности
к сущностям с высоким уровнем целостности.

Матрица доступов—матрица, используемая при реализации дискреционного
управления доступом, каждая строка которой соответствует субъекту КС, столбец —
сущности КС, ячейка содержит список прав доступа субъекта к сущности, представ-
ляющий собой подмножество множества видов прав доступа, реализованных в КС.

Модели безопасности логического управления доступом и информаци-
онными потоками (ДП-модели)— семейство автоматных моделей КС с дискреци-
онным, мандатным или ролевым управлением доступом, ориентированных на анализ
условий передачи прав доступа к сущностям КС и возникновения между ними инфор-
мационных потоков по памяти или по времени с учетом следующих существенных
особенностей функционирования КС: возможности кооперации части субъектов при
передаче прав доступа и создании информационных потоков, возможности реализации
в КС доверенных и недоверенных субъектов с различными условиями функциониро-
вания, возможности противодействия доверенными субъектами КС передаче прав до-
ступа или созданию информационных потоков недоверенными субъектами, различия
условий реализации в КС информационных потоков по памяти и по времени, наличия
в КС иерархии сущностей и возможности ее использования при создании информа-
ционных потоков по времени, а также изменения функциональности субъекта при
реализации информационного потока по памяти на функционально ассоциированные
с ним сущности или от параметрически ассоциированных с ним сущностей, необхо-
димости в ряде случаев определения различных правил управления доступом и ин-
формационными потоками для распределенных компонент КС. Основные элементы:
граф прав доступа, доступов и информационных потоков (включая функцию иерар-
хии сущностей), задающий состояние системы, и фиксированное множество правил
преобразования состояний.
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Модели безопасности логического управления доступом и информацион-
ными потоками дискреционные (дискреционные ДП-модели)— базовые моде-
ли всего семейства ДП-моделей, ориентированные на анализ в КС с дискреционным
управлением доступом и информационными потоками условий передачи прав досту-
па к сущностям и возникновения между ними информационных потоков по памяти
или по времени. Основные модели семейства: ДП-модель с функционально или па-
раметрически ассоциированными с субъектами сущностями (ФПАС ДП-модель), ДП-
модель файловых систем (ФС ДП-модель) и ДП-модель управления доступом и ин-
формационными потоками в защищенных операционных системах (ЗОС ДП-модель).

Модели безопасности логического управления доступом и информацион-
ными потоками мандатные (мандатные ДП-модели)—модели семейства ДП-
моделей, ориентированные на анализ в КС с мандатным управлением доступом и
информационными потоками условий возникновения запрещенных информационных
потоков по времени от сущностей с большим уровнем конфиденциальности к сущно-
стям с меньшим уровнем конфиденциальности и запрещенных информационных по-
токов по памяти от субъектов с низким уровнем доступа к субъектам с высоким
уровнем доступа или к сущностям, функционально ассоциированным с субъектами
с высоким уровнем доступа. Основная модель семейства — мандатная ДП-модель.

Модели безопасности логического управления доступом и информацион-
ными потоками ролевые (ролевые ДП-модели)—модели семействаДП-моделей,
ориентированные на анализ в КС с ролевым управлением доступом и информационны-
ми потоками условий передачи прав доступа ролей и возникновения информационных
потоков. Основные модели семейства: базовая ролевая ДП-модель (БР ДП-модель)
и базовая ролевая ДП-модель управления доступом и информационными потоками
в операционных системах (БРОС ДП-модель). Помимо элементов дискреционных ДП-
моделей и базовой ролевой модели (RBAC ) дополнительно используются следующие
основные элементы: доступы владения субъект-сессий к субъект-сессиям, фактиче-
ские роли, права доступа и возможные действия субъект-сессий, кроме того, в БРОС
ДП-модель включены фактические доступы и функции уровней целостности поль-
зователей, сущностей, ролей и текущих уровней целостности субъект-сессий.

Модель администрирования ролевого управления доступом (ARBAC )—
автоматная модель КС с ролевым управлением доступом и информационными пото-
ками, построенная на основе базовой ролевой модели (RBAC ) и предназначенная для
задания правил администрирования иерархии ролей, множеств авторизованных ро-
лей пользователей и прав доступа ролей. Кроме элементов модели RBAC, основными
элементами являются: административные роли, административные права доступа,
функции авторизованных административных ролей пользователей, административ-
ных прав доступа административных ролей и иерархия административных ролей.

Модель Белла —ЛаПадулы классическая— автоматная базовая модель КС
с мандатным управлением доступом и информационными потоками. Включает опи-
сание требований безопасности (∗-свойства, ss-свойства и ds-свойства), направлен-
ных на предотвращение возможности реализации запрещенных информационных по-
токов по памяти. Основные элементы: субъекты, объекты, множество текущих до-
ступов субъектов к объектам, решетка многоуровневой безопасности, функции уров-
ней доступа субъектов, текущих уровней доступа субъектов и уровней конфиденци-
альности объектов, множество действий системы.

Модель Белла —ЛаПадулы в интерпретации «безопасность перехо-
дов»— автоматная модель КС с мандатным управлением доступом и информаци-
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онными потоками, являющаяся интерпретацией классической модели Белла —ЛаПа-
дулы, ориентированная на анализ условий реализации информационных потоков по
памяти от объектов (сущностей) с высоким уровнем конфиденциальности к объ-
ектам с низким уровнем конфиденциальности. Основные элементы: субъекты, объ-
екты, множество текущих доступов субъектов к объектам, решетка многоуровневой
безопасности, функции уровней доступа субъектов и уровней конфиденциальности
объектов, функция переходов системы.

Модель Биба— автоматная модель КС с мандатным контролем целостности,
основанная на реализации требований политики low-watermark, направленных на
предотвращение возможности возникновения запрещенных информационных потоков
по памяти от объектов (сущностей) с низким уровнем целостности к объектам
с высоким уровнем целостности. Основные элементы: субъекты, объекты, множество
текущих доступов субъектов к объектам, решетка уровней целостности, функции
уровней целостности субъектов, текущих уровней целостности субъектов и уров-
ней целостности объектов, функция переходов системы.

Модель политики безопасности КС— структурированное представление поли-
тики безопасности, которая должна быть осуществлена в КС (на основе [2]).

Модель ролевая базовая (RBAC )— автоматная базовая модель КС с роле-
вым управлением доступом и информационными потоками, предоставляющая шаб-
лон описания таких систем. Основные элементы: пользователи, сессии, роли, права
доступа, функции авторизованных ролей пользователей, прав доступа ролей и теку-
щих ролей сессий, иерархия ролей и ограничения.

Модель ролевого мандатного управления доступом (MRBAC )— автомат-
ная модель КС с ролевым управлением доступом и информационными потоками, по-
строенная на основе базовой ролевой модели (RBAC ) и предназначенная для задания
мандатного управления доступом. Кроме элементов модели RBAC, основными эле-
ментами являются: решетка многоуровневой безопасности, функции уровней доступа
пользователей и уровней конфиденциальности объектов (сущностей), ограничения
на функции авторизованных ролей пользователей, прав доступа ролей и текущих
ролей сессий.

Модель систем военных сообщений (СВС)— автоматная модель КС с ман-
датным управлением доступом и информационными потоками, основанная на клас-
сической модели Белла —ЛаПадулы, изначально ориентированная на реализацию
в электронных почтовых системах. Основные элементы: пользователи, сущности
(в том числе сущности-«устройства вывода»), косвенные и непосредственные ссылки
на сущности, решетка многоуровневой безопасности, роли, функции иерархии сущ-
ностей, уровней доступа пользователей, уровней конфиденциальности сущностей,
максимальных уровней конфиденциальности информации, выводимой на сущностях-
«устройствах вывода», функция переходов системы.

Модель субъектно-ориентированная изолированной программной сре-
ды— автоматная модель, основанная на дискреционном управлении доступом, пред-
назначенная для анализа условий реализации в КС изолированной программной сре-
ды. Основные элементы: субъекты, в том числе монитор безопасности обращений и
монитор безопасности субъектов, объекты (сущности), в том числе функционально
ассоциированные с субъектами, информационные потоки по памяти.

Модель типизированной матрицы доступов (ТМД)— автоматная модель
КС с дискреционным управлением доступом, развивающая модель ХРУ. Основные
элементы: матрица доступов, команды, состоящие из типизированных параметров,
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условий проверки наличия прав доступа в матрице доступов и примитивных опера-
торов, изменяющих содержимое матрицы доступов. В рамках модели обосновывается
алгоритмическая разрешимость задачи проверки безопасности ациклических моно-
тонных систем ТМД.

Модель Харрисона —Руззо —Ульмана (ХРУ)— автоматная модель КС
с дискреционным управлением доступом, предоставляющая шаблон описания таких
систем. Основные элементы: матрица доступов и команды, состоящие из параметров,
условий проверки наличия прав доступа в матрице доступов и примитивных опера-
торов, изменяющих содержимое матрицы доступов. В рамках модели доказывается
алгоритмическая неразрешимость задачи проверки безопасности КС с дискрецион-
ным управлением доступом, а также существование алгоритма проверки безопасности
монооперационных систем ХРУ.

Модель угроз [безопасности информации]—физическое, математическое,
описательное представление свойств или характеристик угроз безопасности инфор-
мации [3].

Модель Take-Grant классическая— автоматная модель КС с дискреционным
управлением доступом, ориентированная на анализ путей передачи прав доступа меж-
ду объектами системы. Основные элементы: граф доступов, фиксированный набор
де-юре правил преобразования графов доступов (take, grant, create, remove).

Модель Take-Grant расширенная— автоматная модель КС с дискреционным
управлением доступом и информационными потоками, ориентированная на анализ
путей реализации информационных потоков между объектами системы. Основные
элементы: граф доступов и информационных потоков, фиксированный набор де-юре
(take, grant, create, remove) и де-факто правил преобразования графов доступов (find,
pass, post, spy). В рамках модели описывается также алгоритм построения замыка-
ния графа доступов и информационных потоков и обосновывается корректность этого
алгоритма.

Монитор безопасности обращений (МБО)—монитор обращений, допуска-
ющий возникновение в системе только разрешенных информационных потоков (на
основе [7]).

Монитор безопасности субъектов (МБС)—монитор порождения субъектов,
разрешающий порождение субъектов только для фиксированного множества пар ак-
тивизирующих субъектов и сущностей-источников (на основе [7]).

Монитор обращений—
1) концепция абстрактной машины, реализующей политику управления доступом

в КС (на основе [2]);
2) субъект (множество субъектов), активизирующийся при возникновении любого

информационного потока между сущностями КС (на основе [7]).
Монитор порождения субъектов— субъект (множество субъектов), активизи-

рующийся при любом порождении субъектов (на основе [7]).
Мост в модели Take-Grant —проходящий через вершины-объекты путь в графе

доступов; концами пути являются вершины-субъекты, а его словарная запись имеет
один из следующих видов:

−→
t∗ ,
←−
t∗ ,
−→
t∗−→g←−t∗ , −→t∗←−g←−t∗ , где t— take, g— grant и символ «∗»

означает многократное (в том числе нулевое) повторение.
Нарушение безопасности системы—переход КС в состояние, в котором либо

получен запрещенный доступ субъекта к сущности, либо произошла утечка запре-
щенного права доступа субъекта к сущности, либо реализован запрещенный инфор-
мационный поток между сущностями КС.
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Нарушитель [правил доступа, разграничения доступа]—
1) субъект доступа, осуществляющий несанкционированный доступ к информа-

ции [5];
2) недоверенный субъект.
Неиерархическая категория конфиденциальности информации— элемент

решетки многоуровневой безопасности, характеризующий субъективно принадлеж-
ность информации некоторому множеству пользователей КС (например, информация
для отдела № 1, информация для отдела № 2) или указывающий на ее принадлежность
определенной области, категории (например, информация военная, политическая, эко-
номическая).

Несанкционированный доступ к информации (НСД)— доступ к информа-
ции, нарушающий правила разграничения доступа с использованием штатных средств,
предоставляемых средствами вычислительной техники или автоматизированными си-
стемами [5].

Неформальный— выраженный на естественном языке [2].
Объект— сущность, которая содержит или получает информацию, над которой

субъекты выполняют операции (на основе [2]) и могут получать к ней доступ или
права доступа только целиком.

Ограничение— в рамках моделей КС с ролевым управлением доступом требова-
ние, которому должны удовлетворять функции авторизованных ролей пользователей,
прав доступа ролей или текущих ролей сессий (субъект-сессий).

Ограничение динамическое— в рамках моделей КС с ролевым управлением до-
ступом ограничение на функцию текущих ролей сессий (субъект-сессий).

Ограничение инвариантное относительно немонотонных правил преоб-
разования состояний— ограничение в рамках ролевых ДП-моделей, обладающее сле-
дующим свойством: если в системе задано только данное ограничение, то для любой
траектории системы применение или неприменение на ней любого немонотонного
правила не влияет на выполнение ограничений у последующих за ним правил преоб-
разования состояний.

Ограничение статическое— в рамках моделей КС с ролевым управлением до-
ступом ограничение на функцию авторизованных ролей пользователей или функцию
прав доступа ролей.

Остров в модели Take-Grant —максимальный tg-связный подграф, состоящий
только из вершин субъектов.

Отношение порядка строгого— бинарное отношение «<» на конечном мно-
жестве, обладающее свойствами антирефлексивности (не a < a), транзитивности
((a < b& b < c)⇒ a < c) и антисимметричности (не одновременно a < b и b < a).

Отношение порядка частичного— бинарное отношение «6» на конечном мно-
жестве, обладающее свойствами рефлексивности (a 6 a), транзитивности ((a 6 b&
& b 6 c)⇒ a 6 c) и антисимметричности ((a 6 b& b 6 a)⇒ a = b).

Параметр команды дочерний— в рамках модели ТМД параметр команды, со-
ответствующий создаваемому в результате ее выполнения субъекту или объекту.

Параметр команды родительский— в рамках модели ТМД параметр коман-
ды, соответствующий субъекту или объекту, который не создается в результате ее
выполнения.

Политика безопасности low-watermark — политика управления доступом и
информационными потоками в КС с мандатным контролем целостности, направ-
ленная на предотвращение возможности реализации запрещенных информационных
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потоков по памяти от сущностей с низким уровнем целостности к сущностям с вы-
соким уровнем целостности.

Политика безопасности КС— совокупность правил, регулирующих управление
активами, их защиту и распределение в КС (на основе [2]).

Политика безопасности [управления] информационных потоков— поли-
тика безопасности, основанная на разделении всех возможных информационных по-
токов между сущностями КС на два непересекающихся множества: множество раз-
решенных информационных потоков и множество запрещенных информационных по-
токов —и заключающаяся в обеспечении невозможности возникновения в КС запре-
щенных информационных потоков.

Политика безопасности управления доступом— совокупность правил управ-
ления доступом субъектов к сущностям КС.

Политика безопасности управления доступом дискреционная/мандат-
ная/ролевая— политика безопасности, соответствующая требованиям дискрецион-
ного/мандатного/ролевого управления доступом.

Политика изолированной программной среды— политика безопасности, за-
ключающаяся в задании порядка безопасного взаимодействия субъектов КС, обеспе-
чивающего невозможность воздействия ими на систему защиты КС и модификации
ее параметров или конфигурации, результатом которого могло бы стать изменение
априорно заданной в КС политики безопасности управления доступом и информа-
ционными потоками.

Полуформальный— выраженный на языке с ограниченным синтаксисом и опре-
деленной семантикой [2].

Пользователь—любая сущность (человек-пользователь или внешний объект ин-
формационной технологии) вне КС, которая взаимодействует с КС (на основе [2]).

Пользователь доверенный/недоверенный— пользователь системы в рамках
формальной модели, от имени которого функционируют доверенные/недоверенные
субъекты.

Потенциальная модификация сущности с источником— способ задания
в рамках модели СВС условий возникновения информационного потока. При этом
предполагается, что информационный поток от сущности-источника к сущности-при-
емнику возникает при переходе системы из состояния в состояние по запросу поль-
зователя, приводящему к изменению данных в сущности-приемнике в зависимости от
данных в сущности-источнике.

Похищение права доступа—получение субъектом права доступа к сущности
без активного участия субъектов, которые изначально этим правом обладали.

Правило преобразования графов доступов и информационных потоков
де-факто в расширенной модели Take-Grant — правило преобразования графов
доступов и информационных потоков (find, pass, post, spy), в результате применения
которого в графе создаются ребра («мнимые» ребра), соответствующие информацион-
ным потокам.

Правило преобразования графов доступов [и информационных потоков]
де-юре в классической или расширенной моделях Take-Grant — правило пре-
образования графов доступов и информационных потоков (take, grant, create, remove),
в результате применения которого в графе создаются ребра («реальные» ребра), соот-
ветствующие правам доступа субъектов или объектов друг к другу.
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Правило (команда) преобразования состояний (графов доступов, мат-
риц доступов)—правило, задающее порядок перехода автомата (системы в рамках
формальной модели) из состояния в состояние.

Правило преобразования состояний монотонное— правило преобразования
состояний, в результате применения которого из состояния системы не происходит
удаления любых его элементов (субъектов, сущностей, прав доступа, доступов, ин-
формационных потоков и др.).

Правило преобразования состояний немонотонное— правило преобразова-
ния состояний, в результате применения которого из состояния системы происходит
удаление хотя бы одного его элемента (субъекта, сущности, права доступа, доступа,
информационного потока и др.).

Право доступа—
1) совокупность правил доступа к защищаемой информации, установленных пра-

вовыми документами или собственником, владельцем информации [3];
2) совокупность правил доступа, задающих порядок и условия доступа субъектов

к сущностям КС.
Право доступа запрещенное/разрешенное— право доступа субъекта к сущ-

ности, запрещенное/разрешенное априорно заданной политикой безопасности управ-
ления доступом и информационными потоками.

Предварительное условие— в рамках модели администрирования ролевого
управления доступом (ARBAC ) условие, которому должна удовлетворять роль или
право доступа перед тем, как соответственно роль будет включена в множества авто-
ризованных ролей некоторого пользователя или право доступа будет включено в мно-
жество прав доступа некоторой роли.

Примитивный оператор—используемое для задания команд в рамках моде-
лей ХРУ или ТМД преобразование матрицы доступов, заключающееся в добавле-
нии или удалении одного права доступа субъекта к объекту, создании или удалении
одного субъекта или объекта.

Проблема массовая алгоритмически неразрешимая/разрешимая—массо-
вая проблема, для которой не существует/существует алгоритм, вычисляющий ее ха-
рактеристическую функцию [9].

Пролет моста конечный в модели Take-Grant —проходящий через вершины-
объекты путь в графе доступов в рамках модели Take-Grant, началом которого являет-
ся вершина-субъект, концом— вершина-объект; словарная запись пути имеет вид

−→
t∗ ,

где t— take и символ «∗» означает многократное ненулевое повторение.
Пролет моста начальный в модели Take-Grant —проходящий через верши-

ны-объекты путь в графе доступов в рамках модели Take-Grant, началом которого
является вершина-субъект, концом— вершина-объект; словарная запись пути имеет
вид

−→
t∗−→g , где t— take, g— grant и символ «∗» означает многократное (в том числе

нулевое) повторение.
Путь [tg-путь] в модели Take-Grant —проходящий через вершины-субъекты

путь в графе доступов без учета направления ребер, каждое ребро которого помечено
правами доступа t (take) или g (grant).

Путь [own-путь] в базовой ДП-модели—проходящий через вершины-субъек-
ты путь в графе прав доступа, доступов и информационных потоков (описывающем
состояние системы в рамках базовой ДП-модели) без учета направления ребер, каж-
дое ребро которого помечено правом доступа владения (ownr).
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Решетка уровней конфиденциальности [линейная]—линейно упорядочен-
ное конечное множество уровней конфиденциальности (например, несекретно < кон-
фиденциально < секретно).

Решетка многоуровневой безопасности (MLS -решетка)—решетка (X × L,
6) с бинарным отношением частичного порядка «6», где (L, 6) — линейная решетка
уровней конфиденциальности, (X, 6) — решетка подмножеств множества неиерархи-
ческих категорий конфиденциальности, и отношение «6» на X × L удовлетворяет
следующему условию: для (a, α), (b, β) ∈ X × L справедливо (a, α) 6 (b, β) тогда и
только тогда, когда a ⊆ b, α 6 β.

Решетка уровней целостности— аналог решетки многоуровневой безопасно-
сти, в которой вместо уровней конфиденциальности и неиерархических категорий
конфиденциальности используются соответственно уровни целостности и неиерар-
хические категории целостности.

Роль—
1) заранее определенная совокупность правил, устанавливающих допустимое вза-

имодействие между пользователем и КС (на основе [2]);
2) совокупность прав доступа к сущностям.
Роль авторизованная пользователя (учетной записи пользователя, субъ-

екта)— роль, которую потенциально могут получить функционирующие от имени
пользователя сессии (субъект-сессии).

Роль административная— роль, обладающая правами доступа, позволяющими
изменять параметры ролевого управления доступом, например множества авторизо-
ванных ролей пользователей, множества прав доступа ролей, иерархию ролей.

Роль текущая—роль, которой обладает сессия (субъект, субъект-сессия) в неко-
тором состоянии системы.

Свойство безопасности ∗-свойство (свойство «звезда»)— основное свойство
безопасности моделей систем с мандатным управлением доступом, построенных на
основе классической модели Белла —ЛаПадулы, задающее условия предоставления до-
ступов субъектов к сущностям (объектам), направленные на предотвращение воз-
можности реализации запрещенных информационных потоков по памяти от сущно-
стей с высоким уровнем конфиденциальности к сущностям с низким уровнем конфи-
денциальности.

Свойство безопасности [ds-свойство] (свойство дискреционной безопасно-
сти)— свойство безопасности, задающее дискреционное управление доступом в рам-
ках моделей систем с мандатным управлением доступом, построенных на основе
классической модели Белла —ЛаПадулы.

Свойство безопасности [ss-свойство] («простое» свойство безопасности)—
основное свойство безопасности моделей систем с мандатным управлением досту-
пом, построенных на основе классической модели Белла —ЛаПадулы, задающее усло-
вия предоставления доступов субъектов к сущностям (объектам), направленные на
обеспечение возможности предоставления доступа на чтение субъекта к сущности
только в случае, когда уровень доступа субъекта не ниже уровня конфиденциально-
сти сущности.

Связность [tg-связность] в модели Take-Grant —две вершины-субъекта
tg-связны в графе доступов, когда они соединены tg-путем.

Связность [own-связность] в базовой ДП-модели—две вершины-субъекта
own-связны в графе прав доступа, доступов и информационных потоков (описыва-
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ющем состояние системы в рамках базовой ДП-модели), когда они соединены own-
путем.

Сессия— см. субъект.
Система— специфическое воплощение информационной технологии с конкрет-

ным назначением и условиями эксплуатации [2].
Система в рамках ДП-моделей— автомат, каждое состояние которого задает-

ся графом прав доступа, доступов и информационных потоков (включая функцию
иерархии сущностей) и элементами, специфичными для конкретных ДП-моделей, а
функция переходов — правилами преобразования состояний.

Система в рамках модели Белла —ЛаПадулы—
1) автомат, каждое состояние которого задается множеством текущих доступов

субъектов к объектам (сущностям), матрицей доступов (только в классической мо-
дели Белла —ЛаПадулы), функциями уровней доступа субъектов, текущих уровней
доступа субъектов (только в классической модели Белла —ЛаПадулы) и уровней кон-
фиденциальности объектов; функция переходов задается либо множеством действий
системы (в классической модели Белла —ЛаПадулы), либо явно;

2) в классической модели Белла —ЛаПадулы множество всех возможных траекто-
рий с заданным начальным состоянием, на каждой из которых переход из состояния
в состояние осуществляется в соответствии с заданным множеством действий системы.

Система в рамках модели Биба— автомат, каждое состояние которого зада-
ется множеством текущих доступов субъектов к объектам (сущностям), функциями
уровней целостности субъектов, текущих уровней целостности и уровней целост-
ности объектов; функция переходов задается явно.

Система в рамках модели СВС— автомат, для которого задано начальное со-
стояние и функция переходов, сопоставляющая каждому текущему состоянию систе-
мы, идентификатору пользователя (инициатора запроса) и запросу к системе после-
дующее состояние системы.

Система в рамках модели ТМД— автомат, каждое состояние которого задает-
ся матрицей доступов и функцией типов объектов, функция переходов — командами.

Система в рамках модели ТМД монотонная (МТМД)— система ТМД,
в командах которой отсутствуют немонотонные примитивные операторы вида «уда-
лить». . . и «уничтожить». . .

Система в рамках модели ТМД монотонная в канонической форме—
система МТМД, в которой команды, содержащие примитивные операторы вида «со-
здать». . . , не содержат условий и примитивных операторов вида «внести». . .

Система в рамках модели ТМД монотонная ациклическая (АМТМД)—
система МТМД, граф создания которой не содержит циклов.

Система в рамках модели ТМД монотонная циклическая— система
МТМД, граф создания которой содержит хотя бы один цикл.

Система в рамках модели ТМД тернарная— система ТМД, каждая команда
которой имеет не более трех параметров.

Система в рамках модели ХРУ— автомат, каждое состояние которого задается
матрицей доступов; функция переходов — командами.

Система в рамках модели ХРУ монооперационная— система в рамках мо-
дели ХРУ, в каждой команде которой содержится один примитивный оператор.

Система в рамках формальной модели— заданный в рамках формальной мо-
дели управления доступом и информационными потоками автомат.
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Система в рамках базовой ролевой модели (RBAC )— заданный в рамках ба-
зовой ролевой модели (RBAC ) автомат, каждое состояние которого описывается иерар-
хией ролей, функциями авторизованных ролей пользователей, прав доступа ролей и
текущих ролей сессий; функция переходов задается явно.

Система в рамках модели Take-Grant классической— автомат, каждое со-
стояние которого задается графом доступов, функция переходов — де-юре правилами
преобразования графов доступов.

Система в рамках модели Take-Grant расширенной— автомат, каждое со-
стояние которого задается графом доступов и информационных потоков, функция пе-
реходов — де-юре и де-факто правилами преобразования графов доступов.

Состояние системы— состояние автомата, задающего систему в рамках фор-
мальной модели управления доступом и информационными потоками.

Состояние системы безопасное— в рамках моделей КС с мандатным управле-
нием доступом состояние, в котором все доступы субъектов к сущностям обладают
∗-свойством и ss-свойством (или их аналогами), дополнительно в классической мо-
дели Белла —ЛаПадулы обладают ds-свойством.

Состояние системы в рамках ДП-моделей— граф прав доступа, доступов и
информационных потоков (включая функцию иерархии сущностей), а также элемен-
ты, специфичные для конкретных ДП-моделей.

Состояние системы в рамках классической модели Take-Grant — граф до-
ступов.

Состояние системы в рамках модели Белла —ЛаПадулы—множество те-
кущих доступов субъектов к объектам (сущностям), матрица доступов (только
в классической модели Белла —ЛаПадулы), функции уровней доступа субъектов, те-
кущих уровней доступа субъектов (только в классической модели Белла —ЛаПадулы)
и уровней конфиденциальности объектов.

Состояние системы в рамках модели Биба—множество текущих доступов
субъектов к объектам (сущностям), функции уровней целостности субъектов, те-
кущих уровней целостности субъектов и уровней целостности объектов.

Состояние системы в рамках модели СВС— задается функциями идентифи-
каторов пользователей (сопоставляет каждому идентификатору соответствующего
ему пользователя), ссылок на сущности (сопоставляет каждой ссылке сущность, на
которую она указывает) и входов пользователей (ставит в соответствие каждому иден-
тификатору пользователя сущность-«устройство вывода», с которой вход в систему
осуществил пользователь с данным идентификатором). При этом в каждом состоянии
считаются заданными все другие элементы модели СВС (функции и множества).

Состояние системы в рамках модели ТМД—матрица доступов и функция
типов объектов.

Состояние системы в рамках модели ХРУ—матрица доступов.
Состояние системы в рамках базовой ролевой модели (RBAC )— задается

иерархией ролей и функциями авторизованных ролей пользователей, прав доступа
ролей и текущих ролей сессий.

Состояние системы в рамках расширенной модели Take-Grant — граф до-
ступов и информационных потоков.

Состояние системы в рамках модели ХРУ или ТМД, безопасное относи-
тельно права доступа r —

1) состояние системы в рамках модели ХРУ или ТМД, из которого невозможен
переход системы в такое состояние, в котором возможна утечка права доступа r;
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2) состояние системы в рамках модели ХРУ или ТМД, из которого невозможен
переход системы в состояние, в котором право доступа r появляется в ячейке матрицы
доступов, до этого r не содержавшей.

Ссылка на сущность косвенная— ссылка на сущность, являющуюся частью
контейнера, через последовательность двух и более ссылок на сущности, в которой
только первая ссылка есть непосредственная ссылка.

Ссылка на сущность непосредственная— ссылка на сущность, совпадающая
с идентификатором сущности.

Субъект, активизирующий субъекта— субъект, в результате воздействия
которого на сущность-источник в системе создается (активизируется) заданный
субъект.

Субъект (субъект доступа, сессия, субъект-сессия)— сущность, которая
инициирует выполнение операций (на основе [2]) или правил преобразования состо-
яний системы в рамках формальной модели; действия субъекта регламентируются
политикой безопасности управления доступом иинформационными потоками.

Субъект доверенный—
1) субъект системы в рамках формальной модели, инициирующий выполнение пра-

вил преобразования состояний, реализация которых не приводит к нарушению в си-
стеме заданной политики безопасности управления доступом и информационными
потоками. При моделировании реальных КС доверенным субъектам, как правило, со-
ответствуют субъекты, реализующие механизмы безопасности или функционирующие
от имени доверенных (привилегированных) пользователей;

2) в рамках классической модели Белла —ЛаПадулы субъект, которому разрешено
нарушать ∗-свойство безопасности.

Субъект (субъект-сессия), доверенный и корректный в смысле целостно-
сти относительно сущности— доверенный субъект, не реализующий информацион-
ный поток по памяти к данной сущности от любой сущности с уровнем целостности
ниже, чем у данной сущности.

Субъект (субъект-сессия), доверенный и корректный относительно ин-
формационных потоков по времени— доверенный субъект, не участвующий в ре-
ализации информационных потоков по времени.

Субъект, доверенный и корректный параметрически относительно сущ-
ности— доверенный субъект, не реализующий информационный поток по памяти
к данной сущности (не являющейся доверенным субъектом) от любой сущности, пара-
метрически ассоциированной с любым доверенным субъектом. При этом всегда каж-
дый доверенный субъект корректен относительно другого доверенного субъекта (как
сущности).

Субъект (субъект-сессия), доверенный и корректный параметрически
относительно доверенного субъекта и сущности— доверенный субъект, не ре-
ализующий информационный поток по памяти к данной сущности от любой сущно-
сти, параметрически ассоциированной со вторым доверенным субъектом.

Субъект (субъект-сессия), доверенный и корректный функционально—
доверенный субъект, во множество функционально ассоциированных сущностей кото-
рого не входят недоверенные субъекты.

Субъект, доверенный и корректный функционально относительно сущ-
ности— доверенный субъект, не реализующий информационный поток по памяти от
данной сущности (не являющейся доверенным субъектом) к любой сущности, функ-
ционально ассоциированной с любым доверенным субъектом. При этом всегда каждый
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доверенный субъект корректен относительно другого доверенного субъекта (как сущ-
ности).

Субъект (субъект-сессия), доверенный и корректный функционально от-
носительно доверенного субъекта и сущности— доверенный субъект, не реали-
зующий информационный поток по памяти от данной сущности к любой сущности,
функционально ассоциированной со вторым доверенным субъектом.

Субъект недоверенный— субъект системы в рамках формальной модели, ини-
циирующий выполнение любых заданных в системе правил преобразования состо-
яний. При моделировании реальных КС недоверенным субъектам, как правило, со-
ответствуют субъекты, функционирующие от имени нарушителя или недоверенных
(непривилегированных) пользователей.

Субъекты, попарно корректные в смысле изолированной программной
среды—множество субъектов, для каждой пары s и s′ которых выполняется условие:
в любом состоянии системы отсутствует информационный поток по памяти между
любыми сущностями e и e′, функционально ассоциированными соответственно с субъ-
ектами s и s′ (на основе [7]).

Субъекты, попарно корректные абсолютно в смысле изолированной про-
граммной среды—множество субъектов попарно корректных в смысле изолирован-
ной программной среды, для каждой пары которых множества функционально ассо-
циированных с ними сущностей не имеют пересечения (на основе [7]).

Сущности, ассоциированные параметрически с субъектом—множество
сущностей, содержащих данные, позволяющие идентифицировать вид преобразова-
ния данных, реализуемого субъектом.

Сущности, ассоциированные параметрически с учетной записью пользо-
вателя—множество сущностей, реализация от каждой из которых информационного
потока по памяти к некоторому субъекту (субъект-сессии) позволяет ему создать
субъекта от имени данной учетной записи пользователя.

Сущности, ассоциированные параметрически с ролью—множество сущно-
стей, реализация от каждой из которых информационного потока по памяти к неко-
торому субъекту (субъект-сессии) является необходимым для получения или удале-
ния им данной роли из множества его текущих ролей.

Сущность— объект или контейнер.
Сущность (объект), ассоциированная функционально с субъектом— сущ-

ность, данные в которой влияют на вид преобразования данных, реализуемого субъ-
ектом. Всегда субъект как сущность функционально ассоциирован сам с собой.

Сущность (объект)-источник при порождении субъекта— сущность, в ре-
зультате воздействия на которую некоторым субъектом (активизирующим субъек-
том) в системе создается новый субъект.

Тип сущности— атрибут сущности, используемый при реализации, как правило,
дискреционного управления доступом, как аналог права доступа (применяется в мо-
делях ТМД, СВС и др., а также в некоторых ОС, например, ОС семейства Linux
с пакетом безопасности SELinux ).

Тип параметра команды дочерний/родительский— в рамках модели ТМД
тип дочернего|родительского параметра команды.

Траектория (история) системы—конечная последовательность состояний си-
стемы, при этом на ней все переходы из состояния в состояние осуществлены в соот-
ветствии с заданными в системе правилами преобразования состояний.
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Траектория системы без кооперации доверенных и недоверенных субъ-
ектов для передачи прав доступа—траектория системы в рамках дискреци-
онных и мандатных ДП-моделей, при реализации которой используются монотон-
ные правила преобразования состояний и доверенные субъекты не дают недоверенным
субъектам права доступа к сущностям и не берут права доступа к сущностям.

Траектория системы без кооперации доверенных и недоверенных субъ-
ект-сессий для передачи прав доступа—траектория системы в рамках роле-
вых ДП-моделей, при реализации которой используются только монотонные правила
преобразования состояний и доверенные субъект-сессии не берут роли во множество
текущих ролей, не дают другим ролям права доступа к сущностям, не получают
доступ владения к субъект-сессиям.

Траектория системы без кооперации доверенных и недоверенных субъ-
ектов для передачи прав доступа и реализации информационных потоков—
в рамках дискреционных и мандатных ДП-моделей траектория системы без коопера-
ции доверенных и недоверенных субъектов для передачи прав доступа, при реализации
которой в случае инициирования доверенными субъектами применения правил преоб-
разования состояний не создаются информационные потоки по времени.

Траектория системы блокирующих доступов доверенных субъектов—
в рамках дискреционных и мандатных ДП-моделей траектория системы без коопера-
ции доверенных и недоверенных субъектов для передачи прав доступа, при реализации
которой все доступы доверенных субъектов являются блокирующими (информацион-
ные потоки по времени).

Траектория системы простая в рамках ролевых ДП-моделей—траекто-
рия без кооперации доверенных и недоверенных субъект-сессий для передачи прав до-
ступа, при реализации которой субъект-сессии не получают доступа владения к субъ-
ект-сессиям с использованием информационных потоков по памяти к сущностям,
функционально ассоциированным, или от сущностей, параметрически ассоциирован-
ных с этими субъект-сессиями.

Угроза безопасности информации— совокупность условий и факторов, созда-
ющих потенциальную или реально существующую опасность нарушения безопасности
информации [3].

Угроза доступности информации—потенциально возможное несанкциониро-
ванное блокирование доступа к информации.

Угроза конфиденциальности информации—потенциально возможное нару-
шении субъектами установленных политикой безопасности управления доступом
ограничений на доступ к информации.

Угроза раскрытия параметров КС—потенциально возможное несанкциониро-
ванное выявление параметров, функций и свойств системы защиты КС.

Угроза целостности информации—потенциально возможное несанкциониро-
ванное изменение информации субъектами.

Управление доступом—реализация в КС политики безопасности управления
доступом.

Управление доступом дискреционное— управление доступом, соответствую-
щее следующим требованиям: все сущности (в том числе субъекты) должны быть
идентифицированы, т. е. каждой сущности должен быть присвоен уникальный иден-
тификатор, задана матрица доступов, при этом субъект обладает правом доступа
к сущности в том и только в том случае, когда в ячейке матрицы доступов, соответ-
ствующей субъекту и сущности, содержится данное право доступа.
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Управление доступом мандатное— управление доступом, соответствующее
следующим требованиям: все сущности должны быть идентифицированы; задана
решетка уровней конфиденциальности; каждой сущности присвоен уровень конфи-
денциальности, задающий установленные ограничения на доступ к данной сущности;
каждому субъекту системы присвоен уровень доступа, задающий уровень полномо-
чий данного субъекта; субъект может получить доступ к сущности только в случае,
когда уровень доступа субъекта позволяет предоставить ему данный доступ к сущ-
ности с заданным уровнем конфиденциальности и реализация доступа не приведет
к возникновению запрещенных информационных потоков от сущностей с высоким
уровнем конфиденциальности к сущностям с низким уровнем конфиденциальности.

Управление доступом ролевое— управление доступом, соответствующее сле-
дующим требованиям: все сущности должны быть идентифицированы; задано мно-
жество ролей, каждой из которых ставится в соответствие некоторое множество прав
доступа к сущностям; каждый субъект (сессия, субъект-сессия) обладает некоторым
множеством разрешенных (авторизованных ) для данного субъекта ролей; субъект
обладает правом доступа к сущности в случае, когда он обладает текущей ролью
(принадлежащей множеству авторизованных ролей субъекта), которой соответствует
множество прав доступа, содержащее данное право доступа к данной сущности.

Управление информационными потоками—реализация в КС политики безо-
пасности информационных потоков.

Уровень доступа пользователя— элемент решетки многоуровневой безопасно-
сти, задающий максимальный уровень конфиденциальности сущностей, к которым
функционирующие от имени пользователя субъекты могут получать доступ (как
правило, на чтение).

Уровень доступа субъекта— элемент решетки многоуровневой безопасности,
задающий максимальный уровень конфиденциальности сущностей, к которым субъ-
ект может получать доступ (как правило, на чтение).

Уровень доступа субъекта текущий— элемент решетки многоуровневой безо-
пасности, задаваемый с целью предотвращения запрещенных информационных пото-
ков по памяти от сущностей с высоким уровнем конфиденциальности к сущностям
с низким уровнем конфиденциальности в зависимости от текущих (в некотором со-
стоянии системы) доступов субъекта к сущностям. Всегда не превосходит уровня
доступа субъекта.

Уровень конфиденциальности информации (данных)— элемент решетки
многоуровневой безопасности, характеризующий конфиденциальность информации.

Уровень конфиденциальности сущности (объекта)— элемент решетки мно-
гоуровневой безопасности, соответствующий уровню конфиденциальности данных, со-
держащихся в сущности.

Уровень целостности информации— элемент решетки уровней целостности,
характеризующий целостность информации.

Уровень целостности пользователя (учетной записи пользователя)— эле-
мент решетки уровней целостности, задающий максимальный уровень целостности
сущностей, к которым функционирующие от имени пользователя субъекты могут
получать доступ на модификацию (запись, удаление и др.).

Уровень целостности роли— элемент решетки уровней целостности, задаю-
щий максимальный уровень целостности сущностей, к которым данная роль может
обладать правами доступа владения или на модификацию (запись, удаление и др.).
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Уровень целостности субъекта— элемент решетки уровней целостности, за-
дающий максимальный уровень целостности сущностей, к которым субъект может
получать доступ на модификацию (запись, удаление и др.).

Уровень целостности субъекта текущий— элемент решетки уровней целост-
ности, задаваемый с целью предотвращения запрещенных информационных пото-
ков по памяти от сущностей с низким уровнем целостности к сущностям с вы-
соким уровнем целостности в зависимости от текущих (в некотором состоянии си-
стемы) доступов субъекта к сущностям. Всегда не превосходит уровня целостности
субъекта.

Уровень целостности сущности (объекта)— элемент решетки уровней це-
лостности, соответствующий уровню целостности данных, содержащихся в сущ-
ности.

Утечка права доступа (права доступа роли)—переход КС в состояние, в ко-
тором субъект получает право доступа к сущности, запрещенное априорно заданной
политикой безопасности управления доступом и информационными потоками.

Утечка права доступа r в рамках модели ХРУ—переход системы в рамках
модели ХРУ из некоторого состояния в последующее состояние в результате при-
менения некоторой команды, содержащей примитивный оператор, вносящий право
доступа r в ячейку матрицы доступов, до этого r не содержавшую.

Учетная запись пользователя— идентификатор пользователя и множество
параметрически ассоциированных с ним сущностей.

Фактическое возможное действие субъекта (субъект-сессии)—действие
(применение правила преобразования состояния системы), которое субъект может
инициировать либо сам (при наличии у него соответствующих текущих прав досту-
па, текущих ролей и административных ролей), либо от имени некоторого другого
субъекта, доступом владения к которому обладает первый субъект.

Фактическая роль/административная роль/доступ/уровень целостности
субъекта (субъект-сессии)—текущая роль/административная роль/доступ/уро-
вень целостности либо самого субъекта, либо некоторого другого субъекта, доступом
владения к которому обладает первый субъект.

Фактическое право доступа субъекта (субъект-сессии)— право доступа ли-
бо самого субъекта (или его текущей роли), либо некоторого другого субъекта (или
его текущей роли), доступом владения к которому обладает первый субъект.

Формальная модель—модель, заданная на математическом или ином другом
формализованном языке.

Формальный— выраженный на языке с ограниченным синтаксисом и определен-
ной семантикой, основанной на установившихся математических понятиях [2].

Функция авторизованных ролей пользователей—функция, задающая для
каждого пользователя множество ролей, которые потенциально могут получить функ-
ционирующие от его имени сессии (субъект-сессии).

Функция администрирования иерархии ролей— в рамках модели админи-
стрирования ролевого управления доступом (ARBAC ) функция, задающая для каж-
дой административной роли интервал ролей, в пределах которого она позволяет изме-
нять иерархию ролей.

Функция администрирования множеств авторизованных ролей поль-
зователей— в рамках модели администрирования ролевого управления доступом
(ARBAC) функция, задающая для каждой административной роли множество ролей,
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которые с ее использованием могут быть включены или удалены из множества авто-
ризованных ролей пользователя при выполнении заданных предварительных условий.

Функция администрирования прав доступа ролей— в рамках моделей КС
с ролевым управлением доступом функция, задающая для каждой административной
роли множество ролей, для которых с ее использованием разрешено включать или уда-
лять права доступа из множеств прав доступа этих ролей (дополнительно в рамках
модели администрирования ролевого управления доступом ARBAC требуется выпол-
нение предварительных условий).

Функция иерархии ролей (административных ролей)—функция, задающая
для каждой роли (административной роли) роли, которые непосредственно подчине-
ны ей в иерархии ролей.

Функция иерархии сущностей—функция, задающая для каждой сущности
сущности, которые непосредственно подчинены ей в иерархии сущностей.

Функция переходов системы—функция, задающая в рамках модели системы
правила ее перехода из состояния в состояние.

Функция переходов системы безопасная—
1) в рамках интерпретации «безопасность переходов» модели Белла —ЛаПадулы

функция переходов системы, обладающая ∗-свойством и ss-свойством для функции
переходов;

2) в рамках модели СВС функция переходов системы, безопасная во всех смыслах,
заданных в данной модели.

Функция переходов системы, безопасная в смысле администрирования—
1) в рамках интерпретации «безопасность переходов» модели Белла —ЛаПаду-

лы функция переходов системы, разрешающая инициировать переход системы из
состояния в состояние, в результате которого происходит изменение для некоторо-
го субъекта его уровня доступа или для некоторого объекта (сущности) его уровня
конфиденциальности только специально заданному для данных субъекта или объекта
множеству субъектов;

2) заданная в рамках модели СВС функция переходов системы, запрещающая вы-
полнение запросов пользователей к системе, которые не обладают ролью, разреша-
ющей им изменять множества авторизованных ролей пользователей, уровни доступа
пользователей или максимальные уровни конфиденциальности информации, выводи-
мой на сущностях-«устройствах вывода».

Функция переходов системы, безопасная в смысле базовой теоремы без-
опасности— заданная в рамках модели СВС функция переходов системы, запрещаю-
щая выполнение запросов к системе, по которым она осуществляет переходы в небез-
опасные состояния.

Функция переходов системы, безопасная в смысле доступов к контейне-
рам с атрибутом CCR — заданная в рамках модели СВС функция переходов систе-
мы, запрещающая выполнение запросов пользователей к системе, которые приводят
к потенциальной модификации сущности с сущностью-источником, находящейся
в контейнере со значением true атрибута способа доступа к содержимому контей-
нера (CCR), обладающем уровнем конфиденциальности выше, чем уровень доступа
пользователя.

Функция переходов системы, безопасная в смысле доступов к сущно-
стям— заданная в рамках модели СВС функция переходов системы, запрещающая
выполнение запросов к системе, по которым она осуществляет переходы в состояния,
не удовлетворяющие требованиям дискреционного управления доступом.
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Функция переходов системы, безопасная в смысле доступов по косвенной
ссылке— заданная в рамках модели СВС функция переходов системы, запрещающая
выполнение запросов пользователей к системе, которые приводят к получению непо-
средственной ссылки на сущность, находящуюся в контейнере со значением true
атрибута способа доступа к содержимому контейнера (CCR), обладающем уровнем
конфиденциальности выше, чем уровень доступа пользователя.

Функция переходов системы, безопасная в смысле модификации сущно-
стей— заданная в рамках модели СВС функция переходов системы, запрещающая
выполнение запросов к системе, которые приводят к потенциальной модификации
сущности-приемника, обладающей уровнем конфиденциальности ниже, чем уровень
конфиденциальности сущности-источника.

Функция пользователей сессий (субъект-сессий)—функция, задающая для
каждой сессии (субъект-сессии) пользователя, от имени которого она функционирует.

Функция прав доступа ролей—функция, задающая для каждой роли множе-
ство прав доступа к сущностям (объектам), которыми она обладает.

Функция типов объектов в модели ТМД—функция, задающая в каждом
состоянии системы ТМД для каждого объекта (или субъекта) его тип.

Функция текущих уровней доступа субъектов (пользователей)—функ-
ция, задающая в рамках моделей систем с мандатным управлением доступом для
каждого субъекта его текущий уровень доступа.

Функция текущих уровней целостности субъектов (субъект-сессий)—
функция, задающая в рамках моделей систем с мандатным контролем целостно-
сти для каждого субъекта его текущий уровень целостности.

Функция текущих ролей сессий (субъект-сессий)—функция, задающая для
каждой сессии (субъект-сессии) в каждом состоянии системы множество ролей, кото-
рыми она обладает. Всегда для каждой сессии данное множество является подмноже-
ством множества авторизованных ролей пользователя, от имени которого она функ-
ционирует.

Функция уровней доступа субъектов (пользователей)—функция, являю-
щаяся одним из основных элементов моделей систем с мандатным управлением до-
ступом и задающая для каждого субъекта его уровень доступа.

Функция уровней конфиденциальности сущностей (объектов)—функция,
являющаяся одним из основных элементов моделей систем с мандатным управлением
доступом и задающая для каждой сущности ее уровень конфиденциальности.

Функция уровней целостности ролей—функция, являющаяся элементом ро-
левых ДП-моделей и задающая для каждой роли ее уровень целостности.

Функция уровней целостности субъектов (субъект-сессий, пользовате-
лей)—функция, являющаяся одним из основных элементов моделей систем с ман-
датным контролем целостности и задающая для каждого субъекта его уровень це-
лостности.

Функция уровней целостности сущностей (объектов)—функция, являюща-
яся одним из основных элементов моделей систем с мандатным контролем целост-
ности и задающая для каждой сущности ее уровень целостности.

Целостность информации— состояние информации, при котором отсутствует
любое ее изменение, либо изменение осуществляется только преднамеренно субъекта-
ми, имеющими на него право [3].
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Приведены основные положения и проблемы параметризированной алгоритми-
ки— нового направления теории сложности вычислений. Предложен новый пока-
затель вычислительной сложности параметризированного алгоритма, с помощью
которого можно измерять темп роста функции сложности многих переменных.
Этим показателем является частная эластичность функции сложности. Предло-
жена двумерная классификация параметризированных алгоритмов для мульти-
пликативной формы представления функций сложности.
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С позиции классической теории сложности большинство задач, имеющих важное
практическое значение, NP-трудные [1]. Классическая теория сложности анализирует
и классифицирует задачи и алгоритмы по объему ресурса (преимущественно времени),
необходимого для достижения требуемого результата, и потому оперирует функциями
вычислительной сложности t(n), зависящими от одной переменной n—длины входа
алгоритма. Такая одномерность и ориентация в анализе алгоритмов на худший слу-
чай зачастую делает задачи сложнее, чем они есть на самом деле. Для практического
решения NP-трудных задач были предложены многие подходы, среди которых при-
ближенные и параметризированные алгоритмы. Цель приближенных алгоритмов —
найти за полиномиальное время решение, близкое к оптимальному. Заметный класс
приближенных алгоритмов составляют полностью полиномиальные схемы приближе-
ний [2]. Параметризированные алгоритмы направлены на поиск точных решений NP-
трудных задач, когда параметр k решаемой задачи мал по сравнению с длиной входа
алгоритма. Роль этого параметра — учесть информацию о структуре входных данных
алгоритма и выделить основной источник неполиномиальной сложности NP-трудной
задачи. В параметризированной теории используются двумерные функции сложности
алгоритмов (функции, зависящие от n и k), поэтому ее называют двумерной теорией
сложности вычислений [3]. Параметризированная теория сложности создает основу
для анализа и детальной классификации задач, которые труднорешаемые в классиче-
ском понимании, а также для развития новых методов анализа и разработки эффек-
тивных алгоритмов решения NP-трудных задач. Идея параметризированного подхода
к оценке сложности алгоритмов и задач была предложена в 90-х годах прошлого сто-
летия [4]. За последние два десятилетия эта идея нашла применение в различных обла-
стях компьютерных наук, таких, как криптография [5], искусственный интеллект [6],
вычислительная биология [7], теория баз данных [8].
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1. Параметризированные задачи и алгоритмы
Приведем основные положения теории параметризированной сложности, исполь-

зуя обозначения и понятия, введенные в работах [3, 4]. Параметризированная задача Π
состоит в том, что для заданных языка L(Π) ⊆ Σ∗ × N, где Σ —некоторый конечный
алфавит и N—множество всех неотрицательных целых чисел, и пары (I, k) ∈ Σ∗ × N
требуется определить, является ли (I, k) элементом L(Π). Для алгоритма α, решающе-
го данную задачу, (I, k) называют входом, I — его основной частью, n = |I|—длиной
входа и число k—параметром задачи. Алгоритм α называют параметризированным
алгоритмом, если его вычислительная сложность, определяемая количеством времени
исполнения, оценивается с точки зрения длины входа |I| = n и значения параметра k.
Таким образом, функция вычислительной сложности параметризированного алгорит-
ма, определяющая время его работы, —функция двух переменных t(n, k).

Параметризированная задача Π считается разрешимой с фиксированным парамет-
ром, или FPT-разрешимой (Fixed-Parameter Tractable), если она может быть решена
некоторым параметризированным алгоритмом за время

t(n, k) = O(nO(1) · f(k)) (1)

для функции f , зависящей только от параметра k. Порядок роста функции f(k) не
ограничивается. Так, возможно f(k) = 2o(k) или f(k) = 2O(k). Важно, что исключают-
ся функции вида f(n, k), например f(n, k) = nk. Класс всех разрешимых с фикси-
рованным параметром задач обозначается FPT. Соответствующие параметризирован-
ные алгоритмы, решающие такие задачи, называются FPT-алгоритмами.

Примером FPT-разрешимой задачи может служить задача о вершинном покры-
тии графа, когда параметром выступает размер покрытия. В самом деле, вершинное
покрытие размера k в графе G с n вершинами можно определить за время O(n·2k). Ес-
ли в данной задаче в качестве параметра взять древовидную ширину tw(G) графа G,
то метод динамического программирования способен отыскать наибольшее вершин-
ное покрытие за время O(n ·2tw(G)) [9]. Следовательно, параметризация данной задачи
относительно tw(G) вновь приводит к FPT-разрешимости. Примером задачи, которая
не принадлежит FPT, является задача о k-раскраске n-вершинного графа с парамет-
ром k.

Очевидно, что в FPT лежат все полиномиально разрешимые задачи. Однако наи-
больший интерес с точки зрения теории и практики представляют FPT-разрешимые
задачи, являющиеся NP-трудными. С теоретической точки зрения все эти задачи мо-
гут быть решены за полиномиальное время при каждом фиксированном значении па-
раметра. Реально это удается осуществить в большинстве случаев лишь при малых
значениях параметра (все зависит от вида функции f(k)). Уже имеются сборники
параметризированных задач, включая FPT-разрешимые задачи. Наиболее конкрет-
ным на данный момент времени является сборник М. Чезати [10]. Теория параметри-
зированной сложности развивается по нескольким направлениям: определение иерар-
хии классов сложности параметризированных задач, установление условий FPT-раз-
решимости, выявление взаимосвязи между параметризированной сложностью и клас-
сами приближенных алгоритмов (в частности, полностью полиномиальными схемами
приближений), развитие параметризированной алгоритмики (методов анализа и раз-
работки параметризированных алгоритмов) [3]. Последнее направление — это преиму-
щественно область прикладных исследований. Здесь имеется ряд открытых вопросов.
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2. Некоторые вопросы параметризированной алгоритмики
Анализ сборника параметризированных задач [10] показывает, что одна и та же

задача может иметь различные параметризации (различные параметризированные
формулировки) относительно разнообразных параметров. Так, в задаче о вершинном
покрытии параметрами могут быть размер покрытия, число вершин, число ребер, дре-
вовидная ширина, наибольшая степень вершин графа и др. Закономерны вопросы:

1) Что может служить в качестве параметра для NP-трудной задачи?
2) Как следует выбирать параметр, чтобы задача стала FPT-разрешимой?
3) Существуют ли специальные методы разработки FPT-алгоритмов?
4) Как сравнивать между собой различные FPT-алгоритмы, предназначенные для

решения одной и той же NP-трудной задачи?
На некоторые из этих вопросов пока нет исчерпывающих ответов. Например, на

первые два вопроса параметризированная теория сложности отвечает следующим об-
разом.

Бывают параметры внутренние и внешние. Параметр считается явным внутрен-
ним, если он непосредственно появляется в основной части экземпляра (I, k) парамет-
ризированной задачи Π и его значение ограничено полиномом от |I| = n. Для за-
дачи о вершинном покрытии подобными параметрами являются размер покрытия,
число вершин или число ребер графа. Имеются стандартные параметры. Они наи-
более популярны. Так, в задачах минимизации в роли стандартного параметра все-
гда выступает величина, которая минимизируется. Для задачи о вершинном покры-
тии— это размер покрытия. Если k = n, то k становится тривиальным парамет-
ром, и параметризированный алгоритм вырождается в обычный алгоритм. Параметр
является неявным внутренним, если его значение ограничено полиномом от |I| = n
и информация о нем неявно скрыта в I. Типичным примером неявного внутреннего
параметра является древовидная ширина графа (значение этой величины никогда не
превосходит числа вершин графа). В целом, все внутренние параметры характеризу-
ют некоторым образом структуру входных данных алгоритма. Наконец, существуют
внешние параметры, которые никак не связаны с |I| или связаны с |I| неполиномиаль-
ным образом. Информация о таких параметрах задается дополнительно к I, так как
считается, что ее нет в I.

С теоретической точки зрения в качестве параметра может выступать любая часть
входа алгоритма. На практике для получения хорошей параметризации (например, от-
носящейся к FPT) рекомендуется выбирать ту часть входа, которая обычно принимает
малые значения по сравнению с |I| = n. В конечном счете, все зависит от приложе-
ния. Для различных приложений могут быть приемлемы различные параметризации
одной и той же NP-трудной задачи. Относительно ряда NP-трудных задач доказа-
но, что некоторые их параметризации не могут быть реализованы FPT-алгоритмами.
В частности, такой задачей является задача о k-раскраске n-вершинного графа с па-
раметром k. Для некоторых NP-трудных задач найдены FPT-алгоритмы лишь при-
менительно к отдельным параметрам. Например, для многих оптимизационных задач
на графах древовидная ширина оказалась таким параметром, который, как правило,
приводит к FPT-алгоритмам [9 – 11].

Что касается третьего из перечисленных выше вопросов, то в настоящее время уже
предложены и апробированы несколько специальных методов конструирования FPT-
алгоритмов. Прежде всего, это метод динамического программирования на основе де-
рева декомпозиции для графов с ограниченной древовидной шириной [11]. Другим
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известным методом построения FPT-алгоритмов является параметрическая редукция
(kernelization) [4]. Параметрическая редукция— это полиномиальное по времени пре-
образование каждого экземпляра (I, k) параметризированной задачи Π в экземпляр
(I ′, k′) параметризированной задачи Π′ так, что k′ < k. После выполнения редукции
к экземпляру (I ′, k′), называемому ядром, применяется полный перебор. Например,
для задачи о вершинном покрытии со стандартным параметром k (размером покры-
тия) редукция сводится к многократному применению двух правил: удаление изоли-
рованной вершины без изменения значения параметра k; удаление вершины, степень
которой больше k, и уменьшение параметра k на единицу. Следует отметить, что ме-
тод параметрической редукции в сочетании с полным перебором не всегда приводит к
FPT-алгоритму. Между тем доказано, что если параметризированная задача принад-
лежит к FPT, то данный метод неизменно дает FPT-алгоритм [4].

Четвертый вопрос теоретически открыт: в многочисленных работах по параметри-
зированной теории сложности для анализа и сравнения параметризированных алго-
ритмов применяются методы классической (одномерной) теории сложности [12 – 14].
Между тем классическая одномерность ограничивает глубину анализа параметризиро-
ванных алгоритмов, для которых вычислительная сложность описывается функцией
от двух переменных t(n, k). В настоящей работе предлагается мера вычислительной
сложности алгоритма, с помощью которой можно исследовать темп роста функций
многих переменных, анализировать степень влияния структуры входных данных па-
раметризированного алгоритма на его вычислительную сложность, сравнивать между
собой FPT-алгоритмы решения NP-трудных задач. Этой мерой является частная эла-
стичность функции вычислительной сложности (далее просто функции сложности)
алгоритма. Представленные в статье результаты являются обобщением и расширени-
ем результатов автора, опубликованных в [15 – 17] применительно к одномерной теории
сложности вычислений.

3. Соглашения относительно функций сложности
Формальный подход к анализу параметризированных алгоритмов требует уточне-

ния свойств их функций сложности t(n, k). Относительно функций t(n, k) мы сделаем
несколько естественных допущений, которые выполнимы для большинства реальных
алгоритмов:
• полагаем, что t(n, k) —монотонно неубывающие функции по обоим аргументам,

областью значений функций выступает множество неотрицательных действитель-
ных чисел, а областью определения—множество N× N;

• допускаем возможность отступления от дискретности изменения n и k (с формаль-
ной заменой n на x и k на y), т. е. считаем, что аргументы функции t(n, k) непрерыв-
ны, а необходимые значения вычисляются в целочисленных точках x = n и y = k.
Руководствуясь данным допущением, ниже вместо t(n, k) будем писать z(x, y);

• предполагаем, что рассматриваемое множество функций ограничивается семейст-
вом L «по-существу положительных», логарифмически-экспоненциальных функ-
ций. Функция z(x, y) считается «по-существу положительной», если существуют
такие значения x0, y0, что z(x, y) > 0 для всех x > x0, y > y0. Семейство L опреде-
лено рекурсивно, и всякая функция z(x, y) ∈ L представима в виде z(x, y) = ew(x,y),
где w(x, y) ∈ L [18]. Известно, что каждая такая функция непрерывна и диффе-
ренцируема в той области, где она определена.

Данные предположения являются гарантией существования эластичности для функ-
ций сложности параметризированных алгоритмов.
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4. Эластичность функции как мера вычислительной сложности алгоритма
Под эластичностью Ex(z) функции z = z(x) принято понимать предел отношения

относительного приращения этой функции к относительному приращению аргумента:

Ex(z) = lim
∆x→0

(
∆z

z
:

∆x

x

)
=
dz

z
:
dx

x
=
dz

dx
· x
z

= z′
x

z
= x(ln z)′. (2)

Отметим несколько важных особенностей эластичности L-функции. Для всякой
L-функции z = z(x) всегда существует эластичность и Ex(z) > 0. В [15] показано,
что при x → ∞ эластичность L-функции— тождественно постоянная, или бесконеч-
но малая, или бесконечно большая логарифмически-экспоненциальная функция, для
которой

Ex(z) = o
( z

lnx

)
, Ex(cz

m) = O(Ex(z)), c > 0,m > 0.

Последняя оценка означает, что при x → ∞ поведение эластичности инвариантно
относительно полиномиального преобразования, заключающегося в умножении этой
функции на константу c > 0 и возведении в положительную и отделенную от нуля
степень m > 0. Хорошо известно [18], что две произвольные L-функции z1(x), z2(x)
всегда сопоставимы между собой по порядку роста: если z1(x), z2(x) ∈ L, то при x→∞
верно одно из трех отношений:

z1(x) ≺ z2(x), z2(x) ≺ z1(x), z1(x) = O(z2(x)).

Кроме того, доказано, что иерархия эластичностей порождает идентичную иерар-
хию L-функций [17], т. е. если Ex(z1) ≺ Ex(z2), то z1(x) ≺ z2(x). Заметим, что здесь
отношение ≺ интерпретируется так: z1(x) ≺ z2(x) тогда и только тогда, когда
z1(x) = o(z2(x)). O-большое обозначает асимптотическую пропорциональность функ-
ций: z1(x) = O(z2(x)) тогда и только тогда, когда z1(x) ∼ cz2(x), c > 0. Согласно (2),
при достаточно малых ∆x справедливо приближение

∆z

z
≈ Ex(z)

∆x

x
,

которое указывает, что Ex(z) —коэффициент пропорциональности между темпами ро-
ста переменных z и x. Поскольку Ex(z) = Eax(bz) для любых констант a > 0, b > 0, то
эластичность — безразмерная величина.

Все перечисленные выше особенности эластичности позволяют использовать ее
в качестве меры измерения вычислительной сложности алгоритма, поскольку она
удовлетворяет ряду необходимых требований, таких, как сопоставимость, интерпре-
тируемость и вычислимость. Сопоставимость обеспечивают безразмерность и инвари-
антность относительно модели вычислений: ведь переход от одной модели к другой
меняет вычислительную сложность алгоритма лишь полиномиальным образом. Эла-
стичность имеет отчетливую интерпретацию: если z = z(x) —функция сложности ал-
горитма, то это означает, что при повышении значения x (длины входа алгоритма)
на один процент значение z (время выполнения алгоритма) увеличивается приблизи-
тельно на Ex(z) процентов. Вычислимость также имеет место: эластичность существу-
ет для всякой L-функции и всегда может быть определена непосредственно из (2) и
свойств эластичности. Эластичности присущи свойства, сходные со свойствами опера-
ций логарифмирования и дифференцирования [16], поэтому она легко определяется
для логарифмически-экспоненциальных функций. Простота вычисления— это основ-
ное достоинство эластичности по сравнению с другими мерами сложности вычислений.
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Важно отметить, что эластичность — локальная характеристика функции: ее зна-
чения в общем случае изменяются при переходе от одного значения аргумента
к другому. Между тем при больших значениях аргумента в поведении эластичности
L-функций наблюдаются определенные закономерности: разным (по скорости роста)
классам L-функций свойственно принципиально различное поведение эластичности, и
наоборот, по асимптотике поведения эластичности можно однозначным образом опре-
делить класс, к которому относится L-функция. Это утверждает следующая теорема.

Теорема 1 (о классификации L-функций) [15]. Разбиение семейства монотонно
неубывающих «по-существу положительных» L-функций на классы SUBPOLY, POLY,
SUBEXP, EXP, HYPEREXP в соответствии с порядком их роста эквивалентно надле-
жащему разбиению по асимптотике эластичности этих функций на бесконечности:

SUBPOLY = {z(x) : z(x) ≺ eO(lnx)} ≡ {z(x) : Ex(z) = o(1)}; (3)

POLY = {z(x) : z(x) = O
(
eO(lnx)

)
} ≡ {z(x) : Ex(z) = O(1)}; (4)

SUBEXP = {z(x) : eO(lnx) ≺ z(x) ≺ eO(x)} ≡ {z(x) : 1 ≺ Ex(z) ≺ x}; (5)

EXP = {z(x) : z(x) = O
(
eO(x)

)
} ≡ {z(x) : Ex(z) = O(x)}; (6)

HYPEREXP = {z(x) : eO(x) ≺ z(x)} ≡ {z(x) : x ≺ Ex(z)}. (7)

Данная теорема порождает пять сложностных классов алгоритмов (субполино-
миальных, полиномиальных, субэкспоненциальных, экспоненциальных и гиперэкспо-
ненциальных соответственно), которые полностью отвечают современной классифи-
кации алгоритмов. Класс быстрых алгоритмов составляют алгоритмы с функциями
сложности z(x) ∈ SUBPOLY. Таким алгоритмам присуща тождественно нулевая или
бесконечно малая эластичность. Класс полиномиальных алгоритмов —множество ал-
горитмов с z(x) ∈ POLY и асимптотически постоянной эластичностью Ex(z). Класс
субэкспоненциальных алгоритмов — алгоритмы, для которых z(x) ∈ SUBEXP. Элас-
тичность Ex(z) субэкспоненциального алгоритма— бесконечно большая величина, та-
кая, что 1 ≺ Ex(z) ≺ x. Класс экспоненциальных алгоритмов — это алгоритмы, для
которых z(x) ∈ EXP. Для них эластичность Ex(z) = O(x) — бесконечно большая ве-
личина, асимптотически пропорциональная линейной функции. Класс гиперэкспонен-
циальных алгоритмов— это алгоритмы, для которых z(x) ∈ HYPEREXP и x ≺ Ex(z).
Эквивалентности (3) − (7) обеспечивают «прозрачность» сложностных классов алго-
ритмов, ведь эластичности согласно (3)− (7) представляются более простыми по виду
функциями, чем соответствующие им L-функции. Понятие эластичности легко рас-
пространяется на функции многих переменных. Это дает возможность использовать
данную дифференциальную характеристику функции в анализе параметризирован-
ных алгоритмов.

Под частной эластичностью Ex(z) функции z = z(x, y) по аргументу x понимается
эластичность переменной z, которая рассматривается как функция только от x и при
постоянных значениях y. Частная эластичность Ex(z) связана с частной производной
функции z = z(x, y) по x соотношением

Ex(z) = z′x
x

z
= x(ln z)′x. (8)

Аналогично определяется частная эластичность Ey(z) функции z = z(x, y) по аргу-
менту y:

Ey(z) = z′y
y

z
= y(ln z)′y. (9)
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Поскольку всякая L-функция z = z(x, y) непрерывна и дифференцируема в той об-
ласти, где она определена, то для нее в этой области всегда существуют частные эла-
стичности. Выражения (8), (9) аналогичны формуле (2). Поэтому частные эластично-
сти Ex(z), Ey(z) обладают всеми основными свойствами эластичности функции одной
переменной [16]. Укажем наиболее важные из этих свойств и запишем их примени-
тельно к Ex(z):

1) Если z = z(x, y) не зависит от x, то Ex(z) = 0.
2) Безразмерность: Ex(z) = Eax(bz) для любых констант a > 0, b > 0.
3) Частная эластичность произведения (отношения) функций z1 = z1(x, y) и

z2 = z2(x, y) равна сумме (разности) их частных эластичностей:

Ex(z1 · z2) = Ex(z1) + Ex(z2), Ex(z1/z2) = Ex(z1)− Ex(z2).

Частным эластичностям свойственна отчетливая интерпретация. Пусть z = z(n, k)
является функцией сложности параметризированного алгоритма, где n—длина вхо-
да, а k—параметр этого алгоритма. После формальной замены n на x и k на y имеем
z = z(x, y) ∈ L. Тогда Ex(z) —коэффициент пропорциональности между темпом роста
времени работы алгоритма и темпом роста его длины входа x. Аналогично Ey(z) —ко-
эффициент пропорциональности между темпом роста времени выполнения алгоритма
и темпом роста параметра y.

5. Двумерная классификация FPT-алгоритмов по сложности
В общем случае частные эластичности Ex(z), Ey(z) являются функциями, завися-

щими от двух аргументов x и y. Однако ситуация значительно упрощается, если учесть
тот факт, что для большинства параметризированных алгоритмов время работы ал-
горитма описывается L-функцией вида

z(x, y) = q(x) · f(y), (10)

где q(x) ∈ L—количественная компонента, а f(y) ∈ L—параметрическая компонента
функции z(x, y). Мультипликативная форма представления (10) характерна для ал-
горитмов с параметрически зависимым циклом, выполняющим полный перебор всех
возможных вариантов при различных значениях параметра, тогда как в теле этого
цикла выполняется проверка текущего варианта и время проверки зависит только от
длины входа алгоритма. Именно такие алгоритмы порождает метод параметрической
редукции. Заметим, что формула (1), определяющая время работы FPT-алгоритма,
также имеет мультипликативную форму записи:

z(x, y) = O(xO(1) · f(y)). (11)

Пусть z(x, y) = q(x) · f(y) ∈ L. Тогда, исходя из свойств эластичности 1 и 3, част-
ные эластичности Ex(z), Ey(z) вырождаются в обычные эластичности функции одного
аргумента:

Ex(z) = Ex(q(x) · f(y)) = Ex(q(x)) + Ex(f(y)) = Ex(q(x)); (12)
Ey(z) = Ey(q(x) · f(y)) = Ey(q(x)) + Ey(f(y)) = Ey(f(y)). (13)

Теперь Ex(z) зависит лишь от x, а Ey(z) — только от y. Поскольку q(x), f(y) ∈ L,
то каждая из этих функций принадлежит только одному сложностному классу из
K = {SUBPOLY, POLY, SUBEXP, EXP, HYPEREXP}. Обозначим через Fx класс
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сложности функции z(x, y) по аргументу x, а через Fy —класс сложности по ар-
гументу y. Тогда всякому параметризированному алгоритму с функцией сложности
z(x, y) = q(x) · f(y) ∈ L соответствует пара

(Fx,Fy) ∈ K× K,

характеризующая сложность данного алгоритма как по длине входа x, так и по значе-
нию параметра y. Таким образом, мы приходим к двумерной классификации парамет-
ризированных алгоритмов по сложности. При двумерном подходе более отчетливую
и общую формулировку получает определение FPT-алгоритма и условие (11): пара-
метризированный алгоритм называется FPT-алгоритмом, если время его исполнения
задается функцией z(x, y) = q(x) · f(y) ∈ L, для которой

(Fx,Fy) ∈ {SUBPOLY, POLY} × K.

Когда параметризированная задача не только FPT-разрешима, но и полиномиально
разрешима, то для нее существуют FPT-алгоритмы, сложность которых соответствует
парам

(Fx,Fy) ∈ {SUBPOLY, POLY} × {SUBPOLY, POLY}. (14)

Подобные параметризированные алгоритмы естественно назвать полиномиальными
FPT-алгоритмами. Алгоритмы, сложность которых отвечает парам

(Fx,Fy) ∈ {SUBPOLY, POLY} × {SUBEXP}, (15)

(Fx,Fy) ∈ {SUBPOLY, POLY} × {EXP}, (16)

(Fx,Fy) ∈ {SUBPOLY, POLY} × {HYPEREXP}, (17)

целесообразно определить как субэкспоненциальные, экспоненциальные и гипер-
экспоненциальные FPT-алгоритмы соответственно. Такие FPT-алгоритмы присущи
NP-трудным задачам.

Введенная двумерная классификация FPT-алгоритмов не противоречит понятиям,
используемым в настоящее время в параметризированной теории сложности примени-
тельно к FPT-алгоритмам, а лишь формально их уточняет и расширяет. При желании
в декартовом произведении K×K всегда можно выделить более мелкие подмножества
пар (Fx,Fy) и, как следствие, определить более детальную классификацию параметри-
зированных алгоритмов, чем (14)−(17). При тривиальной параметризации y = x соот-
ношения (12), (13) принимают единый вид

Ex(z) = Ex(q(x) · f(x)) = Ex(q) + Ex(f).

В этом частном случае приходим к одномерной классификации алгоритмов. Анало-
гичный случай возникает, когда f(y) — тождественная константа.

Заключение
Параметризированная теория сложности дала толчок к разработке новых подходов

конструирования алгоритмов (алгоритмов решения задач, разрешимых с фиксирован-
ным параметром). Одновременно с этим, данная теория породила ряд проблем. Одна
из них— отсутствие простых и удобных инструментов анализа параметризированных
алгоритмов, когда их функции сложности зависят от многих переменных. В настоя-
щей работе предложен показатель, с помощью которого можно измерять темп роста
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функций многих переменных, сравнивать между собой FPT-алгоритмы, анализиро-
вать степень влияния параметра на вычислительную сложность параметризирован-
ного алгоритма. Этим показателем является частная эластичность. Для мультипли-
кативной формы представления функций сложности в работе предложена двумер-
ная классификация параметризированных алгоритмов, точно определен класс FPT-
алгоритмов, выделены подклассы полиномиальных, субэкспоненциальных, экспонен-
циальных и гиперэкспоненциальных FPT-алгоритмов. Допустимо дальнейшее разви-
тие предложенного подхода в части увеличения числа параметров и анализа других
форм представления функций сложности.
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Сильносвязный орграф называется допустимым, если исходящие степени всех
вершин в нём одинаковы и длины циклов взаимно просты в совокупности. Рас-
краской допустимого графа G назовем произвольный автомат A, граф которого
совпадает с G. Слово называется синхронизирующим автомат A, если оно пере-
водит его в одно и то же состояние вне зависимости от исходного состояния авто-
мата A. Оптимальная раскраска допустимого графа— это раскраска с кратчай-
шим синхронизирующим словом среди всех синхронизирующих раскрасок. Дли-
ну соответствующего синхронизирующего слова назовем значением оптимальной
раскраски. Доказано, что любой приближенный полиномиальный алгоритм для
вычисления оптимальной раскраски или ее значения имеет относительную по-
грешность не меньше 2 в случае трехбуквенного алфавита при предположении
P 6= NP. Также показано, как результат можно перенести на случай двухбуквен-
ного алфавита.

Ключевые слова: проблема раскраски дорог, поиск оптимальной раскраски,
кратчайшее синхронизирующее слово, синхронизируемые автоматы.

Введение и история задачи
Введём определения синхронизируемого автомата и оптимальной раскраски. Пусть

A = 〈Q,Σ, δ〉—полный детерминированный конечный автомат, где Q—множество со-
стояний; Σ — входной алфавит автомата; δ : Q × Σ → Q—функция переходов. Функ-
ция δ продолжается единственным образом на множество Q × Σ∗, где Σ∗ обозначает
свободный моноид над Σ. Таким образом, каждое слово из Σ∗ действует на множе-
стве Q в соответствии с функцией переходов δ. Через S.v будем обозначать образ
подмножества S ⊆ Q под действием слова v, т. е. S.v = {δ(q, v) : q ∈ S}.

Автомат A называется синхронизируемым, если существует слово w ∈ Σ∗, действие
которого «перезагружает» автомат A, т. е. переводит автомат в некоторое состояние
вне зависимости от исходного состояния автомата: q.w = p.w для всех q, p ∈ Q, что эк-
вивалентно равенству |Q.w| = 1. Произвольное слово w с таким свойством называется
синхронизирующим автомат A, а длина кратчайшего синхронизирующего слова для A
называется значением функцией Черни и обозначается через C(A). На рис. 1 в центре
нарисован автомат Черни C4 с кратчайшим синхронизирующим словом ba3ba3b дли-
ны 9 и, следовательно, C(C4) = 9.

1Работа выполнена при поддержке Федерального агентства по образованию России (грант
№ 2.1.1/13995) и РФФИ (грант №10-01-00524).

DOI 10.17223/20710410/12/4
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Рис. 1. Автомат Черни, его граф и оптимальная раскраска

Задачи, возникающие в теории синхронизируемых автоматов, являются не про-
сто алгебраическими головоломками, но и имеют приложения в различных областях
компьютерных наук, таких, как кодирование или построение вычислительных систем.
Вычислительные системы зачастую могут быть смоделированы как конечные автома-
ты. Под действием шума или внутренних причин в системе могут происходить некор-
ректные переходы. Системы, соответствующие синхронизируемым автоматам, более
устойчивы к таким ошибкам, так как могут быть возвращены в корректное состоя-
ние применением перезагрузочной последовательности операций (синхронизирующего
слова). Ясно, что важно не только наличие такой последовательности, но и то, насколь-
ко короткой ее можно выбрать. Таким образом, две ключевые задачи этой теории—
это задача проверки заданного автомата на синхронизируемость и задача поиска крат-
чайшего синхронизирующего слова или его длины для заданного синхронизируемого
автомата.

При моделировании систем конечными автоматами иногда встречаются такие, в ко-
торых определены возможные переходы между состояниями и набор допустимых опе-
раций, но не определено соответствие («раскраска») между операциями и переходами,
либо соответствие задано, но его можно переопределить («перераскрасить»). При этом
ключевые задачи остаются теми же, но ставятся с учетом возможности перераскраски:
задача проверки возможности перераскраски в синхронизируемый автомат и задача
поиска перераскраски с кратчайшим синхронизирующим словом среди всех синхрони-
зируемых перераскрасок. Для перехода к этим задачам нам понадобится определение
графа автомата.

Орграф G = UG(A) называется графом автомата A, если его множество вер-
шин совпадает с множеством состояний автомата A, а дуги соответствуют переходам
автомата, т. е. из вершины q есть стрелка в вершину q′ тогда и только тогда, когда
δ(q, a) = q′ для некоторой буквы a ∈ Σ. Тогда G— орграф с одинаковыми степенями
исхода вершин, и автомат A называется раскраской графа G. Сильносвязный орграф G
называется допустимым, если исходящие степени всех вершин в нём одинаковы и дли-
ны циклов взаимно просты в совокупности. Условие одинаковых исходящих степеней
вершин необходимо для возможности раскраски, а условия взаимной простоты длин
циклов и сильной связности необходимы для разрешимости и неприводимости задачи
нахождения синхронизирующей раскраски [1 – 3]. Очевидно, что любой допустимый
орграф может быть получен как граф подходящего автомата и любая перераскраска
автомата — это раскраска его графа.
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Пусть G—допустимый орграф. Раскраску A назовем оптимальной раскраской G и
положим OPT(G) = C(A), если для любой другой раскраски B графа G выполняется
C(A) 6 C(B); в этом случае OPT(G) называется значением оптимальной раскраски.
Другими словами, раскраска графа G оптимальна, если она есть раскраска с кратчай-
шим синхронизирующим словом среди всех возможных синхронизируемых раскрасок
графа G. На рис. 1 показаны один четырёхвершинный орграф и две его синхронизи-
руемые раскраски. В центре нарисован автомат Черни с кратчайшим синхронизиру-
ющим словом ba3ba3b длины 9, а справа — оптимальная раскраска заданного орграфа
с синхронизирующим словом a3 длины 3.

Вопрос проверки автомата на синхронизируемость полиномиально разрешим (см.
для примера [4]). Гораздо более интересным является вопрос о том, можно ли перерас-
красить любой автомат так, чтобы он стал синхронизируемым. Этот вопрос известен
как проблема раскраски дорог. Задачу впервые поставили в 1970 г. Р.Л. Адлер и Б.Вэйс
в работе [5], окончательно сформулировав её в следующем виде для допустимых гра-
фов в [1] (1977 г.).

Гипотеза. Любой допустимый граф имеет синхронизирующую раскраску.
Несмотря на многочисленные исследования, эта гипотеза оставалась открытой бо-

лее 30 лет и была положительно решена А.Н. Трахтманом [2] только в 2008 г. До-
казательство в [2] конструктивно и дает кубический (от числа состояний) алгоритм
для нахождения синхронизирующей раскраски любого допустимого графа. В [6] было
показано, как можно решать эту задачу квадратичным алгоритмом.

Рассмотрим теперь задачу минимизации длины синхронизирующего слова. Для
автоматов ее можно поставить следующим образом.

Задача Min-Synch-Length. Дан синхронизируемый автомат A, найти C(A).

Д. Эпштейн [7] показал, что эта задача NP- и co-NP-трудна, и, следовательно, даже
недетерминированный полиномиальный алгоритм не может решать эту задачу в пред-
положении P 6= co-NP . Из этого результата, однако, не следует, что не существует
полиномиального алгоритма, находящего синхронизирующее слово на один символ
длиннее кратчайшего. Тем не менее в [8] показано, что в предположении P 6= NP
не существует полиномиального алгоритма, решающего последнюю задачу даже для
класса двухбуквенных автоматов.

Заметим, что для допустимых графов можно поставить две задачи, связанные с ми-
нимизацией длины синхронизирующего слова:

1) задачу вычисления значения оптимальной раскраски:
Задача OCV (Optimal Coloring Value). Дан допустимый граф G, найти OPT(G);
2) задачу построения оптимальной раскраски:
Задача OC (Optimal Coloring). Дан допустимый граф G, найти его оптимальную

раскраску.
Заметим, что хотя задача Min-Synch-Length соответствует задаче OCV с зафик-

сированной раскраской, из её полиномиальной неаппроксимируемости не следует та-
кой же результат для задачи вычисления значения оптимальной раскраски OCV, так
как для нахождения OPT(G) не требуется искать значения C(A(G)) для всех раскра-
сок A(G) графа G.

Далее докажем, что в предположении P 6= NP любой приближенный полиноми-
альный алгоритм решения задачи OCV в трёхбуквенном алфавите имеет относитель-
ную погрешность не меньше 2, и покажем, как этот результат перенести на двухбук-
венный случай и применить к задаче OC.
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В п. 1 вводятся вспомогательные понятия и обозначения. В п. 2 доказано, что
в предположении P 6= NP любой полиномиальный алгоритм для вычисления значе-
ния оптимальной раскраски имеет относительную погрешность не меньше 2 в случае
трехбуквенного алфавита, и показано, как перенести результат на задачу поиска опти-
мальной раскраски. В п. 3 показано, что при помощи некоторых изменений в структуре
графа можно доказать такой же результат для раскраски в двухбуквенном алфавите.
Из этого, в частности, следует, что задача поиска оптимальной раскраски NP-трудна
даже в случае двухбуквенного алфавита.

1. Вспомогательные определения
Пусть A— сильносвязный синхронизируемый автомат, Q—множество его состоя-

ний. Назовем подмножество S ⊆ Q занятым после применения некоторого слова v,
если S ⊆ Q.v. Будем обозначать v(i . . . j) подслово слова v c i-го по j-й символ вклю-
чительно; v(i) — i-й символ слова.

Пусть S, T —два непустых множества состояний автомата A. Через LRadiusA(S, T )
обозначим минимальное число r, такое, что найдется t ∈ T и для каждого элемента s
из S есть путь из s в t с длиной, в точности равной r. В роли множества T обычно будет
выступать Q, поэтому для краткости обозначим LRadiusA(S,Q) через LRadiusA(S).
Например, на рис. 1 для автомата Черни LRadiusC4({1, 2}, {2}) = 1. Через LSynchA(S)
для непустого множества состояний S обозначим длину кратчайшего слова v, синхро-
низирующего множество S в автомате A, т. е. такого v, что |S.v| = 1. Заметим, что на
рис. 1 для автомата Черни LSynchC4({1, 2}) = 4, и LSynchA(Q) совпадает с C(A) для
любого автомата A.

Пусть r—натуральное число; тогда через ImageA(S, r) (соответственно через
PreimageA(S, r)) обозначим множество состояний q ∈ Q, таких, что в UG(A) есть
путь длины не больше r из множества S в q (соответственно в множество S из q).
Другими словами, ImageA(S, r) (соответственно PreimageA(S, r)) — это полный образ
(соответственно прообраз) S под действием слов длины не более r в автомате A. От-
метим несколько простых свойств введенных выше функций.

Лемма 1.
1) Функция LRadius везде определена.
2) LSynchA(S) > LRadiusA(S).
3) Пусть T — объединение двух непустых множеств T1 и T2; тогда

LRadiusA(S, T ) = min(LRadiusA(S, T1), LRadiusA(S, T2)).

4) Пусть S1 —непустое подмножество S; тогда LRadiusA(S1, T ) 6 LRadiusA(S, T ).
5) Функции LRadius, Image и Preimage зависят только от графа автомата.
6) Пусть S * Preimage(T, r) для некоторого r > 0; тогда LRadiusA(S, T ) > r.
Доказательство. Пусть w есть кратчайшее слово, синхронизирующее S в ав-

томате A; тогда S.w = q0 для некоторого q0 ∈ Q. Так как автомат сильносвязный,
то существует слово v, такое, что q0.v ∈ T . Тогда S.wv— это одноэлементное множе-
ство в T , поэтому LRadiusA(S, T ) определен и не превосходит |wv|. Таким образом,
п. 1 леммы 1 доказан. Если в качестве T выбрать множество всех состояний, то сло-
во v можно выбрать пустым. Следовательно, LRadiusA(S) 6 |w| = LSynchA(S), и п. 2
также доказан. Пункты 3–7 непосредственно следуют из определений. Действительно,
проверим для примера п. 3. Заметим, что для функции LRadius справедливо соотно-
шение LRadiusA(S, T ) = min

t∈T
LRadiusA(S, t). Следовательно, п. 3 следует из свойства

минимума и условия T = T1 ∪ T2.
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Поскольку все автоматы, рассматриваемые далее в доказательстве теоремы, имеют
один и тот же граф, то ввиду п. 5 леммы 1 можно не указывать автомат в записи
функций LRadius, Image и Preimage.

Используемые в работе определения из теории сложности вычислений можно най-
ти в [9]. Приведем понятие аппроксимирующего алгоритма для нашей задачи. Пусть
K—некоторый класс допустимых графов. Следуя определению погрешности алгорит-
ма из [9], скажем, что алгоритм Alg приближенно находит значение оптимальной
раскраски в классе K, если для любого допустимого графа G ∈ K алгоритм возвра-
щает натуральное число Alg(G) > OPT(G). Тогда говорят, что алгоритм Alg решает
OCV с относительной погрешностью k ∈ R для класса K, если

sup

{
Alg(G)

OPT(G)
: G ∈ K

}
= k.

2. Случай трехбуквенного алфавита
Теорема 1. В предположении P 6= NP любой полиномиальный алгоритм, реша-

ющий OCV для класса трехбуквенных автоматов, имеет относительную погрешность
не меньше 2.

Доказательство. План доказательства следующий. Покажем, что полиноми-
альный алгоритм Alg, решающий OCV с относительной погрешностью меньше 2, мо-
жет быть использован для полиномиального алгоритма, решающего NP-полную за-
дачу ВЫПОЛНИМОСТЬ (SAT). Таким образом, получим противоречие с предполо-
жением P 6= NP . Более точно, пусть полиномиальный алгоритм Alg решает OCV
с относительной погрешностью 2− ε, где 0 < ε < 2. Возьмем произвольный экземпляр
задачи SAT—формулу ψ с n переменными иm дизъюнктами (дизъюнкциями перемен-
ных и их отрицаний). Построим допустимый граф G(ψ), имеющий полиномиальный
размер от m,n, и полином p(m,n), такие, что:
— если ψ выполнима, то OPT(G(ψ)) 6 p(m,n) (этот случай назовем GOODCASE );
— если ψ невыполнима, то OPT(G(ψ)) > (2− 0,5ε)p(m,n) (случай BADCASE ).
Из построения следует, что ψ выполнима тогда и только тогда, когда Alg возвращает
значение, меньшее чем (2 − 0,5ε)p(m,n). Следовательно, найдем решение NP-полной
задачи SAT, используя полиномиальный алгоритм Alg.

Выполним теперь описанное сведение формально. Рассмотрим некоторый экзем-
пляр ψ задачи SAT с набором переменных x1, x2, . . . , xn и набором дизъюнктов от них
c1, c2, . . . , cm. Будем писать xi ∈ cj или ¬xi ∈ cj, если дизъюнкт cj содержит в своей
записи переменную xi или ее отрицание соответственно. Без ограничения общности
можно предполагать, что m > 3, n > 3 и задача ψ нормализована, т. е. выполняются
следующие условия:
(C1) Для любой переменной xi есть дизъюнкт cj, состоящий из переменной и ее

отрицания, т. е. cj = (xi ∨ ¬xi).
(C2) Переменная xn равна 0 в любом наборе, выполняющем ψ.
(C3) Для любой переменной xi и дизъюнкта cj если (xi ∈ cj и ¬xi ∈ cj), то cj =

= xi ∨ ¬xi.
Для того чтобы выполнялись условия (C1), (C3), нужно добавить дизъюнкты вида

cj = (xi ∨ ¬xi), если их еще нет в формуле, и исключить все дизъюнкты, содержащие
xi, ¬xi и еще какие-то переменные. Если (C2) не выполняется, то можно добавить
переменную xn+1, дизъюнкт cm+1 = (¬xn+1), а также дизъюнкт cm+2 = (xn+1 ∨¬xn+1),
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чтобы удовлетворять (C1). Ясно, что такие преобразования формулы ψ не влияют на
ее выполнимость.

Вместо определения дуг графа G(ψ) будем сразу определять переходы автомата A
этого графа так, что если ψ выполнима, то C(A) 6 p(m,n). Из этого следует коррект-
ность сведения для случая GOODCASE. Для случая BADCASE, т. е. когда ψ невыпол-
нима, сделаем предположение от противного о том, что есть некоторая раскраска B
графа G(ψ), такая, что

C(B) < (2− 0,5ε)p(m,n). (Ev)

Получив противоречие с этим предположением, докажем корректность сведения для
случая BADCASE.

Таким образом, для случая GOODCASE достаточно показать, как можно за поли-
номиальное от n,m время построить автомат A графа G(ψ), для которого есть син-
хронизирующее слово u длины не больше p(m,n). Для BADCASE нужно получить
противоречие с тем, что найдется слово v длины не больше (2 − 0,5ε)p(m,n), син-
хронизирующее автомат B. Заметим также, что из доказательства будет видно, что
граф G(ψ) строится за полиномиальное от размера ψ время.

Схема автомата A показана на рис. 2. Множество состояний Q автомата A явля-
ется объединением шести компонент (подмножеств состояний автомата, играющих
определенную роль в доказательстве): Rinit, Rsat, Tsat, Rfix, Racc, Qspec. Алфавит Σ ав-
томата A состоит из трех букв a, b, c, а функция переходов будет определена по ходу
доказательства. Заметим, что компонента Qspec состоит из подмножеств C0, C1, C2, R0

и состояния z и не окружена рамкой. Компонента Racc состоит из набора подмножеств
D1, D2, . . . , Dn−1 и подкомпоненты Rowacc, также явно на рисунке не обозначенной.

Компоненты Rinit и Tsat являются трехмерными, а компоненты Rsat и Rowacc —дву-
мерными массивами состояний, т. е. каждое состояние из этих компонент может быть
записано как K(i1, i2, i3), где K — одна из компонент Rinit, Rsat, Tsat, Rowacc (индекс i3
имеет смысл только для Rinit и Tsat). Строкой и столбцом этих компонент автомата
будем называть подмножество состояний массива компоненты с фиксированным пер-
вым и вторым индексом соответственно. Например, на рис. 2 отмечены 1-я и 2-я строки
Rinit (Rinit(1, ∗, ∗) и Rinit(2, ∗, ∗)); 1-я и (n+ 1)-я строки Rsat (Rsat(1, ∗) и Rsat(n+ 1, ∗));
4-й, 6-й и (4n+ 2)-й столбцы Rowacc (Rowacc(∗, 4), Rowacc(∗, 6), Rowacc(∗, 4n+ 2)) и др.
Одномерные массивы состояний C0, C1, C2, Rfix назовем столбцами, а R0 — строкой.
Заметим, что строкам и столбцам компонент на рис. 2 соответствуют горизонтальные
и вертикальные наборы состояний соответственно.

Введем теперь полиномы, требующиеся для определения компонент:
p1 = p1(m,n) = m+ 3 —число столбцов в Rinit и Rsat;
p2 = p2(m,n) = 15n2 +m— вспомогательный полином;
p3 = p3(m,n) = 4(p1 +p2) —количество значений, которые может принимать третий

индекс в Rinit;
p = p(m,n) = ((kn−1)p3+2)+(n+1)+(18+(4n+13)(n−2)) —полином, участвующий

в оценках на OPT(G);
padd = padd(m,n) = p3(kn−1) = 4(15n2 +2m+2)(kn−1) — высота столбцов C0, C1, C2

компоненты Qspec.
Константа k выбрана так, чтобы выполнялось неравенство 2padd > (2− 0,5ε)p для

всех m > 3, n > 3. Заметим, что k не зависит от задачи, т. е. от ψ, m или n.
Перед тем как переходить к формальному определению компонент автомата и рас-

смотрению их свойств, объясним, для чего необходима каждая из компонент на соот-
ветствующем шаге доказательства.
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Рис. 2. Схема автомата A

1) При помощи свойств компоненты Rinit построим слово uinit длины (kn− 1)p3 +
+2 для автомата A, отображающее Q \ Qspec в первую строку Rsat (Rsat(1, ∗)).
Таким образом, фактически после этого шага потребуется отслеживать об-
раз только одной строки. Для случая BADCASE докажем, что можно найти
префикс vinit слова v со свойством Rsat(1, ∗) ⊆ Rinit.vinit и длиной не меньше
(kn− 1)p3.

2) Компоненты Rsat и Tsat построены для определения выполнимости ψ. В случае
GOODCASE для автомата A найдется слово usat длины n+1, такое, что ровно n
состояний заняты в строке Rowacc(1, ∗) после применения этого слова к первой
строке Rsat, полученной после шага 1. В случае BADCASE для автомата B
докажем, что в Rowacc(1, ∗) занято более n состояний после применения любого
слова длины n+ 1 к первой строке Rsat, полученной после шага 1.

3) Компоненты Rfix и Racc требуются для подсчета числа занятых состояний
в строке Rowacc(1, ∗) после предыдущего шага. Компонента Rfix нужна для
«фиксации» (наложения ограничений на структуру) слова, используемого на
этом шаге для BADCASE.
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4) Компонента Qspec играет специальную роль; в частности, с её помощью прове-
ряется, что после предыдущего шага нет занятых состояний в Q \Qspec. Кроме
того, компонента Qspec помогает сделать граф сильносвязным.

Определим формально множества состояний компонент автомата A:

Rinit = {Rinit(ir, ic, if ) : ir ∈ [1, kn], ic ∈ [−2,m], if ∈ [0, p3 − 1]},

где ir —номер строки Rinit; ic —номер столбца Rinit, при ic > 0 соответствующий но-
меру дизъюнкта; if —номер элемента в Rinit(ir, ic, ∗).

Следующие компоненты:

Tsat = {Tsat(ir, iv, ivv) : ir ∈ [2, n+ 1], iv ∈ [1, ir], ivv ∈ {0, 1}},

где ir —номер строки Tsat, при ir 6 n соответствующий номеру переменной плюс 1, а
iv (при iv 6= n+ 1) и ivv соответствуют номеру переменной и ее значению.

Компонента Rsat состоит из подкомпонент R+
sat и R

−
sat, где

R−sat = {Rsat(iv, ic) : iv ∈ [1, n+ 1], ic ∈ [−2, 0]},
R+
sat = {Rsat(iv, ic) : iv ∈ [1, n], ic ∈ [1,m], iv = max(i ∈ [1, n] : xi ∈ cic или ¬xi ∈ cic)}.

В этом определении iv — это номер строки Rsat, при iv 6= n+1 соответствующий номеру
переменной, а ic —номер столбца Rsat, при ic > 0 соответствующий номеру дизъюнкта.

Пусть h = (4n + 13)(n− 2) + 20, тогда Rfix = {Rfix(ir) : ir ∈ [1, h]}, т. е. компонен-
та Rfix состоит из одного столбца высоты h.

Компонента Racc состоит из n − 1 строки Rowacc(i, ∗), и любой путь в Racc между
двумя последовательными строками будет проходить через подкомпоненту Di. Фор-
мально:

Rowacc = {Rowacc(iv, ic) : iv ∈ [1, n− 1], ic ∈ [4, 4n+ 2]},
∀iv ∈ [1, n− 1] Div = {Div(ie) : ie ∈ [1, 35]},

где iv —номер строки Rowacc, ic —номер столбца Rowacc и ie —номер элемента в Di.
Для i ∈ [1, n− 2] положим Di(35) = Rowacc(i+ 1, 4),

Racc = Rowacc ∪D1 ∪D2 ∪ . . . ∪Dn−1,

hs = padd и определим Qspec следующим образом: Qspec = {z} ∪ R0 ∪ C0 ∪ C1 ∪ C2,
где Ci = {Ci(ir) : ir ∈ [1, hs]} для i ∈ {0, 1, 2}— это столбец Qspec из hs элементов
и R0 = {R0(ic) : ic ∈ [−2,m]}— строка Qspec из m + 3 элементов. Для i из {0, 1, 2}
обозначим si = Ci(1).

При определении переходов в автомате A будем использовать метки LDXY , где
X —метка компоненты, а Y —порядковый номер метки. Каждое такое определение
переходов в автомате A однозначно задает определение дуг графа G(ψ), которое будем
обозначать, заменяя первую букву L на E (например, LDinit1 и EDinit1). Будем гово-
рить, что слово w перемещает/отображает состояние q в состояние q′, если q.w = q′,
и слово w «сжимает», или «синхронизирует» множество S, если |S.w| = 1. Терми-
ны направления перемещения следует понимать в соответствии с рис. 2, и они будут
использоваться только для визуального представления.
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Переходы из состояний Rinit в автомате определены следующим образом: буква a
перемещает состояния Rinit внутри столбцов по «спирали» относительно номера стро-
ки и третьего индекса. Формально:

Rinit(ir, ic, if ).a =


Rinit(ir, ic, (if + 1) mod p3), если if + 1 < p3, LDinit1

Rinit(ir + 1, ic, (if + 1) mod p3), если if + 1 = p3 и ir < kn, LDinit2

Rinit(1, ic, (if + 1) mod p3), если if + 1 = p3 и ir = kn. LDinit3

Буква b отображает состояния последней строки Rinit в первую строку Rsat (т. е.
Rinit(kn, ∗, ∗).b ⊆ Rsat(1, ∗)). Более того, состояния нулевого столбца последней стро-
ки компоненты Rinit отображаются на первую строку Rsat (т. е. Rinit(kn, 0, ∗).b =
= Rsat(1, ∗)). Другие строки перемещаются в первую строку Rinit по этой букве:

Rinit(ir, ic, if ).b =


Rinit(1, ic, (if + 1) mod p3), если ir < kn, LDinit4

Rsat(1, ic), если ir = kn, ic 6= 0, LDinit5

Rsat(1, ((if + 1) mod p1)− 1), если ir = kn, ic = 0. LDinit6

Буква c перемещает все состояния Rinit вверх, в первую строку Rinit:

Rinit(ir, ic, if ).c = Rinit(1, ic, (if + 1) mod p3). LDinit7

Следующее замечание следует из определений дуг в Rinit.
Замечание 1.

(A) Все буквы в автоматах A и B сохраняют «полное» множество остатков от де-
ления третьего индекса в Rinit на p3, пока состояния находятся в Rinit, т. е. если
для x ∈ Σ, S ⊆ Rinit выполняется S.x ⊆ Rinit и ∀i ∈ [0, p3−1]∃q ∈ S∩Rinit(∗, ∗, i),
то также выполняется ∀i ∈ [0, p3 − 1]∃q ∈ S.x ∩Rinit(∗, ∗, i).

(B) Image(Rinit(1, ∗, 0), padd) ⊆ Rinit; другими словами, кратчайший путь, ведущий
из Rinit(1, ∗, 0) вне Rinit, имеет длину больше padd = p3(kn− 1).

Рассмотрим теперь компоненты Rsat и Tsat, которые «кодируют» ψ. Заметим, что
образ множества {−2,−1, 0} под действием функции ϕ(x) = −0,5x2˘2,5x + 1 равен
{1, 3, 4}, и определим:

Rsat(iv, ic).x =


Rinit(1, ic, 0), если x = c, LDsat1

Rfix(ϕ(ic)), если x ∈ {a, b}, ic 6 0, iv = n+ 1, LDsat2

Rsat(iv + 1, ic), если x ∈ {a, b}, ic 6 0, iv 6 n. LDsat3

Для iv 6 n и ic > 0:

Rsat(iv, ic).x =


Tsat(iv + 1, iv, 0), если x = a и ¬xiv ∈ cic , LDsat4

Tsat(iv + 1, iv, 1), если x = b и xiv ∈ cic , LDsat5

Rsat(iv + 1, ic), если x = a и не выполняется (¬xiv ∈ cic), LDsat6

Rsat(iv + 1, ic), если x = b и не выполняется (xiv ∈ cic); LDsat7

Tsat(ir, iv, ivv).x =


sivv+1, если x = c, LDsat8

Tsat(ir + 1, iv, ivv), если x ∈ {a, b}, ir 6 n, LDsat9

Rowacc(1, 2(2iv + ivv)), если x ∈ {a, b}, ir = n+ 1. LDsat10
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Будем писать S 7→r T , если любой путь из подмножества S длины не меньше r
содержит вершины из подмножества T . Заметим, что

если S 7→r1 T1 7→r2 T2, то S 7→r1+r2 T2. (1)

Следующее замечание непосредственно следует из определений дуг в Rsat и Tsat и
свойств введенного отношения.

Замечание 2. Пусть ic ∈ [−2,m]; тогда
(A) Если ic 6 0, то Rsat(∗, ic) 7→n+1 Rinit(1, ic, 0) ∪Rfix (по EDsat1, 2, 3).
(B) Если ic > 0, то Rsat(∗, ic) 7→n+1 Rinit(1, ic, 0)∪ {s1, s2} ∪Racc (по EDsat1, 4, . . . , 7).
Введем линейный порядок между состояниями, находящимися в одной строке

Rowacc в соответствии с номерами столбцов компоненты Rowacc. Пусть S —некоторое
множество. Назовем две вершины из S, лежащие в одной строке Rowacc, последова-
тельными, если между ними (в соответствии с порядком) нет других вершин из S.
Назовем d-переходами в графе G(ψ) переходы, помеченные буквой d ∈ Σ в автомате A.
Следующая лемма показывает, как компоненты Rsat и Tsat кодируют формулу ψ.

Лемма 2.
GOODCASE : Существует слово usat длины n+ 1, такое, что Rsat(1, ∗).usat ∩Rfix =

= Rfix({1, 3, 4}), и если положить S = Rsat(1, ∗).usat ∩Racc, то для S верны следующие
свойства:
(G0) S ⊆ Rowacc(1, ∗), т. е. S полностью содержится в первой строке;
(G1) номера столбцов состояний из S четны;
(G2) |S| = n;
(G3) расстояние между любыми двумя последовательными состояниями из S в стро-

ке равно 2, 4 или 6;
(G4) Rowacc(1, 4n) ∈ S, Rowacc(1, 4n+ 2) /∈ S.

BADCASE : Пусть при применении слова vsat длины n+1 к Rsat(1, ∗) используются
только a- и b-переходы; тогда Rsat(1, ∗).vsat ∩ Rfix = Rfix({1, 3, 4}), и если положить
S = Rsat(1, ∗).vsat ∩Racc, то для S верны следующие свойства:
(B0) S ⊆ Rowacc(1, ∗), т. е. S полностью содержится в первой строке;
(B1) номера столбцов состояний из S четны;
(B2) |S| > n.

Доказательство. Рассмотрим сначала ситуацию GOODCASE. Так как ψ выпол-
нима, то существует набор значений переменных x1 = b1, x2 = b2, . . ., xn = bn, такой,
что ψ(b1, b2, . . . , bn) истинна, или, другими словами, существует минимальный номер
переменной j = j(i) для каждого дизъюнкта ci, такой, что либо bj = 1, xj ∈ ci, либо
bj = 0, ¬xj ∈ ci. Сопоставим слово usat этому набору значений переменных следующим
образом. Положим usat(n + 1) = a; usat(i) = a, если bi = 0, и usat(i) = b в противном
случае.

Из определений LDsat2, 3 и условия usat ∈ {a, b}n+1 следует, что R−sat(1, ∗).usat =
= Rfix({1, 3, 4}). Осталось доказать, что выполняются свойства множества S =
= Rsat(1, ∗).usat∩Racc. Для этого рассмотрим образ некоторого состояния q = Rsat(1, ic)
под действием usat, где ic > 0:

q.usat = Rsat(1, ic).usat(1 . . . j(ic) . . . n+ 1) =

= Tsat(j(ic) + 1, j(ic), bj(ic)).usat(j(ic) + 1 . . . n+ 1) =

= Tsat(j(ic) + (n+ 1)− j(ic), j(ic), bj(ic)).usat(n+ 1) =

= Tsat(n+ 1, j(ic), bj(ic)).usat(n+ 1) = Rowacc(1, 2(2j(ic) + bj(ic))). (EQ1)
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Из условия нормализации (C1) и равенства Rsat(1, ic).usat = Racc(1, 2(2j(ic) + bj(ic)))
следует свойство (G2), потому что {j(ic) : ic ∈ [1,m]} = [1, n]. Свойства (G1), (G3)
выполняются, потому что разность между номерами столбцов 2(2j + bj) и 2(2(j + 1) +
+bj+1) четна и меньше либо равна 6 и {j(ic) : ic ∈ [1,m]} = [1, n]. Свойство (G0)
выполняется, так как Rowacc(1, 2(2j(ic) + bj(ic))) ∈ Rowacc(1, ∗), а свойство (G4) следует
из равенства (EQ1) и того, что bn = 0 по (C2). Итак, случай GOODCASE доказан.

Рассмотрим теперь BADCASE. Так как при применении слова vsat к Rsat(1, ∗) нет
использования c-переходов, то по определениям EDsat2, . . . , 7, 10 получаем, что

R−sat(1, ∗).vsat = Rfix({1, 3, 4}) и R+
sat(1, ∗).vsat ⊆ Racc(1, ∗).

Осталось доказать свойства (B1) и (B2) для S = Rsat(1, ∗).vsat ∩Racc. В силу (C1) для
любого j ∈ [1, n] существует номер ic = ic(j), такой, что cic = (xj∨¬xj). Следовательно,

Rsat(1, ic(j)).vsat = Rsat(j, ic(j)).vsat(j . . . n+ 1) =

= Tsat(j + 1, j, a1).vsat(j + 1 . . . n+ 1) =

= Tsat(n+ 1, j, a1).vsat(n+ 1) =

= Racc(1, 2(2j + a1)), где a1 ∈ {0, 1}, j ∈ [1, n]. (EQ2)

Из этого равенства следуют (B1) и неравенство |Rsat(1, ∗).vsat ∩ Racc(1, ∗)| > n. Чтобы
показать, что неравенство строгое, ввиду равенства (EQ2) достаточно доказать, что
существует номер j ∈ [1, n], такой, что

Racc(1, 2(2j)) ∈ Rsat(1, ∗).vsat и Racc(1, 2(2j + 1)) ∈ Rsat(1, ∗).vsat. (EQ3)

Так как R+
sat(1, i).vsat ⊆ Racc(1, ∗), то для любого номера дизъюнкта ic ∈ [1,m] суще-

ствует номер переменной iv(ic) ∈ [1, n], такой, что

Rsat(1, ic).vsat(1 . . . iv(ic)) = Rsat(iv(ic), ic).vsat(iv(ic)) = Tsat(iv(ic) + 1, iv(ic), ivv(ic)).

Предположим, что для всех ic1 , ic2 ∈ [1,m] равенство номеров переменных iv(ic1) =
= iv(ic2) влечет равенство значений переменных ivv(ic1) = ivv(ic2). Для j ∈ [1, n] по-
ложим bj = 1, если iv(ic) = j, ivv(ic) = 1, и bj = 0 в противном случае; тогда
ψ(b1, b2, . . . , bn) = 1. Это верно, потому что для любого номера дизъюнкта ic вы-
полняется biv(ic) = ivv(ic). Следовательно, предположение противоречит тому, что ψ
невыполнима в BADCASE. Поэтому существуют некоторые числа j, ic1 , ic2 , такие, что
iv(ic1) = iv(ic2) = j, ivv(ic1) = 0, ivv(ic2) = 1. Из этих равенств и определений дуг
EDsat4, 5, 9 непосредственно следует (EQ3), а следовательно, и доказательство лем-
мы2 в случае BADCASE.

Перейдем теперь к определению переходов в компонентах Rfix и Racc. Дуги Di оди-
наковы для всех i и изображены на рис. 3. Символ E на рисунке обозначает алфавит
{a, b}, а метки Ek на дугах заменяют k − 1 промежуточных вершин и соответствую-
щих переходов по a, b между начальной и конечной вершинами соответствующей дуги.
Символы e1(i) и e2(i) могут быть одной из букв a, b и будут определены в процессе до-
казательства.

Переходы для Rfix и Racc удобно представить, используя длины некоторых пре-
фиксов слова, фиксируемого при помощи компоненты Rfix на шаге 3. По опреде-
лению положим h1 = 3, h2 = h3 = . . . = hn−1 = 12 + 4n, hn = 13 и обозначим
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wi = wi(d1, d2, . . . , di) = a3d1a
h2d2 . . . di−1a

hidi для i ∈ [1, n] и некоторых букв d1, d2, . . . ,
dn. Заметим, что высота h столбца Rfix равна |wn|+ 3.

Обозначим R2
fix = {Rfix({|wi|, |wi|+ 2, |wi|+ 3}) : i ∈ [1, n− 1]} и определим

q.x =



Rinit(1, 0, 0), если x = c и q ∈ Rfix \Rfix({h− 3, h− 1, h}), LDacc1

Rfix(ir + 1), если q = Rfix(ir), ir < h и
(x = a или (x = b и q ∈ R2

fix)), LDacc2

Rinit(1, 0, 0), если x = b и q ∈ Rfix \R2
fix, LDacc3

s0, если x = c и q ∈ Rfix({h− 3, h− 1, h}) ∪Dn−1(35), LDacc4

s1, если x = c и q ∈ Racc \Dn−1(35), LDacc5

Rowacc(iv, ic + 1), если q = Rowacc(iv, ic), ic < 4n+ 2 и x 6= c, LDacc6

Div(1), если q = Rowacc(iv, 4n+ 2) и x 6= c. LDacc7

Переходы в Di по a, b (кроме помеченных e1(i), e2(i), E−e1(i), E−e2(i)) определяются
по рис. 3. Для возможности сослаться на определения дуг в Di будем использовать
метку EDacc8. Следующее замечание говорит о назначении компоненты Rfix.

Di(1)

Di(35)

a b

E E

E2

E4

E2

E6

E2

E8

E2

E − e1(i) e1(i)

E E

E − e2(i) e2(i)

EE

Рис. 3. Подкомпонента Di

Замечание 3.
GOODCASE : Пусть w = wn(b, b, . . . , b, c); тогда w имеет следующие свойства:

w(1) = a, Rfix({1, 3, 4}).w = s0 и для любого собственного префикса w′ слова w спра-
ведливо Rfix({1, 3, 4}).w′ ⊆ Rfix.

BADCASE : Пусть слово w обладает свойствами, указанными в утверждении для
GOODCASE ; тогда w = wn(d1, d2, . . . , dn) для некоторых d1, d2, . . . , dn ∈ Σ.

Доказательство. В случаеGOODCASE докажем по индукции для i ∈ [0, |w|−1],
что Rfix({1, 3, 4}).w(1 . . . i) = Rfix({i+1, i+3, i+4}). База индукции для i = 0 очевидна.
Докажем шаг индукции для i. Если w(i) = a, то по LDacc2 получаем Rfix({i, i + 2,
i + 3}).a = Rfix({i + 1, i + 3, i + 4}). В противном случае w(i) = b; тогда i = |wj|
для некоторого j, поэтому Rfix({i, i + 2, i + 3}) ⊆ R2

fix, и по LDacc2 снова получаем
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Rfix({i, i+2, i+3}).b = Rfix({i+1, i+3, i+4}). Следовательно, шаг индукции доказан.
По заключению индукции получаем, что

Rfix({1, 3, 4}).w = Rfix({1, 3, 4}).w(1 . . . |w| − 1)c = Rfix({h− 3, h− 1, h}).c = s0

и при применении слова w(1 . . . |w|−1) состояния из Rfix({1, 3, 4}) перемещаются внут-
ри Rfix.

Рассмотрим теперь случай BADCASE. Так как только состояния из Rfix({h − 3,
h − 1, h}) могут перейти в s0 из Rfix и по условию Rfix({1, 3, 4}).w(1 . . . |w| − 1) ⊆
⊆ Rfix, то Rfix({1, 3, 4}).w(1 . . . |w| − 1) ⊆ Rfix({h − 3, h − 1, h}). Все переходы внут-
ри Rfix (по EDacc2) увеличивают на 1 индекс состояния в столбце Rfix, поэтому
Rfix({1, 3, 4}).w(1 . . . |w| − 1) = Rfix({h − 3, h − 1, h}) и для любого i ∈ [0, h − 4] и
j ∈ {1, 3, 4} должно выполняться Rfix(j).w(1 . . . i) = Rfix(i+ j) и |w| = |wn| = h− 3.

Покажем индукцией по k < |wn|, что если для i ∈ [1, k − 1] слово w(1 . . . k − 1) яв-
ляется префиксом wn для некоторых d1, d2, . . . , dn, то и w(1 . . . k) — также префикс wn.
База индукции очевидна, так как по условию w(1) = a.

Если для некоторого k ∈ [3, h − 2] из состояния Rfix(3).w(1 . . . k − 3) = Rfix(k)
есть только один переход внутри Rfix, то w(k) = w(k − 2), так как Rfix(k) также
равно Rfix(1).w(1 . . . k − 1) (т. е. Rfix(1) также проходит через эту вершину под дей-
ствием перехода w(k) и должно остаться в Rfix). Аналогично, если для k ∈ [3, h − 3]
из состояния Rfix(4).w(1 . . . k − 4) = Rfix(k) есть только один переход внутри Rfix, то
w(k) = w(k − 3). Следовательно, для всех k ∈ [2, h − 2], таких, что Rfix(k) /∈ R2

fix,
выполняется w(k) = w(k − 2), и для всех k ∈ [4, h − 3], таких, что Rfix(k) /∈ R2

fix,
выполняется w(k) = w(k − 3).

Заметим, что для k ∈ {2, 3} утверждение следует из соотношений a = w(1) = w(3),
w(2) = w(3) = w(5). Пусть k > 3; если k совпадает с длиной одного из wi, то шаг
индукции выполнен для di = w(k). В противном случае, так как k > 3 и длины wi
отличаются более чем на 1, то или k−2, или k−3 не совпадает с длиной ни одного из wi
и, следовательно, выполняется одно из соотношений w(k) = w(k − 2) = a или w(k) =
= w(k − 3) = a, что влечет шаг индукции. Заключение индукции дает необходимый
результат.

Отметим также несколько несложных свойств компонент Rfix, Racc.
Замечание 4.

(A) Rfix 7→h {Rinit(1, 0, 0), s0} (по EDacc1 . . . 4).
(B) Rowacc(k, ∗) 7→4n−2 Rowacc(k, 4n+ 2) (по EDacc5, 6).
(C) Rowacc(k, 4n+ 2) 7→15 {Dk(35), s1} (по EDacc7, 8).
(D) Rowacc(1, ∗) 7→h+4n−7 {s0, s1} (по B, C и равенству (4n− 2)(n− 1) + 15(n− 1) =

= h+ 4n− 7).
(E) Rsat(1, ic) 7→h+5n−6 {Rinit(1, 0, 0), Rinit(ic, 0, 0), s0, s1, s2} (по свойству 7→, пунктам

A, B замечания 2 и пунктам A, D этого замечания).
(F) Rowacc(k, 4n+ 2) 7→4n+13 {Rowacc(k + 1, 4n+ 2), s1} (по B и C).
(G) Rowacc(k, 4n+ 2) 7→(n−k−1)(4n+13)+15 {s0, s1} (по F и C).
В замечании 3 показано, как при помощи Rfix фиксируется шаблон слова. Далее

отметим, как могут перемещаться состояния в Racc под действием таких слов в обоих
случаях.

Замечание 5. Пусть S — такое подмножество состояний, что для k = 1 выпол-
няются следующие свойства.
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GOODCASE :
(G0) S ⊆ Rowacc(k, ∗), т. е. S полностью содержится в k-й строке;
(G1) номера столбцов состояний из S четны;
(G2) |S| 6 n− k + 1;
(G3) расстояние между любыми двумя последовательными состояниями из S в стро-

ке равно 2, 4 или 6;
(G4) Rowacc(k, 4n) ∈ S,Rowacc(k, 4n+ 2) /∈ S.

Тогда существует дораскраска компоненты Racc (т. е. определение e1(i), e2(i)), та-
кая, что S.wn(b, b, . . . , b, c) = s0.

BADCASE :
(B0) S ⊆ Rowacc(k, ∗), т. е. S полностью содержится в k-й строке;
(B1) номера столбцов состояний из S четны;
(B2) |S| > n− k + 1.

Тогда для всяких таких d1, d2, . . . , dn ∈ Σ, что любой собственный префикс w′

слова wn(d1, d2, . . . , dn) оставляет S внутри Racc (т. е. S.w′ ⊆ Racc), выполняется
S.wn(d1, d2, . . . , dn) 6= s0.

Доказательство. Рассмотрим случай GOODCASE.
Обозначим w = wn(b, b, . . . , b, c) и докажем индукцией по k ∈ [1, n] утвержде-

ние о том, что D1, D2, . . . , Dk−1 можно раскрасить так, что для множества Tk =
= S.w(1 . . . |wk| − 4) выполнены свойства (G0) – (G4) для k. База индукции следует из
условий замечания. Докажем шаг индукции для k + 1. Пусть t обозначает разность
номеров столбцов между максимальным (равным Rowacc(k, 4n) по (G4)) и предшеству-
ющим состоянием Rowacc(k, 4n− t) из Tk в k-й строке. Раскрасим Dk в зависимости от
значения t так, чтобы путь, помеченный a14−t, помечал путь из Dk(1) в Dk(35). Это
можно сделать, положив

e1(k) = a, e2(k) = a, если t = 2;

e1(k) = b, e2(k) = a, если t = 4;

e1(k) = b, e2(k) = b, если t = 6.

Тогда под действием слова w(|wk|−3 . . . |wk+1|−4) = a3ba9+4n (при k < n−1) состояние
Rowacc(k, 4n) будет двигаться по пути

Rowacc(k, 4n)→ Rowacc(k, 4n+ 1)→ Rowacc(k, 4n+ 2)→
→ Dk(1)→ . . .→ Dk(35) = Rowacc(k + 1, 4)→ Rowacc(k + 1, 4n),

где путь из Dk(1) в Dk(35) помечен ba13, а все остальные состояния из Rowacc(k, i) ∈ Tk
будут двигаться по пути

Rowacc(k, i)→ Rowacc(k, i+ 1)→ . . .→ Dk(1)→
→ . . .→ Dk(35) = Rowacc(k + 1, 4)→ Rowacc(k + 1, i+ t),

где путь изDk(1) вDk(35) помечен a14−t. Таким образом, оба состояния Rowacc(k, 4n−t)
и Rowacc(k, 4n) перейдут в состояние Rowacc(k + 1, 4n), а разность номеров столбцов
между остальными состояниями не изменится. Из этого следует, что все свойства
(G0) – (G4) выполнены для k+1 и множества Tk+1 = S.w(1 . . . |wk+1|−4). Заметим, что
для случая k = n − 1 доказательство такое же, но рассматриваются пути только до
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Dk(35). В конечном итоге получаем, что S.wn(b, b, . . . , b, c) = Dn−1(35).c = s0, и случай
GOODCASE доказан.

Докажем BADCASE аналогичным способом, добавив к утверждению свой-
ство (B5): Rowacc(k, 4n+2) /∈ S. Обозначим w = wn(d1, d2, . . . , dn) и докажем индукцией
по k ∈ [1, n] свойства (B0, B1, B2, B5) для Tk = S.w(1 . . . |wk| − 4). База индукции сно-
ва следует из условий, кроме свойства (B5), которое докажем на шаге индукции без
использования предположения. Докажем шаг индукции для k + 1. Рассмотрим, как
перемещаются вершины из Tk под действием слова f = w(|wk| − 3 . . . |wk+1| − 4) =
= a3dka

9+4n. Докажем (B0) и (B5). Так как нет переходов из Rowacc(k + 1, ∗)
в Rowacc(k, ∗) ∪ Dk, то ввиду свойств B, C замечания 4 получаем, что Tk+1 ⊆
⊆ Rowacc([k+1, n−1], ∗)∪Dk+1 . . .∪Dn−1. Пусть некоторое состояние q ∈ Tk+1 совпадает
с Rowacc(k+1, 4n+2) или не содержится в Rowacc(k+1, ∗). Ввиду условия G замечания 4
максимальный путь из q внутри Racc имеет длину меньше (n − k − 2)(4n + 13) + 15.
Однако по условиям путь из q под действием слова w(|wk+1| − 3 . . . |w| − 1) длины
(n − k − 2)(4n + 13) + 17 должен лежать в Racc. Получили противоречие, и свойства
(B0) и (B5) доказаны. Заметим, что для доказательства (B5) не использовалось пред-
положение индукции. Следовательно, оно выполнено и для базы индукции.

Так как только на 4-й позиции слова f стоит буква, отличная от a, и состояние
Rowacc(k, 4n + 2) /∈ Tk, то по (B1) Rowacc(k, 4n + 1) /∈ Tk, поэтому длина кратчайшего
пути из Tk в состояние Dk(1) не меньше 4. Следовательно, все состояния из Tk, кроме,
быть может, одного (Rowacc(k, 4n + 2)), перемещаются по пути, помеченному a|f | (так
как по EDacc6 для состояний из Rowacc a- и b-переходы совпадают). Поскольку этот
путь имеет четную длину и не может содержать циклов, получается, что разница но-
меров столбцов состояний из Tk+1 оставшихся состояний такая же, как и у прообразов
из Tk. Отсюда следуют свойства (B1) и (B2).

Рассмотрим компоненту Qspec. Пусть q ∈ Qspec и x ∈ Σ. Тогда

q.x =



Rinit(1, ic, 0), если q = R0(ic) и x = c, LDspec1

R0(ic − 1), если q = R0(ic) и ic > 1, x 6= c, LDspec2

z, если q = R0(1) и ic > 1, x 6= c, LDspec3

s0, если q = z и x = c, LDspec4

Ci(ir + 1), если q = Ci(ir), ir < hs, LDspec5

R0(m), если q = Ci(hs). LDspec6

Заметим, что граф G(ψ) теперь полностью определен, хотя раскраска A еще задана
не до конца (не определены ei(1), ei(2)).

Для доказательства сильной связности графа рассмотрим рис. 4. Здесь верши-
ны графа соответствуют подмножествам графа G(ψ), а переход из подмножества S1

в подмножество S2, помеченный некоторым числом k (если не указано, то предпо-
лагается 1) и, возможно, некоторым условием (в круглых скобках) на индексы вер-
шин множеств S1, S2, соответствует тому, что Image(S ′1, k) ⊇ S ′2 и из любой верши-
ны множества S ′1 можно перейти в вершину из S ′2, где множества S ′1 и S ′2 получены
из S1 и S2 соответственно наложением указанного на переходе условия (если мно-
жество содержит индекс, на который накладывается условие). Например, переход из
Rsat(∗, ic) в множество Tsat, помеченный числом n + 1 и условием ic > 0, означает,
что Image(R+

sat, n + 1) ⊇ Tsat и из любой вершины из R+
sat можно перейти в некото-

рое состояние Tsat. Достижимость Tsat для этого перехода следует из условий (C1)
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и EDsat4, 5, 9, а существование перехода из R+
sat в Tsat следует из определения R+

sat

и EDsat4, 5. Остальные переходы в графе подмножеств следуют непосредственно из
определений переходов графа G(ψ).

Заметим также, что любая вершина q графа G(ψ) принадлежит, по крайней ме-
ре, одному подмножеству S на рис. 4, причем множество Image({q}, 1) содержится
в объединении множеств, в которые ведут переходы из множества S, и самого мно-
жества S (кроме вершин, окруженных пунктирной линией — s0, s1, s2). Таким обра-
зом, по рисунку для любой вершины можно найти множество, в котором содержится
Preimage({q}, 1).

Сильная связность графа G(ψ) следует из того, что граф подмножеств на рис. 4
является сильносвязным, так как из z есть путь в любую вершину графа подмножеств
и из любой вершины графа подмножеств есть путь в z.

R0(ic)

Rinit(1, ic, 0) Rinit(1, ic, ∗)
p3 − 1

Rinit(∗, ic, ∗)

hs

Rsat(∗, ic)

n+ 1

Rinit(∗, 0, ∗)
(ic = 0)

n+ 1

Tsat

n+ 1 (ic > 0)

Rfix({1, 3, 4})
(ic ≤ 0)

Rfix

h

Rowacc(1, ∗)
4n− 1

Racc

h

s2

s1

s0

si

Ci

hs

z

(i = 0)

Рис. 4. Граф подмножеств G(ψ)

В следующем замечании показаны основные свойства Qspec.
Замечание 6.

(A) Для i ∈ {0, 1, 2} любой путь, начинающийся вне Ci и проходящий через Ci,
содержит si (так как только переходы из EDspec4 оканчиваются в Ci(j) для
j > 1).

(B) Для r ∈ [0, hs−1] и i ∈ {0, 1, 2} любой путь длины r из si оканчивается в Ci(r+1)
и любой путь длины r, оканчивающийся в Ci(r + 1), начинается в si (по (A) и
EDspec4).

(C.1) Preimage(R0, hs) = Qspec \ {z}.
(C.2) Preimage(Rinit(∗, i, ∗), 1) ⊆ Rinit(∗, i, ∗) ∪Rsat(∗, i) ∪R0 для i 6= 0.
(C.3) Preimage(Rinit(∗, 0, ∗), 1) ⊆ Rinit(∗, 0, ∗) ∪Rsat(∗, 0) ∪R0 ∪Rfix.
(C.4) Preimage(Rsat(∗, i), 1) ⊆ Rinit(∗, {0, i}, ∗) ∪Rsat(∗, {0, i}).
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(D) Preimage(Rinit(∗, i, ∗), hs) ⊆ Rinit(∗, {0, i}, ∗) ∪ Rsat(∗, {0, i}) ∪ Rfix ∪ Qspec для
i ∈ [−2,m] по пунктам (C.1 . . . 4).

(E.1) Image(Rinit(∗, ic, ∗), 1) ⊆ Rinit(∗, ic, ∗) ∪Rsat(∗, ic) для ic > 0 в силу EDinit5.
(E.2) Image(Rsat(∗, ic), 1) ⊆ Rinit(∗, ic, ∗) ∪ Rsat(∗, ic) ∪ Tsat для ic > 0 в силу

EDsat1, 4 . . . 7.
(E.3) Image(Tsat, 1) ⊆ Tsat ∪Racc ∪ {s0, s1, s2} в силу EDsat8, 9, 10.
(E.4) Image(Racc, 1) ⊆ Racc ∪ {s0, s1, s2} в силу EDacc5, 6, 7.
(E.5) Image({s0, s1, s2}, hs) ⊆ C0 ∪ C1 ∪ C2 в силу EDspec4.
(F) Image(Rinit(∗, ic, ∗), hs) ⊆ Rinit(∗, ic, ∗)∪Rsat(∗, ic)∪Tsat ∪Racc ∪C0 ∪C1 ∪C2 для

ic > 0 в силу (E.1 . . . 5).
Доказательство оценок для длин синхронизирующих слов u и v автоматов A и B

соответственно проведем следующим образом: для GOODCASE пошагово построим
синхронизирующее слово. При этом на каждом шаге будем отслеживать образ множе-
ства состояний автомата после применения уже построенного слова. Для BADCASE
также пошагово докажем, что синхронизирующее слово v должно перемещать состоя-
ния аналогично тому, как перемещаются состояния в GOODCASE под действием сло-
ва u, либо можно выбрать несколько состояний в образе соответствующего префикса v,
для которых значение LRadius по следующей лемме будет достаточно большим для
получения требуемой оценки длины оставшегося суффикса v (по п. 2 леммы 1).

Лемма 3. Справедливы следующие неравенства для функции LRadius:
(A) LRadius({q1, q2}) > p3(kn− 1), где q1 ∈ {s0, s1, s2}, q2 6= q1.
(B) LRadius({q1, q2}) > p3(kn−1), где q1 = Rinit(1, ic1 , if1), ic1 6= 0, q2 ∈ Rinit(∗, ic2 , ∗)∪

∪Rsat(∗, ic2) ∪ Tsat ∪Rfix ∪Racc, 0 6= ic2 6= ic1 .
(C) LRadius({q1, q2}) > p3(kn−1), где q1 = Rinit(1, ic1 , if1), ic1 = 0, q2 ∈ Rinit(∗, ic2 , ∗)∪

∪Rsat(∗, ic2) ∪ Tsat ∪Racc, 0 < ic2 .
(D) LRadius({qf , q2, q3}) > p3(kn − 1), где qf = Rsat(1, ic1), q2 = Rinit(ir2 , 0, if2),

q3 ∈ Rinit(∗, ic3 , ∗) ∪ Rsat(1, ic3), ir2 < kn, 0 < ic3 6= ic1 и (if2 6 3p2 + 1 или
ir2 = 1).

(E) LRadius({q1, q2}) > p3(kn − 1), где q1 ∈ Image(Rfix, 1), q2 ∈ Image(Racc, 1),
{q1, q2} 6= {s0}, q1 /∈ (Rfix ∪Racc) или q2 /∈ (Rfix ∪Racc).

Доказательство. Пункт (A) непосредственно следует из пункта (B) замеча-
ния 6, так как для r ∈ [0, hs−1] путь из q2 длины r не может заканчиваться в Ci(r+1),
где заканчивается путь длины r из q1.

По пункту (B) замечания 1 кратчайший путь из Rinit(1, ic1 , ∗) вне Rinit не мень-
ше hs = p3(kn − 1). Поэтому для пунктов (B), (C) выполняется LRadius(q1,
Q \Rinit(1, ic1 , ∗)) > hs. Следовательно, по п. 3 леммы 1

LRadius({q1, q2}, Q) > min(hs, LRadius({q1, q2}, Rinit(1, ic1 , ∗))),

т. е. достаточно доказать, что LRadius({q1, q2}, Rinit(1, ic1 , ∗)) > hs. По п. 6 леммы 1 для
этого достаточно показать, что q2 /∈ Preimage(Rinit(1, ic1 , ∗), hs). А это, в свою очередь,
следует из пункта (D) замечания 6.

Для доказательства пункта (D) предположим от противного, что есть пути Pf ,
P2, P3 одинаковой длины r меньше p3(kn − 1), ведущие в одну из вершин qf , q2, q3

соответственно. Из выбора q2 и EDinit1, 2, 4, 7 следует, что любой путь из q2 длины не
больше p3 − 3p2 > 15n2 заканчивается в Rinit(∗, 0, ∗). Если для некоторого r 6 15n2

путь Pf (1 . . . r) или P3(1 . . . r) оканчивается в {s0, s1, s2}, то мы получим противоречие
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нашего предположения с пунктом (A), примененного для вершин P2(r), Pf (r) или
P2(r), P3(r) соответственно.

Из пункта (E) замечания 4 следует, что для некоторого r0 6 h+ 5n−6 6 15n2 путь
Pf (1 . . . r0) оканчивается в {Rinit(1, 0, 0), Rinit(1, ic, 0), s0, s1, s2}. Так как h + 5n − 6 6
6 15n2, то путь Pf (1 . . . r0) должен оканчиваться в Rinit(1, ic, 0).

Из того, что ic3 > 0 и путь P3(1 . . . 15n2) не проходит через {s0, s1, s2}, следует, что
P3(1 . . . 15n2) целиком лежит в Rinit(∗, ic3 , ∗) ∪ Rsat(∗, ic3) ∪ Tsat ∪ Racc. Следовательно,
мы получаем противоречие с пунктом (C) для вершин Pf (r0) = Rinit(1, ic, 0) и P3(r0).
Таким образом, пункт (D) доказан.

Докажем теперь пункт (E). По определению переходов EDacc, EDfix получаем, что
q1 ∈ Rfix ∪ {Rinit(1, 0, 0), s0}, а q2 ∈ Racc ∪ {s1, s0}. Тогда из условия

q1 /∈ (Rfix ∪Racc) или q2 /∈ (Rfix ∪Racc)

следует, что или q1 ∈ {Rinit(1, 0, 0), s0}, или q2 ∈ {s1, s0}. Если q1 или q2 совпадает с s0,
то другая вершина по условию не совпадает с s0, и по пункту (A) получим требуемое
неравенство. Если q2 совпадает с s1, то из q1 ∈ Rfix∪{Rinit(1, 0, 0), s0} следует q1 6= s1, и
снова по пункту (A) получаем требуемое неравенство. Осталось рассмотреть случай,
когда q1 = Rinit(1, 0, 0) а q2 ∈ Racc. В этом случае получаем нужное неравенство по
пункту (С).

В следующей лемме полностью доказывается корректность сведения для GOOD-
CASE при помощи утверждений о свойствах компонент графа G(ψ).

Лемма 4. Существуют дораскраска автомата A (определение e1(i), e2(i)) и сло-
во u длины не больше p(m,n), синхронизирующее автомат A.

Доказательство. Положим uinit = cap3(kn−1)b. Тогда |uinit| = (kn − 1)p3 + 2
и по определениям переходов LDinit получаем, что Rinit.uinit = Rsat(1, ∗). По замеча-
нию 2, существует слово usat длины n + 1, такое, что множество S = Rsat(1, ∗).usat =
= Rinit.uinitusat удовлетворяет замечанию 5, поэтому можно раскрасить Racc (опре-
делить e1(i), e2(i)) так, чтобы для uacc = wn(b, b, . . . , b, c) выполнялось равенство
s0 = S.uacc = Rinit.uinitusatuacc. Заметим также, что |uacc| = |wn| = (4n+ 13)(n− 2) + 18,
поэтому

|u| = |uinit|+ |usat|+ |uacc| = ((kn− 1)p3 + 2) + (n+ 1) + (18 + (4n+ 13)(n− 2)) 6 p.

Осталось доказать, что Q.u = s0. Так как u(1) = c, то Q.u(1) = Q.c ⊆ Rinit(1, 0, 0)∪
∪Qspec. ПосколькуRinit(1, ∗, 0).u(2 . . . |u|) = s0, то нужно показать, чтоQspec.u(2 . . . |u|) =
= s0. Так как высота любого столбца Ci плюс ширина строки R0 меньше, чем
|u(2 . . . |u| − 1)| = |u| − 2, и алфавит слова u(2 . . . |u| − 1) состоит из букв {a, b}, то
по определениям LDspec1 . . . 6 получаем, что Qspec.u(2 . . . |u| − 1) = z. Следовательно,
Qspec.u(2 . . . |u|) = s0 и слово u синхронизирующее.

Рассмотрим теперь BADCASE. Следующая лемма соответствует шагу 1 и исполь-
зует свойства компоненты Rinit.

Лемма 5. Существует префикс v′init слова v, такой, что Rinit(1, ∗, ∗).v′init ∩ Rsat 6=
6= ∅. Если v′init —кратчайший префикс с этим свойством, тогда |v′init| > (kn − 1)p3

и существует слово vdop, такое, что vinit = v′initvdop —префикс слова v и Rsat(1, ∗) ⊆
⊆ Rinit.v

′
initvdop.
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Доказательство. Прежде всего, такой префикс v′init у слова v существует, пото-
му что любые два состояния из различных столбцов Rinit не могут быть сжаты внутри
Rinit и все исходящие дуги из Rinit заканчиваются либо в Rinit, либо в Rsat. Заметим
также, что |v′init| > padd = p3(kn− 1) по пункту (B) замечания 1.

Для доказательства леммы осталось показать, что найдется слово vdop, такое, что
Rsat(1, ∗) ⊆ Rinit.v

′
initvdop.

Можно предполагать, что Rsat(1, t) * Rinit.v
′
init для некоторого t ∈ [−2,m]. В про-

тивном случае Rsat(1, ∗) ⊆ Rinit(1, ∗, ∗).v′init и в качестве vdop можно взять пустое слово.
Во всех остальных случаях покажем, что можно либо найти подходящее слово vdop, ли-
бо выбрать несколько состояний из Q.v′init, для которых значение LRadius не меньше
p3(kn− 1)− 1, и тем самым получить противоречие с (Ev), используя неравенства

|v| > |v′init|+ LSynchB(Q.v′init) > p3(kn− 1) + LRadius(Q.v′init) >

> 2p3(kn− 1) > 2padd > (2− 0,5ε)p. (EN1)

Так как по условию множество Rinit(1, ∗, ∗).v′init ∩ Rsat не пустое, то из него можно
выбрать состояние qf = Rsat(1, ic1) для некоторого ic1 ∈ [−2,m].

Без ограничения общности предположим, что v′init(|v′init|) = a, т. е. v′init = wa для
подходящего слова w. Тогда по выбору w и по пункту (A) замечания 1 для любого
номера столбца ic любой префикс слова w сохраняет полное множество остатков от
деления на p3 координат вектора множества Rinit(1, ic, ∗). Формально:

∀ic ∈ [−2,m], if ∈ [0, p3 − 1], l1 ∈ [1, |w|]
∃ir ∈ [1, kn] Rinit(ir, ic, if ) ∈ Rinit(1, ∗, ∗).w(1 . . . l1). (E0)

Вспомним, что v′init = wa, и обозначим S = Rinit(1, ∗, ∗).w. Рассмотрим все возможные
случаи.

С л у ч а й 1. ∃j ∈ [0, 3p2] Rinit(kn, 0, j) /∈ S. Тогда по (E0) существует номер i < kn,
такой, что q′2 = Rinit(i, 0, j) ∈ S. Далее, так как m > 3, то по (E0) для 0 < ic3 6= ic1
можем выбрать состояние q′3 = Rinit(ir3 , ic3 , if3) из множества S и положить q2 = q′2.a,
q3 = q′3.a. Таким образом, есть три занятых состояния qf , q2, q3 ∈ S.a = Rinit(1, ∗, ∗).v′init,
такие, что qf = Rsat(1, ic1), q2 = Rinit(i, 0, j).a = Rinit(ir2 , 0, if2), q3 ∈ Rinit(∗, ic3 , ∗) ∪
∪Rsat(1, ic3), где ir2 < kn, 0 < ic3 6= ic1 и (if2 6 3p2 + 1 или ir2 = 1). По пункту (D)
леммы 3 LRadius({qf , q2, q3}) > (kn− 1)p3, и получаем противоречие по (EN1).

С л у ч а й 2. ∀j ∈ [0, 3p2] Rinit(kn, 0, j) ∈ S. Обозначим через x букву w(|w|). Тогда
∀j ∈ [0, 3p2 − 1] Rinit(kn, 0, j).x = Rinit(kn, 0, j + 1), (E2)

потому что только Rinit(kn, 0, j) может перейти по x в Rinit(kn, 0, j + 1) и какое-то
состояние из S.x−1 переходит по x в Rinit(kn, 0, j + 1).

Пусть t—максимальное число, такое, что v = wxtv2 и v2(1) 6= x. Заметим, что если
t > 0, то x = a, потому что v′init = wa.

С л у ч а й 2.1. t > p2. Тогда x = a и Rinit(kn, 0, 0) ∈ S. По (E0) выберем состояние
в множестве S из столбца Rinit с положительным номером, т. е. q3 = Rinit(ir3 , ic3 , if3)∈S,
где ic1 6= ic3 > 0. Хотя кратчайший путь из q2 = Rinit(kn, 0, 0) имеет длину меньше p2,
но так как wat —префикс v, q2 ∈ Q.w и выполняется равенство (E1), то q2 остается
в Rinit(kn, 0, ∗) при применении at и t > p2. Следовательно, оценка на LRadius для
состояний qf , q2, q3 получается так же, как и в пункте (D) леммы 3, с той разницей,
что в этом случае путь из q2 длины p2 зафиксирован. Следовательно,

LRadius(qf .x, q2.x, q3.x) > LRadius(qf , q2, q3)− 1 > p3(kn− 1)− 1,
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и получаем противоречие по (EN1).
С л у ч а й 2.2. t 6 p2. Так как 3p2 > p1 и выполняются условия случая 2,

то Rinit(kn, 0, j) ∈ S для j ∈ [0, p1]. По (E2) получаем, что Rinit(kn, 0, j).x
tv2(1) =

= Rinit(kn, 0, j + t).v2(1), потому что j + t < p2 + p1 < 3p2 − 1. Так как Rinit(kn, 0,
j + t).x = Rinit(kn, 0, j + t + 1) и v2(1) 6= x, то из определений дуг ED1,6,7 следует, что
Rinit(kn, 0, j+t).v2(1) совпадает с Rsat(1, ((j+t+1) mod p1)−1) либо с Rinit(1, 0, j+t+1).

Если для любого j ∈ [0, p1] состояние Rinit(kn, 0, j).x
tv2(1) совпадает с Rsat(1,

((j + t + 1) mod p1) − 1), то Rsat(1, ∗) ⊆ S.xtv2(1), и в качестве vdop можно выбрать
xt−1v2(1).

В противном случае для некоторого j ∈ [0, p1] состояние Rinit(kn, 0, j).x
tv2(1) совпа-

дает с Rinit(1, 0, j + t+ 1). Обозначим это состояние через q1. Используя (E2), выберем
q′2 ∈ Rinit(∗, ic2 , ∗) ∩ S, где ic2 > 0. Так как t 6 p2 < hs и ic2 > 0, то по пункту (F)
замечания 6 получаем q2 = q′2.x

t ∈ Rinit(∗, ic2 , ∗) ∪ Rsat(∗, ic2) ∪ Racc ∪ C0 ∪ C1 ∪ C2.
Если q2 ∈ C0 ∪ C1 ∪ C2, то можно выбрать t1 6 t так, чтобы q̃2 = q′2.x

t1 ∈ {s0, s1, s2}.
Тогда если положить q̃1 = Rinit(kn, 0, j).x

t1 , то q̃1 /∈ {s0, s1, s2}, так как q̃1.x
t−t1 = q1 ∈

∈ Rinit(1, ∗, ∗) и Image({s0, s1, s2}, hs) ⊆ Qspec в силу EDspec5. Следовательно, q̃1 6= q̃2 и
q̃2 ∈ {s0, s1, s2}, и получаем, что LRadius({q̃1, q̃2}) > p3(kn− 1) по пункту (A) леммы 3
и q̃1, q̃2 ∈ Q.v(1 . . . |w|+ t1).

Иначе q2 ∈ Rinit(∗, ic2 , ∗) ∪ Rsat(∗, ic2) ∪ Racc, и тогда LRadius({q1, q2}) > p3(kn− 1)
по пункту (C) леммы 3 и q1, q2 ∈ Q.v(1 . . . |w|+ t).

Следовательно, в случае 2.2 после применения более длинного (с длиной больше
|v′init|) префикса v получаем несколько занятых состояний, значение LRadius для ко-
торых не меньше p3(kn − 1), и тем самым получаем противоречие с (Ev) аналогично
(EN1). Таким образом, рассмотрены все возможные случаи, и лемма доказана.

Таким образом, шаг 1 завершен. Следующая лемма соответствует шагу 2 и позво-
ляет отделить случай BADCASE от GOODCASE.

Лемма 6. Существует разложение v = vinitvsatv2, такое, что

|vsat| = n+ 1, Rsat(1, ∗).vsat ∩Rfix = Rfix({1, 3, 4})

и для S = Rsat(1, ∗).vsat ∩Racc верны следующие свойства:
(B0) S ⊆ Rowacc(1, ∗), т. е. полностью содержится в 1-й строке;
(B1) номера столбцов состояний из S четны;
(B2) |S| > n.

Доказательство. Так как LRadius(Rsat(1, ∗)) > n+ 1 и по лемме 5 Rsat(1, ∗) ⊆
⊆ Rinit.vinit, то существует разложение v = vinitvsatv2, где |vsat| = n + 1. Если при
применении vsat к Rsat(1, ∗) нет использования c-переходов, то утверждение доказа-
но по лемме 2. Предположим от противного, что при применении vsat используется
c-переход; тогда существуют состояние q′1 = Rsat(1, ic1) и минимальное натуральное
число t1 6 n+ 1, такие, что если q1 = q′1.vsat(1 . . . t1), то
– q1 ∈ {Rinit(1, ic1 , 0), s1, s2}, если ic1 > 0; выберем q2 = Rsat(1, 0).vsat(1 . . . t1), тогда
q2 ∈ Rsat(∗, 0) ∪Rfix ∪Rinit(1, 0, ∗);

– q1 = Rinit(1, ic1 , 0), если ic1 6 0; выберем q2 = Rsat(1, 1).vsat(1 . . . t1), тогда q2 ∈
∈ Rsat(∗, 1) ∪Racc ∪Rinit(1, 1, ∗) ∪ {s0, s1, s2}.

В обоих случаях q1, q2 ∈ Rinit.vinitvsat(1 . . . t1) и по пунктам (A),(B) или (C) леммы 3
получаем |v| > |vinit| + LRadius({q1, q2}) > 2(kn − 1)p3 > 2padd > (2 − 0,5ε)p. Таким
образом, получаем противоречие с (Ev), и лемма доказана.
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Следующая лемма соответствует шагу 3 для BADCASE и завершает доказатель-
ство для этого случая.

Лемма 7. BADCASE : Предположим, что v = vinitvsatvacc и слово v— синхрони-
зирующее для B. Тогда |v| > (2− 0,5ε)p(m,n)

Доказательство. Заметим, что по лемме 6 после применения vinitvsat занятые
состояния остались как в Rfix, так и в Racc. Так как между Rfix и Racc нет дуг, а
vacc должно сжимать оставшиеся состояния, то у слова vacc есть префикс, который
перемещает некоторое состояние из (Rfix ∪ Racc) ∩ Q.vinitvsat вне Rfix ∪ Racc. Пусть
waccx—разложение кратчайшего префикса vacc с этим свойством.

По определению waccx можно выбрать состояние q′1 из (Racc ∪Rfix) ∩Q.vinitvsatwacc
так, что если положить q1 = q′1.x, то q′1.x /∈ (Racc ∪Rfix). Заметим, что по выбору пре-
фикса множество Q.vinitvsatwacc пересекается как с Rfix, так и с Racc. Следовательно,
можно выбрать q′2 ∈ (Rfix ∪ Racc) ∩Q.vinitvsatwacc так, что если q′1 ∈ Rfix, то q′2 ∈ Racc,
или наоборот — если q′1 ∈ Racc, то q′2 ∈ Rfix.

Если ((Racc ∪ Rfix) ∩ Q.vinitvsatwacc).x 6= s0, то можно считать, что {q′1.x, q′2.x} 6=
6= {s0}. Тогда по пункту (E) леммы 3 получаем, что LRadius({q′1.x, q′2.x}) > (kn−1)p3.
Следовательно, |vinitvsatwaccx| > |vinitvsatwaccx| + Lradius({q′1.x, q′2.x}) > 2(kn − 1)p3, и
утверждение леммы доказано.

Осталось рассмотреть случай, когда ((Racc∪Rfix)∩Q.vinitvsatwacc).x = s0. Без огра-
ничения общности предположим, что wacc(1) = a (в противном случае доказательство
идентично с точностью до подстановки на алфавите). Тогда по выбору wacc и равенству
((Racc ∪Rfix)∩Q.vinitvsatwacc).x = s0 оказываемся в условиях замечания 3 и получаем,
что слово waccx равно wn для некоторых d1, d2, . . . , dn ∈ Σ, т. е.

waccx = a3d1a
12+4nd2a

12+4nd3 . . . a
12+4ndn−1a

13dn.

Объединяя это с леммой 6 и выбором waccx, оказываемся в условиях замечания 5 для
S = Q.vinitvsat ∩ Rowacc(1, ∗) и получаем противоречие с равенством ((Racc ∪ Rfix) ∩
∩Q.vinitvsatwacc).x = s0.

Таким образом, теорема полностью доказана в обоих случаях.

Заметим, что из теоремы 1 напрямую не следует, что в предположении P 6= NP не
существует полиномиального алгоритма, находящего оптимальную раскраску, так как
для её поиска не требуется находить длину кратчайшего синхронизирующего слова.

Если бы задача поиска кратчайшего синхронизирующего слова для автомата при-
надлежала классу P , то полиномиальный алгоритм, находящий оптимальную рас-
краску, можно было бы достроить до полиномиального алгоритма, решающего задачу
OCV, и получить противоречие с теоремой. Однако ввиду результата [8] для этой зада-
чи не существует даже приближенного полиномиального алгоритма с любой конечной
относительной погрешностью.

Тем не менее можно получить аналогичный результат для задачи поиска оптималь-
ной раскраски. Заметим, что алгоритм, решающий OC с относительной погрешностью
β < 2, должен для произвольного допустимого орграфа G возвращать его синхрони-
зирующую раскраску A, такую, что C(A) 6 β ·OPT(G).

Следствие 1. В предположении P 6= NP любой полиномиальный алгоритм, ре-
шающий OC для класса графов со степенью исхода вершин 3, имеет относительную
погрешность не меньше 2.
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Доказательство. Приведем здесь только план доказательства, опуская техни-
ческие детали. Предположим от противного, что существует алгоритм Alg, решающий
с относительной погрешностью 2− ε задачу OC. Используя такое же построение гра-
фа G(ψ) по ψ, что и в теореме 1, для получения противоречия достаточно показать,
как по раскраске B, возвращаемой алгоритмом Alg на графе G(ψ), определить выпол-
нимость ψ.

Выполнимость ψ определяется следующим образом. Без ограничения общности
можно считать, что дуга из Rfix(1) в Rfix(2) помечена буквой a. Далее, для i ∈ [1, n−1]
рассчитаем длины путей внутри Di, помеченных степенью буквы a, и в соответствии
с этими значениями восстановим, какие состояния из Rowacc(1, ∗) могли быть сжаты
под действием слова wn(d1, d2, . . . , dn), где di равен символу на b-переходе из Di(1).
Это можно сделать, используя рассуждения из замечания 5 или рассмотрев прооб-
раз Dn−1(35) под действием слова wn без последнего символа. Заметим, что если для
некоторого j в Dj нет пути, помеченного степенью a, то нужно доказать, что ψ невы-
полнима. Это можно сделать аналогично доказательству BADCASE в лемме 7.

Далее, из определения переходов в Rsat и Tsat однозначно восстанавливаются зна-
чения переменных b1, b2, . . . , bn, которые должны удовлетворять ψ (так же, как это
делалось для BADCASE в замечании 2). Если эти значения действительно удовлетво-
ряют ψ, то ясно, что формула ψ выполнима. В противном случае нужно показать, что
ψ невыполнима. Для этого по построению достаточно доказать, что C(B) > (2−0,5ε)p.

Это утверждение доказывается аналогично случаю BADCASE, с той разницей, что
вместо аргумента о том, что ψ невыполнима, в замечании 2 используем аргумент о том,
что ψ должна быть выполнима именно на наборе b1, b2, . . . , bn, так как в противном
случае получим такое множество занятых состояний после шага 2 внутри Rowacc(1, ∗),
которое ввиду раскраски Racc не может быть сжато словом wn(d1, d2, . . . , dn).

3. Случай двухбуквенного алфавита
Теорема доказана для трехбуквенного алфавита. Очевидно, что для однобуквенно-

го алфавита задача не имеет смысла, так как единственный сильносвязный автомат
с одной буквой является циклом по этой букве и не может быть синхронизируемым.
Несложно также проверить, что если в алфавите больше трех букв, то, продублиро-
вав необходимое количество раз переходы по букве c в автомате A из теоремы, можно
доказать такой же результат и в этом случае. Возникает естественный вопрос: вер-
но ли утверждение для двухбуквенного алфавита? Следующее следствие показывает
справедливость результата и в этом случае.

Следствие 2. В предположении P 6= NP любой приближенный полиномиаль-
ный алгоритм, решающий задачу OCV для подкласса автоматов с двухбуквенным
алфавитом, имеет относительную погрешность не меньше 2.

Доказательство. Некоторые технические детали доказательства этого след-
ствия опущены для краткости. Представим только изменения в структуре автомата A,
которые показаны на рис. 5. Каждое состояние q ∈ Q, кроме s0, заменяется тремя со-
стояниями qtop, qa, qb, и переходы переопределяются следующим образом:

qtop.x = qx, qx.a = (q.c)top, qx.b = (q.x)top.

Тогда буква c соответствует xa, а буква y ∈ {a, b}— yb.
Состояние s0 заменяется двумя состояниями s0

top, s0
bot. Обозначим состояние C0(2)

через g. Тогда

s0
top.a = s0

bot, s0
top.b = gtop, s0

bot.a = s0
bot.b = gtop.
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a b
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a b

b b

stop0

sbot0

gtop

a

b

a, b

Рис. 5. Замены в автомате A

Легко проверить, что в случае GOODCASE |unew| = 2|uold| + 1 6 2p(m,n), а в случае
BADCASE |vnew| > 2|vold| > 2((2 − 0,5ε)p(m,n)) = (4 − ε)p(m,n). Здесь uold, vold соот-
ветствуют синхронизирующим словам для старых автоматов A и B. Для завершения
доказательства заметим, что отношение выражений (4 − ε) и 2p(m,n) стремится к 2
при ε→ 0.

Итак, мы доказали главный результат. Более того, мы показали, что он верен для
случая общей степени исхода, равной 2.

В связи с доказанными результатами можно выделить два естественных открытых
вопроса: о существовании эффективного алгоритма для некоторого подкласса допу-
стимых графов и о минимальной возможной погрешности полиномиального алгоритма
для задачи вычисления значения оптимальной раскраски.
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Автомат (без выходов) называется сильносвязным, если любые два его состо-
яния взаимно достижимы. Скелетный автомат характеризуется противополож-
ным свойством: в нем никакие два различных состояния не являются взаимно
достижимыми. Показано, что автомат тогда и только тогда допускает правиль-
ную нумерацию состояний, когда он скелетный (теорема 1). Предлагается метод,
позволяющий для заданного автомата построить автомат с наименьшим возмож-
ным числом состояний, имеющий такую же решетку подавтоматов, при этом по-
лученный автомат оказывается скелетным (теорема 2). Описывается процедура,
позволяющая получить из данного автомата скелетный автомат путем удаления
(замены петлями) минимального числа дуг в диаграмме переходов исходного ав-
томата.

Ключевые слова: автомат, сильносвязный автомат, скелетный автомат,
правильная нумерация состояний, решетка подавтоматов.

Под автоматом понимается тройка A = (S,X, δ), где S и X —конечные непустые
множества (соответственно множество состояний и множество входных сигналов), а
δ : S×X → S — отображение, называемое функцией переходов. Запись δ(s, x) = s′ для
s, s′ ∈ S, x ∈ X означает, что автомат A, находящийся в состоянии s, под действи-
ем входного сигнала x переходит в следующий момент дискретного времени в со-
стояние s′. Функция переходов естественным образом продолжается на множество
S × X∗, где X∗ — совокупность всех конечных слов над алфавитом X: по определе-
нию, δ(s, e) = s для любого s ∈ S и пустого слова e, и δ(s, px) = δ(δ(s, p), x) для любых
s ∈ S, x ∈ X, p ∈ X∗.

Автомату A сопоставляется диаграмма—мультиграф G(A), вершинами которого
являются элементы множества S и дуги помечены элементами из X: из вершины s
в вершину s′ ведет дуга с меткой x, если δ(s, x) = s′. Другим объектом, связанным
с автоматом A, является матрица переходов M(A) —матрица размерности m × m,
где m = |S|, элементами которой являются подмножества множества X, при этом
[M(A)]i,j = {x ∈ X : δ(si, x) = sj}.

Говорят, что состояние s′ достижимо в автомате A из состояния s, если существу-
ет входное слово p ∈ X∗, такое, что δ(s, p) = s′. В этом случае пишут (s, s′) ∈ τ , и
так определенное отношение τ ⊆ S × S называют отношением достижимости в ав-
томате A. Понятно, что τ рефлексивно и транзитивно, т. е. является квазипорядком.
Его симметричная часть σ = τ ∩ τ−1 называется отношением взаимной достижимости
в автоматеA. Классы эквивалентности σ называют слоями автоматаA. В [1] было вве-
дено понятие каркаса автомата. Каркас автомата A— это упорядоченное множество
(F (A),6), элементами которого являются слои автомата A, а порядком на множе-
стве слоев F (A) = S/σ— отношение, обратное отношению достижимости τ , именно
σ(s′) 6 σ(s) :⇐⇒ (s′, s) ∈ τ−1 ⇐⇒ (s, s′) ∈ τ . Очевидно, что для любого автомата A
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выполняются неравенства 1 6 |F (A)| 6 |S|. Если |F (A)| = 1, т. е. отношение σ уни-
версально, σ = S × S, автомат A называется сильносвязным. Если же |F (A)| = |S|,
т. е. отношение σ тождественно, σ = ∆, автомат A называется скелетным. В скелетном
автомате отношение достижимости τ является порядком на множестве состояний S.

Поскольку в скелетном автомате A все слои одноэлементны, можно считать, что
в этом случае каркасом является множество S, упорядоченное обратной достижимо-
стью τ−1, так что s > s′ означает, что состояние s′ достижимо из состояния s.

Нумерацией состояний автомата называется биективное отображение множества
его состояний S на начальный отрезок [1,m] натурального ряда. Нумерация, по опре-
делению, является правильной, если (si, sj) ∈ τ =⇒ i > j, т. е. если состояния, дости-
жимые из данного состояния, имеют меньшие, чем у него, номера.

Теорема 1. В автомате A существует правильная нумерация состояний тогда и
только тогда, когда A— скелетный автомат.

Доказательство. Пусть в автомате A существует правильная нумерация со-
стояний, но A не является скелетным, т. е. σ 6= ∆. Тогда в A найдутся два различных
взаимно достижимых состояния, скажем si и sj. Так как (si, sj) ∈ τ , то i > j, а так
как (sj, si) ∈ τ , то j > i, что невозможно. Значит, σ = ∆ и A— скелетный автомат.

Пусть теперь, напротив, дан скелетный автомат A и нужно правильно пронумеро-
вать его состояния. Построим диаграмму каркаса F (A), отождествляя его элементы
с соответствующими cостояниями автоматаA. Под высотой элемента s в каркасе F (A)
понимается наибольшая из длин убывающих цепей, начинающихся с s. Диаграмму
строим следующим образом: если l—наибольшая из высот элементов в каркасе, то
на l + 1 горизонталях, пронумерованных снизу вверх числами 0, 1, . . . , l, расположим
элементы каркаса в соответствии с их высотами, а затем, двигаясь снизу вверх, будем
соединять прямолинейными отрезками каждый элемент s с его нижними соседями
(т. е. с теми элементами, за которыми s непосредственно следует в смысле порядка
в F (A)). Построив диаграмму каркаса F (A), пронумеруем его элементы (т. е. состоя-
ния автомата A) слева направо и снизу вверх. Состояние s′ достижимо из состояния s
в точности тогда, когда в диаграмме каркаса F (A) есть восходящая ломаная от s′ к s.
Но это означает, что в построенной нумерации s имеет больший номер, чем s′, т. е.
нумерация— правильная.

Подмножество S ′ ⊆ S называется устойчивым в автомате A, если δ(s, x) ∈ S ′ для
любых s ∈ S ′ и x ∈ X. Если S ′ устойчиво вA, то, ограничивая функцию переходов δ на
S ′ × X, получают подавтомат A′ = (S ′, X, δ). Совокупность SubA всех подавтоматов
автомата A, упорядоченная отношением A1 6 A2 ⇐⇒ S1 ⊆ S2, где Ai = (Si, X, δ),
i = 1, 2, является дистрибутивной решеткой. Это — решетка подавтоматов автомата A.

Известно (см. [1]), что для каждого автомата A существует автомат B с двумя
входными сигналами, такой, что SubA ∼= SubB, и что не всегда найдется автономный
(т. е. с |X| = 1) автомат B с такой же, как у A, решеткой подавтоматов. Минимизацию
по числу состояний дает следующее предложение.

Теорема 2. Пусть A = (S,X, δ) и B = (T, Y, γ) — автоматы, такие, что
SubA ∼= SubB. Тогда |T | > |F (A)|. При этом существует скелетный автомат B, та-
кой, что SubA ∼= SubB и |T | = |F (A)|.

Доказательство. Как показано в [2], SubA ∼= SubB тогда и только тогда, когда
F (A) ∼= F (B). Так как |F (A)| 6 |S|, то |T | > |F (B)| = |F (A)|. Определим автомат
B = (T, Y, γ) следующим образом. Положим T = F (A). Ветвлением элемента a
в конечном упорядоченном множестве называется количество b(a) его нижних со-
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седей. Пусть в каркасе F (A) наибольшее из ветвлений элементов равно t. Возьмем
Y = {y1, y2, . . . , yt}. Построим диаграмму переходов автомата B. Ее вершинами бу-
дут элементы каркаса F (A). Все ребра диаграммы каркаса F (A) ориентируем сверху
вниз. Пусть для σ(s) ∈ F (A) будет b(σ(s)) = k. Присвоим дугам, исходящим из σ(s),
последовательно слева направо метки y1, y2, . . . , yk. Если k < t, то вершине σ(s) соот-
несем еще t−k петель с метками yk+1, yk+2, . . . , yt. Проделав это для каждой вершины,
получим мультиграф, из любой вершины которого исходят t дуг с метками из Y . Это
и есть диаграмма переходов автомата B. Очевидно, что этот автомат скелетный и что
F (B) = F (A). Из последнего равенства следует, что SubA ∼= SubB и |T | = |F (A)|.

Доказанная теорема соотносится со следующими известными фактами: для любого
автомата A существуют сильносвязные (т. е. с универсальным отношением σ) автома-
ты B и C, такие, что у A и B изоморфны решетки конгруэнций (ConA ∼= ConB), у A
и C изоморфны группы автоморфизмов (AutA ∼= AutC). Теорема 2 показывает, что
для любого автомата A существует скелетный (т. е. с тождественным отношением σ)
автомат B с такой же, как у A, решеткой подавтоматов (SubA ∼= SubB).

Пусть K —некоторый класс автоматов и A /∈ K. Как можно путем в том или ином
смысле минимальных изменений в структуре автомата A получить из него автомат A′

из класса K? В числе допустимых приемов реконструкции автомата можно рассмат-
ривать, например, отождествление некоторых вершин (факторизация), введение до-
полнительных состояний и/или входных сигналов (расширения), перенаправление дуг
диаграммы переходов, удаление дуг (замена их петлями) и т. п.

Напомним, что конгруэнцией автомата A = (S,X, δ) называется эквивалентность θ
на множестве его состояний, согласованная с функцией переходов в том смысле, что
(∀s, s′ ∈ S)(x ∈ X)((s, s′) ∈ θ =⇒ (δ(s, x), δ(s′, x)) ∈ θ). Если θ ∈ ConA, то фак-
тор-автомат автомата A по конгруэнции θ определяется как A/θ = (S/θ,X, δ), где
δ(θ(s), x) = θ(δ(s, x)) для любых s ∈ S, x ∈ X.

Одной из задач об оптимальных реконструкциях автоматов является построение
для данного автомата сильносвязного фактор-автомата с наибольшим возможным чис-
лом состояний. Частный случай—факторизация на максимальный по числу состояний
циклический автомат — рассматривался в [3] (циклический автомат — это такой авто-
мат, в котором все входные сигналы действуют одинаково и все состояния образуют
при этом цикл). В этом контексте покажем, как путем удаления минимального числа
дуг в диаграмме G(A) получить из данного автомата A скелетный автомат.

Из теоремы 1 непосредственно вытекает
Следствие 1. Автомат A тогда и только тогда является скелетным, когда при

некоторой нумерации его состояний матрица переходовM(A) будет нижней треуголь-
ной матрицей.

Доказательство. То, что матрица M(A) является нижней треугольной мат-
рицей, равносильно тому, что соответствующая нумерация состояний автомата — пра-
вильная.

Прямолинейный подход к решению рассматриваемой задачи состоит в том, чтобы
для каждой из m! возможных нумераций состояний автомата A взять в соответству-
ющей матрице M(A) множество

⋃
i>j

[M(A)]ij ⊆ X, выбрать один из вариантов, при ко-

тором это множество будет минимальным по мощности, и построить матрицу M ′(A),
полагая [M ′(A)]ij = [M(A)]ij при i > j и [M ′(A)]ii =

⋃
j>i

[M(A)]ij. Автомат A′ с матри-
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цей переходов M ′(A) является скелетным, и он получен путем удаления из диаграм-
мы G(A) минимально возможного числа дуг.

Понятно, что предложенный способ ни в коей мере не является оптимальным для
исполнения. Более эффективный способ дает обращение к известной в теории гра-
фов проблеме расконтуривания. Действуя в этом русле, удалим в диаграмме перехо-
дов G(A) все метки дуг. Далее к полученному мультиграфу применим модификацию
какой-либо процедуры удаления в графе минимального числа дуг, приводящей к бес-
контурному графу (см., например, [4]). Затем в G(A) каждую удаленную дугу заме-
ним петлей в начале этой дуги и восстановим все метки дуг. Полученный мультиграф
с помеченными дугами является диаграммой переходов скелетного автомата, дающего
решение задачи.
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ются из звездного графа произвольной ориентацией ребер. Ранее было получено
полное решение, описывающее минимальные вершинные и реберные k-расшире-
ния неориентированных звезд, а также минимальные вершинные k-расширения
ориентированных звезд. В этой работе дается полное описание всех минимальных
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Введение
Ориентированным графом (далее орграфом) называется пара G = (V, α), где

V —конечное непустое множество, называемое множеством вершин, а α— отноше-
ние на множестве вершин V , называемое отношением смежности. Орграф с анти-
симметричным отношением смежности называется направленным графом, или дигра-
фом. Граф с симметричным и антирефлексивным отношением смежности называется
неориентированным графом, или неографом. Основные определения даются по рабо-
те [1].

Граф с пустым отношением смежности называется вполне несвязным и обозна-
чается On, где n—число вершин. Полный диграф без петель называется турниром.
Циклической тройкой называется 3-вершинный турнир, у которого в каждой вершине
есть одна исходящая и одна входящая дуга.

Симметризацией орграфа
−→
G = (V, α) называется неограф G = (V, (α ∪ α−1)\∆),

то есть симметризация орграфа получается заменой дуг ребрами и удалением петель.
Вложением графа G1 = (V1, α1) в граф G2 = (V2, α2) называется такое взаимно

однозначное отображение ϕ : V1 → V2, что для любых вершин u, v ∈ V1 выполняется
следующее условие: (u, v) ∈ α1 ⇒ (ϕ(u), ϕ(v)) ∈ α2.

Два графа G1 = (V1, α1) и G2 = (V2, α2) называются изоморфными, если можно
установить взаимно однозначное соответствие ϕ : V1 → V2, сохраняющее отношение
смежности: (u, v) ∈ α1 ⇔ (ϕ(u), ϕ(v)) ∈ α2 для любых u, v ∈ V1. Изоморфизм графа
на себя называется автоморфизмом. Две вершины u и v называются подобными, если
существует автоморфизм ϕ : ϕ(v) = u. Аналогично, две дуги называются подобными,
если существует автоморфизм, переводящий одну в другую.

Граф G∗ = (V ∗, α∗) называется минимальным реберным k-расширением (МР-kР)
n-вершинного графа G = (V, α), если выполняются следующие условия:

DOI 10.17223/20710410/12/6
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1) G∗ является реберным k-расширением G, то есть граф G вкладывается в каж-
дый подграф графа G∗, получающийся удалением любых его k ребер;

2) G∗ содержит n вершин, то есть |V ∗| = |V |;
3) α∗ имеет минимальную мощность при выполнении условий 1 и 2.
Понятие минимального k-расширения введено на основе понятия оптимальной

k-отказоустойчивой реализации, которое было предложено Дж.П. Хейзом в работе [2]
для исследования отказоустойчивости технических систем. Позднее Дж.П. Хейз сов-
местно с Ф.Харари в работах [3, 4] обобщили модель и распространили ее на случай
реберной отказоустойчивости. В этих работах рассматривались неориентированные
графы. Для ориентированных графов количество результатов существенно меньше.
А.В. Киреева [5] рассматривала вершинную отказоустойчивость в ориентированных
графах. Ею описана вершинная оптимальная 1-отказоустойчивая реализация произ-
вольного функционального графа. Т. Санг и др. [6] использовали модель Хейза для
нахождения вершинной и реберной оптимальной 1-отказоустойчивой реализации ори-
ентированного цикла. В [7] доказывается, что задача проверки, является ли граф ре-
берным (вершинным) k-расширением заданного графа, принадлежит классу NP-пол-
ных. Это означает, что едва ли появится эффективное решение задачи построения
минимальных вершинных или реберных k-расширений для заданного произвольного
графа, а новые результаты будут связаны с частным решением задачи для каких-либо
семейств графов.

Неориентированной звездой (далее просто звездой) или звездным графом называ-
ется полный двудольный граф вида K1,n, где n > 0 (то есть одна вершина смежна с n
несмежными вершинами). Ориентированной звездой будем называть орграф, симмет-
ризация которого является звездой. Ориентированную звезду будем обозначать Zm,n,p,
где m и n—число вершин с единственной соответственно исходящей и входящей ду-
гой, а p—число вершин с одной входящей и одной исходящей дугой. Направленной
звездой будем называть ориентированную звезду, являющуюся диграфом, и обозна-
чать Zm,n (у направленной звезды p = 0). Вершину, являющуюся концом или началом
каждой дуги звезды, будем называть центральной. Вершину, соединенную со всеми
остальными вершинами орграфа, будем называть полной. Полная вершина может быть
соединена с другими вершинами исходящей дугой, входящей или парой встречных дуг.
Центральная вершина является единственной полной вершиной звезды. Легко опре-
делить количество дуг звезды Zm,n,p: m+ n+ 2p.

В работе [8] удалось найти общее решение для описания минимальных вершин-
ных k-расширений предполных графов, то есть графов, которые имеют хотя бы одну
вершину, смежную со всеми остальными. Звездный граф является частным случаем
предполного графа, и в работе [9] дается полное описание минимальных вершинных и
реберных k-расширений для неориентированных звезд. Дадим вспомогательное опре-
деление и приведем соответствующую теорему относительно минимальных реберных
k-расширений.

Под соединением двух графов G1 = (V1, α1) и G2 = (V2, α2), не имеющих общих
вершин, понимается граф G1 +G2 = (V1 ∪ V2, α1 ∪ α2 ∪ V1 × V2 ∪ V2 × V1).

Теорема 1 [9]. При k 6 n/2 граф K1+2k + On−2k является единственным мини-
мальным реберным k-расширением графа K1 +On. При k > n/2 граф K1 +On не имеет
минимальных реберных k-расширений.
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1. Минимальные реберные 1-расширения
Обозначим через ZKm,n,p семейство графов, получающихся из звезды Zm,n добав-

лением p − 1 «центральной» вершины, соединением их между собой и центральной
вершиной звезды Zm,n парами встречных дуг. Каждая из добавленных центральных
вершин соединяется m входящими и n исходящими дугами с произвольными источни-
ками и стоками звезды Zm,n. По описанной схеме для заданной звезды в общем случае
может быть построено много графов (рис. 1).

Рис. 1. Звезда Z2,2 и графы вида ZK2,2,2

Теорема 2. Относительно минимальных реберных 1-расширений направленных
звезд Zm,n справедливо следующее:

1) при m = n = 1 звезда Z1,1 имеет единственное с точностью до изоморфизма
минимальное реберное 1-расширение, которым является циклическая тройка;

2) при mn > 1 звезда Zm,n имеет минимальные реберные 1-расширения: K1,m+n и
графы, построенные по схемам ZKm−1,n,2 и ZKm,n−1,2;

3) при m > 0, n = 0 звезда Zm,0 имеет минимальные реберные 1-расширения вида
ZKm−1,0,2;

4) при m = 0, n > 0 звезда Z0,n имеет минимальные реберные 1-расширения вида
ZK0,n−1,2;

5) при m = 2, n = 1 звезда Z2,1 имеет еще одно минимальное реберное 1-рас-
ширение — турнир, получающийся из циклической тройки добавлением одной
вершины и дуг от нее во все остальные вершины;

6) при m = 2, n = 1 звезда Z2,1 имеет еще одно минимальное реберное 1-рас-
ширение — турнир, получающийся из циклической тройки добавлением одной
вершины и дуг в нее из всех остальных вершин.

Доказательство. Убедимся, что орграфы K1,m+n, ZKm−1,n,2 и ZKm,n−1,2 дей-
ствительно являются реберными 1-расширениями звезды Zm,n.

Для неориентированной звезды K1,m+n проверка вполне тривиальна. Пусть в звез-
де Zm,n есть и источники, и стоки, то естьm > 0 и n > 0. Рассмотрим удаление в графе
K1,m+n любой дуги вида (v, u), где v—центральная вершина, а u—любая другая. Вло-
жение звезды Zm,n строится следующим образом: центральная вершина звезды Zm,n
соответствует вершине v. Вершины u и m− 1 из оставшихся вершин графа K1,m+n бу-
дут соответствовать источникам, а остальные n вершин— стокам. Аналогично — для
случая удаления дуги вида (u, v). Заметим, что количество дуг в графе K1,m+n в два
раза больше, чем в звезде Zm,n, то есть 2(m+ n).

Пусть m > 0; рассмотрим орграф ZKm−1,n,2. В этом графе две вершины имеют
полустепени исхода и захода n + 1 и m соответственно, а у остальных вершин суммы
полустепеней исхода и захода равны 2. Общее количество дуг равно 2(m+n). Обозна-
чим две полные вершины через v1 и v2.

Все дуги рассматриваемого орграфа можно разделить на три группы подобных
дуг:
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1) дуги от вершин v1 и v2 в остальные вершины (если n = 0, то дуг этого типа
может не быть);

2) дуги в вершины v1 и v2 из остальных вершин (если m = 1, то дуг этого типа
может не быть);

3) дуги между вершинами v1 и v2.
Рассмотрим удаление из орграфа ZKm−1,n,2 дуги каждого вида и укажем, каким

образом в получившийся орграф может быть вложена звезда Zm,n. Обозначим:
1) G1 — граф, получающийся из орграфа ZKm−1,n,2 удалением дуги первого типа;

пусть для определенности это будет дуга (v1, u), где u—произвольная вершина,
которая в звезде Zm,n была стоком;

2) G2 — граф, получающийся из орграфа ZKm−1,n,2 удалением дуги второго типа;
пусть для определенности это будет дуга (w, v1), где w—произвольная вершина,
которая в звезде Zm,n была истоком;

3) G3 — граф, получающийся из орграфа ZKm−1,n,2 удалением дуги третьего типа;
пусть для определенности это будет дуга (v2, v1).

Во всех трех случаях m − 1 вершин орграфов G1, G2, G3, из которых идет дуга
в вершину v2, и вершина v1 будут соответствовать источникам звезды Zm,n, верши-
на v2 —центральной вершине, а оставшиеся n вершин орграфов G1, G2, G3 — стокам
звезды Zm,n.

Аналогично рассмотрим орграф ZKm,n−1,2 при n > 0. В этом графе две вершины
имеют полустепени исхода и захода n и m + 1 соответственно, а у остальных вер-
шин суммы полустепеней исхода и захода равны 2. Общее количество дуг снова равно
2(m + n). Как и раньше, обозначим две полные вершины через v1 и v2. Все дуги рас-
сматриваемого орграфа делятся на три группы подобных дуг:

1) дуги от вершин v1 и v2 в остальные вершины (если n = 1, то дуг этого типа
может не быть);

2) дуги в вершины v1 и v2 из остальных вершин (если m = 0, то дуг этого типа
может не быть);

3) дуги между вершинами v1 и v2.
Рассмотрим удаление из орграфа ZKm,n−1,2 дуги каждого вида и укажем, каким

образом в получившийся орграф может быть вложена звезда Zm,n. Пусть
1) граф G1 получается из орграфа ZKm,n−1,2 удалением дуги первого типа; пусть

для определенности это будет дуга (v1, u), где u—произвольная вершина, кото-
рая в звезде Zm,n была стоком;

2) граф G2 получается из орграфа ZKm,n−1,2 удалением дуги второго типа; пусть
для определенности это будет дуга (w, v1), где w—произвольная вершина, ко-
торая в звезде Zm,n была истоком;

3) граф G3 получается из орграфа ZKm,n−1,2 удалением дуги третьего типа; пусть
для определенности это будет дуга (v1, v2).

Во всех трех случаях m − 1 вершин орграфов G1, G2, G3, из которых идет дуга
в вершину v2, и вершина v1 будут соответствовать источникам звезды Zm,n, верши-
на v2 —центральной вершине, а оставшиеся n вершин орграфов G1, G2, G3 — стокам
звезды Zm,n.

Исследуем, какие у звезды Zm,n могут быть минимальные реберные 1-расширения.
Пусть G∗ —некоторое минимальное реберное 1-расширение звезды Zm,n. Так как звез-
да Zm,n вкладывается в орграф G∗, то в G∗ есть как минимум одна полная вершина.
Рассмотрим случаи, когда такая вершина одна, две, три и более.
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I с л у ч а й. Предположим, что полная вершина одна, и обозначим ее через v.
В этом случае вершина v должна быть соединена со всеми остальными вершина-
ми парой встречных дуг. Если бы это было не так и вершина v была бы соединена
с некоторой вершиной u только одной дугой, например (v, u), то вложение звезды Zm,n
в граф G∗−(v, u) было бы невозможно, так как ни одна вершина не будет соответство-
вать центральной вершине звезды Zm,n. Граф K1,m+n имеет минимальное число дуг
среди всех рассматриваемых графов, то есть графов с одной вершиной, соединенной
парой встречных дуг со всеми остальными вершинами.

II с л у ч а й. Пусть есть две полные вершины. Обозначим их через v1 и v2. Какие
дуги должны быть между этими вершинами? Если между ними будет только одна
дуга, например (v1, v2), то граф, получающийся из G∗ после удаления дуги (v1, v2), не
будет содержать ни одной вершины, которая могла бы соответствовать центральной
вершине звезды Zm,n. Следовательно, вершины v1 и v2 соединены парой встречных
дуг.

Каковы могут быть полустепени исхода и захода вершин v1 и v2? Очевидно, что они
не могут быть меньше, чем у центральной вершины звезды Zm,n, то есть n иm соответ-
ственно. Общее количество дуг, входящих и исходящих из этих вершин, равноm+n+1
(две дуги между вершинами v1 и v2 и по одной дуге в или из оставшихся m + n − 1
вершин). Таким образом, вершины v1 и v2 могут иметь либо полустепень исхода m, а
полустепень захода n+ 1, либо наоборот. Можно заметить, что вершины v1 и v2 долж-
ны иметь одинаковые полустепени исхода и захода. В самом деле, если бы это было не
так и вершины v1 и v2 имели бы разные полустепени, например вершина v1 — (m,n+1),
а вершина v2 — (m + 1, n), то удаление дуги (v1, v2) привело бы к орграфу, в котором
вершины v1 и v2 имеют полустепени исхода и захода (m − 1, n + 1) и (m + 1, n − 1)
соответственно. Ясно, что вложение в получившийся граф звезды Zm,n невозможно.
Итак, среди всех графов, имеющих две вершины с одинаковыми полустепенями исхода
и захода, соединенные между собой парой встречных дуг, а с остальными вершина-
ми хотя бы одной дугой, подходящими являются только графы семейств ZKm−1,n,2 и
ZKm,n−1,2.

III с л у ч а й. Рассмотрим случай, когда есть три вершины, соединенные со
всеми остальными m+ n− 2 вершинами хотя бы одной дугой. Обозначим эти полные
вершины через v1, v2 и v3. Подобное соединение возможно приm+n > 2. Между этими
вершинами, очевидно, должна быть по крайней мере одна дуга. Общее количество дуг
в таком графе будет не меньше чем 3 + 3(m+ n− 2) = 3(m+ n− 1).

Если m + n = 2, то число дуг будет меньше, чем в рассмотренных ранее случа-
ях I и II, где количество дуг равно 2(m + n). Непосредственной проверкой убедимся,
что звезда Z1,1, которая является ориентированной цепью, имеет подходящее реберное
1-расширение, которое в данном случае будет циклической тройкой (рис. 2).

Рис. 2. Звезда Z1,1 и ее единственное МР-1Р

Звезды Z2,0 и Z0,2 не имеют реберных 1-расширений, построенных по рассматри-
ваемой схеме. Если же добавить еще одну дугу, то мы получим графы, изоморфные
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графам семейств ZK1,0,2 и ZK0,1,2. При m + n = 3 имеем 3(m + n− 1) = 2(m + n). То
есть число дуг будет таким же, как и в рассмотренных ранее случаях. Подходящими
звездами будут Z3,0, Z2,1, Z1,2 и Z0,3. Непосредственной проверкой убеждаемся, что
звезды Z3,0 и Z0,3 не имеют реберных 1-расширений, построенных по рассматривае-
мой схеме, а звезды Z2,1 и Z1,2 имеют. Все их реберные 1-расширения изображены на
рис. 3, причем первыми указаны расширения, укладывающиеся в рассматриваемую
схему. Вершины v1, v2 и v3 образуют в них контур. Последующие три расширения
принадлежат семействам ZK2,0,2 и ZK1,1,2 для звезды Z2,1; ZK0,2,2 и ZK1,1,2 для звез-
ды Z1,2. Последние расширения— это звезды K1,3. Видно, что звезды Z2,1 и Z1,2 имеют
три изоморфных минимальных реберных 1-расширения и по два различных.

Рис. 3. Звезды Z2,1 и Z1,2 и все их МР-1Р

IV с л у ч а й. Рассмотрим случай, когда есть p > 3 вершин, соединенных со
всеми остальными m+n−p+1 вершинами хотя бы одной дугой. Подобное соединение
возможно при m + n > p − 1. Между этими вершинами, очевидно, должна быть по
крайней мере одна дуга, то есть индуцированный ими подграф является турниром.
Общее количество дуг в таком графе будет не менее чем

p(m+ n− p+ 1) + p(p− 1)/2 = p(m+ n)− p(p− 1)/2.

Исследуем, в каких случаях эта величина может быть меньше, чем 2(m + n) —коли-
чество дополнительных ребер в случаях I и II. Получаем

p(m+ n)− p(p− 1)/2 6 2(m+ n),

(m+ n)(p− 2)− p(p− 1)/2 6 0.

Так как m+n > p− 1, то (p− 1)(p− 2)− p(p− 1)/2 6 0, откуда (p− 1)(p− 2− p/2) 6 0,
а так как p > 3, то остается p/2− 2 6 0, то есть p 6 4.

Случаи, когда p = 1, 2 и 3, были рассмотрены ранее, и, таким образом, еще только
при p = 4 возможно реберное 1-расширение, которое будет иметь не больше дуг, чем
расширения из случаев I и II. Итак, при p = 4 количество дуг есть 4(m + n) − 6, а у



Минимальные реберные расширения направленных и ориентированных звезд 83

расширений в случаях I и II — 2(m+ n), причем m+ n > 3. Сравнивая, получаем, что
лишь при m + n = 3 достигается равенство, а при остальных значениях количество
дуг в расширении с p = 4 будет больше, чем в случаях I и II. При m + n = 3 имеем
четыре звезды, которые мы уже рассматривали ранее: Z3,0, Z2,1, Z1,2 и Z0,3. Можно
заметить, что эта ситуация идентична рассмотренной ранее и не дает новых реберных
1-расширений.

Следствие 1. Исходящая звезда, то есть направленная звезда вида Zm,0,
m > 1, имеет два неизоморфных минимальных реберных 1-расширения— граф K1,m и
орграф ZKm−1,0,2.

Следствие 2. Входящая звезда, то есть направленная звезда вида Z0,n, n > 1,
имеет два неизоморфных минимальных реберных 1-расширения— графK1,m и орграф
ZK0,n−1,2.

Теорему 2 легко обобщить для ориентированных звезд. Обозначим через ZKm,n,p,t

граф, получающийся из звезды Zm,n добавлением t − 1 «центральной» вершины, со-
единением их между собой и центральной вершиной звезды Zm,n парами встречных
дуг. Каждая из добавленных центральных вершин соединяется m входящими, n исхо-
дящими дугами и p ребрами с произвольными источниками и стоками звезды Zm,n.

Теорема 3. Ориентированные звезды Zm,n,p приm > 0, n > 0 и p > 0 имеют един-
ственное с точностью до изоморфизма минимальное реберное 1-расширение — звезду
K1,m+n+p.

Доказательство. Пусть G∗ —некоторое минимальное реберное 1-расширение
звезды Zm,n,p. Так как звезда Zm,n,p вкладывается в орграф G∗, то в G∗ есть как мини-
мум одна полная вершина. Рассмотрим случаи, когда полная вершина одна и более.

I с л у ч а й. Предположим, что полная вершина одна, и обозначим ее через v.
Повторяя рассуждения из доказательства теоремы 2, получим, что вершина v должна
быть соединена со всеми остальными вершинами парой встречных дуг. Если бы это
было не так и вершина v была бы соединена с некоторой вершиной u только одной
дугой, например (v, u), то вложение звезды Zm,n,p в граф G∗−(v, u) было бы невозмож-
но, так как ни одна вершина не будет соответствовать центральной вершине звезды
Zm,n,p. Граф K1,m+n+p имеет минимальное число дуг среди всех подходящих под этот
случай графов, то есть графов с одной вершиной, соединенной парой встречных дуг
со всеми остальными вершинами. Легко видеть, что звезда K1,m+n+p является ребер-
ным 1-расширением орзвезды Zm,n,p. Рассмотрим удаление в графе K1,m+n+p любой
дуги вида (v, u), где v—центральная вершина, а u—любая другая. Вложение звезды
Zm,n,p строится следующим образом: центральная вершина звезды Zm,n,p соответствует
вершине v. Вершина u и m−1 из оставшихся вершин графа K1,m+n будут соответство-
вать источникам, а остальные n+ p вершин— стокам и вершинам, которые соединены
с центральной вершиной парой встречных дуг. Заметим, что количество дуг в графе
K1,m+n+p есть 2(m+ n+ p).

II с л у ч а й. Предположим, что вершин, соединенных дугой с остальными вер-
шинами, всего t штук и t > 1. Повторяя рассуждения из теоремы 2, получим, что цен-
тральные вершины должны быть соединены между собой, что дает не менее t(t− 1)/2
дуг, каждая из них— с p вершинами парой встречных дуг и с остальными m+n− t+1
вершинами по крайней мере одной дугой. Всего получаем дуг

t(t− 1)/2 + 2pt+ t(m+ n− t+ 1) = t(m+ n+ 2p− (t− 1)/2).
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Эта величина принимает минимальное (по t > 1) значение при t = 2, и это будет
2(m+n+ p) + p− 1. Однако при t = 2, как мы установили при исследовании случая II
в доказательстве теоремы 2, центральные вершины должны быть соединены парой
встречных дуг. Поэтому минимально возможное количество дуг по данной схеме может
быть 2(m+ n+ p) + p, и при p > 0 это больше числа дуг в графе K1,m+n+p.

2. Минимальные реберные k-расширения
Обобщим результаты двух предыдущих теорем.
Теорема 4. Относительно минимальных реберных k-расширений направленных

звезд Zm,n справедливо следующее:
1) при m = n = k звезда Zm,n имеет минимальным реберным k-расширением

любой регулярный (2k + 1)-вершинный турнир, и только их;
2) при m = n+1 = k звезда Zm+1,m имеет минимальным реберным k-расширением

любой (2k+2)-вершинный турнир, который получается из регулярного (2k+1)-
вершинного турнира добавлением дополнительной вершины-источника;

3) при m+1 = n = k звезда Zm,m+1 имеет минимальным реберным k-расширением
любой (2k+2)-вершинный турнир, который получается из регулярного (2k+1)-
вершинного турнира добавлением дополнительной вершины-стока;

4) кроме случая m = n = k, звезда Zm,n при k 6 m + n имеет минимальным
реберным k-расширением графы вида ZKm1,n1,k+1, где m1 + n1 = m + n − k,
max{0,m − k} 6 m1 6 m, max{0, n − k} 6 n1 6 m. При k > m + n звезда Zm,n
не имеет минимальных реберных k-расширений.

Доказательство. Пусть k > 1 и G∗ —некоторое минимальное реберное k-рас-
ширение звезды Zm,n. Так как звезда Zm,n вкладывается в орграф G∗, то в G∗ есть
как минимум одна вершина, соединенная дугой со всеми остальными. Обозначим че-
рез p количество полных вершин; положим N = m+ n. Очевидно, что p 6 m+ n+ 1.
Удаление k любых дуг из графа G∗ должно оставить по крайней мере одну полную
вершину.

I с л у ч а й. Если все полные вершины в графе G∗ соединены между собой одной
дугой, то удаление такой дуги исключает две полные вершины. Поэтому количество
полных вершин должно быть не менее 2k + 1. Тогда количество дуг в таком орграфе
будет не менее чем (2k+ 1)k+ (2k+ 1)(N − 2k) = (2k+ 1)N − 2k2− k, причем 2k 6 N .

II с л у ч а й. Если все полные вершины в графе G∗ соединены между собой парой
встречных дуг, то удаление такой пары дуг исключает две полные вершины. Поэтому,
если k четно, то количество полных вершин должно быть не менее k+1. При нечетном
k = 2k1 + 1 с удалением k1 пар встречных дуг будут исключены k− 1 полных вершин.
Предположим, что останется еще лишь одна полная вершина. Если она будет соедине-
на с некоторой вершиной только одной дугой, то, удалив ее, мы исключим последнюю
полную вершину. Следовательно, эта вершина должна быть соединена с остальными
вершинами также парой встречных дуг. Более того, удалив одну такую дугу, мы по-
лучим, что из единственной полной вершины либо исходит, либо входит в некоторую
вершину единственная дуга. Следовательно, в звезде Zm,n должен быть хотя бы один
источник и сток. В силу произвольности выбора исключаемых вершин можно сделать
вывод, что при нечетном k, при n > 0, m > 0 и k − 1 6 N , орграф G∗ может иметь k
полных вершин, соединенных между собой и со всеми остальными вершинами парой
встречных дуг. Определим количество дуг в этом случае:

k(k − 1) + 2(N − k + 1)k = 2Nk − k2 + k,
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причем k − 1 6 N .
III с л у ч а й. Если количество полных вершин в орграфе G∗ есть k+ 1, то между

собой они должны быть соединены парой встречных дуг, но с остальными вершинами
они могут быть соединены одной дугой. Мы уже встречались с такими орграфами,
например это семейства ZKm1,n1,k+1. Минимальное количество дуг в этом случае равно
(k + 1)k + (k + 1)(N − k) = N(k + 1), причем k 6 N .

Видно, что при больших значениях N количество дуг в последнем случае будет
меньше, чем в случаях I и II. Определим более точные соотношения по количеству
дуг между этими случаями. Случаи II и III:

2Nk − k2 + k 6 N(k + 1),

N(k − 1)− k(k − 1) 6 0,

(N − k)(k − 1) 6 0.

При k = 1 имеем равенство количества дуг. Случай II при k = 1 — это звезда K1,N

из теоремы 2. При k > 1 интерес представляет случай N 6 k. Но так как в случае II
k 6 N , то остается единственная возможность k = N . Легко видеть, что при k = N
графы в случаях II и III изоморфны и представляют собой полный граф Kn. Таким
образом, при k > 1 случай II не представляет интереса.

Случаи I и III:

(2k + 1)N − 2k2 − k 6 N(k + 1),

Nk − 2k2 − k 6 0.

Так как в случае I имеем ограничение 2k 6 N , то интерес представляют всего два
значения N . При N = 2k получаем, что граф, построенный по схеме I, будет иметь
меньше дуг, чем граф из случая III, а при N = 2k+ 1 количество дуг в случаях I и III
будет одинаково. Видно, что при этих значениях графы из случая I будут турнирами.
Исследуем эти возможности подробнее.

N = 2k. В этом случае имеем (2k+ 1)-вершинный турнир. Удаляя k произвольных
дуг, соединяющих различные вершины турнира, получим граф с единственной полной
вершиной, которая соединена с каждой из остальных вершин одной дугой. Значит,
чтобы звезда Zm,n вкладывалась в получившийся граф, в эту вершину должны входить
m дуг и выходить n. В силу произвольности выбора это должно быть справедливо для
всех вершин турнира, то есть все вершины должны иметь одинаковые степени исхода
и захода. Это возможно лишь при m = n = k. Таким образом, только звезда вида Zm,m
может иметь регулярный турнир минимальным реберным k-расширением при k = m.
При k = 1 имеем звезду Z1,1, и ее минимальным реберным 1-расширением является
циклическая тройка. На рис. 4 показана звезда Z2,2 и ее единственное минимальное
реберное 2-расширение, построенное по описанной схеме.

N = 2k+ 1. В этом случае имеем (2k+ 2)-вершинный турнир. Удаляя k произволь-
ных дуг, соединяющих различные вершины турнира, получим граф с двумя полными
вершинами, которые соединены с каждой из остальных вершин одной дугой. Значит,
чтобы звезда Zm,n вкладывалась в получившийся граф, в одну из этих вершин должны
входить m дуг и выходить n. Так как число вершин в турнире четно, то он не может
быть регулярным и все вершины не могут иметь одинаковые полустепени исхода и
захода. Следовательно, хотя бы одна вершина будет иметь полустепени исхода и захо-
да, отличные от m и n. Однако такая вершина может быть только одна, потому что
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Рис. 4. Звезда Z2,2 и ее единственное МР-2Р

в противном случае, подбирая соответствующим образом k удаляемых дуг, мы могли
бы получить орграф с двумя полными вершинами, ни одна из которых бы не имела
m входящих и n исходящих дуг. Итак, в (2k + 2)-вершинном турнире 2k + 1 вершин
должны иметь одинаковые полустепени исхода и захода —m и n соответственно. Та-
ким образом, имеем (2k + 1)m исходящих дуг, (2k + 1)n входящих и одну неучтенную
вершину, обозначим ее w. Так как число входящих и исходящих дуг должно быть
равно, а m 6= n, то можно сделать вывод, что либо m = n + 1 и w является стоком,
либо n = m+ 1 и w является источником. Таким образом, только звезды вида Zm+1,m

и Zm,m+1 могут иметь минимальным реберным k-расширением при k = m турнир,
получающийся из регулярного (2m + 1)-вершинного турнира добавлением вершины
и дуг из нее во все вершины турнира для звезды Zm+1,m и из всех вершин турнира
в добавленную для звезды Zm,m+1. При k = 1 имеем звезды Z2,1 и Z1,2 и их мини-
мальные реберные 1-расширения, упомянутые в п. 5 и 6 теоремы 2. Этим завершается
исследование случая I. Рассмотрим далее наиболее общий случай III.

Кроме случая N = 2k, графы, построенные по схеме случая III, являются кандида-
тами на минимальные реберные k-расширения. Убедимся, что эти графы действитель-
но будут являться реберными k-расширениями. Пусть G∗ —произвольный граф вида
ZKm1,n1,k+1, где m1 +n1 +k = m+n. Рассмотрим удаление дуг между различными пол-
ными вершинами и остальными вершинами орграфа G∗. Удаление одной такой дуги
исключает одну полную вершину. Удаление k дуг оставит единственную полную вер-
шину. Эта полная вершина будет соединена с k вершинами парой встречных дуг, с m1

вершинами исходящей дугой, а с n1 вершинами входящей дугой. По предположению
звезда Zm,n должна вкладываться в получившийся орграф. Если m1 > m или n1 > n,
то такое вложение будет невозможно. Аналогично, если m1 < m − k или n1 < n − k.
Если же все указанные неравенства выполняются, то недостающими вершинами для
соответствия источникам и стокам звезды будут являться бывшие полные вершины
орграфа G∗. Похожим образом можно рассмотреть удаления дуг между полными вер-
шинами и убедиться, что графы вида ZKm1,n1,k+1 действительно являются реберными
k-расширениями звезды Zm,n при выполнении указанных ранее ограничений.

На рис. 5 показаны все минимальные реберные 2-расширения звезд Z2,3 и Z3,2.
Теорема 5. Относительно минимальных реберных k-расширений ориентирован-

ных звезд Zm,n,p справедливо следующее:
1) при четном k звезда Zm,n,p имеет минимальные реберные k-расширения вида

ZKm1,n1,p,k+1, и только их;
2) при нечетном k, m > 0, n > 0 и (m+ n− k)(k − 1)− 2p 6 0 звезда Zm,n,p имеет

минимальное реберное k-расширение вида Kk +Om+n+p−k+1;
3) при k 6 m + n и (m + n − k)(k − 1) − 2p > 0 звезда Zm,n,p имеет минимальные

реберные k-расширения вида ZKm1,n1,p,k+1;
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Рис. 5. Звезды Z2,3 и Z3,2 и их МР-2Р: единственное в форме турнира и по одному
представителю семейств ZK1,2,3 и ZK2,1,3

4) при k > m+ n звезда Zm,n,p не имеет минимальных реберных k-расширений.
Доказательство. Пусть k > 1 и G∗ —некоторое минимальное реберное k-рас-

ширение звезды Zm,n,p. Так как звезда Zm,n,p вкладывается в орграф G∗, то в G∗ есть
как минимум одна полная вершина. Обозначим через t количество полных вершин;
положим N = m+n. Очевидно, что t 6 m+n+ 1. Удаление k любых дуг из графа G∗
должно оставить по крайней мере одну полную вершину.

I с л у ч а й. Если все полные вершины в графе G∗ соединены между собой одной
дугой, то удаление одной такой дуги исключает две полные вершины. Поэтому коли-
чество полных вершин должно быть не менее 2k+ 1. Каждая полная вершина должна
быть соединена с p вершинами парой встречных дуг, а с остальными по крайней мере
одной дугой. Тогда количество дуг в таком орграфе будет не менее чем

(2k + 1)k + (2k + 1)(N − 2k) + 2(2k + 1)p = (2k + 1)N − 2k2− k + 2(2k + 1)p,

причем 2k 6 N .
II с л у ч а й. Если все полные вершины в графе G∗ соединены между собой парой

встречных дуг, то удаление такой пары дуг исключает две полные вершины. Поэтому
если k четно, то количество полных вершин должно быть не менее k+1. При нечетном
k = 2k1 + 1 удаление k1 пары встречных дуг исключает k − 1 полных вершин. Пред-
положим, что останется еще лишь одна полная вершина. Если она будет соединена
с некоторой вершиной только одной дугой, то, удалив ее, мы исключим последнюю
полную вершину. Следовательно, эта вершина должна быть соединена с остальными
вершинами также парой встречных дуг. Более того, удалив одну такую дугу, мы по-
лучим, что из единственной полной вершины либо исходит, либо входит в некоторую
вершину единственная дуга. Следовательно, в звезде Zm,n должен быть хотя бы один
источник и сток. В силу произвольности выбора исключаемых вершин можно сделать
вывод, что при нечетном k, при n > 0, m > 0 и k − 1 6 N орграф G∗ может иметь k
полных вершин, соединенных между собой и со всеми остальными вершинами парой
встречных дуг. Такой граф можно представить как Kk + Om+n+p−k+1. Определим ко-
личество дуг в этом случае: k(k− 1) + 2(N − k+ 1 + p)k = 2Nk− k2 + k+ 2pk, причем
k − 1 6 N .

III с л у ч а й. Если количество полных вершин в орграфе G∗ есть k + 1, то
между собой они должны быть соединены парой встречных дуг, c p вершинами также
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парой встречных дуг, а с остальными вершинами они могут быть соединены одной
дугой. Мы уже встречались с такими орграфами, например это семейства ZKm1,n1,p,k+1.
Определим минимальное количество дуг в этом случае:

(k + 1)k + (k + 1)(N − k) + 2(k + 1)p = N(k + 1) + 2(k + 1)p, причем k 6 N .
Видно, что при больших значениях N количество дуг в последнем случае будет

минимальным. Определим более точные соотношения по количеству дуг между этими
случаями. Случаи II и III:

2Nk − k2 + k + 2pk 6 N(k + 1) + 2(k + 1)p,

N(k − 1)− k(k − 1)− 2p 6 0,

(N − k)(k − 1)− 2p 6 0.

При k = 1 в теореме 3 мы получили, что графы из случая II всегда имеют меньшее
число дуг, чем графы из случая III. При k > 1 ситуация представляется более сложной:
при значениях N , много больших, чем k и p, меньше дуг будет в схеме III, а при
нечетных значениях k, близких к N или больших, чем p, меньше дуг будет в схеме II.

Случаи I и III:

(2k + 1)N − 2k2− k + 2(2k + 1)p 6 N(k + 1) + 2(k + 1)p,

Nk − 2k2− k + 2kp 6 0.

Так как в случае I имеем ограничение 2k 6 N , то при p > 0 у графов из случая I
будет всегда больше дуг, чем у графов из случая III.

Рассмотрим для примера поиск минимальных реберных 3-расширений звезды
Z2,2,1. Посчитаем величину (m+ n− k)(k − 1)− 2p и получим

(2 + 2− 3)(3− 1)− 2 ∗ 1 = 0.

Таким образом, по теореме 5 получаем, что звезда Z2,2,1 будет иметь минимальные
реберные 3-расширения двух видов: граф K3 + O3 и графы вида ZK1,0,1,4 и ZK0,1,1,4.
Все эти графы содержат по 24 дуги. На рис. 6 показаны все минимальные реберные
3-расширения звезды Z2,2,1. Для облегчения визуализации расширений пара встречных
дуг заменена неориентированным ребром.

Рис. 6. Звезда Z2,2,1 и все ее МР-3Р

Заключение
В данной работе дано аналитическое решение задачи описания минимальных ре-

берных k-расширений для направленных и ориентированных звезд. Ранее удалось най-
ти полное решение задачи описания минимальных вершинных k-расширений для на-
правленных звезд, а также минимальных вершинных и реберных k-расширений для
неориентированных звезд. Полученные результаты расширяют класс графов, для ко-
торых удалось найти полное решение рассматриваемой задачи.
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формирование аттракторов динамических систем, ассоциированных с циклами,
состояниями которых являются двоичные векторы заданной размерности, а эво-
люционная функция преобразует вектор с помощью одновременного выполнения
следующих действий: начальный 0 и последняя 1 заменяются на 1 и 0 соответ-
ственно, каждая диграмма 10 — на 01.
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Введение
В задачах, связанных с отказоустойчивостью компьютерных сетей, заметное ме-

сто занимают графовые модели, в которых отказы процессоров интерпретируются
как удаление соответствующих вершин, а отказы сетевых каналов — как удаление дуг.
Здесь можно выделить следующую конструкцию, получившую самостоятельное зна-
чение в теории графов— бесконтурный граф с заданной структурой источников и сто-
ков [1]. В модели [1] в качестве механизма восстановления работоспособности сети
предлагается так называемая SER-динамика бесконтурных графов. Это позволяет ис-
пользовать при изучении модельных графов идеи и методы теории конечных динами-
ческих систем и, в частности, динамических систем двоичных векторов (см., напри-
мер, [2, 3]), когда имеется естественная двоичная кодировка графов рассматриваемого
класса.

Под конечной динамической системой понимается пара (S, δ), где S —конеч-
ное непустое множество, элементы которого называются состояниями системы,
δ : S → S — отображение множества состояний в себя, называемое эволюционной функ-
цией системы.

Каждой конечной динамической системе сопоставляется карта— ориентирован-
ный граф с множеством вершин S и дугами, проведенными из каждой вершины s ∈ S
в вершину δ(s). Этот граф является функциональным, т. е. из каждой вершины выхо-
дит точно одна дуга. Компоненты связности графа, задающего динамическую систему,
называются её бассейнами.

Каждый бассейн представляет собой контур с входящими в него деревьями. Кон-
туры называются предельными циклами или аттракторами.

Основными проблемами теории конечных динамических систем являются задачи
отыскания эволюционных параметров состояний системы без проведения динамики,
таких, как индекс (расстояние до аттрактора того бассейна, которому принадлежит
состояние), период (длина соответствующего аттрактора), ветвление (количество непо-
средственных предшественников) [4] и другие. Программа [5] позволяет исследовать
некоторые из эволюционных параметров определенных систем. Одной из нерешенных
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в общем случае задач является вопрос о том, принадлежит ли данное состояние ат-
трактору, что обозначено, например, в [1, 3].

В данной работе представлены критерий принадлежности состояний аттракторам
и описание формирования аттракторов динамических систем двоичных векторов, по-
рожденных такими графами, как циклы.

1. Описание динамической системы
Пусть имеется n-звенный цикл c. Выберем в нём какую-либо вершину в качестве

начальной и обозначим её c0, тогда цикл можно записать как c = c0c1..cn−1cn, где
cn = c0. Придадим каждому ребру цикла произвольную ориентацию. Дуги, имеющие
направление по часовой стрелке, пометим символом 1, а дуги с противоположной ори-
ентацией — символом 0.

Таким образом, каждой ориентации цикла сопоставляется n-мерный двоичный век-
тор. С другой стороны, каждый такой вектор однозначно определяет некоторую ори-
ентацию цикла, так что между множеством Cn, n > 2, всевозможных ориентаций
n-звенного цикла и множеством Bn всех двоичных векторов размерности n устанав-
ливается взаимно однозначное соответствие.

Динамическая система (Cn, θ) вводится следующим образом: если дан некоторый
граф c из Cn, то его динамическим образом θ(c) является граф, получаемый из c
одновременным превращением всех стоков в источники (SER-динамика бесконтурных
графов [1]).

Исходная динамическая система (Cn, θ) оказывается изоморфной динамической си-
стеме (Bn, θ), которая вводится следующим образом: пусть состоянием динамической
системы (Bn, θ) в данный момент времени является вектор v ∈ Bn, тогда в следую-
щий момент времени она окажется в состоянии θ(v), описываемом правилами: 1) если
первой компонентой в v является 0 и последней компонентой является 1, то первой
компонентой в θ(v) будет 1, а последней компонентой— 0; 2) если в составе v имеют-
ся диграммы вида 10, то в θ(v) каждая из них заменяется на 01; 3) других отличий
между v и θ(v) нет. Вышеперечисленные правила применяются одновременно. Будем
полагать по определению, что контуры представляют собой аттракторы единичной
размерности. На рис. 1 показана карта динамической системы (B6, θ).

Рис. 1. Карта динамической системы (B6, θ)
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2. Аттракторы динамической системы (Bn, θ)
Через pc(v) обозначим циклическую плотность вектора v, т. е. количество пар

совпадающих соседних компонент в нем с учётом циклического сдвига. Например,
pc(111111) = 6, pc(101010) = 0, pc(111011) = 4, pc(θ(111011)) = pc(110111) = 4. Очевидно,
что для состояния v системы (Bn, θ) верно 0 6 pc(v) 6 n. Циклический блок— это
максимальное по включению множество подряд стоящих нулей (0-блок) или единиц
(1-блок) в количестве > 2 с учетом циклического сдвига. При работе с динамической
системой, ассоциированной с циклом, будем под понятием блок подразумевать понятие
циклический блок. Длина блока—число нулей (единиц) в блоке, уменьшенное на 1.
Обозначим через p0

c , p1
c суммы длин с учетом циклического сдвига рассматриваемых

0-блоков и 1-блоков соответственно.
Теорема 1 (критерий принадлежности состояния аттрактору). Вектор динами-

ческой системы (Bn, θ) тогда и только тогда принадлежит аттрактору, когда у него
p0
c = 0 или p1

c = 0. При этом периоды равны делителям числа n, и если p0
c = 0, то

аттрактор представляет собой цикл, в котором следующее состояние получается из
предыдущего циклическом сдвигом влево на одну компоненту, а при p1

c = 0— вправо.
Доказательство. Рассмотрим состояния системы (Bn, θ) в зависимости от на-

личия и количества 0- и 1-блоков.
I. Вектор не содержит ни 0-, ни 1-блоков, т. е. p0

c = p1
c = 0. Это состояние вида

(01)
n
2 , которое при динамике переходит в состояние (10)

n
2 , или вида (10)

n
2 , которое

при динамике переходит в состояние (01)
n
2 , где n—четное (при нечетном n состояние

содержит хотя бы один блок, образуемый первой и последней компонентами). Таким
образом, эти состояния образуют аттрактор длины 2.

II. Вектор содержит блоки, и все они состоят из 1. Рассмотрим эволюцию таких
состояний в зависимости от количества 1-блоков.

1) Вектор имеет единственный 1-блок. Не теряя общности, рассмотрим эволюцию
такого состояния при расположении 1-блока в начале вектора. В табл. 1 приведена его
схематичная эволюция.

Таким образом, эти состояния образуют аттрактор длины n, причём в нем каждое
следующее состояние получается из предыдущего циклическим сдвигом влево на одну
компоненту. Можно заметить, что длина 1-блока на каждом очередном шаге остаётся
прежней.

2) Вектор имеет несколько блоков, и все они состоят из 1. Из рассмотрения п. II(1)
можно заключить, что каждый 1-блок на очередном шаге смещается влево на одну
компоненту c учётом циклического сдвига. Таким образом, такие состояния образу-
ют аттракторы, причём в каждом аттракторе следующее состояние получается из
предыдущего циклическим сдвигом влево на одну компоненту, и их периоды равны
делителям числа n, отличным от 1 и 2.

III. Вектор содержит блоки, и все они состоят из 0. Рассмотрим эволюцию таких
состояний в зависимости от количества 0-блоков.

1) Вектор имеет единственный 0-блок. Не теряя общности, рассмотрим эволюцию
такого состояния при расположении 0-блока в начале вектора. В табл. 2 приведена его
схематичная эволюция.

Таким образом, эти состояния образуют аттрактор длины n, причём в нем каж-
дое следующее состояние получается из предыдущего циклическим сдвигом вправо
на одну компоненту. Можно заметить, что длина 0-блока на каждом шаге остаётся
прежней.
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Та б л и ц а 1
Эволюция вектора, содержащего

единственный 1-блок

Та б л и ц а 2
Эволюция вектора, содержащего

единственный 0-блок

№ шага Состояние
0 1h01. . . 010
1 1h−1010. . . 101
2 1h−20101. . . 011

. . . . . .
h− 2 110. . . 10101h−2

h− 1 101. . . 010101h−1

h 010. . . 10101h

h+ 1 101. . . 0101h0
h+ 2 010. . . 101h01
. . . . . .
n− 1 01h01 . . . 01
n 1h010. . . 10

№ шага Состояние
0 0h101. . . 0101
1 10h10. . . 1010
2 010h1. . . 0101

. . . . . .
n− h 1010. . . 1010h

n− h+ 1 0101. . . 010101h−1

n− h+ 2 0010. . . 101010h−2

. . . . . .
n− 1 0h−11010. . . 1010
n 0h101. . . 0101

2) Вектор имеет несколько блоков, и все они состоят из 0. Из рассмотрения п. III(1)
можно заключить, что каждый 0-блок на очередном шаге смещается вправо на одну
компоненту c учётом циклического сдвига. Таким образом, эти состояния образуют ат-
тракторы, причём в каждом аттракторе следующее состояние получается из предыду-
щего циклическим сдвигом вправо, и их периоды равны делителям числа n, отличным
от 1 и 2.

IV. Вектор состоит из 0-блоков (1-блоков), после которых идут 1-блоки (0-блоки).
Так как блоки в состоянии рассматриваются с учётом циклического сдвига, то не имеет
значения, идут ли сначала 0-блоки или 1-блоки. Не теряя общности, будем считать,
что сначала идут 0-блоки, потом 1-блоки.

1. Рассмотрим эволюцию данных состояний, включающих в себя по одному 0-блоку
и 1-блоку, в зависимости от их значений p0

c и p1
c .

Исходя из рассуждений предыдущих пунктов, можно заключить, что в данном слу-
чае на каждом шаге эволюции одновременно 0-блок начнет движение вправо, 1-блок —
влево с учётом циклического сдвига, пока не окажутся стоящими рядом. Рассмотрим
эволюцию с этого шага в зависимости от сумм длин 0- и 1-блоков.

а) С о с т о я н и я, д л я к о т о р ы х p0
c < p1

c .
В табл. 3 приведена схематичная эволюция таких состояний.

Та б л и ц а 3
Эволюция вектора, содержащего

единственные 0-блок и 1-блок, с p0
c < p1

c

№ шага Состояние
0 01. . . 01010h01h10101. . . 01
1 10. . . 101010h0−11h1−101010. . . 10
2 01. . . 0101010h0−21h1−2010101. . . 10

. . . . . .
h0 − 2 01. . . 010101001h1−h0+2010101. . . 10
h0 − 1 10. . . 101010101h1−h0+10101010. . . 01

Таким образом, когда блоки оказываются стоящими рядом, то их длины начина-
ют уменьшаться у каждого на единицу за счёт поглощения компонент друг друга,
пока 0-блок полностью не поглотится. В результате остаётся 1-блок и чередующиеся
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0 и 1; дальнейшая эволюция такого состояния описана в п. II(1) и показано, что оно
принадлежит аттрактору.

б) С о с т о я н и я, д л я к о т о р ы х p0
c = p1

c .
Покажем, что такая ситуация возможна только при четном n, независимо от коли-

чества и размерности 0- и 1-блоков. Докажем это индукцией по p0
c .

Базис индукции: p0
c = 1. Здесь длины 0- и 1-блоков равны 1 и в сумме дают чётное

число; количество компонент между этими блоками с учетом циклического сдвига
также чётно, так как это чередующиеся 0 и 1, а после 0-блока обязательно стоит 1 и
перед 1-блоком стоит 0. В итоге получаем чётное количество компонент вектора.

Шаг индукции. Предположим, что при любом p0
c 6 m ∈ N количество компонент

вектора чётно, и покажем, что это условие выполняется при p0
c = m+ 1.

Рассмотрим несколько ситуаций.
1) Длины первого 0-блока и последнего 1-блока не равны 1. Тогда отсекаем у этих

блоков по одному элементу, получаем случай p0
c = m, для которого требуемое условие

выполняется, а отсекли мы две компоненты, т. е. в итоге получаем чётное число и
выполнение нужного условия.

2) Длина первого 0-блока или длина последнего 1-блока равна 1. Например, длина
первого 0-блока равна 1. Тогда отсекаем у этих блоков по одной компоненте, получаем
случай p0

c = m, для которого требуемое условие выполняется. От 0-блока осталась одна
компонента, до следующего 0-блока идёт нечетное количество компонент, а отсекли мы
две компоненты, т. е. в итоге получаем чётное число и выполнение нужного условия.

3) Длины первого 0-блока и последнего 1-блока равны 1. Тогда отсекаем у этих
блоков по одному элементу, получаем случай p0

c = m, для которого требуемое усло-
вие выполняется. От 0-блока и 1-блока осталось по одной компоненте, до следующего
0-блока идёт нечетное количество компонент, от предыдущего 1-блока идёт нечетное
количество компонент, а отсекли мы две компоненты, т. е. в итоге получаем чётное
число и выполнение нужного условия.

Заключаем, что действительно ситуация p0
c = p1

c возможна только для векторов
четной размерности.

Из рассуждений п. IV(1,а) получаем, что блоки будут поглощать друг друга с каж-
дым следующим шагом эволюции, пока от них не останется по одной компоненте,
причём это уже будет вектор, полностью состоящий из чередующихся 0 и 1, а про его
эволюцию было сказано в п. I, и это состояние принадлежит аттрактору.

в) С о с т о я н и я, д л я к о т о р ы х p0
c > p1

c .
Здесь ситуация аналогична п. IV(1,а), только в конце концов остаётся один 0-блок

и чередующиеся 0 и 1, дальнейшая эволюция описана в п. III(1).
2. Рассмотрим состояния, включающие в себя несколько 0-блоков, после которых

идут 1-блоки, также в зависимости от значений p0
c и p1

c в векторе.
а) С о с т о я н и я, д л я к о т о р ы х p0

c < p1
c .

Из п. IV(1,а) получаем, что здесь на каждом шаге эволюции 0-блоки начинают
двигаться вправо, а 1-блоки— влево за счёт поглощения компонент, стоящих между
блоками, с учетом циклического сдвига; когда они оказываются стоящими рядом, то
блоки начинают уменьшаться на единицу каждый за счёт поглощения компонент друг
друга, пока один из блоков полностью не поглотится, после чего опять продолжаются
сдвиги блоков навстречу друг другу, пока не поглотится самый последний 0-блок. Та-
ким образом, в состоянии останутся только 1-блоки и чередующиеся 0 и 1, дальнейшая
эволюция описана в п. II, и это состояние принадлежит аттрактору.



Аттракторы динамических систем, ассоциированных с циклами 95

б) С о с т о я н и я, д л я к о т о р ы х p0
c = p1

c .
В п. IV(1,б) было показано, что такая ситуация возможна только для четного n.

Из рассуждений пп. IV(1,б) и IV(2,а) получаем, что при эволюции 0-блоки и 1-блоки
начнут движение навстречу друг другу, пока не окажутся рядом, а затем начнут по-
глощать друг друга с каждым следующим шагом эволюции, пока не поглотится один
из блоков, после чего продолжится аналогичное движение, пока рядом не окажутся
последние оставшиеся 0-блок и 1-блок, которые начнут поглощать друг друга с каж-
дым следующим шагом эволюции, пока от них не останутся по одной компоненте,
причём это уже будет вектор, полностью состоящий из чередующихся 0 и 1, эволюция
которого была описана в п. I, и он принадлежит аттрактору.

в) С о с т о я н и я, д л я к о т о р ы х p0
c > p1

c .
Здесь ситуация аналогична п. IV(2,а), только в состоянии в конце концов остаётся

один 0-блок и чередующиеся 0 и 1, дальнейшая эволюция состояния описана в п. II, и
оно принадлежит аттрактору.

V. Вектор состоит из 0-блоков и 1-блоков в произвольном порядке.
Из доказательств предыдущих пунктов можно заключить, что при эволюции та-

кого состояния 0-блоки будут циклически сдвигаться вправо, при этом если они будут
встречаться с 1-блоками, то длина этого 0-блока будет уменьшаться с очередным ша-
гом эволюции, т. е. если есть подряд стоящие 0-блоки, то они или все поглотятся, если
следующие за ними подряд стоящие 1-блоки в сумме имеют равный или больший поря-
док, или поглотят сами следующие за ними подряд стоящие 1-блоки и продолжат сдвиг
вправо, встречая очередные 1-блоки, если порядок 0-блоков будет больше порядка
1-блоков. С точки рассмотрения 1-блоков ситуация получается аналогичная. В итоге
получим состояние, имеющее только 0-блоки, только 1-блоки или содержащее только
чередующиеся нули и единицы, чьи эволюции описаны в пп. I–III, где показано, что
они и только они (с учетом дальнейшего доказательства) принадлежат аттракторам.

Для полноты заметим, что контуры представляют собой аттракторы единичной
длины; периоды равны делителям числа n.

Заключение
Для динамических систем, ассоциированных с циклами, решена задача выяснения

принадлежности состояния аттрактору; приведено описание аттракторов этих систем.
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Под конгруэнцией цепи понимается отношение эквивалентности на множестве ее
вершин, все классы которого являются независимыми подмножествами. Показа-
но, что любой связный граф является фактор-графом подходящей цепи. Найдены
границы для минимальной длины цепи, факторизующейся на данный граф.

Ключевые слова: цепь, конгруэнция, фактор-граф, дерево, звезда, обход.

Под ориентированным графом (далее орграфом) понимается пара G = (V, α), где
V —конечное непустое множество вершин, а α— отношение на V , задающее множество
дуг. Основные понятия приводятся в соответствии с [1].

Графовые модели широко используются во многих областях человеческой дея-
тельности. Транспортные системы, информационные сети, компьютерные программы,
отношение зависимости в социальных группах — все могут моделироваться графами.
Существуют различные методы преобразования графовых систем для приложений
к проблемам оптимизации в вышеупомянутых ситуациях. В качестве допустимых ре-
конструкций данного графа обычно рассматриваются следующие [2]:

1) ориентация ребер данного неориентированного графа (например, известная тео-
рема Оре — критерий ориентируемости графа в сильно связный орграф [3]);

2) добавление новых дуг (ребер) (эта реконструкция используется, например,
для построения отказоустойчивых реализаций компьютерных сетей по Хейзу —
Абросимову [4, 5]);

3) удаление некоторых дуг (ребер) (здесь общеизвестными результатами являют-
ся, например, алгоритмы построения минимального остовного дерева для связ-
ной сети, так называемые минимальные расконтуривания сетей в технической
диагностике [6]);

4) отождествление некоторых вершин графа.
Последний вид реконструкций формализуется следующим образом.
Пусть ε—некоторое отношение эквивалентности на множестве вершин V оргра-

фа G. Фактор-графом орграфа G по эквивалентности ε называется орграф G/ε =
= (V/ε, αε), где V/ε—множество классов эквивалентности ε; αε = {(ε(v1), ε(v2)) :
∃u1 ∈ ε(v1), u2 ∈ ε(v2) ((u1, u2) ∈ α)}.

Пусть K —некоторый класс орграфов. Конгруэнцией K-графа G называется такое
отношение эквивалентности θ на V , что фактор-граф G/θ является K-графом.

Известны результаты М.Р. Мирзаянова [7], который рассматривал случай, когда
K —класс сильносвязных орграфов, и предложил способ построения сильносвязной
конгруэнции произвольного орграфа, наибольшей по числу вершин в фактор-графе.
Им установлено также [8], что n-элементная ориентированная цепь имеет 2n−3 мини-
мальных сильносвязных конгруэнций.

Возьмём в качестве класса K класс неориентированных графов.
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Путем в графе G = (V, α) называется последовательность ребер, в которой каждые
два соседних ребра имеют общую вершину и никакое ребро не встречается более одного
раза. Если начальная и конечная вершины пути совпадают, путь называется цикли-
ческим. Путь, каждая вершина которого принадлежит не более чем двум его ребрам,
является простым. Простой циклический путь называется циклом, нециклический—
цепью. Цепь с m ребрами будем обозначать Pm.

Звезда — это граф, все ребра которого инцидентны одной и той же вершине. Звезду
с m ребрами будем обозначать Sm.

Показано, что любой связный граф является фактор-графом подходящей цепи, и
получены оценки для минимальной длины цепи, факторизующейся на данный граф.

Множество вершин называется независимым, если любые две вершины из этого
множества несмежны.

Очевидно, что отношение эквивалентности θ на множестве вершин графа G тогда
и только тогда будет конгруэнцией этого графа, когда каждый θ-класс образует в G
независимое подмножество.

Известна следующая задача о факторизации: можно ли для заданного графа ска-
зать, является ли он фактор-графом другого заданного графа? Эта задача является
NP-полной.

Например, возьмем пятиреберную цепь P5. Пятивершинный цикл C5 будет её фак-
тор-графом, а четырехреберная звезда S4 —нет.

К числу нерешенных проблем комбинаторной теории графов относится следующая
задача: сколько фактор-графов имеет n-элементная цепь? Сколько среди них неизо-
морфных?

В [9] доказана следующая теорема.
Теорема 1. i(Pn−1) = F (n + 2), где i(G) —число независимых множеств в гра-

фе G, F (n) —числа Фибоначчи.
Отсюда следует, что для цепи Pn−1 количество всех конгруэнций с одним нетри-

виальным классом равно F (n + 2) − 2, так как в число всех независимых множеств
в графе включается пустое множество и все одноэлементные подмножества множества
его вершин.

В [10] представлена программа, генерирующая все конгруэнции заданной цепи и
выделяющая среди них цепные конгруэнции, т. е. такие, фактор-графы по которым
являются цепями. При этом выдается общее число конгруэнций данной цепи и ко-
личество её цепных конгруэнций. Например, у трехреберной цепи P3 имеется четыре
различных конгруэнции, которые дают три неизоморфных фактор-графа. У четырех-
реберной цепи P4 всего имеется 14 фактор-графов, из них 7 попарно неизоморфных.

На основании результатов, полученных в [10], можно выдвинуть следующее пред-
положение.

ГИПОТЕЗА. Количество конгруэнций n-элементной цепи равно B(n − 1), где
B(n) —число Белла.

Число Белла B(n) — это число всевозможных эквивалентностей на n-элементном
множестве.

Маршрут в связном графе называется обходом, если он содержит все ребра графа.
Следующий известный результат Тарри [3] показывает, что любой связный граф

с m ребрами имеет обход длины 2m.
Лемма 1. Если граф связный, то можно построить циклический маршрут, со-

держащий все ребра графа в точности два раза, по одному в каждом направлении.
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Пусть дана m-реберная цепь. Какие графы являются ее фактор-графами?
Теорема 2. Связный граф тогда и только тогда является фактор-графом m-ре-

берной цепи, когда в нем есть обход длины m.
Доказательство. Необходимость. Пусть связный граф G является фактор-

графом цепи Pm по конгруэнции θ. Покажем, что в нем есть обход длины m.
Пусть в цепи Pm вершины пронумерованы натуральными числами 1, 2, . . . ,m,m+1.
Каждая вершина графа G является θ-классом. При этом θ(i) и θ(j) смежны в G

тогда и только тогда, когда существуют i′ ∈ θ(i) и j′ ∈ θ(j), такие, что |i′ − j′| = 1.
Рассмотрим в G маршрутM = θ(1), θ(2), . . . , θ(m+1). Покажем, что это обход, т. е.

любое ребро графа G входит в состав маршрута. В самом деле, пусть {θ(k), θ(l)}—
ребро в G. Так как θ(k) и θ(l) смежны в G, то найдутся k′ ∈ θ(k) и l′ ∈ θ(l), такие,
что k′ и l′ смежны в цепи Pm, т. е. |k′ − l′| = 1. Пусть l′ = k′ + 1. Тогда в M встретится
фрагмент . . . , θ(k′ − 1), θ(k′), θ(l′), . . . , и значит, ребро {θ(k), θ(l)} входит в состав M .
Таким образом, M — обход, и его длина равна m.

Достаточность. ПустьG—произвольный связный граф и в нем есть обход длиныm.
Построим цепь, фактор-графом которой является граф G.

Так как в графе G есть обход длины m, то каждая вершина при нумерации вершин
вдоль обхода получит одну или более меток из натуральных чисел 1, 2, . . . ,m,m + 1.
Наибольшая метка равна m + 1. В цепи Pm, вершины которой пронумерованы нату-
ральными числами 1, 2, . . . ,m,m+ 1, рассмотрим отношение

(i, j) ∈ θ ⇔ i и j —метки одной и той же вершины графа G.

Очевидно, что отношение θ— эквивалентность на множестве вершин цепи.
Пусть (i, j) ∈ θ и i < j, т. е. при прохождении обхода некоторая вершина графа G

встретилась на шаге i, а затем на шаге j. Понятно, что j > i + 2. Следовательно,
вершины i и j не являются смежными в цепи Pm. Это означает, что все θ-классы
являются независимыми подмножествами, и значит, θ—конгруэнция цепи Pm.

Покажем, что граф G изоморфен фактор-графу Pm/θ.
Каждой вершине графаG сопоставим множество всех её меток. Тем самым устанав-

ливается взаимно однозначное соответствие между вершинами графа G и θ-классами.
Покажем, что это соответствие сохраняет отношение смежности.

Пусть вершины u и v смежны в графе G. Это означает, что при обходе они были
пройдены последовательно, например вершина v после u. Тогда существуют такие
метки i у вершины u и j у вершины v, что j = i+ 1. Отсюда следует, что классы θ(i)
и θ(j) смежны в фактор-графе Pm/θ.

С другой стороны, если классы θ(i) и θ(j) смежны в фактор-графе Pm/θ, то в Pm
существуют вершины i′ ∈ θ(i) и j′ ∈ θ(j), такие, что |i′ − j′| = 1. Это означает, что
в графе G вершины, соответствующие классам θ(i) и θ(j), являются смежными.

Таким образом, граф G изоморфен фактор-графу Pm/θ.

Следствие 1. Любой связный граф с m ребрами является фактор-графом це-
пи P2m−1.

Одной из открытых проблем является следующая: для данного связного графа G
найти цепь с минимальным числом ребер p(G), фактор-графом которой является дан-
ный граф.

Напомним, что диаметром дерева называется максимальное расстояние между его
вершинами.
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Теорема 3. Если T —дерево с m ребрами, имеющее диаметр d, то p(T ) = 2m−d.
Доказательство. Согласно лемме, любой граф с m ребрами имеет обход дли-

ны 2m. Пусть R—минимальный обход дерева T , и пусть его длина r < 2m. Значит,
в R есть ребро, проходимое один раз. Пусть таких ребер k штук. Пронумеруем их
в порядке обхода R. Покажем, что ребра, проходимые один раз, образуют в T цепь.

Предположим, что это не так. Пусть ребра 1 = {u0, u} и 2 c началом v не инци-
дентны. Рассмотрим в составе R маршрут R(u, v). Он содержит цепь P (u, v). Пусть ее
первым ребром будет {u, u′}.

Ребро {u, u′} в обходе R проходится больше одного раза.
Представим обход R в виде R = Rinu0uR

1
uuu

′R1
u′u
′uR2

uuu
′R2

u′ . . . uu
′Rfin, где Rin —

подмаршрут, соединяющий начальную вершину обхода R с вершиной u0; Rfin —под-
маршрут, соединяющий вершину u′ с конечной вершиной обхода R; Ri

u —подмаршруты
обхода R с началом и концом в u; Ri

u′ — с началом и концом в u′.
Заметим, что второй раз ребро {u, u′} не может быть пройдено от u к u′, так как

иначе после его прохождения нужно попасть из u′ в u по некоторому подмаршру-
ту R(u′, u), а тогда в составе маршрута uu′R(u′, u) появляется цикл, что невозможно
для дерева. Таким образом, в составе R ребро {u, u′} второй раз проходится от u′ к u.

Теперь построим маршрут Rinu0uR
1
uR

2
u . . . R

s
uuu

′R1
u′R

2
u′ . . . R

s
u′Rfin. Этот маршрут

является обходом, так как он содержит все ребра, пройденные в составе R, а значит,
все ребра дерева T . Его длина меньше, чем у R, что невозможно, ибо R минимален.
Следовательно, предположение о том, что ребра, проходимые один раз, не образуют
в T цепь, неверно, и в составе обхода R есть цепь P , состоящая из ребер, проходимых
один раз.

Длина цепи P равна k. Но k 6 d, так как d—наибольшая длина цепи в дереве T .
Пусть sm−k —длина части обхода R, проходимая по ребрам кратности > 2 в R.

Тогда 2m > r = sm−k + k > 2(m − k) + k = 2m − k > 2m − d. Итак, каждый обход
дерева T имеет длину не меньше чем 2m−d. Следовательно, 2m−d— это минимальная
возможная длина обхода дерева T . Покажем, что обход длины 2m− d существует.

Изобразим дерево T следующим образом. Пусть Pd —цепь длины d в дереве T ,
vi ∈ Pd, i = 0, d− 1.

Выберем висячую вершину v0 ∈ Pd в качестве корневой и припишем уровень i каж-
дой вершине vi цепи Pd. Эти вершины могут быть смежны с некоторыми вершинами,
не входящими в цепь Pd, они, в свою очередь, с другими вершинами и т. д. Таким
образом, каждая вершина vi ∈ Pd, i = 1, d− 2, является корнем некоторого дерева Ti
(среди этих деревьев могут быть пустые).

Построим обход v0v1T1v1v2T2 . . . vd−3vd−2Td−2vd−2vd−1. Согласно лемме 1, каждое де-
рево Ti имеет обход длины, равной удвоенному числу его ребер, причем начинается и
заканчивается он в вершине vi ∈ Pd графа T .

Отсюда и из теоремы 2 следует доказываемое утверждение, поскольку длина по-
строенного обхода равна 2m− d, и этот обход минимален.

Следствие 2. Для звезды Sm имеем p(Sm) = 2m− 2.
Докажем теорему о верхней и нижней оценках p(G) для произвольного связного

графа G с m ребрами.
Теорема 4. Для связного графа G с m ребрами m 6 p(G) 6 2m− 2.
Доказательство. Первое неравенство следует из того, что количество ребер

в фактор-графе не может превышать количества ребер в исходном графе.
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Покажем, что в каждом связном графе G с m ребрами существует обход длины
2m− 2. Рассмотрим два случая.

1) Граф G имеет висячие вершины.
Возьмем произвольную висячую вершину u, пройдем исходящее из неё ребро.

Граф G∗ = G \ {u} связный и имеет m∗ = m − 1 ребер. По следствию 1, существует
обход графа G∗ длины 2m∗−1 = 2m−3 и, следовательно, обход графа G длины 2m−2.

2) Граф не имеет висячих вершин.
Отметим произвольную вершину u, не являющуюся точкой сочленения. Возьмем

некоторое исходящее из неё ребро, пусть другим его концом будет вершина v.
Граф G∗ = G \ {u} связный и имеет m∗ = m− d ребер, где d— степень вершины u.

По лемме 1 существует обход графа G∗ из вершины v длины 2(m − d). Вершина u
с непройденными ребрами образует d-реберную звезду. Обойдем эту звезду, отправ-
ляясь из вершины v. Согласно следствию 2, этот обход имеет длину 2d − 2. Таким
образом, получаем обход графа G длины 2(m − d) + 2d − 2 = 2m − 2. Заметим, что
если в m-реберном графе есть эйлеров путь, то этот граф является фактор-графом це-
пи длины m (наименьшая возможная длина для цепи, факторизуемой на m-реберный
граф). С другой стороны, звезда Sm, имеющая m ребер, не может быть получена как
фактор-граф цепи с длиной меньше чем 2m− 2. Следовательно, обе оценки являются
точными.
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Уточнены оценки экспонентов для n-вершинных примитивных орграфов (неотри-
цательных матриц порядка n), содержащих два простых контура, длины которых
взаимно просты. Получены достижимые оценки порядка O(max{lλ, f(l, λ, n)}),
где l и λ— взаимно простые длины простых контуров в орграфе и f(l, λ, n) —
линейный полином. Описан полностью класс примитивных орграфов, на кото-
рых достигается абсолютная оценка экспонента n2 − 2n + 2 (H. Wielandt, 1950).
Для экспонентов неориентированных n-вершинных примитивных графов доказа-
ны уточняющие оценки. В частности, если l—длина длиннейшего простого цикла
нечетной длины в графе Γ, то экспонент графа Γ не превышает 2n− l−1. Описан
полностью класс примитивных неориентированных графов, на которых достига-
ется абсолютная оценка экспонента 2n− 2.

Ключевые слова: примитивные графы, экспонент графа.

Введение
Рассмотрим неотрицательную (положительную) матрицу A = (ai,j) порядка n > 1

над полем действительных чисел, т. е. ai,j > 0 (ai,j > 0) для всех i, j ∈ {1, . . . , n}, свой-
ство неотрицательности (положительности) матрицы A обозначим так: A > 0 (A > 0).
Неотрицательную матрицу A называют примитивной, если At > 0 при некотором
натуральном t, а наименьшее натуральное γ, при котором Aγ > 0, называется экспо-
нентом, или показателем примитивности матрицы A, и обозначается expA. Если
такого t не существует, то expA =∞.

Важной задачей, в частности для криптографических приложений, является опре-
деление экспонентов матриц из различных классов. При исследовании экспонентов
матриц часто используется эпиморфизм ϕ мультипликативного моноида неотрица-
тельных матриц порядка n на моноид n-вершинных орграфов, где умножение оргра-
фов1 определено как умножение бинарных отношений [1, с. 212]. При эпиморфизме ϕ
матрице A соответствует орграф Γ с множеством вершин {1, . . . , n} и с множеством
дуг U , где (i, j) ∈ U ⇔ ai,j > 0, при этом матрицаM смежности вершин графа Γ назы-
вается носителем матрицы A. Очевидно, ϕ(M) = Γ. Для ограничения эпиморфизма ϕ
на подмоноид симметрических матриц (для них ai,j = aj,i при всех допустимых i, j)
областью значений является подмоноид n-вершинных графов. Для эпиморфизма ϕ
выполнено: A > 0⇔ орграф Γ = ϕ(A) полный. Отсюда неотрицательная матрица A и
орграф Γ = ϕ(A) одновременно примитивны или не примитивны, в случае примитив-
ности экспоненты их равны.

В данной работе используем преимущественно аппарат теории графов. Необходи-
мым условием примитивности орграфа является его сильная связность. Критерий при-
митивности орграфа Γ определяется длинами его простых контуров [2, с. 226] (контур
простой, если проходит через любую вершину не более одного раза). Если C1, . . . , Ck

1Неориентированные графы будем называть просто графами.
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суть все простые контуры орграфа Γ длин соответственно l1, . . . , lk, то сильносвязный
орграф Γ примитивный, если и только если НОД(l1, . . . , lk) = 1. Отсюда exp Γ = exp Γ′,
если примитивные орграфы (графы) Γ и Γ′ изоморфны.

Достижимая абсолютная оценка экспонента любого примитивного n-вершинного
орграфа Γ получена Виландтом [3], n > 1:

exp Γ 6 n2 − 2n+ 2.

Эта оценка для n-вершинного примитивного орграфа Γ допускает уточнение [2, с. 227]
с использованием длины l кратчайшего простого контура в Γ:

exp Γ 6 (n− 2)l + n. (1)

В частности, если орграф Γ имеет петлю, то он примитивен и exp Γ 6 2n− 2.
Необходимым условием примитивности графа является его связность. Так как лю-

бое ребро графа можно рассматривать как цикл длины 2, то из критерия примитивно-
сти орграфа следует, что примитивность связного графа Γ равносильна наличию в Γ
простого цикла нечетной длины. Следовательно, в соответствии с теоремой Кенига
о двудольных графах связный граф примитивен, если и только если он не являет-
ся двудольным. В [2, с. 409] приведена достижимая абсолютная оценка экспонентов
примитивных n-вершинных графов:

exp Γ 6 2n− 2.

В данной работе уточнены оценки экспонентов для примитивных n-вершинных
орграфов, имеющих два простых контура взаимно простых длин, n > 3, и оценки
экспонентов графов, n > 2. Описаны все n-вершинные орграфы и графы, на которых
достигаются абсолютные оценки exp Γ.

1. Свойства экспонентов графов
Далее через C обозначим контур в орграфе и через C∗ —мультимножество вершин

контура C, в случае простого контура —множество вершин.
Множество W (Γ) всех путей орграфа Γ образует частичный моноид относительно

операции конкатенации (обозначим ее •), операция определена на паре путей (u, v),
если и только если конечная вершина пути u совпадает с начальной вершиной пути v.
Результат конкатенации пути u с начальной вершиной i и конечной вершиной a и
пути v с начальной вершиной a и конечной вершиной j есть путь w = u•v с начальной
вершиной i и конечной вершиной j. При этом len(w) = len(u) + len(v), где len(w) —
длина пути w ∈ W (Γ), измеряемая числом дуг (или ребер), составляющих путь w.
Единицей частичного моноида W (Γ) является пустой путь w∅, где len(w∅) = 0.

При обходе контура C выделим его вершину a как начальную, контур C в этом
случае обозначим C(a). Для целого неотрицательного q через q·C(a) обозначим контур,
составленный из q-кратно пройденного контура C(a), где 0 · C(a) = w∅.

Обозначим при i 6= j, где i, j ∈ {1, . . . , n}, через w(i, j) путь из i в j; [i, j] —крат-
чайший путь из i в j; [i, i] —кратчайший контур, проходящий через вершину i. Для
H,P ⊆ {1, . . . , n} обозначим через dist(H,P ) расстояние в графе Γ между множества-
ми H и P :

dist(H,P ) =

{
min

(i,j)∈H×P
len[i, j], H ∩ P = ∅,

0, H ∩ P 6= ∅.
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Множество W путей из i в j (при i = j —контуров), где i, j ∈ {1, . . . , n}, назо-
вем (t, l)-множеством путей, t, l—натуральные, если в W имеется l путей (контуров),
длины которых равны t, t+ 1, . . . , t+ l − 1.

Для получения оценки экспонентов примитивных графов отметим ряд свойств. Из
критерия примитивности орграфа следует достаточное условие.

Утверждение 1. Сильносвязный орграф примитивен, если содержит два про-
стых контура, длины которых взаимно просты.

Пусть M —матрица смежности вершин графа Γ и M l = (m
(l)
i,j), l > 1.

Утверждение 2 [4, следствие 1 теоремы 2, с. 114]. Число путей длины l из i в j
в n-вершинном графе Γ равно элементу m(l)

i,j матрицы M l, где l > 1.
Утверждение 3.
а) Если M l > 0 при натуральном l, то M t > 0 при любом t > l.
б) Если в n-вершинном сильносвязном орграфе Γ (связном графе Γ′), где n > 1,

имеются пути из i в j длины l > 0 для любых i, j ∈ {1, . . . , n}, то орграф Γ (граф Γ′)
примитивен и exp Γ 6 l.

в) Если для некоторых i, j ∈ {1, . . . , n} и для натурального τ в примитивном ор-
графе Γ (в графе Γ′) не имеется путей из i в j длины τ , то exp Γ > τ .

Доказательство.
а) Если M l > 0, то m(l)

i,j > 0 для всех i, j ∈ {1, . . . , n}. Вместе с тем в матрице M
каждая строка и каждый столбец ненулевые, иначе M l > 0 не выполнено, отсюда
m

(1)
s(j),j > 0 при любом j = 1, . . . , n и некотором s(j) ∈ {1, . . . , n}. Тогда из равенства

M l+1 = M lM следует, что m
(l+1)
i,j =

n∑
s=1

m
(l)
i,sm

(1)
s,j > m

(l)
i,s(j)m

(1)
s(j),j > 0 для всех i, j ∈

∈ {1, . . . , n}. Значит, M l+1 > 0.
б) и в) следуют из утверждений 2 и 3,а.

Утверждение 4. Пусть в n-вершинном орграфе Γ при n > 1 имеется контур C
длины l и (t, l)-множество путей из i в j, каждый из которых проходит через некоторую
вершину контура C, тогда в Γ имеются пути из i в j длины τ при любом τ > t, где
i, j ∈ {1, . . . , n}.

Доказательство. Пусть путь w(s) из (t, l)-множества путей графа Γ есть путь
из i в j длины t + s, проходящий через вершину a контура C, s = 0, 1, . . . , l − 1.
Тогда при a /∈ {i, j} путь w(s) может быть представлен конкатенацией двух путей:
w(s) = w(i, a) • w(a, j), где len(w(i, a)) + len(w(a, j)) = len(w(s)) = t + s. Построим
пути u(s)

q из i в j длины t+ s+ ql, где q = 0, 1, . . .:
u

(s)
q = (q · C(a)) • w(s), если i = a;
u

(s)
q = w(s) • (q · C(a)), если j = a, i 6= j;
u

(s)
q = w(i, a) • (q · C(a)) • w(a, j) в остальных случаях.

По построению len(u
(s)
q ) = ql + t + s, где q = 0, 1, . . ., s = 0, 1, . . . , l − 1. Значит,

в семействе путей {u(s)
q } имеется путь из i в j длины τ при любом τ > t.

2. Оценки экспонентов орграфов
Пусть в орграфе Γ имеются простые контуры C и C ′ длины соответственно l и λ,

где, не теряя общности, положим 1 < λ < l 6 n. Обозначим θ = (l − 1)(λ− 1).
Для вершин i и j контура (цикла) C обозначим через ρ(i, j) длину кратчайшего

пути от i до j, составленного только из дуг контура (ребер цикла) C, и положим
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ρ(i, i) = 0. При i 6= j имеем ρ(i, j) 6 l − 1 для орграфа и ρ(i, j) 6 bl/2c для графа.
Для вершины i и подмножества H вершин контура (цикла) C обозначим через ρ(i,H)
длину кратчайшего пути от i до ближайшей вершины множества H, составленного
только из дуг контура (ребер цикла) C. Если |H| = h, то ρ(i,H) 6 l−h для контура C
орграфа. Аналогичные расстояния на контуре C ′ обозначим ρ′.

Теорема 1. Пусть (l, λ) = 1, n > 2, тогда:
а) если C∗ ∩ C ′∗ = ∅, то exp Γ 6 lλ− 2l − 3λ+ 3n;
б) если C∗ ∩ C ′∗ = H, где |H| = h > 0, то exp Γ 6 lλ− l − 3λ+ h+ 2n.
Доказательство. В условиях теоремы граф Γ примитивен. Для получения

оценки exp Γ построим (t, λ)-множество путей из i в j для любых i, j ∈ {1, . . . , n},
каждый из которых проходит через некоторую вершину контура C ′.

Множество чисел {ql mod λ : q = 0, 1, . . . , λ− 1} в силу взаимной простоты чисел l
и λ образует полную систему неотрицательных вычетов по модулю λ, при этом числа ql
не превосходят (λ−1)l. Значит, для любого q = 0, 1, . . . , λ−1 найдется неотрицательное
целое число z(q), такое, что θ 6 ql + z(q)λ 6 (λ− 1)l, при этом

{ql + z(q)λ : q = 0, 1, . . . , λ− 1} = N(θ, λ), (2)

где N(θ, λ) = {θ, θ + 1, . . . , θ + λ− 1}; равенство (2) известно как лемма Шора.
а) Пусть C∗ ∩ C ′∗ = ∅, a, b ∈ C∗, a′, b′ ∈ C ′∗, где len[a, a′] = dist[C∗, C ′∗],

len[b′, b] = dist[C ′∗, C∗] (рис. 1). Определим пути uq(i, j) и vq(i, j) из i в j, проходящие
через вершины контура C ′, q = 0, 1, . . . , λ− 1:

uq(i, j) = q · C(a) • [a, a′] • z(q) · C ′(a′), если i = a, j = a′;

uq(i, j) = q · C(a) • [a, a′] • z(q) · C ′(a′) • [a′, j], если i = a, j 6= a′;

uq(i, j) = [i, a] • q · C(a) • [a, a′] • z(q) · C ′(a′), если i 6= a, j = a′;

uq(i, j) = [i, a] • q · C(a) • [a, a′] • z(q) · C ′(a′) • [a′, j], если i 6= a, j 6= a′;

vq(i, j) = z(q) · C ′(b′) • [b′, b] • q · C(b), если i = b′, j = b;

vq(i, j) = z(q) · C ′(b′) • [b′, b] • q · C(b) • [b, j], если i = b′, j 6= b;

vq(i, j) = [i, b′] • z(q) · C ′(b′) • [b′, b] • q · C(b), если i 6= b′, j = b;

vq(i, j) = [i, b′] • z(q) · C ′(b′) • [b′, b] • q · C(b) • [b, j], если i 6= b′, j 6= b.

Рис. 1. Непересекающиеся контуры C и C ′ в орграфе
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Длины путей uq(i, j) и vq(i, j) соответственно равны:

len(uq(i, j)) = ql + z(q)λ+ len[a, a′], если i = a, j = a′; (3)
len(uq(i, j)) = ql + z(q)λ+ len[a, a′] + len[a′, j], если i = a, j 6= a′; (4)
len(uq(i, j)) = ql + z(q)λ+ len[i, a] + len[a, a′], если i 6= a, j = a′; (5)

len(uq(i, j)) = ql + z(q)λ+ len[i, a] + len[a, a′] + len[a′, j], если i 6= a, j 6= a′; (6)
len(vq(i, j)) = ql + z(q)λ+ len[b′, b], если i = b′, j = b; (7)

len(vq(i, j)) = ql + z(q)λ+ len[b′, b] + len[b, j], если i = b′, j 6= b; (8)
len(vq(i, j)) = ql + z(q)λ+ len[i, b′] + len[b′, b], если i 6= b′, j = b; (9)

len(vq(i, j)) = ql + z(q)λ+ len[i, b′] + len[b′, b] + len[b, j], если i 6= b′, j 6= b. (10)

Из формул (3)–(6) следует, что в соответствии с леммой Шора для любых i, j ∈
∈ {1, . . . , n} множество путей {uq(i, j) : q = 0, 1, . . . , λ−1} есть (θ+t0(i, j), λ)-множество
путей из i в j, где

t0(i, j) = len[a, a′], если i = a, j = a′; (11)
t0(i, j) = len[a, a′] + len[a′, j], если i = a, j 6= a′; (12)
t0(i, j) = len[i, a] + len[a, a′], если i 6= a, j = a′; (13)

t0(i, j) = len[i, a] + len[a, a′] + len[a′, j], если i 6= a, j 6= a′. (14)

Аналогично из формул (7)–(10) следует, что в соответствии с леммой Шора для
любых i, j ∈ {1, . . . , n} множество {vq(i, j) : q = 0, 1, . . . , λ − 1} есть (θ + t1(i, j), λ)-
множество путей из i в j, где

t1(i, j) = len[b′, b], если i = b′, j = b; (15)
t1(i, j) = len[b′, b] + len[b, j], если i = b′, j 6= b; (16)
t1(i, j) = len[i, b′] + len[b′, b], если i 6= b′, j = b; (17)

t1(i, j) = len[i, b′] + len[b′, b] + len[b, j], если i 6= b′, j 6= b. (18)

Следовательно, в соответствии с утверждениями 3,б и 4

exp Γ 6 θ + max
(i,j)
{min{t0(i, j), t1(i, j)}}. (19)

Оценим величины t0(i, j) и t1(i, j). Пусть wi —кратчайший путь от i до ближайшей
вершины контура C (z —конечная вершина) при i /∈ C∗, не проходящий через верши-
ны контура C ′; ui —кратчайший путь от i до ближайшей вершины контура C ′ (z′ —
конечная вершина) при i /∈ C ′∗, не проходящий через вершины контура C. В W (Γ) со-
держится хотя бы один из путей wi и ui при любом i /∈ C∗∪C ′∗. Тогда верны следующие
оценки:

len[i, a] 6 len(wi) + ρ(z, a), если wi ∈ W (Γ) и i /∈ C∗; (20)
len[i, a] 6 ρ(i, a), если i ∈ C∗; (21)

len[i, b′] 6 len(ui) + ρ′(z′, b′), если ui ∈ W (Γ) и i /∈ C ′∗; (22)
len[i, b′] 6 ρ′(i, b′), если i /∈ C ′∗; (23)
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len[a′j, ] 6 n− 1, если j /∈ C ′∗; (24)
len[a′, j] 6 ρ′(a′, j), если j ∈ C ′∗; (25)
len[b, j] 6 n− 1, если j /∈ C∗; (26)
len[b, j] 6 ρ(b, j), если j ∈ C∗. (27)

В соответствии с (20) и (21) наибольшее значение оценка len[i, a] принимает при
i /∈ C∗, и в соответствии с (22) и (23) наибольшее значение оценка len[i, b′] принима-
ет при i /∈ C ′∗. Значит, при i /∈ C∗ ∪ C ′∗ независимо от того, какой из путей wi, ui
содержится в W (Γ),

min{len[i, a], len[i, b′]} 6 max{len(wi), len(ui)}+ max{ρ(z, a), ρ′(z′, b′)};
при i ∈ C∗ ∪ C ′∗ оценка min{len[i, a], len[i, b′]} ниже этой. При любом i /∈ C∗ ∪ C ′∗
в соответствии с определением путей wi, ui верна оценка

max{len(wi), len(ui)} 6 n− l − λ,
отсюда, учитывая, что ρ(z, a) 6 l − 1 и ρ′(z′, b′) 6 λ − 1, получаем для любого i ∈
∈ {1, . . . , n}

min{len[i, a], len[i, b′]} 6 n− λ− 1. (28)

Кратчайший путь из a в a′ (из b′ в b) по определению не содержит вершин конту-
ров C и C ′, исключая начальную и конечную вершины, поэтому

max{len[a, a′], len[b, b′]} 6 n− l − λ+ 1. (29)

Для len[a′, j] и len[b, j] в соответствии с (24)–(27) при любом j ∈ {1, . . . , n} верна
оценка

max{len[a′, j], len[b, j]} 6 n− 1. (30)

Из формул (11)–(14) и (15)–(18) следует, что для любых i, j ∈ {1, . . . n}
t0(i, j) 6 len[i, a] + len[a, a′] + len[a′, j],

t1(i, j) 6 len[i, ba′] + len[b′, b] + len[b, j],

где первая оценка достигается при i 6= a, j 6= a′, а вторая — при i 6= b′, j 6= b (см. рис. 1).
В остальных случаях оценка t0(i, j) ниже этой. Следовательно,

max
(i,j)
{min{t0(i, j), t1(i, j)}} 6

6 min{len[i, a], len[i, b′]}+ max{len[a, a′], len[b′, b]}+ max{len[a′, j], len[b, j]},
отсюда в соответствии с (28)–(30) получаем

max
(i,j)
{min{t0(i, j), t1(i, j)}} 6 3n− l − 2λ− 1.

Из этой оценки и из (19) получаем оценку теоремы 1,а.
б) Пусть H = C∗∩C ′∗ и a ∈ H (рис. 2). Определим пути wq(i, j) из i в j, проходящие

через вершину a контура C ′, где q = 0, 1, . . . , λ− 1:

wq(i, j) = q · C(a) • z(q) · C ′(a), если i = j = a;

wq(i, j) = q · C(a) • z(q) · C ′(a) • [a, j], если i = a, j 6= a;

wq(i, j) = [i, a] • q · C(a) • z(q) · C ′(a), если i 6= a, j = a;

wq(i, j) = [i, a] • q · C(a) • z(q) · C ′(a) • [a, j], если i 6= a, j 6= a.
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Длины путей wq(i, j) соответственно равны

len(wq(i, j)) = ql + z(q)λ, если i = j = a; (31)
len(wq(i, j)) = ql + z(q)λ+ len[a, j], если i = a, j 6= a; (32)
len(wq(i, j)) = ql + z(q)λ+ len[i, a], если i 6= a, j = a; (33)

len(wq(i, j)) = ql + z(q) · λ+ len[i, a] + len[a, j], если i 6= a, j 6= a. (34)

Рис. 2. Пересекающиеся контуры C и C ′ в орграфе

Из формул (31)–(34) следует, что в соответствии с (2) для любых i, j ∈ {1, . . . , n}
множество путей {wq(i, j) : q = 0, 1, . . . , λ− 1} есть (θ+ t2(i, j), λ)-множество путей из i
в j, где

t2(i, j) = 0, если i = j = a; (35)
t2(i, j) = len[a, j], если i = a, j 6= a; (36)
t2(i, j) = len[i, a], если i 6= a, j = a; (37)

t2(i, j) = len[i, a] + len[a, j], если i 6= a, j 6= a. (38)

Следовательно, в соответствии с утверждениями 3,б и 4

exp Γ 6 θ + max
(i,j)

t2(i, j). (39)

В случае б путь wi при i /∈ C∗ и путь ui при i /∈ C ′∗ определим так же, как
в случае а, за исключением того, что конечные вершины путей могут, в частности,
принадлежать H. В W (Γ) для i /∈ C∗ ∪ C ′∗ содержится хотя бы один из путей wi и ui.

В соответствии с (20)–(23) при i /∈ C∗ ∪ C ′∗

dist(i,H) 6 min{len(wi), len(ui)}+ max{ρ(z,H), ρ′(z′, H)},

при i ∈ C∗ ∪ C ′∗ оценка dist(i,H) ниже этой. При любом i /∈ C∗ ∪ C ′∗ по определению
путей wi и ui

min{len(wi), len(ui)} 6 n− l − λ+ h,

ρ(z,H) 6 l − h, ρ′(z′, b′) 6 λ − h. Тогда независимо от того, какие из путей wi, ui
содержатся в W (Γ), для любого i ∈ {1, . . . , n} верна оценка

dist(i,H) 6 n− λ. (40)



108 В. М. Фомичев

Пусть w∗j —кратчайший путь от контура C до j (y—начальная вершина) при
j /∈ C∗ ∪ C ′∗, не проходящий через вершины из C ′∗, за исключением, быть может,
начальной вершины, и u∗j —кратчайший путь от контура C ′ до j (y′ —начальная вер-
шина), не проходящий через вершины контура C, за исключением, быть может, на-
чальной вершины. В W (Γ) содержится хотя бы один из путей w∗j и u∗j . Значит, для
j /∈ C∗ ∪ C ′∗ и для любого a ∈ H выполнено

len[a, j] 6 max{ρ(a, y) + len(w∗j ), ρ
′(a, y′) + len(u∗j)}

(при j ∈ C∗∪C ′∗ и любом a ∈ H оценка len[a, j] ниже этой), где по определению путей
w∗j и u∗j

len(w∗j ) 6 n− l − λ+ h, len(u∗j) 6 n− l − λ+ h,

и ρ(a, y) 6 l − 1, ρ′(a, y′) 6 λ − 1. Отсюда, независимо от того, какие из путей w∗j , u∗j
содержатся в W (Γ), получаем для любого j ∈ {1, . . . , n} и любого a ∈ H

len[a, j] 6 n− λ+ h− 1. (41)

Из формул (35)–(38) следует, что для любых i, j ∈ {1, . . . , n}

t2(i, j) 6 dist(i,H) + max
a∈H
{len[a, j]},

где наибольшее значение оценки достигается при i, j /∈ H (см. рис. 2). В осталь-
ных случаях оценка t2(i, j) ниже этой. Следовательно, используя оценки (40) и (41),
получаем

max
(i,j)

t2(i, j) 6 2n− 2λ+ h− 1.

Из этой оценки и из (39) получаем оценку теоремы 1,б.

Следствие 1. Для любого примитивного n-вершинного орграфа Γ при n > 2
верно:

а) если циклы C и C ′ не имеют общих вершин, то

exp Γ 6
⌊n+ 1

2

⌋⌈n+ 1

2

⌉
6 n2/4 + n/2 + 1/4;

б) если циклы C и C ′ имеют h общих вершин, где 1 6 h 6 λ, то

exp Γ 6
⌊n+ h+ 2

2

⌋⌈n+ h+ 2

2

⌉
− 2h− n 6 n2 − 2n+ 2.

Доказательство.
а) По теореме 1,а exp Γ 6 ψ(n, l, λ), где ψ(n, l, λ) = lλ− 2l − 3λ + 3n. Заметим, что

ψ(n, l, λ)− ψ(n, l, λ− 1) > 0 при любых допустимых n, l. Так как λ 6 n− l, то

exp Γ 6 ψ(n, l, n− l) = (n+ 1− l)l,

где произведение (n− l + 1)l принимает наибольшее значение при l =
⌈n+ 1

2

⌉
.

б) По теореме 2,б exp Γ 6 ϕ(n, l, λ, h), где ϕ(n, l, λ, h) = lλ − l − 3λ + h + 2n. За-
метим, что функция ϕ(n, l, λ, h) монотонно возрастает по переменной λ при любых
допустимых n, l, h. Так как λ 6 n− l + h, то
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exp Γ 6 ϕ(n, l, n− l + h, h) = (n+ h+ 2− l)l − 2h− n,

где выражение (n + h + 2 − l)l − 2h − n принимает наибольшее значение при l =

=
⌈n+ h+ 2

2

⌉
.

Заметим, что функция ϕ(n, l, n−l+h, h) монотонно возрастает по переменной h при
любых допустимых n, l и возрастает по переменной l при любых допустимых n, h. От-
сюда следует абсолютная оценка Виландта для примитивных n-вершинных орграфов
exp Γ 6 ϕ(n, n, n− 1, n− 1) = n2 − 2n+ 2.

При n > 2 (при n = 2) n-вершинным графом Виландта назовем орграф, состоящий
из гамильтонова контура C, к которому добавлена дуга (i, j), где ρ(i, j) = 2 (петля
(i, i)), i ∈ {1, . . . , n}. Множество n-вершинных графов Виландта обозначим ΓW(n).

Теорема 2. При любом n > 1 множество ΓW(n) состоит из n! изоморфных гра-
фов; абсолютная оценка Виландта достигается на графах Виландта, и только на них.
Для остальных примитивных n-вершинных орграфов Γ верна оценка, достижимая при
l = n, λ = n− 2, где n > 3 и нечетное:

exp Γ 6 n2 − 3n+ 4.

Доказательство. В силу определения множество ΓW(n) инвариантно относи-
тельно любой перенумерации вершин, следовательно, ΓW(n) состоит из n! изоморфных
графов, экспоненты которых одинаковы.

Пусть граф Γ состоит из гамильтонова контура C = (1, 2, . . . , n) и к дугам конту-
ра C добавлена дуга (n−1, 1). Тогда граф Γ есть объединение контура C длины n и про-
стого контура C ′ = (1, 2, . . . , n− 1) длины n− 1. Следовательно, по теореме 1,б граф Γ
примитивен и exp Γ оценивается сверху величиной ϕ(n, n, n − 1, n − 1) = n2 − 2n + 2.
Покажем, что exp Γ = n2 − 2n+ 2.

В Γ всякий путь w из n в n состоит из p-кратно пройденного контура C и q-кратно
пройденного контура C ′, где p—натуральное, q—целое неотрицательное. Тогда в Γ
не имеется пути из n в n длины (n − 1)2 в силу неразрешимости относительно p и q
уравнения pn+q(n−1) = (n−1)2. Следовательно, по утверждению 3,в exp Γ > (n−1)2,
т. е. exp Γ = (n− 1)2 + 1 = n2 − 2n+ 2.

Покажем, что exp Γ′ < n2−2n+2 для любого n-вершинного примитивного орграфа
Γ′ /∈ ΓW(n). В самом деле, в Γ′ длина l кратчайшего простого контура не превышает
n− 2. Поэтому в соответствии с (1) получаем при l 6 n− 2 оценку теоремы 2.

Замечание 1. Известно, что имеются натуральные числа, меньшие n2− 2n+ 2 и
не являющиеся значениями экспонента какого-либо n-вершинного орграфа. Эти числа
образуют так называемые «лакуны», т. е. пропуски в натуральном ряду чисел. Напри-
мер, первыми были обнаружены (авторами A. L. Dulmage, N. S. Mendelsohn) «лакуны»
вида [n2 − 3n + 5, (n − 1)2] и [n2 − 4n + 7, n2 − 3n + 2]. В дальнейшем эти результаты
были обобщены.

3. Оценки экспонентов неориентированных графов
Для неориентированного цикла C длины l > 2 и для i, j ∈ C∗ обозначим через c(i, j)

кратчайший путь от i до j, составленный только из ребер цикла C, где c(i, i) = w∅,
и через y(i, j) —путь от i до j, дополняющий путь c(i, j) до полного цикла C. При
нечетном l длины путей c(i, j) и y(i, j), равные соответственно ρ(i, j) и l−ρ(i, j), имеют
различную четность, при этом ρ(i, j) < l − ρ(i, j).
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Для цикла C ′ длины 2 с начальной вершиной a обозначим: q · 2(a) = q · C ′(a), q—
целое неотрицательное.

Утверждение 5. Пусть l нечетное, q = (l−1−2ρ(i, j))/2 и z(i, j) = c(i, j)•q ·2(j),
где i, j ∈ C∗, тогда

len(y(i, j))− len(z(i, j)) = 1.

Доказательство. По определению q · 2(j) —цикл длины 2q с начальной верши-
ной j, где по условию q—целое неотрицательное. Тогда c(i, j) • q · 2(j) есть путь от i
до j длины ρ(i, j) + 2q, т. е.

len(z(i, j)) = ρ(i, j) + 2q = l − 1− ρ(i, j).

Вместе с тем по определению len(y(i, j)) = l − ρ(i, j) = len(z(i, j)) + 1.

Обозначим через e(C) эксцентриситет цикла C в неориентированном графе Γ′, т. е.

e(C) = max
i/∈C

dist[i, C] = max
i/∈C
{min
j∈C

len[i, j]}.

Теорема 3.
а) Пусть n > 1, l—длина длиннейшего простого цикла C нечетной длины в при-

митивном n-вершинном графе Γ′, 1 6 l 6 n. Тогда

exp Γ′ 6 2e(C) + l − 1 6 2n− l − 1.

б) Если простые циклы нечетных длин покрывают множество вершин графа Γ′, то

exp Γ′ 6 n− 1.

Доказательство.
а) Каждая вершина графа Γ′ принадлежит хотя бы одному циклу длины 2, поэтому

в соответствии с утверждением 4 для получения оценки exp Γ 6 t достаточно для
любых i, j ∈ {1, . . . , n} построить (t, 2)-множество путей из i в j.

При n > 2 обозначим: C —простой цикл нечетной длины l′ > 2 в графе Γ′ (рис. 3);
a и b—конечные вершины кратчайших путей от цикла C соответственно до i и до j,
где i, j /∈ C∗, a, b ∈ C∗. Определим пути u(i, j) и v(i, j) из i в j:

u(i, j) = z(i, j), v(i, j) = y(i, j), если i, j ∈ C∗;
u(i, j) = [i, a] • z(a, j), v(i, j) = [i, a] • y(a, j), если i /∈ C∗, j ∈ C∗;
u(i, j) = z(i, b) • [b, j], v(i, j) = y(i, b) • [b, j], если i ∈ C∗, j /∈ C∗;

u(i, j) = [i, a] • z(a, b) • [b, j], v(i, j) = [i, a] • y(a, b) • [b, j], если i, j /∈ C∗.

Тогда пара путей (u(i, j), v(i, j)) в соответствии с утверждением 5 образует (t(i, j), 2)-
множество путей из i в j при любых i, j ∈ {1, . . . , n}, где

t(i, j) = l′ − ρ(i, j)− 1, если i, j ∈ C∗;
t(i, j) = len[i, a] + l′ − ρ(a, j)− 1, если i /∈ C∗, j ∈ C∗;
t(i, j) = l′ − ρ(i, b)− 1 + len[b, j], если i ∈ C∗, j /∈ C∗;

t(i, j) = len[i, a] + l′ − ρ(a, b)− 1 + len[b, j], если i, j /∈ C∗.

В соответствии с определением max{len[i, a], len[b, j]} 6 e(C) 6 n− l′ при всех i, j /∈ C∗
и ρ(a, b) > 0 при всех a, b ∈ C∗. Значит, t(i, j) 6 2e(C) + l′ − 1 6 2n − l′ − 1 при
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любых i, j ∈ {1, . . . , n}, т. е. exp Γ′ 6 2e(C) + l′ − 1 6 2n − l′ − 1. Так как рассмотрен
произвольный простой цикл нечетной длины l′ > 2, то получаем оценку теоремы 3,a.

Рис. 3. Цикл C в неориентированном графе

Если n > 1 и l = 1, т. е. в Γ′ имеется петля в вершине a и не имеется циклов
нечетной длины l′ > 2, то пути u(i, j) и v(i, j) из i в j определим так:

u(a, a) = 2 · (a, a), v(i, j) = (a, a);

u(i, a) = [i, a] • (a, a), v(i, a) = [i, a], если i 6= a;

u(a, j) = (a, a) • [a, j], v(a, j) = [a, j], если j 6= a;

u(i, j) = [i, a] • (a, a) • [a, j], v(i, j) = [i, a] • [a, j], если i 6= a, j 6= a.

Пара путей (u(i, j), v(i, j)) в соответствии с утверждением 5 образует (t(i, j), 2)-
множество путей из i в j при любых i, j ∈ {1, . . . , n}, где t(a, a) = 1, max{t(i, a),
t(a, j)} 6 n − 1 при i 6= a, j 6= a и t(i, j) 6 2n − 2 при i 6= a, j 6= a. Следовательно,
t(i, j) 6 2n − 2 при любых i, j ∈ {1, . . . , n}, т. е. exp Γ′ 6 2n − 2 при n > 1. Эта оценка
совпадает с оценкой 2n− l − 1 теоремы 3,а при l = 1.

б) При условиях теоремы 3,б i ∈ C∗i , где Ci —простой цикл нечетной длины li и
C∗i — блок покрытия множества вершин, i ∈ {1, . . . , n}. Пусть b—концевая вершина
кратчайшего пути от цикла Ci до j, где b ∈ C∗i . Тогда (t(i, j), 2)-множество путей из i
в j при любых i, j ∈ {1, . . . , n} образовано путями u(i, j) и v(i, j) из i в j, где при n > 2

u(i, j) = z(i, j), v(i, j) = y(i, j), если j ∈ C∗i ;

u(i, j) = z(i, b) • [b, j], v(i, j) = y(i, b) • [b, j], если j /∈ C∗i .

Отсюда, обозначая через ρi расстояния на цикле Ci, i ∈ {1, . . . , n}, получаем

t(i, j) = li − ρi(i, j)− 1, если j ∈ C∗i ;

t(i, j) = li − ρi(i, b)− 1 + len[b, j], если j /∈ C∗i .

В соответствии с определением len[b, j] 6 n− li при всех j /∈ C∗ и ρi(i, b) > 0 при всех
b ∈ C∗. Отсюда t(i, j) 6 n− 1 при любых i, j ∈ {1, . . . , n}, т. е. exp Γ′ 6 n− 1 при n > 2.
Теорема доказана.

Если n = 2, то при условиях теоремы 3,б граф Γ′ полный, следовательно, exp Γ′ = 1.
При l = 1 из теоремы 3,а получаем известную оценку для связных графов с петлей.
Следствие 2. Для любого примитивного n-вершинного графа Γ′ имеет место

exp Γ′ 6 2n− 2.
Обозначим через ΓP (n) множество примитивных n-вершинных графов, состоящих

из гамильтонова пути w и петли, инцидентной одной из концевых вершин.
Теорема 4. При любом n > 1 множество ΓP (n) состоит из n! изоморфных гра-

фов; абсолютная оценка 2n− 2 достигается на графах из ΓP (n), и только на них.
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Доказательство. Из определения множества ΓP (n) следует, что оно инвари-
антно относительно любой перенумерации вершин, следовательно, ΓP (n) состоит из
n! изоморфных графов. По следствию теоремы 3 exp Γ′ 6 2n − 2 для любого графа
Γ′ ∈ ΓP (n).

Пусть граф Γ′ состоит из гамильтонова пути P = (1, 2, . . . , n) и петли (n, n). Тогда
пути из 1 в 1 нечетной длины 2n − 3 не существует. Значит, в соответствии с утвер-
ждением 3,в exp Γ′ = 2n− 2.

Покажем, что на связном графе Γ, не принадлежащем ΓP (n), оценка 2n− 2 не до-
стигается. В силу теоремы 3,а абсолютная оценка 2n−2 достижима только на связном
графе Γ с петлей, не имеющем циклов нечетной длины l > 1.

Пусть Γ — гамильтонов цикл (1, 2, . . . , n) с петлей в вершине i, где i ∈ {1, . . . , n},
или гамильтонов путь с петлей в вершине i, где 1 < i < n, тогда e(i) 6 n− 2.

Пусть Γ не есть гамильтонов путь или цикл, т. е. содержит, кроме петли в вершине i,
где i ∈ {1, . . . , n}, вершину r степени выше 2. Кратчайший путь [i, j] при i 6= j либо
проходит, либо не проходит через вершину r. Тогда в первом случае len[i, j] 6 len[i, r]+
+len[r, j] 6 n − 2, так как кратчайшие пути [i, r] и [r, j] не содержат общих вершин,
кроме r (иначе кратчайший путь [i, j] не проходит через r), и содержат не более двух
вершин, смежных с r. Во втором случае len[i, j] 6 n−2, так как путь [i, j] не содержит
вершину r. Следовательно, e(i) 6 n−2, если Γ /∈ ΓP (n), и по теореме 3,а exp Γ 6 2n−4.
Теорема доказана.
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Предложена дискретная математическая модель, предназначенная для компью-
терного моделирования физико-химических процессов в порошковой смеси под
воздействием ударного давления, вызванного взрывом. Математическая модель
представляет собой двумерный клеточный автомат типа «решеточный газ» с гек-
сагональной структурой дискретного пространства в плоскости, перпендикуляр-
ной к оси формирующейся струи. Гранулы порошка имитируются «частицами»
решеточного газа, имеющими разную массу для разных веществ и при столкно-
вениях вступающих в химическую реакцию. Программная реализация эволюции
клеточного автомата выполнена для пяти случаев, различающихся углами между
воздействием ударной волны и осью образующейся струи. Моделирование прово-
дилось для смеси порошков вольфрама и углерода. Результатами моделирования
являются количества вольфрама, углерода и карбидов типа WC и W2C, полу-
чающихся на начальной стадии образования порошковой струи при воздействии
взрыва. Сравнение результатов с полученными при натурных испытаниях позво-
лило определить основные параметры клеточно-автоматной модели.

Ключевые слова: компьютерное моделирование, клеточный автомат, реше-
точный газ, карбиды вольфрама.

Введение
Клеточно-автоматные (КА) модели пространственной динамики привлекают боль-

шое внимание, поскольку они способны отображать нелинейные и разрывные процессы
и могут быть полезными там, где дифференциальные уравнения с частными произ-
водными оказываются бессильными [1, 2]. В основном это относится к процессам на
микро- и наноуровнях, поскольку КА может оперировать дискретными событиями,
такими, как перемещения, изменения состояний, химические превращения и другие
взаимодействия между реальными или абстрактными частицами, иногда наделяя их
скоростью движения в дискретном пространстве и дискретном времени. В частно-
сти, одной из наиболее развитых областей применения КА является так называемая
КА-гидродинамика, получившая название «решеточный газ» (Lattice-Gas models) [3].

1Работа поддержана Программой фундаментальных исследований Президиума РАН 14-6, 2009, и
Междисциплинарным интеграционным проектом ИП-32 СО РАН, 2009.

DOI 10.17223/20710410/12/10
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Поскольку кумулятивная струя может быть описана на основе гидродинамической мо-
дели [4], а химические превращения при взаимодействиях частиц являются дискрет-
ными событиями, представляется естественным использовать модель «решеточного
газа», встроив в нее дискретные события химических взаимодействий между отталки-
вающимися частицами. На этих соображениях основывается предлагаемая КА-модель
физико-химических процессов в порошковой струе, получающейся в устройстве, ис-
пользуемом для исследования кумулятивного синтеза новых наноструктурных соеди-
нений [5].

В работе формально и содержательно описана КА-модель (п. 1), дан алгоритм мо-
делирования (п. 2) и, наконец, представлены результаты компьютерного моделирова-
ния процесса схлопывания облицовки из порошковой смеси вольфрама и углерода в
соответствии с испытаниями, проводимыми в рамках создания методов кумулятивного
синтеза новых материалов и структур в Институте гидродинамики СО РАН (п. 3).

1. КА-модель процесса схлопывания порошковой облицовки
Гидродинамическая КА-модель, называемая в российской научной литературе «ре-

шеточным газом», а в западной— FHP-моделью (по фамилиям авторов работы [3]),
имитирует движение абстрактных частиц в дискретном пространстве гексагональной
структуры, плотно заполненном клетками. В каждой клетке одновременно может на-
ходиться несколько частиц, каждая из которых снабжена вектором скорости, направ-
ленным в одном из шести направлений гексагональной решетки. Такое состояние клет-
ки однозначно представляется булевым вектором, число компонент в котором n = 6.
Массив состояний всех клеток называется глобальной конфигурацией. Смена глобаль-
ных конфигураций происходит синхронно во всех клетках одновременно и называется
итерацией. Итерация разделена на две фазы: фазу сдвига и фазу столкновения. На
фазе сдвига имитируется перемещение каждой частицы в соседнюю клетку по на-
правлению скоростей движения частиц. На фазе столкновения происходит изменение
состояний клетки, иногда с заданной вероятностью (рис. 1). Изменения состояний кле-
точного массива подчиняются законам сохранения массы и импульса.

p= 0,5

Рис. 1. Графическое изображение правил столкновения частиц в FHP-
модели: а—детерминированные правила; б— вероятностные

FHP-модель является математическим описанием потока вязкой жидкости. Этот
факт имеет строгое аналитическое доказательство [3]. Правомерность применения ее
для моделирования процесса образования струи из порошковой смеси под действием
взрыва с химическими взаимодействиями между частицами основывается на соедине-
нии известного опыта применения КА типа решеточного газа для потоков жидкостей
и вероятностных кинетических моделей для химических реакций. Поскольку в этом
случае аналитические доказательства соответствия модели и явления невозможны, то
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параметры предлагаемой модели (правила и вероятности смены состояний КА) долж-
ны выбираться, исходя из данных натурных испытаний. Последние на данном этапе
исследований относятся к категории научного поиска и постоянного совершенствова-
ния, и, следовательно, то же самое должно происходить с моделью. С одной стороны,
модель постоянно уточняет свои параметры на основе натурных результатов. С другой
стороны, результаты компьютерного моделирования помогают анализировать резуль-
таты испытаний, которые заключаются в следующем. Порошковая струя образуется
при схлопывании конструкции, состоящей их двух конусных оболочек, между кото-
рыми засыпана смесь из измельченных вольфрама и углерода в пропорции 1:1 по объ-
ему [6]. Взрыв вещества за пределами внешнего конуса создает ударное давление на
него. В результате порошок устремляется к оси конуса и образует струю, вытекающую
в камеру, где она затем улавливается специальной ловушкой. На рис. 2 схематично да-
ны продольный и поперечный разрезы конусных оболочек.

Рис. 2. Схематическое изображение схлопывающейся порошко-
вой облицовки

Поскольку главная составляющая скорости движения частиц направлена от стенок
конуса к его оси и происходящий процесс симметричен относительно оси конуса, то
в первом приближении допустима двумерная аппроксимация процесса в виде проекции
на плоскость, перпендикулярную оси конуса. Конкретные физические данные взяты
из экспериментального исследования процессов кумулятивного синтеза в Институте
гидродинамики им. М.А. Лаврентьева СО РАН [6].

В основу построения КА-модели положены следующие принципы.
1) Каждой грануле ставится в соответствие модельная частица. В процессе участву-

ют три типа модельных частиц: частица углерода C с модельной массой m(C) = 1, ча-
стицы вольфрама W, карбида WC и карбида W2C с модельными массами m(W) = 10,
m(WC) = 8 и m(W2C) = 9 соответственно. Модельные массы выбраны так, чтобы
их отношения были равны отношениям их физических масс, например m(C)/m(W) ≈
≈ M(C)/M(W).

2) Структура дискретного пространства, в котором перемещаются частицы, — гек-
сагональная. Каждая клетка имеет шесть соседей, расстояния между центрами клеток
равны единице.

3) Состояние каждой клетки представлено вектором, в котором содержится ин-
формация о частицах, находящихся в клетке, с указанием направления скорости их
движения.

4) Функционирование модели синхронное, т. е. на каждом итерационном шаге все
клетки одновременно меняют свои состояния в соответствии с функциями перехо-
дов КА.
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5) Итерационный шаг имеет две фазы: на фазе сдвига каждая частица перемещает-
ся в соседнюю клетку, на которую указывает вектор ее скорости. На фазе столкновения
в клетке происходит изменение направлений скоростей и типов частиц.

6) Правила перехода в новые состояния строятся таким образом, чтобы при моде-
лировании не нарушались законы сохранения массы и импульса.

7) При столкновениях частиц вольфрама с частицами углерода происходит хими-
ческая реакция, приводящая к образованию карбидов WC и W2C. Вероятность образо-
вания того или иного типа карбида зависит от кинетической энергии столкновения, а
также от энергии активации происходящих реакций и факторов, учитывающих расход
энергии на другие преобразования.

Для формального описания КА-модели необходимо математически представить
три понятия 〈A,X,Θ〉, где A— алфавит состояний клеток, X —дискретное простран-
ство и Θ —набор функций переходов.

Алфавит состояний A— это множество векторов вида s = (s11, s10, . . . , sg, . . . , s0).
Каждая k-я пара (ss)k = (sg+1, sg), где k = g/2, g mod 2 = 0, соответствует частице
одного типа:

(ss)k = (0, 0) —частица отсутствует,
(ss)k = (0, 1) —присутствует частица С,
(ss)k = (1, 0) —присутствует частица W

при направлении их движения к соседней клетке с номером nk. Так, например, со-
стояние клетки s = (0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1) означает, что в клетке находятся три
частицы (C,−,W,−,−,C) (рис. 3).

Рис. 3. Клетка, состояние которой равно s = (0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1),
содержит одну частицу вольфрама и две частицы углерода

Каждое состояние клетки характеризуется суммарными модельными массой m(s)
и импульсом p(s):

m(s) =
5∑

k=0

m((ss)k), p(s) =
5∑

k=0

ekm((ss)k),

где ek, k = 0, . . . , 5, — единичные векторы скорости, направленные к центрам соседних
клеток.

Дискретное клеточное пространство — это множество X координат клеток, кото-
рые фактически являются их именами. Пара (si, xi), в которой si∈A, xi∈X, является
клеткой, а множество клеток Ω, в котором все клетки имеют разные имена и |Ω| = |X|,
называется клеточным массивом. Далее имя произвольной клетки обозначается ли-
бо парой координат x = (i, j), либо одним символом x, а множество соседей любой
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клетки—множеством n(x) = {n0(x), . . . , n5(x)}. Координаты центров клеток в гекса-
гональной структуре можно задавать по-разному. Здесь принят самый простой способ
отображения гексагональной решетки на квадратную с растяжением оси j. Он состоит
в том, что одному гексагону ставится в соответствие пара пикселей (i, j) и (i, j + 1).
Эти пары в четных и нечетных строках сдвинуты по отношению друг к другу (рис. 4).
Такой способ отображения упрощает визуализацию процесса в клеточном массиве, так
как обратное сжатие массива позволяет каждой клетке поставить в соответствие один
пиксель на мониторе, интенсивность окраски которого соответствует исследуемой ве-
личине.

Рис. 4. Отображение гексагональной структуры на прямоугольную де-
картову решетку с растяжением по оси j. Клетка, содержащая
два пикселя с координатами (i, j) и (i, j+1), и ее шесть соседей

Множество функций переходов Θ = Θсдв∪Θст задаёт функционирование КА, изме-
няя состояние каждой клетки в зависимости от состояний ее соседей. Переход клетки
в новое состояние происходит за две фазы: фазу сдвига и фазу столкновения, соответ-
ственно ∆t = ∆tсдв +∆tст. Сдвиг означает перемещение частицы из клетки с именем x
в соседнюю клетку nk(x), расположенную по направлению вектора ее скорости. Таким
образом, каждая пара компонент вектора состояний после фазы сдвига, т. е. в момент
t+ ∆tсдв, равна

(ss)k(x, t+ ∆tсдв) = (ss)k(n(k+3) mod 6(x), t), k = 0, . . . , 5.

Столкновение означает изменение состояния клетки с определенной вероятностью.
В функции столкновения аргументами являются только компоненты состояния самой
клетки, т. е.

s(x, t+ ∆tст) = Θст(s(x, t)).

Функции столкновения задаются соотношениями, имеющими вид подстановок,
в которых каждому текущему состоянию ставится в соответствие несколько возмож-
ных новых, каждое из которых имеет свою вероятность. Если при столкновении хими-
ческой реакции не происходит, то функция столкновения сохраняет массу и импульс
в клетке, т. е.

m(s(x, t+ ∆tст)) = m(s(x, t)), p(s(x, t+ ∆tст)) = p(s(x, t)). (1)

Когда происходит химическая реакция, то законы сохранения соблюдаются для систе-
мы «в целом», так как полученные частицы карбидов из клеток удаляются, переходя
в формирующуюся кумулятивную струю.

Применение функций сдвига и столкновения ко всем клеткам клеточного мас-
сива называется итерацией. Итерация переводит Ω(t) в новое глобальное состояние
Ω(t+ ∆t). Последовательность Γ = Ω(0), . . . ,Ω(t), . . . ,Ω(T̂ ) называется эволюцией КА.
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Если существует отображение ζ : Γ → F (y, t′), то говорят, что КА моделирует про-
цесс, который может быть представлен пространственно-временной функцией F (y, t′),
где y— вектор координат в непрерывном пространстве, а t′ —непрерывное время. По-
скольку состояния клеток являются булевыми векторами, получение отображения ζ
требует осреднения модельных величин плотности (общей массы частиц в клетке)
и скорости (средней величины и направления вектора скорости частиц). Осреднение
выполняется по выбранной окрестности осреднения Av(x), характеризуемой радиусом
осреднения r � N :

〈ρ(x)〉 =
1

|Av(x)|
∑

xi∈Av(x)

m(s(xi)), 〈u(x)〉 =
1

|Av(x)|
∑

xi∈Av(x)

u(s(xi)), x ∈ X.

2. Алгоритм моделирования
Компьютерное моделирование процессов в порошковой смеси для конкретного слу-

чая схлопывания конусной облицовки при воздействии взрыва (см. рис. 1) начинается
с построения алгоритма функционирования КА, который затем легко преобразуется
в программу. Процедура построения алгоритма состоит из следующих этапов:

1) определение параметров КА и его исходного состояния;
2) составление энергетического баланса событий и, на его основе, вычисление ве-

роятностей выполнения функций переходов;
3) написание функций переходов КА.
Параметры КА и его исходное состояние определяются физическими данными

объекта моделирования. Область моделирования вписывается в квадрат 40× 40 мм2;
диаметр внешнего конуса в плоскости разреза — 28 мм, внутреннего — 22 мм. Размер
частицы в порошке равен 103 мкм3, пористость порошка— 0,5. Масса гранулы воль-
фрама M(W) = 19, 3 · 10−12 г, углерода M(C) = 2,2 · 10−12 г. С учетом этих данных,
а также возможностей персонального компьютера размеры клеточного пространства
выбраны следующим образом: |X| = 400× 400 гексагональных клеток, что потребова-
ло массива размером 400 × 800 квадратов и соответственно столько же пикселей для
визуализации процесса в реальном вычислительном времени.

Клеточный массив разделен концентрическими окружностями на три области:
Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ Ω3. Область Ω1 находится между внутренней стенкой камеры и внеш-
ней стенкой конуса с радиусом R2 = 140. Она соответствует пространству, в котором
находится взрывчатое вещество. Это пространство не входит в область моделирова-
ния, т. е. в него частицы типа C и W не проникают. Область Ω2 между окружностями
с радиусами R2 = 140 и R3 = 110 соответствует порошковой облицовке, где находится
смесь частиц вольфрама и углерода в соотношении 1:1 по объёму. Исходное состояние
этой области получается путем заполнения клеток случайными состояниями таким
образом, чтобы осредненная плотность при одинаковом количестве частиц W и C бы-
ла равна 〈ρ0〉 = 0,5. Область Ω3, которая находится во внутреннем круге, заполнена
условным «газом». Газ имитируется пространством с частицами углерода, плотность
которых примерно в 100 раз меньше, чем плотность порошковой смеси: 〈ρgas〉 = 0,17.
Такая имитация газа позволяет не вводить ещё один тип частиц, принимая допущение,
что наличие дополнительного малого числа частиц углерода не испортит картины об-
разования карбида, а только дополнит плотность углерода, который в любом случае
избыточен и не является измеряемым количеством.

Энергетический баланс предполагает вычисление соотношения производимой и
расходуемой энергий при столкновениях частиц. Поскольку нас интересует количество
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полученных карбидов, то баланс рассчитывается для сталкивающихся частиц C и W
при выполнения одной из реакций ri ∈ Reac, где Reac = {r1, r2}; r1 = W + C → WC;
r2 = W + W + C→W2C.

Реакция ri ∈ Reac может произойти в клетке с состоянием s, если выполняется
следующее условие:

Q(ri)E(s) > Ea(ri), ri ∈ Reac, s ∈ A,

где E(s) —кинетическая энергия столкновения частиц реактантов в клетке с состоя-
нием s; Ea(ri) — энергия активации реакции ri; Q(ri) — так называемый стерический
коэффициент реакции ri, который в теории столкновений [7] определяется как отно-
шение кинетической энергии сталкивающихся частиц к той энергии, которая на самом
деле тратится на реакцию. Этот коэффициент всегда меньше единицы и зависит от
формы и размеров частиц и свойств реактантов. Его величина известна (эксперимен-
тально измерена) для некоторых реакций в газах и жидкостях. Для нашего случая
она не известна и является одним из тех параметров модели, которые должны быть
установлены в процессе ee отладки. Вывод, который может быть сделан на основе
литературных данных [7], позволяет предположить, что Q(r) = 0,5÷ 0,6.

Кинетическая энергия столкновения E(s) модельных частиц C и W, вступающих
в реакцию, рассчитывается по известным формулам столкновения упругих шаров
с разными массами:

E(s) =
(
M(W)v2

W + M(C)v2
C

)
/2,

где

vW = v
M(C)

M(C) + M(W)
, vC = v

M(W)
M(C) + M(W)

—

относительные скорости частиц, движущихся в системе, соответствующей состоянию
клетки; v— скорость движения частиц до столкновения. Максимальное значение v0

скорость имеет в момент взрыва при t = 0. Значение v0 вычисляется, согласно [8], по
следующей эмпирической формуле:

v0 = D
3r

4r + 9
= 2,2 · 103 м/с, (2)

где D = 7,5 · 103 м/с — скорость детонации; r = (ρВВσВВ)/(ρобσоб); ρВВ = 1,65 г/см3 и
ρоб = 9,15 г/см3 —плотности взрывчатых веществ и порошковой смеси с учетом пори-
стости; σВВ = 2,6 см, σоб = 0,3 см—физические размеры ширины колец с взрывчатым
веществом и порошком соответственно.

Значение кинетической энергии столкновения двух частиц «в лоб» при скоростях
их движения, равных v0, является максимальным:

Emax =
1

2
v2

0

M(W) M(C)
M(W) + M(C)

= 3,96 · 10−9 Дж. (3)

Поскольку скорость направлена перпендикулярно к образующей конуса (т. е. под
углом α к плоскости моделирования) и модельные скорости частиц в клетке с состоя-
нием s находятся под углом β(s), то при расчете скорости следует ввести коэффициент

S(α, β) = cosα cos β(s).

Более того, при каждом столкновении происходит потеря скорости, связанная с тем,
что частицы не являются абсолютно упругими. Этот фактор учитывается в механике



120 Бандман О. Л., Кинеловский С. А.

коэффициентом реституции COR (Coefficient Of Restitution [9]), который для иссле-
дуемого случая не известен и тоже является настраиваемым параметром. Поскольку
COR следует учитывать при каждом столкновении, то влияние его накапливается со
временем, т. е. на t-й итерации кинетическая энергия столкновения равна

E(s, t) = Emax(s) · S2 · CORt.

Энергия активации реакций Ea(ri) при столкновениях частиц определяется исхо-
дя из известных значений Ea(WC) = 35,2 кДж/моль и Ea(W2C) = 47,2 кДж/моль и
составляет для получения одной частицы WC или W2C энергию, равную

Ea(WC) = 1,4 · 10−9 Дж/частица, Ea(W2C) = 1,135 · 10−9 Дж/частица. (4)

Вероятность выполнения реакции ri ∈ Reac определяется величиной

Pri(s, t) =
Q(ri)E(s, t)− Ea(ri)

Q(ri)E(s, t)
. (5)

Функции переходов задаются выражениями, имеющими вид подстановок, в кото-
рых текущему состоянию ставится в соответствие несколько возможных новых, каж-
дое из которых имеет свою вероятность. Поскольку число возможных состояний рав-
но 36, прямым перебором их составить чрезвычайно сложно. Приходится прибегать
к некоторым приемам сокращения этой работы. Во-первых, учитываются только те
переходы в новые состояния, которые удовлетворяют законам сохранения массы и им-
пульса (1). Во-вторых, симметричная структура клеточного пространства позволяет
написать функции только для одной конфигурации распределения частиц по направ-
лениям, а остальные вычислять, используя симметрию гексагонов по формулам пово-
рота, или, что то же самое, циклического сдвига компонентов вектора состояний.

Множество функций столкновения делится на две группы Θст = Θдв ∪Θреак. Пер-
вая группа содержит правила, ответственные за движение. В них участвуют частицы
только одного типа. Очевидно, что в этих случаях никакая химическая реакция не воз-
можна. Частицы только меняют направления своего движения, функции переходов из
этой группы соответствуют классической FHP-модели [3] и показаны на рис. 1.

Вторую, наибольшую по составу группу функций столкновений Θреак составляют
те, в которых возможны столкновения частиц типа C с частицами типа W и, следо-
вательно, могут происходить химические реакции. К этой группе относятся переходы
из состояний s ∈ Aреак, Aреак ⊆ A, содержащих две инверсные друг другу пары (s, s)k
и (s, s)(k+h) mod 6:

(ss)k = ss(k+h) mod 6, h ∈ {2, 3, 4}, k = 0, 1, . . . , 5,

что соответствует столкновению частиц W и C при углах β = 120 и 180◦. Применение
функции столкновения приводит к образованию одной частицы WC или половины ча-
стицы W2C и замене в векторе состояния s компонент (s, s)k и (s, s)(k+h) mod6 на (0, 0).
При этом счетчики образующихся карбидов увеличиваются на соответствующую ве-
личину.

Предполагается, что импульс, действующий на внешнюю оболочку, происходит
мгновенно при t = 0. Это событие выражается только в том, что частицы в клеточном
пространстве Ω2 ∪ Ω3 становятся активными. Далее все клетки действуют в соответ-
ствии со следующим итерационным алгоритмом.
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Счетчики частиц WC, W и W2C устанавливаются в 0. На каждом итерационном
шаге t над клеточным массивом Ω(t) выполняются следующие действия.

1. Для всех клеток (s, x) ∈ Ω2(t) ∪ Ω3(t) вычисляются новые значения (ss)k,
k = 0, . . . , 5, компонент вектора s, и все клетки меняют состояния на полученные
значения, переводя Ω2(t) ∪ Ω3(t) в новое состояние Ω2(t+ ∆tсдв) ∪ Ω3(t+ ∆tсдв).

2. Для каждой клетки (s, x) ∈ Ω2(t + ∆tсдв) ∪ Ω3(t + ∆tсдв) с состоянием s(x, t) ∈
∈ Aреак вычисляется функция столкновения Θреак c вероятностью (5), и счетчик соот-
ветствующих частиц увеличивается.

3. Для каждой клетки (s, x) ∈ Ω2(t + ∆tсдв) ∪ Ω3(t + ∆tсдв) с состоянием s(x, t) /∈
/∈ Aреак вычисляется значение функции столкновения Θдв.

4. Во всех клетках из Ω2(t + ∆tсдв) ∪ Ω3(t + ∆tсдв) производится замена состояний
на вычисленные в пп. 2 и 3.

5. Значение t увеличивается на 1, и переход к п. 1.
Работа алгоритма заканчивается, когда значения счетчиков перестают изменяться.

По значениям счетчиков легко определить количества полученных карбидов.

3. Результаты моделирования
Компьютерное моделирование производилось для пяти значений конусных углов:

α1 = 15◦, α2 = 22,5◦, α3 = 30◦, α4 = 37,5◦, α5 = 45◦. Для всех случаев исходные
состояния различались только углом α. Значения начальной скорости (2), начальной
кинетической энергии столкновения (3), энергии активации (4) для всех случаев при-
няты одинаковыми.

Реализация программы проводилась многократно для каждого случая с различны-
ми значениями стерического коэффициента Q(ri) и коэффициента реституции COR:
Q(ri) изменялся от 0,45 до 0,55, COR— от 0,88 до 0,97 для обеих реакций. Сопостав-
ление результатов моделирования с результатами натурных испытаний [10] позволило
определить значения этих коэффициентов (табл. 1).

Та б л и ц а 1
Полученные в результате моделирования

значения коэффициентов Q и COR

α Q(W + C) Q(W + W + C) COR
15◦, 22,5◦ 0,64 0,704 0,87
30◦, 37,5◦ 0,51 0,56 0,96

Зависимости количества получаемых частиц карбидов от времени в процессе мо-
делирования показывают (рис. 5), что химические реакции заканчиваются за 30 ите-
раций, когда частицы еще находятся в начале пути к центру. Зависимости количества
частиц полученных карбидов от конусного угла даны на рис. 6. В табл. 2 приведены
результаты моделирования при значениях коэффициентов из табл. 1.

Сравнение полученных путем моделирования и путем физических испытаний зна-
чений WC/W(T ) и W2C/W(T ) в табл. 2 и 3 показывает, что максимальная разница
равна ≈ 15 %, а средняя ошибка не превышает 2 %.
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Итерации Итерации

Рис. 5. Количества образующихся веществ по отношению к количе-
ству остающегося вольфрама в зависимости от времени
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Рис. 6. Зависимости количества образовавшихся карбидов
от конусного угла

Та б л и ц а 2
Полученные в результате моделирования значения веществ

в отношении к исходному (W(0)) и оставшемуся (W(T ))
количеству вольфрама

α W(T )/W(0) WC(T )/W(0) W2C/W(0) WC/W(T ) W2C/W(T )
15◦ 0,484 0,344 0,273 0,896 0,71

22,5◦ 0,362 0,358 0,267 0,95 0,713
30◦ 0,757 0,018 0,259 0,025 0,298

37,5◦ 0,917 0,0 0,086 0,025 0,092
45◦ 0,999 0,0 0,0 0,0 0,0
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Та б л и ц а 3
Полученные в результате физического

испытания значения веществ в отношении
к полученному количеству вольфрама W(T )

α WC/W(T ) W2C/W(T )
15◦ ≈ 0,9 ≈ 0,6

22,5◦ ≈ 1,1 ≈ 0,75
30◦ ≈ 0,03 ≈ 0,225

37,5◦ < 0,025 < 0,1
45◦ 0,0 0,0

Заключение
Представленная КА-модель сложного физико-химического процесса в порошко-

вой среде является новой модификацией КА-моделей решеточного газа, в которой
впервые использованы правила переходов, моделирующие не только движение потока
порошковых частиц, но и химические взаимодействия. Применение КА-модели для
исследования процесса, происходящего в облицовке из порошковой смеси при воздей-
ствии взрыва, является частью работ, проводимых в рамках Междисциплинарного
интеграционного проекта СО РАН «Динамика структурно-фазовых состояний и фун-
даментальные основы синтеза нанокомпозитов в кумулятивных потоках». Несмотря
на существенные допущения (двумерность, приближенный расчет вероятностей), ре-
зультаты компьютерного моделирования и сравнение их с результатами натурных ис-
пытаний позволяют сделать вывод о возможности и полезности КА-моделирования
для определения параметров планируемых физических испытаний, а также о необхо-
димости совершенствования модели и уточнения ее параметров.

Авторы благодарны Ирине Анатольевне Панкратовой за полезные замечания и
предложения при подготовке статьи к печати.
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FUNCTIONS. A nonlinearity measure is defined for a Boolean function f as a distance
from f to the set of algebraic degenerated functions. Relations between this measure and
some early offered measures of the nonlinearity are considered. Also, we investigate the
order of algebraic degeneration of those functions which are mostly close to f .
Keywords: nonlinearity of Boolean functions, algebraic degenerated functions, linear
structures space, cryptography.

Devyanin P. N. FORMATION OF A DICTIONARY OF TERMS IN THE
THEORY OF MODELING THE SECURE ACCESS AND INFORMATION
FLOWS CONTROL IN COMPUTER SYSTEMS. The work presents a dictionary
project for the theory of modeling the secure access and information flows control in com-
puter systems. The purpose of the dictionary formation is to define the main notions and
terms in the computer security for using in science and education. The dictionary is created
on the basis of the terminology existing in standards, in the classical models and in the
DP-models of the computer security.
Keywords: computer security, access control, information flows, DP-model, dictionary.

Bykova V. V. FPT-ALGORITHMS AND THEIR CLASSIFICATION ON THE
BASIS OF ELASTICITY. We give a brief overview of the results and problems of
parameterized algorithmics as the new direction of computational complexity theory. For
a parameterized algorithm, we offer a new indicator of computational complexity which
can be used to measure the growth rate of its complexity function depending on many
variables. This indicator is a partial elasticity of the complexity function. We offer a two-
dimensional classification of parameterized algorithms with the complexity function having
a multiplicative form of presentation.
Keywords: computation complexity, parameterized algorithms, elasticity of algorithms.

Berlinkov M. V. A NOTE ON POLYNOMIAL APPROXIMATION OF SYN-
CHRONIZING OPTIMAL COLORING. A strongly connected aperiodic directed
graph with constant out-degree is called admissible. An automaton A is a coloring of ad-
missible graph G if the underlying graph of A equals G. A word is called synchronizing
for an automaton A if it takes A to a one particular state no matter of the starting state.
Optimal coloring of admissible graph G is a synchronizing coloring with shortest reset word
among all synchronizing colorings of G. The length of the corresponding reset word is called
optimal coloring value. We prove that unless P = NP , no polynomial-time algorithm ap-
proximates optimal coloring or optimal coloring value within a factor less than 2 in the
3-letter alphabet case. We also extend this result to the 2-letter alphabet case.
Keywords: road coloring problem, optimal coloring, synchronizing automata.

Salii V. N. SKELETON AUTOMATA. A skeleton automaton is an automaton in which
the relation of mutual accessibility of states is the identity relation. We prove that automata
that admit a regular enumeration of states are exactly skeleton automata. It is shown how
for a given automaton one can construct an automaton with minimal number of states that
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has the same subautomata lattice, and is necessarily a skeleton automaton. A procedure is
proposed to obtain a skeleton automaton from a given automaton by removal of minimal
number of arcs in its transition diagram.
Keywords: automaton, strongly connected automaton, skeleton automaton, regular enu-
meration of states, subautomata lattice.

Abrosimov M. B. MINIMAL EDGE EXTENSIONS OF ORIENTED AND DI-
RECTED STARS. A complete description of all minimal edge k-extensions of oriented
and directed stars is given.
Keywords: star graph, minimal edge extension, fault tolerance.

Vlasova A. V. ATTRACTORS OF DYNAMICAL SYSTEMS ASSOCIATED
WITH CYCLES. We prove a theorem that describes attractors of dynamical systems
associated with cycles. States of such a system are binary vectors of a given dimension,
and evolutional function transforms vectors according to the following rules: if both the
initial component is 0 and the final one is 1 they are replaced by 1 and 0 respectively and
all digrams 10 are replaced simultaneously by 01.
Keywords: attractor, dynamical system, evolutional function.

Karmanova E. O. ON CONGRUENCES OF PATHS. A congruence of a path is an
equivalence relation on the set of path’s vertices all of whose classes are independent subsets.
It is shown that each connected graph is a quotient-graph of a suitable path. Valuations
are established for the minimal length of a chain whose quotient-graph is a given graph.
Keywords: path, congruence, quotient-graph, tree, star.

Fomichev V. M. THE ESTIMATES OF EXPONENTS FOR PRIMITIVE
GRAPHS. The estimates of exponents of n-vertex primitive digraphs and undirected
graphs are improved. The digraphs considered contain two prime contours with coprime
lengths l and λ. For them, accessible estimates of the order O(max{lλ, f(l, λ, n)} are ob-
tained, where f(l, λ, n) is a linear polynomial. The exponent of undirected graph is no more
2n − l − 1, where l is the length of the longest cycle with odd length in graph. Primitive
digraphs with maximal exponent (n2 − 2n + 2, H. Wielandt, 1950) and undirected graphs
with maximal exponent (2n− 2) are completely described.
Keywords: graph exponent, primitive graphs.

Bandman O. L., Kinelovsky S. A. CUMULATIVE SYNTHESIS: A CELLULAR-
AUTOMATA MODEL OF PHYSICAL-CHEMICAL PROCESSES ON THE
STAGE OF POWDER REVETMENT COLLAPSING. A discrete mathematical
model is proposed which i s intended for computer simulation of physical-chemical processes
in a powder mixture under the impact pressure produced by the explosion. The model is a
two-dimensional “Lattice-Gas” cellular automaton with hexagonal structure of the discrete
space in the plane perpendicular to the direction of emerging jet. The powder grains
are simulated by “particles” of a Lattice-Gas model, having different mass for different
powder substances and capable to enter in chemical interactions. Program implementation
of cellular automaton evolution is done for five cases, differing by the angles between the
front of impact pressure wave and the direction of emerging powder jet. Simulation aimed
to investigate the production of tungsten carbides when the mixture of powdered tungsten
and carbon are used. Relative amount of carbides WC and W2C obtained by simulation are
compared to those produced in natural tests, which allowed to specify previously unknown
cellular automata model coefficients.
Keywords: cumulative synthesis, cellular automaton, Lattice-gas model, tungsten carbides.
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