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ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ
ПРИКЛАДНОЙ ДИСКРЕТНОЙ МАТЕМАТИКИ

УДК 519.7

О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ СЛАБО ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ
И СЛАБО ОТРИЦАТЕЛЬНЫХ БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ

С.П. Горшков

Институт криптографии, связи и информатики, г. Москва, Россия

E-mail: spg54@bk.ru

Исследуются некоторые свойства слабо положительных (антихорновских) и слабо
отрицательных (хорновских) булевых функций. В частности, оценивается слож-
ность задачи построения приведëнных представлений этих функций, показыва-
ется, что нет ограничений на вес таких функций, оценивается возможная длина
записи рассматриваемых функций.

Ключевые слова: слабо положительная (антихорновская) булева функция,
слабо отрицательная (хорновская) булева функция, вычислительная слож-
ность.

1. Некоторые известные свойства исследуемых функций
Определение 1. Булева функция f(x1, . . . , xn), n > 1, называется:
1) слабо положительной (антихорновской), если f ≡ 1 или существует представ-

ление f в виде следующей КНФ:

f ≡
t∧
i=1

(xαi
si1
∨ xsi2 ∨ . . . ∨ xsiki ),

где αi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , t;
2) слабо отрицательной (хорновской), если f ≡ 1 или существует представление f

в виде следующей КНФ:

f ≡
t∧
i=1

(xαi
si1
∨ x̄si2 ∨ . . . ∨ x̄siki ),

где αi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , t.
Множество всех слабо положительных (слабо отрицательных) функций обозначим

WP (WN). Указанные записи соответственно функций классовWP ,WN называются
приведëнными представлениями. Функции из классов WP , WN , зависящие от k пе-
ременных, обозначим WPk, WNk.

Актуальность задачи изучения указанных функций отмечена в работе [1].
Обозначим:
Vk —множество двоичных k-мерных векторов;
V

(i)
k = {α ∈ Vk : ‖α‖ = i}, где i ∈ {0, . . . , k} (слой векторов веса i);
bcc—целая часть действительного числа c.

DOI 10.17223/20710410/20/1
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Пусть q1(n), q2(n) —действительные функции от натурального аргумента n; тогда
если существует такое n0, что для всех n > n0 выполняется неравенство q1(n) > q2(n),
то будем записывать q1(n)>̃q2(n).

Вектор (α1, . . . , αk) ∈ Vk назовëм выполняющим вектором функции f(x1, . . . , xk),
если f(α1, . . . , αk) = 1. Множество всех выполняющих векторов функции f обозна-
чим Ef .

Если α = (α1, . . . , αk), β = (β1, . . . , βk) —двоичные векторы, f(x1, . . . , xk) — булева
функция, то полагаем f(α) = f(α1, . . . , αk), α ∨ β = (α1 ∨ β1, . . . , αk ∨ βk), α ∧ β =
= (α1 ∧ β1, . . . , αk ∧ βk).

Замечание 1. Слабо положительные и слабо отрицательные функции близки
между собой, поскольку f(x1, . . . , xk) ∈ WP , если и только если f(x̄1, . . . , x̄k) ∈ WN .
Ввиду этой симметрии некоторые свойства будем формулировать только для слабо
положительных функций.

Свойство 1 (критерий слабой положительности) [2]. Функция f(x1, . . . , xk) 6≡ 0
является слабо положительной, если и только если для любых двух выполняющих
векторов {α, β} ⊆ Ef этой функции справедливо свойство

(α ∨ β) ∈ Ef .

Свойство 2 (критерий слабой отрицательности) [2]. Функция f(x1, . . . , xk) 6≡ 0
является слабо отрицательной, если и только если для любых двух выполняющих
векторов {α, β} ⊆ Ef этой функции справедливо свойство

(α ∧ β) ∈ Ef .

Замечание 2. В случае |Ef | = 1, Ef = {α}, α = (α1, . . . , αk) ∈ Vk для пары
{α, α} ⊆ Ef получим (α ∨ α) = α ∈ Ef ((α ∧ α) = α ∈ Ef ) и, согласно критериям,
f ∈ WP и f ∈ WN , что справедливо, поскольку f = xα1

1 · . . . · x
αk
k .

Замечание 3. Если Ef = ∅, то f ∈ WP и f ∈ WN , поскольку f = x1 · x̄1.
Пусть f(x1, . . . , xk) ∈ WP . На множестве Ef зададим отношение частичного по-

рядка 6f по правилу: если β = (β1, . . . , βk) ∈ Ef , γ = (γ1, . . . , γk) ∈ Ef , то β 6f γ тогда
и только тогда, когда βi 6 γi, i = 1, . . . , k.

Свойство 3. Множество Ef слабо положительной функции f с отношением ча-
стичного порядка 6f является верхней полурешëткой (определение верхней полу-
решëтки см. в [3]).

Свойство 4 [4]. Для числа слабо положительных функций (а значит, и слабо
отрицательных функций) справедлива оценка

log2 |WPk| =
(

k

bk/2c

)
(1 + O(k−1/4 log2 k)). (1)

Заметим, что для числа m(k) монотонных функций от k переменных, которые
составляют подкласс слабо положительных функций, верна оценка [5]

log2m(k) =

(
k

bk/2c

)
(1 + O(2−k/2)).

Для задач распознавания свойств булевых функций

f
?
∈ WP, f

?
∈ WN (2)

справедливы следующие оценки сложности.



О некоторых свойствах слабо положительных и слабо отрицательных булевых функций 7

Свойство 5 [6]. Задачи (2) при задании булевых функций в виде КНФ или ДНФ
являются NP -трудными. Эти задачи при задании булевых функций в виде СКНФ,
СДНФ или многочлена Жегалкина являются полиномиальными.

Определение 2. Булева функция f(x1, . . . , xn), n > 1, называется биюнктивной,
если f ≡ 1 или существует представление f в виде 2-КНФ

f ≡
(

t1∧
i=1

xαi
si

)
∧
(

t2∧
i=1

(xβi1ri1 ∨ x
βi2
ri2

)

)
,

где t1 > 0, t2 > 0 (в случае t1 = 0 или t2 = 0 считаем, что соответствующий сомножи-
тель отсутствует); αi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , t1; βi1, βi2 ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , t2.

Свойство 6 [7]. Справедливо соотношение

WP ∩WN = Bi ∩WP ∩WN,

где Bi—множество биюнктивных функций.
Свойство 7 [8]. Для любого целого k > 2 максимальной группой преобразований

области определения функций от k переменных, относительно которых множество
слабо положительных (слабо отрицательных) функций инвариантно, является группа
всех перестановок переменных функций.

Свойство 8 [1]. Задача построения по СКНФ слабо положительной (слабо отри-
цательной) функции еë сокращëнной КНФ имеет полиномиальную сложность.

Свойство 9 [1]. Задача построения по многочлену Жегалкина монотонной (сла-
бо положительной) функции еë сокращëнной КНФ не является полиномиальной.

2. Некоторые результаты о сложности нахождения приведëнных
представлений монотонных и антимонотонных булевых функций

В работе [1] приведены некоторые результаты о сложности нахождения при-
ведëнных представлений слабо положительных и слабо отрицательных булевых функ-
ций. В данной работе приведены результаты о сложности нахождения приведëнного
представления для подклассов слабо положительных и слабо отрицательных функций
(а именно, монотонных и антимонотонных).

Определение 3. Булева функция f называется антимонотонной, если и только
если f̄ —монотонная функция.

В [1] не рассматриваются случаи исходного задания функций в виде КНФ или
ДНФ. Нетрудно показать, что задачи распознавания «f —монотонная (антимонотон-
ная) функция?» являются NP -трудными, однако представляет интерес задача нахож-
дения приведëнного представления указанных функций, когда заведомо известно, что
данная КНФ или ДНФ есть монотонная (или антимонотонная) функция.

Функция h(x1, . . . , xk) называется имплицентой функции f(x1, . . . , xk), если

f(x1, . . . , xk) ∧ h(x1, . . . , xk) ≡ f(x1, . . . , xk).

Имплиценты вида
xα1
s1
∨ xα2

s2
∨ . . . ∨ xαr

sr ,

где si 6= sj при i 6= j, называются элементарными имплицентами. Элементарная
имплицента функции f называется простой, если никакая еë собственная часть не
является имплицентой функции f .
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Любая функция f(x1, . . . , xk), Ef 6= Vk, представляется конъюнкцией всех своих
простых имплицент. Конъюнктивная нормальная форма функции f , в которую вхо-
дят все простые имплиценты функции f и только они, называется сокращëнной КНФ
функции f . Любая функция f(x1, . . . , xk) имеет единственную, с точностью до пере-
становки сомножителей, сокращëнную КНФ.

Функция g(x1, . . . , xk) называется импликантой функции f(x1, . . . , xk), если

f(x1, . . . , xk) ∨ g(x1, . . . , xk) ≡ f(x1, . . . , xk).

Приведëнным представлением монотонной функции называется представление f
в виде следующей КНФ:

f ≡
t∧
i=1

(xsi1 ∨ . . . ∨ xsiki ).

Приведëнным представлением антимонотонной функции называется представле-
ние f в виде следующей КНФ:

f ≡
t∧
i=1

(x̄si1 ∨ . . . ∨ x̄siki ).

Утверждение 1. Задача построения по КНФ монотонной функции минималь-
ной (приведëнной) КНФ имеет полиномиальную сложность.

Доказательство. Пусть монотонная функция f(x1, . . . , xk), не равная тожде-
ственно единице, записана в КНФ, которую можем представить в виде

f ≡
∧
i∈I

(xsi1 ∨ . . . ∨ xsiti ∨ x̄siti+1
∨ . . . ∨ x̄siki ). (3)

Заметим, что если ti = 0 для некоторого i ∈ I, то f(1, . . . , 1) = 0 и f ≡ 0. Случай
ti < ki для всех i ∈ I невозможен, так как при этом f(0, . . . , 0) = 1, f ≡ 1, и функция f
не может быть записана в виде (3). Далее предполагаем, что ti > 1 для всех i ∈ I.
По функции f построим функцию g:

g ≡
∧
i∈I

(xsi1 ∨ . . . ∨ xsiti ). (4)

Покажем, что
f ≡ g. (5)

Пусть некоторый вектор α = (α1, . . . , αk) ∈ Vk не является выполняющим вектором
для функции f : f(α) = 0. Тогда найдëтся элементарная имплицента функции f (для
простоты записи эту имплиценту обозначим x1 ∨ . . . ∨ xt ∨ x̄t+1 ∨ . . . ∨ x̄q), такая, что
α1∨ . . .∨αt∨ ᾱt+1∨ . . .∨ ᾱq = 0. То есть α1 = . . . = αt = 0, и вектор α не удовлетворяет
имплиценте x1 ∨ . . . ∨ xt функции g и g(α) = 0. Поэтому

f > g. (6)

Предположим теперь, что g(β) = 0 для некоторого β ∈ Vk и вектор β не удовлетворяет
имплиценте x1 ∨ . . . ∨ xt функции g. Следовательно, β1 = . . . = βt = 0. Рассмотрим
вектор γ = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

t

, 1, . . . , 1) ∈ Vk. Ясно, что g(γ) = f(γ) = 0. Ввиду монотонности

функции f получим f(β) = 0. Поэтому

f 6 g. (7)
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Из соотношений (6) и (7) следует справедливость (5).
Нетрудно показать, что для монотонных функций сокращëнная КНФ совпадает

с минимальной КНФ. Поэтому достаточно привести требуемый алгоритм построения
сокращëнной КНФ. Итак, пусть монотонная функция f задана конъюнктивной нор-
мальной формой (4).

Докажем следующее свойство: если

x1 ∨ . . . ∨ xt (8)

— простая имплицента функции f , то эта имплицента содержится среди элементарных
имплицент КНФ (4). Предположим противное: x1 ∨ . . . ∨ xt —имплицента функции f ,
но эта имплицента не содержится среди элементарных имплицент (4). Тогда, с одной
стороны, поскольку x1 ∨ . . . ∨ xt —имплицента функции f , то

f(0, . . . , 0, xt+1, . . . , xk) ≡ 0. (9)

С другой стороны, так как (8) — простая имплицента, то никакая еë собственная часть
не является имплицентой функции f и любая имплицента записи (4) содержит хотя
бы одну переменную, отличную от x1, . . . , xt. Следовательно, f(0, . . . , 0, 1, . . . , 1) ≡ 1,
что противоречит условию (9). Из приведëнного свойства вытекает, что все простые
имплиценты содержатся в записи (4), достаточно их лишь выделить. Напомним, что
необходимым и достаточным условием простоты имплиценты x1 ∨ . . . ∨ xt является
выполнение условия (9) и условий

f(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1

, 1, 0, . . . , 0, xt+1, . . . , xk) 6= 0, i = 1, . . . , t. (10)

Всë это проверяется с полиномиальной сложностью.

Аналогично утверждению 1 можно доказать следующие результаты.
Утверждение 2. Задача построения по КНФ антимонотонной функции мини-

мальной (приведëнной) КНФ имеет полиномиальную сложность.
Утверждение 3. Задача построения по ДНФ монотонной (антимонотонной)

функции минимальной ДНФ этой функции имеет полиномиальную сложность.
Утверждение 4. Задача построения по ДНФ монотонной функции еë минималь-

ной (приведëнной) КНФ имеет экспоненциальную сложность.
Доказательство. Пусть k > 2. Рассмотрим монотонную функцию

f ≡ x1x2 ∨ x3x4 ∨ . . . ∨ x2bk/2c−1x2bk/2c.

Легко показать, что сокращëнная КНФ функции f имеет вид

f ≡
∧

i1∈{1,2}
i2∈{3,4}

...
ibk/2c∈{2bk/2c−1,2bk/2c}

(xi1 ∨ xi2 ∨ . . . ∨ xibk/2c). (11)

Длина сокращëнной КНФ (11) имеет порядок 2k/2, то есть в общем случае задача по-
строения по ДНФ монотонной функции еë сокращëнной КНФ имеет экспоненциальную
сложность.

Аналогично утверждению 4 может быть доказано
Утверждение 5. Задача построения по ДНФ антимонотонной функции еë со-

кращëнной КНФ имеет экспоненциальную сложность.
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3. Некоторые другие свойства слабо положительных
и слабо отрицательных булевых функций

Приведëм некоторые другие ранее не известные свойства слабо положительных и
слабо отрицательных функций. Эти свойства из разных областей исследования рас-
сматриваемых булевых функций.

Теорема 1. Для любого k > 1 и любого t ∈ {1, . . . , 2k − 1} найдëтся слабо поло-
жительная функция веса t, существенно зависящая от всех k переменных.

Доказательство. Пусть k > 1 и t ∈ {1, . . . , 2k − 1}. Построим слабо положи-
тельную функцию f(x1, . . . , xk) с требуемыми свойствами. Полагаем f(0, . . . , 0) = 1.

Выберем наибольшее r, такое, что
k∑

i=k−r

(
k
i

)
6 t − 1. Обозначим q =

k∑
i=k−r

(
k
i

)
. Для всех

i > k − r и (α1, . . . , αk) ∈ V (i)
k полагаем f(α1, . . . , αk) = 1.

Если q = t − 1, то на слоях с весом 1, . . . , k − r − 1 полагаем f(α1, . . . , αk) = 0.
В случае q < t − 1 на слое с весом k − r − 1 для t − q − 1 произвольно выбранных
векторов полагаем f(α1, . . . , αk) = 1. На остальных векторах этого слоя и на всех
векторах слоëв с весом 1, . . . , k − r − 2 значение функции полагаем равным нулю.

В соответствии с приведëнным выше критерием слабой положительности находим,
что построенная функция является слабо положительной (но не монотонной, так как
f(0, . . . , 0) = 1, ‖f‖ 6= 2k).

Если t 6 2k − k, то f(α) = 0 для всех α ∈ Vk, ‖α‖ = 1, и поэтому функция f
(помним, что f(0, . . . , 0) = 1) существенно зависит от всех переменных. При 2k − k <
< t 6 2k − 1 найдëтся вектор β ∈ V (1)

k , такой, что f(β) = 0. Поскольку f(β) = 1 для
всех β ∈ V (2)

k и f(0, . . . , 0) = 1, то функция f существенно зависит от всех переменных.
Теорема доказана.

Замечание 4. Утверждение теоремы не может быть распространено на значения
t = 0 или t = 2k, поскольку в этих случаях функция f от всех переменных зависит
несущественно.

Замечание 5. Может быть построена монотонная функция с приведëнными
в теореме 1 свойствами. Для доказательства этого факта необходимо несколько из-
менить функцию f , построенную выше, а именно положить f(0, . . . , 0) = 0, а в самом
верхнем слое, содержащем невыполняющие векторы функции f (пусть одним из таких
векторов будет β), положить f(β) = 1.

Замечание 6. Поскольку функции-константы f ≡ 0 и f ≡ 1 являются и слабо
положительными, и слабо отрицательными, то можно утверждать, что нет ограниче-
ний на вес слабо положительных и слабо отрицательных функций.

Замечание 7. Известно [7, 9], что любая мультиаффинная функция f(x1, . . . , xk)
имеет вес 2m, m ∈ {0, . . . , k}, а равновероятных биюнктивных функций, существенно
зависящих от k > 5 переменных, не существует [10]. Результат теоремы 1 показывает,
что относительно веса функции классы слабо положительных и слабо отрицательных
функций значительно богаче.

Аналогично теореме 1 может быть доказана
Теорема 2. Для любого k > 1 и любого t ∈ {1, . . . , 2k − 1} найдëтся слабо отри-

цательная функция веса t, существенно зависящая от всех k переменных.
Теорема 3. При любом виде записи слабо положительных (слабо отрицатель-

ных) функций в любом конечном алфавите A для любого полинома p(k) можно ука-
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зать k0 (которое зависит от алфавита A и полинома p(k)), такое, что при k > k0

найдутся функции из WPk (WNk), длина записи которых превышает p(k).
Доказательство. Из формулы (1), представления биномиальных коэффициен-

тов, оценок Стирлинга

√
2πk

(
k

e

)k
< k! <

√
2πk

(
k

e

)k
e1/12k (12)

следует асимптотическое неравенство

|WPk|>̃22k−1/
√
k. (13)

Для полинома p(k) найдутся c1 ∈ N , c2 ∈ N , такие, что p(k) 6 c1 · kc2 . Количество T
слов в алфавите A длины не больше, чем p(k), не более

T 6 |A|c1kc2 . (14)

Поскольку |A|— это некоторое натуральное число, то из соотношений (13) и (14) сле-
дует справедливость теоремы.

Замечание 8. Для любой мультиаффинной или биюнктивной функции f(x1,
. . . , xk) существует короткая запись (не длиннее p(k), где p—некоторый полином),
такой короткой записью для этих функций является приведëнное представление [7].
Из теоремы 3 следует, что для всех слабо положительных (и слабо отрицательных)
функций короткой записи не существует.

В свете результата теоремы 3 представляет интерес рассмотрение слабо положи-
тельных или слабо отрицательных функций, которые коротко записываются в неко-
тором базисе.

В работе [11] исследованы классы функций Qk = Bik ∩ WPk, то есть функ-
ций, являющихся одновременно слабо положительными и биюнктивными. Посколь-
ку длина записи приведëнного представления любой биюнктивной функции не боль-
ше n3, слабо положительные функции из класса Qk имеют короткую запись. Ана-
логичным свойством обладают слабо отрицательные функции из класса Bik ∩WNk.
Отметим, что для числа функций класса Qk справедливы оценки 2(k2−k log2 k)/4 < |Qk| <
< 2(k2/2)+2k log2 k+3k [11]. В следующей теореме оценивается снизу число слабо отри-
цательных функций, для которых существует короткое представление многочленом
Жегалкина.

Теорема 4. Существует не менее
⌊
2rk log2 k/2

⌋
слабо отрицательных функций от

k переменных, длина записи которых многочленом Жегалкина не больше чем nr, где
r > 5.

Доказательство. Будем рассматривать только антимонотонные функции вида

f(x1, . . . , xk) =
∧

16i1<...<it6k
(λi1,...,it ∨ x̄i1 ∨ . . . ∨ x̄it), (15)

где t ∈ {1, . . . , k};
−→
λ = (λ12...t, . . . , λ(k−t+1),...,(k−1)k) ∈ V(k

t)
—набор коэффициентов;

‖
−→
λ ‖ = q; q—некоторое число из интервала {1, . . . , 2(k

t)}, 2(k
t) =

∣∣∣V(k
t)

∣∣∣—мощность

множества V(k
t)
. При каждом наборе

−→
λ имеем антимонотонную функцию, записанную

в виде КНФ (считаем, что сомножители вида (1 ∨ x̄i1 ∨ . . . ∨ x̄it) удаляются).
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Покажем (от противного), что функции вида (15) имеют единственное представле-
ние в виде (15). Пусть функция f(x1, . . . , xk), кроме (15), представима в виде

f(x1, . . . , xk) =
∧

16i1<...<it6k
(µi1...it ∨ x̄i1 ∨ . . . ∨ x̄it), (16)

где −→µ = (µ12...t, . . . , µ(k−t+1)...(k−1)k) ∈ V(k
t)
, −→µ 6=

−→
λ . Без ограничения общности можем

считать, что λ12...t = 1, µ12...t = 0. Тогда из (15) следует, что f(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
t

, 0, . . . , 0) = 0, а

из записи (16) вытекает f(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
t

, 0, . . . , 0) = 1. Получили противоречие.

Число функций (15) равно

N =

((k
t

)
q

)
.

Поскольку x̄i1 ∨ . . .∨ x̄it = xi1 · . . . · xit ⊕ 1, то длина записи функций (15) многочленом
Жегалкина не больше

T 6 2q · k2,

так как число мономов в этом многочлене не больше 2q, а каждый моном xi1 · . . . · xiu ,
1 6 i1 < . . . < iu 6 k, можно записать словом в алфавите {x, 0, 1, ; } длины не
больше k2 (при этом индексы при неизвестных записываем двоичными словами).

Далее положим t = bk/2c, q = b(r − 2) log2 kc. При этом длина многочлена Жегал-
кина функции не более чем T 6 kr, число функций (15) равно

N =

( (
k
bk/2c

)
b(r − 2) log2 kc

)
.

Учитывая соотношение (12), находим

N>̃

(⌊
2k/(2

√
k)
⌋

+ 1

b(r − 2) log2 kc

)
>̃

(⌊
2k/(2

√
k)
⌋

+ 1

b(r − 2) log2 kc

)b(r−2) log2 kc

>̃2rk log2 k/2.

Теорема доказана.

Замечание 9. При k > 6 функции (15) не являются биюнктивными, поскольку
в этих условиях элементарные имплиценты, входящие в (15), простые и зависят более
чем от трëх переменных.
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Будем использовать следующие обозначения:
N—множество натуральных чисел;
Vn — n-мерное пространство булевых векторов, n ∈ N;
Φn —множество всех отображений Vn → Vn;
0↓n = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n

)T ;

bcc—целая часть числа c,
если действительные функции g(n), h(n) определены для всех натуральных n ∈ N

и существует такое n0 ∈ N, что для всех n > n0 выполняется g(n) < h(n), то будем
записывать

g(n)<̃h(n).

Всякое отображение F ∈ Φn записывается системой координатных булевых функ-
ций F = {(f1(x1, . . . , xn), . . . , fn(x1, . . . , xn)}.

Отображение F называется линейным (аффинным), если все его координатные
функции линейны (аффинны).

Введём ещё некоторые определения, которые заимствованы из [1, c. 163–164].
Отображение F ∈ Φn аффинно на множестве M , где M ⊆ Vn, если найдётся аф-

финное отображение A ∈ Φn, такое, что F (α) = A(α) при любом α ∈ M . Тогда отоб-
ражение A назовём линеаризующим F на множестве M .

Пусть M1, . . . ,Mr —разбиение множества Vn, A1, . . . , Ar — отображения, линеари-
зующие F на множествах M1, . . . ,Mr соответственно. При этом r назовём порядком
разбиения множества Vn, линеаризующего F . Порядком аффинности отображения F
(обозначим его ardF ) назовём наименьший из порядков разбиений множества Vn, ли-
неаризующих F .

Прикладное значение введённых определений состоит в следующем. Предположим,
что необходимо решить систему булевых уравнений вида

f1(x1, . . . , xn) = γ1,

. . .

fn(x1, . . . , xn) = γn,

(1)
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где {f1, . . . , fn}—координатные функции отображения F . Систему (1) будем записы-
вать также в виде

F (x) = γ, (2)

где x = (x1, . . . , xn), γ =

γ1

. . .
γn

.

Пусть A1, . . . , AardF — отображения, линеаризующие F . Тогда для решения (1)
(или (2)) достаточно решить следующее множество линейных булевых систем урав-
нений:

Ai(x) = γ, i = 1, . . . , ardF,

и полученные решения проверить по исходной системе (2). Ясно, что общее число
решаемых линейных систем уравнений равно ardF .

Дальнейшие определения введены авторами данной работы.
Пусть

ardΦn = max
F∈Φn

ardF.

Величину ardΦn назовём порядком аффинности Φn. Параметр ardΦn оценивает сверху
число решаемых линейных систем при любой системе (2).

Теорема 1. При n > 2 для порядка аффинности справедлива нижняя оценка

ardΦn >
2n

n2
.

Доказательство. Нетрудно показать, что число аффинных отображений
Vn → Vn равно 2n(n+1). Пусть

A1, . . . , A2n(n+1) (3)

— все аффинные отображения из Φn. Обозначим символом u порядок аффинности
ardΦn. Тогда для каждого F ∈ Φn найдутся разбиение Vn на блоки M1, . . . ,Mk,
k 6 u, и аффинные отображения Ai1 , . . . , Aik , такие, что Aij линеаризует F на Mj,
j ∈ {1, . . . , k}. Если считать, что некоторые блоки Ml могут быть пустыми, то можно
полагать, что все линеаризующие наборы Ai1 , . . . , Aik состоят из u элементов.

Оценим сверху число h всех отображений из Φn, которые могут быть линеаризо-
ваны наборами из не более чем u аффинных отображений:

h 6

(
2n(n+1)

u

)
· u2n . (4)

Первый сомножитель в (4) — число вариантов, которыми можем выбрать Ai1 , . . . , Aiu
из всех аффинных отображений (3). Если набор Ai1 , . . . , Aiu задан, то он линеаризует
не более чем u2n отображений F ∈ Φn, поскольку каждый элемент F (α), α ∈ Vn, может
принимать не более u значений.

Нетрудно видеть, что
h < 2un(n+1) · u2n . (5)

Логарифмируя обе части неравенства (5) по основанию 2, получим

log2 h < un(n+ 1) + 2n · log2 u. (6)
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Предположим, что выполнено неравенство

ardΦn 6
2n

n2
.

Тогда из (6) следует, что

log2 h < 2n
(
n+

n(n+ 1)

n2
− 2 log2 n

)
. (7)

При n > 2 из неравенства (7) следует

log2 h < n · 2n. (8)

Поскольку u—порядок аффинности Φn, то h = |Φn| = 2n·2
n ,

log2 h = n · 2n. (9)

Из полученного противоречия (8) и (9) вытекает, что ardΦn >
2n

n2
.

Найдём верхнюю оценку для ardΦn. Получение этой оценки предварим нескольки-
ми достаточно простыми утверждениями.

Легко показать, что справедлива следующая лемма.
Лемма 1. Пусть {(β(1), δ(1)), . . . , (β(m), δ(m))}—пары векторов из Vn, причём

m 6 n, а векторы {β(1), . . . , β(m)} линейно независимы. Тогда найдётся линейное отоб-
ражение L ∈ Φn, такое, что

L(β(i)) = δ(i), i = 1, . . . ,m.

Лемма 2. Пусть M ⊆ Vn, |M | > 2k, где k ∈ {0, . . . , n − 1}, все векторы в M
ненулевые. Тогда в M найдётся k + 1 линейно независимых векторов.

Доказательство. Предположим противное, что максимальная (точнее, одна из
максимальных) система линейно независимых векторов состоит из t < k+ 1 векторов.
Пусть это векторы ϕ(1), . . . , ϕ(t). Символом M ′ обозначим линейное пространство век-
торов с базисом ϕ(1), . . . , ϕ(t), M ′′ = M ′ \ {0↓n}. Ясно, что M ′′ ⊇ M , то есть |M ′′| > 2k.
С другой стороны, |M ′′| = 2t−1 6 2k−1 < 2k. Из полученного противоречия вытекает
справедливость леммы.

Теорема 2. При n > 2 для порядка аффинности справедлива следующая верхняя
оценка:

ardΦn 6
2n

n

n−1∑
i=1

2−i · n

n− i
.

Доказательство. Пусть F —произвольное, но фиксированное отображение
из Φn. Линеаризовывать отображение F будем следующим образом: все ненулевые
векторы Vn разобьём на непересекающиеся группы линейно независимых векторов
(число этих групп обозначим r). Выделим одну группу (пусть это будут векторы
{α(1)

1 , . . . , α
(1)
n }) и линеаризуем значение F на этих векторах некоторым аффинным

преобразованием так, чтобы одновременно линеаризовалось значение F (0↓n).
Согласно доказательству леммы 1, можем подобрать такое линейное отображение

L ∈ Φn, что L(α
(1)
i ) = F (α

(1)
i ) ⊕ F (0↓n), i = 1, . . . , n. Тогда аффинное отображение
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L(x↓)⊕ F (0↓n) линеаризует F на векторах {α(1)
1 , . . . , α

(1)
n , 0↓n}. На каждой из остальных

r−1 групп векторов, согласно лемме 1, отображение F можем линеаризовать соответ-
ствующим линейным отображением. Из этих рассуждений вытекает, что ardΦn 6 r.

Оценим значение r. Рассмотрим множество ненулевых векторов Vn \{0↓n}, при этом
если n > 1, то

∣∣Vn \ {0↓n}∣∣ = 2n − 1 > 2n−1. Согласно лемме 2, из множества Vn \ {0↓n}
можем выбрать n линейно независимых векторов α(1)

1 , . . . , α
(1)
n . Если для оставшегося

множества M ′ = Vn \ {α(1)
1 , . . . , α

(1)
n , 0↓n} будет выполняться |M ′| > 2n−1, то выберем

ещё n линейно независимых векторов α(2)
1 , . . . , α

(2)
n , и так далее, пока для оставшегося

множества M ′′ = Vn \ ({α(1)
1 , . . . , α

(1)
n , 0↓n} ∪ {α

(2)
1 , . . . , α

(2)
n } ∪ . . . ∪ {α(rn−1)

1 , . . . , α
(rn−1)
n })

не будет впервые выполняться |M ′′| < 2n−1. Таким образом сформируем rn−1 групп
линейно независимых векторов из n векторов, причём rn−1 такое, что

rn−1 =
2n − 1− (2n−1 − qn−1)

n
=

2n−1 − 1 + qn−1

n
,

где qn−1 = n, если (2n−1 − 1)/n—целое; и qn−1 ∈ {1, . . . , n− 1} таково, что (2n−1 − 1 +
+qn−1)/n целое, если (2n−1 − 1)/n—дробное.

Далее формируем группы из n − 1 линейно независимых векторов. Таких групп
сформируем

rn−2 =
2n−1 − qn−1 − (2n−2 − qn−2)

n− 1
=

2n−2 − qn−1 + qn−2

n− 1
,

где qn−2 ∈ {1, . . . , n− 1}, и так далее.
Нетрудно видеть, что можно сформировать

ri =
2i+1 − qi+1 − (2i − qi)

i+ 1
=

2i − qi+1 + qi
i+ 1

групп из i+ 1 линейно независимых векторов, где qi ∈ {1, . . . , i+ 1}, i ∈ 0, . . . , n− 2.
В целом получаем

r = rn−1 + rn−2 + . . .+ r0 =
2n−1 − 1 + qn−1

n
+

2n−2 − qn−1 + qn−2

n− 1
+ rn−3 + . . .+ r0 =

=
1

n− 1

(
n− 1

n
(2n−1 − 1 + qn−1) + 2n−2 − qn−1 + qn−2

)
+ rn−3 + . . .+ r0 =

=
1

n− 1

(
2n−1 − 2n−1

n
+ 2n−2 + qn−2 −

(
qn−1

n
+
n− 1

n

))
+ rn−3 + . . .+ r0 6

6
2n−1

n− 1
+

2n−2 − 1 + qn−2

n− 1
+ rn−3 + rn−4 + . . .+ r0 =

=
2n−1

n− 1
+

(
2n−2 − 1 + qn−2

n− 1
+

2n−3 − qn−2 + qn−3

n− 2

)
+ rn−4 + . . .+ r0 6

6
2n−1

n− 1
+

2n−2

n− 2
+

(
2n−3 − 1 + qn−3

n− 2
+

2n−4 − qn−3 + qn−4

n− 3

)
+ rn−5 + . . .+ r0 6

6
2n−1

n− 1
+

2n−2

n− 2
+ . . .+

22

2
+

(
21 − 1 + q1

2
+

20 − q1 + q0

1

)
=

=
2n−1

n− 1
+

2n−2

n− 2
+ . . .+

22

2
+

21

1
=

2n

n

(
2−1 n

n− 1
+ 2−2 n

n− 2
+ . . .+ 2−(n−1)n

1

)
.

Теорема доказана.
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Лемма 3. Справедливо соотношение

lim
n→∞

n−1∑
i=1

2−i
n

n− i
= 1.

Доказательство. Оцениваемую сумму разобьём на две подсуммы:

n−1∑
i=1

2−i
n

n− i
=
b3 log2 nc∑
i=1

2−i
n

n− i
+

n−1∑
i=b3 log2 nc+1

2−i
n

n− i
. (10)

Первую сумму в левой части (10) обозначим S1, вторую— S2. Нетрудно видеть, что

b3 log2 nc∑
i=1

2−i < S1 <
n

n− b3 log2 nc

b3 log2 nc∑
i=1

2−i. (11)

Верхняя и нижняя оценки в (11) при n→∞ стремятся к 1.
Для S2 верны оценки 0 < S2 < n · 2−b3 log2 nc 6 n−1, то есть lim

n→∞
S2 = 0. Отсюда и

из (11) следует справедливость леммы.

Следствие 1. Для порядка аффинности Φn выполняется следующее асимптоти-
ческое неравенство:

ardΦn<̃1,01 · 2n

n
.

Справедливость следствия 1 непосредственно вытекает из теоремы 2 и леммы 3.
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Для класса совершенно уравновешенных булевых функций с барьером доказы-
ваются соотношения, связывающие между собой определённые параметры та-
ких функций. В частности, получены общие результаты о свойствах полиномов
функций с барьером, позволяющие установить новые оценки числа инверсионных
функций для произвольной функции с барьером.

Ключевые слова: совершенно уравновешенные функции, функции с барьером,
криптография.

Введение
Для обеспечения у используемых в криптографических целях кодирующих уст-

ройств, построенных на основе регистра сдвига и булевой функции усложнения [1 – 3],
свойства сохранения равномерного распределения преобразуемой двоичной последова-
тельности функции усложнения выбираются из множества совершенно уравновешен-
ных булевых функций [2, 4, 5]. Среди таких функций особое место занимают функции
с барьером [2, 6], обладающие также положительным свойством отсутствия предсказы-
вания [2, 7]. Для функций с барьером в работе [7] введены целочисленные параметры,
определённым образом характеризующие отображения, реализуемые кодирующими
устройствами с такими функциями при фиксированном начале входной последова-
тельности.

Настоящая работа посвящена вопросам о соотношениях между параметрами функ-
ций с барьером. В частности, доказано утверждение об определённых свойствах поли-
номиальных представлений таких функций— вопрос, результаты по которому ранее
отсутствовали, за исключением частных и тривиальных.

Полученные результаты позволяют расширить область применимости утвержде-
ния о числе инверсионных функций, полученного в работе [8]. Данное утвержде-
ние представляет собой решение открытого вопроса, поставленного в работе Х. Лэя
и Дж. Месси [9], и содержит выражение, позволяющее вычислить число инверсион-
ных функций по трём параметрам функции: числу переменных, длине барьера и па-
раметру eRf , описанному в [7]. С использованием полученных результатов возможно
эффективное (с полиномиальной относительно длины входа сложностью) нахождение
по полиномиальному представлению булевой функции нетривиальных оценок на eRf и,
следовательно, на число инверсионных функций.

1. Определения и предварительные результаты
Будем использовать следующие обозначения. Множество двоичных наборов дли-

ны n будем обозначать через Vn = {0, 1}n, множество булевых функций n перемен-
ных— через Fn.

1Работа поддержана РФФИ (проект №12-01-00680-a).
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Для всяких n, l ∈ N, f ∈ Fn будем через fl обозначать следующее отображение из
Vl+n−1 в Vl:

fl(x1, x2, . . . , xl+n−1) ≡ (f(x1, . . . , xn), f(x2, . . . , xn+1), . . . , f(xl, . . . , xl+n−1)).

Отображение fl описывает преобразование, производимое l тактами работы коди-
рующего устройства, которое построено подсоединением входов реализующей булеву
функцию f схемы к ячейкам двоичного регистра сдвига [1, 4].

Для всяких n, l, p ∈ N, p 6 l + n − 1, f ∈ Fn и любого набора (x̃1, x̃2, . . . , x̃p) ∈ Vp
будем через f (x̃1,x̃2,...,x̃p)

R,l,p обозначать следующее отображение из Vl+n−1−p в Vl:

f
(x̃1,x̃2,...,x̃p)
R,l,p (x1, x2, . . . , xl+n−1−p) ≡ fl(x̃1, x̃2, . . . , x̃p, x1, x2, . . . , xl+n−1−p),

и через f (x̃1,x̃2,...,x̃p)
L,l,p — следующее отображение из Vl+n−1−p в Vl:

f
(x̃1,x̃2,...,x̃p)
L,l,p (x1, x2, . . . , xl+n−1−p) ≡ fl(x1, x2, . . . , xl+n−1−p, x̃1, x̃2, . . . , x̃p).

Отображение f (x̃1,x̃2,...,x̃p)
R,l,p описывает преобразование, производимое l тактами рабо-

ты кодирующего устройства с функцией усложнения f на двоичных последовательно-
стях с фиксированным началом (x̃1, x̃2, . . . , x̃p).

Приведём понятия совершенно уравновешенной булевой функции, а также барьера
булевой функции.

Определение 1 [6]. Булева функция f ∈ Fn называется совершенно уравнове-
шенной, если соотношение ∣∣f−1

m (y)
∣∣ = 2n−1

выполняется для любого m ∈ N и любого y ∈ Vm.
Множество совершенно уравновешенных функций из Fn будем обозначать PBn.
Определение 2 [6]. Булева функция f ∈ Fn называется функцией с правым ба-

рьером длины b, b ∈ N, если система уравнений{
fb′(x1, x2, . . . , xb′+n−1) = fb′(z1, z2, . . . , zb′+n−1),

x1 = z1, . . . , xn−1 = zn−1, xn = 0, zn = 1

имеет решение при всяком b′ ∈ N, таком, что b′ 6 b− 1, а система уравнений{
fb(x1, x2, . . . , xb+n−1) = fb(z1, z2, . . . , zb+n−1),

x1 = z1, . . . , xn−1 = zn−1, xn = 0, zn = 1

решений не имеет.
Булева функция f ∈ Fn называется функцией с левым барьером длины b, если←→

f (x1, x2, . . . , xn) ≡ f(xn, xn−1, . . . , x1) является функцией с правым барьером длины b.
Булева функция f ∈ Fn имеет барьер, если она имеет правый или левый барьер,

или оба сразу. При этом длиной барьера функции называется соответственно длина
правого барьера, левого барьера или меньшая из длин барьеров.

Длины правого и левого барьера булевой функции f будем обозначать через bRf
и bLf соответственно.

Наличие правого (левого) барьера длины 1, как нетрудно заметить, означает ли-
нейность функции по последнему (первому) аргументу.
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Очевидным является тот факт, что для фиксированного c проверка неравен-
ства bRf 6 c по полиному функции, содержащему N мономов, требует порядка
(2N + 1)c операций. Для этого требуется лишь перемножить (пользуясь только по-
линомиальным представлением функций) выражения вида f(xi, xi+1, . . . , xi+n−1) ⊕
⊕f(zi, zi+1, . . . , zi+n−1)⊕1 для i = 1, 2, . . . , c, затем в полученное полиномиальное пред-
ставление подставить x1 = z1, . . . , xn−1 = zn−1, xn = 0, zn = 1, привести подобные и
сравнить полученное выражение с нулём— при равенстве, очевидно, функция имеет
правый барьер длины не более c.

В работе [7] доказан ряд утверждений о свойствах прообразов выходных наборов
относительно отображений fR,l,p и fL,l,p в случае наличия у функции f правого или
левого барьера.

Теорема 1 [7]. Для каждой функции f ∈ Fn с правым барьером можно опреде-
лить величину eRf ∈ {0, 1, 2, . . . , bRf − 1}, eRf 6 n − 1, такую, что для любых p > n − 1,

l > bRf + p − n, (x̃1, x̃2, . . . , x̃p) ∈ Vp и любого набора (y1, y2, . . . , yl) ∈ Im
(
f

(x̃1,x̃2,...,x̃p)
R,l,p

)
выполняется равенство ∣∣∣f (x̃1,x̃2,...,x̃p)

R,l,p

−1
(y1, y2, . . . , yl)

∣∣∣ = 2e
R
f .

Теорема 2 [7]. Для каждой функции f ∈ Fn с левым барьером можно определить
величину eLf ∈ {0, 1, 2, . . . , bLf − 1}, eLf 6 n − 1, такую, что для любых p > n − 1,

l > bLf + p − n, (x̃1, x̃2, . . . , x̃p) ∈ Vp и любого набора (y1, y2, . . . , yl) ∈ Im
(
f

(x̃1,x̃2,...,x̃p)
L,l,p

)
выполняется равенство ∣∣∣f (x̃1,x̃2,...,x̃p)

L,l,p

−1
(y1, y2, . . . , yl)

∣∣∣ = 2e
L
f .

Следствие 1 [7]. Для любой функции f ∈ Fn, имеющей правый (левый) барьер,
любых l > bRf − 1 (l > bLf − 1) и x ∈ Vn−1 верно равенство

∣∣Im(fxR,l,n−1)
∣∣ = 2l−e

R
f

(
∣∣Im(fxL,l,n−1)

∣∣ = 2l−e
L
f ).

Лемма 1 [7]. Если у некоторой f ∈ Fn есть правый (левый) барьер, то eRf = 0
(соответственно, eLf = 0) тогда и только тогда, когда bRf = 1 (bLf = 1).

Лемма 2 [7]. Пусть f(x1, x2, . . . , xn) ∈ Fn имеет правый (левый) барьер. Тогда
eRf = bRf − 1 (соответственно, eLf = bLf − 1) тогда и только тогда, когда функция f не
зависит существенно от переменных xn−bRf +2, xn−bRf +3, . . . , xn и линейна по переменной
xn−bRf +1 (не зависит существенно от переменных x1, x2, . . . , xbLf−1 и линейна по перемен-
ной xbLf ).

В работе [9] введено понятие инверсионной функции, которое в терминах функций
с правым барьером может быть определено следующим образом.

Определение 3. Пусть f ∈ Fn имеет правый барьер. Тогда булева функция
f̂ ∈ FbRf +n−1 является инверсионной для функции f , если для всякого набора (x1, x2,

. . . , xbRf +n−1) ∈ VbRf +n−1 выполняется равенство

f̂(x1, x2, . . . , xn−1, f(x1, x2, . . . , xn), . . . , f(xbRf , xbRf +1, . . . , xbRf +n−1)) = xn.

Исследования понятия инверсионной функции проводились в работах [10, 11]. Тем
не менее оставался открытым поставленный в конце работы [9] вопрос о числе инвер-
сионных функций для фиксированной функции с правым барьером. Из доказанных
в работах [7, 8] свойств функций без предсказывания вытекает следующая теорема.
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Теорема 3 [8]. Если f ∈ Fn имеет правый барьер, то для f существует в точности

2
2
bRf +n−1

(
1−2

−eRf

)
инверсионных функций.

Несмотря на полученное утверждение о числе инверсионных функций, при вы-
числении данной величины в случае представления функции полиномом существует
серьёзная проблема. В отличие от параметров n и bRf , для нахождения значения пара-
метра eRf (или для проверки неравенства eRf 6 c для фиксированного c) по полиноми-
альному представлению нет известных алгоритмов полиномиальной относительно дли-
ны входа сложности. То есть нахождение числа инверсионных функций для булевой
функции от n переменных, представленной полиномом длины O(n), требует поряд-
ка 2n операций. Таким образом, актуальна задача нахождения соотношений между
параметром eRf и легко вычислимыми по полиному параметрами функций, которые
позволят строить эффективные алгоритмы для получения нетривиальных оценок eRf
(а значит, и нетривиальных оценок числа инверсионных функций) по полиному функ-
ции f .

При дальнейших построениях будет использован известный критерий равенства
алгебраической степени булевой функции числу её переменных.

Лемма 3 [2]. Пусть f ∈ Fn. Функция f имеет алгебраическую степень n тогда и
только тогда, когда её вес нечётен.

2. Основные результаты
Обозначим для произвольной функции f ∈ Fn через tRf наибольшее целое t′, такое,

что в полиноме функции f присутствует моном, который содержит все переменные
xn, xn−1, . . . , xn−t′+1, через tLf —наибольшее целое t′′, такое, что в полиноме функции f
присутствует моном, который содержит все переменные x1, x2, . . . , xt′′ .

Теорема 4. Пусть функция f ∈ Fn имеет правый барьер, bRf > 2. Тогда выпол-
няется соотношение eRf + tRf 6 bRf − 1.

Доказательство. Если tRf = 0, то утверждение непосредственно следует из
теоремы 1, поэтому далее предполагаем tRf > 1. Так как функция f имеет барьер,
то она совершенно уравновешена, а следовательно, и уравновешена, откуда по лем-
ме 3 получаем tRf 6 n − 1. Введём обозначение t = min{tRf , bRf − 1} и рассмот-
рим набор (a∗1, a

∗
2, . . . , a

∗
n−t) ∈ Vn−t, такой, что функция f ′(xn−t+1, xn−t+2, . . . , xn) ≡

≡ f(a∗1, a
∗
2, . . . , a

∗
n−t, xn−t+1, xn−t+2, . . . , xn) имеет алгебраическую степень t.

Пусть a∗ = (0, 0, . . . , 0, a∗1, a
∗
2, . . . , a

∗
n−t). Рассмотрим отображение fa∗

R,bRf −1,n−1
. Оно

представимо в следующем виде:

fa
∗

R,bRf −1,n−1(xn, xn+1, . . . , xbRf +n−2) ≡

≡
(
g(1)(xn), g(2)(xn, xn+1), . . . , g(t)(xn, xn+1, . . . , xn+t−1), . . . , g(bRf −1)(xn, xn+1, . . . , xn+bRf −2)

)
.

Заметим, что функция g(t) в точности равна функции f ′. Введя для функ-
ции g(t) фиктивные переменные в количестве bRf − 1 − t, перейдём к рассмотрению
g̃(x1, x2, . . . , xbRf −1) ≡ g(t)(x1, x2, . . . , xt).

С одной стороны, wt(g̃) = 2b
R
f −1−t ·wt(g(t)). Так как g(t) ≡ f ′ имеет алгебраическую

степень t, то в соответствии с леммой 3 значение wt(g(t)) нечётно, поэтому wt(g̃) не
делится на 2b

R
f −t.
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С другой стороны, как следует из теоремы 1,

wt(g̃)=
∣∣g̃−1(1)

∣∣= ∑
y1,y2,...,yt−1,

yt+1,...,ybR
f
−1
∈{0,1}

∣∣∣fx∗R,bRf −1,n−1

−1
(y1, y2, . . . , yt−1, 1, yt+1, . . . , ybRf −1)

∣∣∣=C·2eRf ,
где C —некоторое целое положительное число.

Таким образом, 2e
R
f не делится на 2b

R
f −t, откуда получаем eRf 6 bRf − t − 1. Если

t = min{tRf , bRf − 1} = bRf − 1, то получим eRf 6 0, то есть, с учётом леммы 1, bRf = 1,
что противоречит условию. Таким образом, t = tRf и eRf 6 bRf − tRf − 1, что завершает
доказательство теоремы.

Данное утверждение означает, что при наличии в полиномиальном представле-
нии булевой функции n переменных монома, содержащего одновременно переменные
xn, xn−1, . . . , xn−t+1 (то есть при tRf > t), выполнено eRf 6 bRf −1− t, что, с учётом теоре-

мы 3, означает, что данная функция имеет не более 2
2
bRf +n−1

(
1−2

t+1−bRf

)
инверсионных

функций.
Замечание 1. Заметим, что неравенство eRf + tRf 6 bRf − 1 может обращаться,

а может и не обращаться в равенство. Например, для функции f (1)(x1, x2, x3, x4) =
= x3⊕x2x4⊕x1x2x4 верно, что bR

f (1)
= 3, eR

f (1)
= 1, tR

f (1)
= 1, то есть eR

f (1)
+ tR

f (1)
= bR

f (1)
−1;

для функции f (2)(x1, x2, x3, x4, x5) = x4 ⊕ x1x5 ⊕ x1x2x3x5 верно, что bR
f (2)

= 4, eR
f (2)

= 1,
tR
f (2)

= 1, то есть eR
f (2)

+ tR
f (2)

< bR
f (2)
− 1.

Абсолютно аналогично теореме 4 доказывается следующее утверждение.
Теорема 5. Пусть функция f ∈ Fn имеет левый барьер, bLf > 2. Тогда выполня-

ется соотношение eLf + tLf 6 bLf − 1.
Следствие 2. Пусть функция f ∈ Fn имеет правый барьер, 2 6 bRf 6 n. Тогда

в полиноме функции f(x1, x2, . . . , xn) нет мономов, содержащих одновременно пере-
менные xn, xn−1, . . . , xn−bRf +2.

Доказательство. Как следует из теоремы 1 и леммы 1, для функции f верно
eRf > 1. По теореме 4 верно eRf +tRf 6 bRf −1, откуда tRf 6 bRf −2, то есть в полиноме функ-
ции f(x1, x2, . . . , xn) не может быть мономов, содержащих одновременно переменные
xn, xn−1, . . . , xn−bRf +2.

Для произвольной функции f ∈ Fn с правым барьером длины 3 с помощью след-
ствия 2 можно получить, что в разложении f(x1, x2, . . . , xn) = f(00)(x1, x2, . . . , xn−2) ⊕
⊕xn−1f(01)(x1, x2, . . . , xn−2)⊕xnf(10)(x1, x2, . . . , xn−2)⊕xnxn−1f(11)(x1, x2, . . . , xn−2) функ-
ция f(11) тождественно равна нулю. Таким образом, полученное в работе [6] необходи-
мое условие барьера длины 3 является тривиальным частным следствием полученного
общего утверждения.

Следствие 3. Пусть функция f ∈ Fn имеет левый барьер, 2 6 bLf 6 n. Тогда в по-
линоме функции f(x1, x2, . . . , xn) нет мономов, содержащих одновременно переменные
x1, x2, . . . , xbLf−1.

Теорема 6. Пусть n > 2. Если для некоторой функции f ∈ Fn, отличной от x1 и
x1 ⊕ 1, верно bRf > n, то eRf 6 bRf − 3.

Доказательство. Будем доказывать индукцией по n. В случае n 6 2 утвержде-
ние очевидно, так как все функции из F2 с правым барьером длины 2 — это функции x1

и x1 ⊕ 1, а функций двух переменных с барьером большей длины не существует.
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Пусть n > 3. Предположим противное: существует функция f ∈ Fn, не равная x1

и x1 ⊕ 1, такая, что bRf > n, eRf > bRf − 2. При этом, с учётом теоремы 1 и леммы 2,
eRf 6 n − 1, eRf < bRf − 1, поэтому необходимо рассмотреть только такие функции f ,
что bRf = n, eRf = bRf − 2 = n − 2. Если при этом f не зависит существенно от xn,
то для функции f ′(x1, x2, . . . , xn−1) ≡ f(x1, x2, . . . , xn−1, 0), f ′ ∈ Fn′ , n′ = n − 1, верно
bRf ′ = bRf − 1 = n′, eRf ′ = eRf − 1 = n′ − 2 и противоречие следует из предположения
индукции. Пусть теперь f существенно зависит от xn. В соответствии с теоремой 4
tRf 6 (bRf − 1)− (bRf − 2) = 1. Таким образом:

1) для всякого набора констант (a1, a2, . . . , an−2) ∈ Vn−2 функция f(a1, a2, . . . , an−2,
xn−1, xn) либо линейна по xn, либо не зависит существенно от xn;

2) существует набор констант (a∗1, a
∗
2, . . . , a

∗
n−2) ∈ Vn−2, такой, что функция f(a∗1, a

∗
2,

. . . , a∗n−2, xn−1, xn) существенно зависит от xn.
Отсюда следует, что функция f(a∗1, a

∗
2, . . . , a

∗
n−2, xn−1, xn) линейна по переменной

xn, а значит, функции f(a∗1, a
∗
2, . . . , a

∗
n−2, 0, xn) и f(a∗1, a

∗
2, . . . , a

∗
n−2, 1, xn) также линейны

по xn. При этом, так как bRf = n и eRf = n− 2, то, по следствию 1,∣∣∣Im(f (a∗1,a
∗
2,...,a

∗
n−2,0)

R,n−1,n−1

)∣∣∣ =
∣∣∣Im(f (a∗1,a

∗
2,...,a

∗
n−2,1)

R,n−1,n−1

)∣∣∣ = 2. (1)

С учётом линейной зависимости первых компонент значений векторных отображе-
ний f (a∗1,a

∗
2,...,a

∗
n−2,0)

R,n−1,n−1 и f (a∗1,a
∗
2,...,a

∗
n−2,1)

R,n−1,n−1 от переменной xn имеем∣∣∣Im(f (a∗1,a
∗
2,...,a

∗
n−2,0)

R,1,n−1

)∣∣∣ =
∣∣∣Im(f (a∗1,a

∗
2,...,a

∗
n−2,1)

R,1,n−1

)∣∣∣ = 2. (2)

Из равенств (1) и (2) получаем∣∣∣Im(f (a∗2,a
∗
3,...,a

∗
n−2,d1,d2)

R,n−2,n−1

)∣∣∣ = 1 (3)

для любых d1, d2 ∈ {0, 1}.
Из (3) следует, что при всяких d1, d2 ∈ {0, 1} после фиксации начальных n−1 пере-

менных отображения fn−2 значениями a∗2, a∗3, . . . , a∗n−2, d1, d2 получаем постоянный век-
тор: fn−2(a∗2, a

∗
3, . . . , a

∗
n−2, d1, d2, x1, x2, . . . , xn−2) ≡ (qd1,d21 , qd1,d22 , . . . , qd1,d2n−2 ) ∈ Vn−2. Следо-

вательно, при произвольной фиксации первых двух переменных d1 и d2 функция f
обращается в константную: f(d1, d2, x1, x2, . . . , xn−2) ≡ qd1,d2n−2 . Следовательно, f зави-
сит существенно только от первых двух переменных, что противоречит существенной
зависимости от последней переменной. Полученное противоречие завершает доказа-
тельство утверждения.

Теорема 7. Пусть n > 2. Если для некоторой функции f ∈ Fn, отличной от xn и
xn ⊕ 1, верно bLf > n, то eLf 6 bLf − 3.
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АДДИТИВНЫЙ ПОДХОД К ОПРЕДЕЛЕНИЮ
СТЕПЕНИ НЕЛИНЕЙНОСТИ ДИСКРЕТНОЙ ФУНКЦИИ
НА ЦИКЛИЧЕСКОЙ ГРУППЕ ПРИМАРНОГО ПОРЯДКА1

А.В. Черемушкин

Институт криптографии связи и информатики, г. Москва, Россия

E-mail: avc238@mail.ru

Предлагается подход к определению степени нелинейности дискретных функций,
заданных на циклической группе примарного порядка. Найдены верхние оценки
степени нелинейности. Показано, что для полиномиальных функций над коль-
цом Zpn степень нелинейности функции совпадает с минимальной степенью мно-
гочлена, задающего эту функцию.

Ключевые слова: дискретные функции, степень нелинейности.

Введение
В работе [1] предложен аддитивный подход к определению степени нелинейности

функции на основе свойств конечных производных. Его суть заключается в следую-
щем. Для функций F : G → H, у которых на множествах G и H заданы структуры
абелевых групп, производная по направлению ∆aF , a ∈ G, функции F определяется
равенствами

∆aF (x) = F (x+ a)− F (x),

где x ∈ G. Степенью нелинейности функции F : G→ H (обозначается dl F ) называ-
ется минимальное натуральное число m, такое, что

∆a1 . . .∆am+1F (x) = 0

при всех a1, . . . , am+1, x ∈ G. Если такого числаm не существует, то полагаем dl F =∞.
В [1] показано, что в случае элементарных абелевых p-групп степень нелинейности

функции pn-значной логики полностью определяется свойствами операции сложения.
Поэтому при любом способе задания на этой группе операции умножения так, чтобы
в результате получилось поле из pn элементов, степень нелинейности функций инва-
риантна по отношению к выбору операции умножения.

В случае произвольных абелевых групп вопрос о свойствах параметра dl F остается
открытым.

В данной работе изучается случай циклических групп. Показано, что параметр dl
может принимать конечное значение только в случае, когда циклические группы яв-
ляются p-группами при некотором p > 2 (теорема 1). Для случая примарных цикличе-
ских групп найдены верхние оценки степени нелинейности (теоремы 2 и 3) и показано,
что для полиномиальных функций над кольцом Zpn степень нелинейности функции
совпадает с минимальной степенью многочлена, задающего эту функцию (теорема 6).

1Работа выполнена при поддержке гранта Президента РФ НШ №6260.2012.10.

DOI 10.17223/20710410/20/4
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1. Вспомогательные утверждения
В дальнейшем потребуются следующие свойства биномиальных коэффициентов.
Лемма 1. Пусть νp{k}—максимальная степень числа p, делящая число k. Тогда

при 1 6 k 6 pn справедливо равенство

νp

{(
pn

k

)}
= n− νp{k}.

Доказательство. Рассмотрим числитель и знаменатель выражения для
(
pn

k

)
:

(
pn

k

)
=
pn(pn − 1) · . . . · (pn − k + 1)

1 · 2 · . . . · k
.

Нетрудно видеть, что при 1 6 i 6 k − 1 выполнено равенство νp{pn − i} = νp{i}.

Поэтому νp
{(

pn

k

)}
= νp

{
pn

k

}
= νp{n} − νp{k} = n− νp{k}.

В частности, минимальное значение при 1 6 k 6 pn − 1 достигается для k = ipn−1,
1 6 i 6 p− 1, и равно

νp

{(
pn

ipn−1

)}
= νp

{(
pn

pn−1

)}
= 1.

Лемма 2. При всех 2 6 k 6 n и 1 6 i 6 p− 1 справедливо равенство(
pk

ipk−1

)
≡
(
pk−1

ipk−2

)
(mod pk).

Доказательство. Имеем(
pk

ipk−1

)
≡ pk(pk − 1) · . . . · (pk − pa) · . . . · (pk − ipk−1 + 1)

1 · 2 · . . . · pa · . . . · (ipk−1 − 1)ipk−1
≡

≡ p(pk − 1)(pk − 2) · . . . · (pk−1 − a) · . . . · (pk − ipk−1 + 1)

1 · 2 · . . . · a · . . . · (ipk−1 − 1)i
(mod pk).

Заметим, что в знаменателе все сомножители, не кратные p, являются обратимы-
ми элементами кольца Zpn . Каждому сомножителю вида pa соответствует в числителе
сомножитель вида pk − pa, 1 6 a < ipk−1 − 1. Всего сомножителей, кратных p, ров-
но ipk−2.

Представим теперь последнюю дробь в виде произведения двух сомножителей,
в первый из которых включим все сомножители числителя и знаменателя, взаимно
простые с p, а во второй— все кратные p, разделив каждый из них на p:

(pk − 1)(pk − 2) · . . . · (pk − ipk−1 + 1)

1 · 2 · . . . · (ipk−1 − 1)
· p

k−1(pk−1 − 1) · . . . · (pk−1 − ipk−2 + 1)

1 · 2 · . . . · (ipk−2 − 1)ipk−2
.

Осталось заметить, что для каждого j, лежащего в интервале 1 6 j 6 ipk−1 − 1 и
взаимно простого с p, выполняется сравнение

pk − j
j
≡ −j

j
≡ −1 (mod pk).
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Таким образом,(
pk

ipk−1

)
≡ (−1)(−2) · . . . · (−ipk−1 + 1)

1 · 2 · . . . · (ipk−1 − 1)

(
pk−1

ipk−2

)
≡ (−1)ip

k−1−ipk−2

(
pk−1

ipk−2

)
(mod pk).

При p > 2 или при p = 2 и k > 2 число ipk−1− ipk−2 = ipk−2(p−1) является чётным.

При p = k = 2 имеем
(

4

2

)
≡
(

2

1

)
(mod 22).

Следствие 1. При всех 2 6 k 6 n и 1 6 i 6 p− 1 справедливы сравнения(
pk

ipk−1

)
≡
(

pk−j

ipk−j−1

)
(mod pk−j), 1 6 j 6 k − 1,

в частности, (
pn

ipn−1

)
≡
(
p

i

)
(mod p).

Доказательство. Достаточно показать, что при 3 6 k 6 n выполнено сравнение(
pk

ipk−1

)
≡
(
pk−2

ipk−3

)
(mod pk−1).

Имеем (
pk

ipk−1

)
≡
(
pk−1

ipk−2

)
(mod pk),(

pk−1

ipk−2

)
≡
(
pk−2

ipk−3

)
(mod pk−1).

Осталось заметить, что если a ≡ b (mod pk), то a ≡ b (mod pk−1).

Аналогично лемме 2 доказывается
Лемма 3. При 1 6 k 6 n, 1 6 r 6 p− 1 и 1 6 i 6 p− 1 справедливо равенство(

pk − rpk−1

ipk−1

)
≡
(
pk−1 − rpk−2

ipk−2

)
(mod pk).

Следствие 2. При всех 2 6 k 6 n, 1 6 r 6 p − 1 и 1 6 i 6 p − 1 справедливы
сравнения (

pk − rpk−1

ipk−1

)
≡
(
pk−j − rpk−j−1

ipk−j−1

)
(mod pk−j), 1 6 j 6 k − 1,

в частности, (
pk − rpk−1

ipk−1

)
≡
(
p− r
i

)
(mod p).

Доказательство проводится аналогично.
Следствие 3. При всех 2 6 k 6 nr и 1 6 i 6 p− 1 выполняется сравнение

(−1)i
(
pk − pk−1

ipk−1

)
≡ (−1)i

(
p− 1

i

)
≡ 1 (mod p).
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Доказательство. С учётом предыдущего следствия достаточно показать, что

(−1)i
(
p− 1

i

)
≡ 1 (mod p).

Воспользуемся индукцией по i. При i = 1 сравнение очевидно. Если доказано, что

(−1)i−1

(
p− 1

i− 1

)
≡ 1 (mod p),

то с учётом (i, p) = 1 получаем

(−1)i
(
p− 1

i

)
− 1 = (−1)i

(
p− 1

i− 1

)
· p− i

i
− 1 ≡ (−1)

(
p− i
i

+ 1

)
≡ 0 (mod p).

Следствие доказано.

2. Сведение к случаю примарных циклических групп
Покажем, что параметр dl F в случае, когда на множестве аргументов и значений

заданы структуры циклических групп, может принимать конечные значения только
тогда, когда порядки групп являются примарными числами.

Теорема 1. Если F : Gm → H, где G и H —циклические группы порядков g > 2
и h > 2 соответственно, причём dl F < ∞, то выполнены равенства g = pn и h = pk

при некоторых простом p > 2, натуральных n > 1 и k > 1.
Доказательство. Рассмотрим сначала случай m = 1. Пусть p—простой дели-

тель числа h и F ′(x) = F (x) (mod p), x ∈ G. Представим значения функции F в виде
вектора (F ′(1), . . . , F ′(g − 1), F ′(0)). Действие производной ∆1 на функцию F ′ можно
представить как умножение вектора значений на матрицу A над полем Zp, где

A =


−1 0 . . . 0 1

1 −1 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0

. . . . . . . . .
0 0 . . . −1 0
0 0 . . . 1 −1

 .

В этой матрице сумма строк равна нулю. Характеристический многочлен матрицы A
над полем Zp равен

χA(λ) = |A− λE| = λ
(
(−1)g−1(λ+ 1)g−1 + (−1)g−2

)
= (−1)g−1λ((λ+ 1)g−1 − 1) =

= (−1)g−1λ

(
λg−1 +

(
g

1

)
λg−2 +

(
g

2

)
λg−3 + · · ·+

(
g

g − 2

)
λ+

(
g

g − 1

))
.

При g = pn все биномиальные коэффициенты в записи характеристического мно-
гочлена равны нулю по модулю p (лемма 1). Поэтому χA(λ) = (−1)g−1λg (modp) и
граф линейного преобразования с матрицей A содержит один единичный цикл в точ-
ке (0, 0, . . . , 0), а все остальные векторы лежат на подходах к этому циклу (см., на-
пример, [2]). Отсюда следует, что последовательность производных ∆i

1F
′, i = 1, 2, . . . ,

всегда сходится к нулю.
Если же g не является примарным числом вида pn, то среди биномиальных коэффи-

циентов в записи характеристического многочлена найдутся не сравнимые с нулем по
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модулю p. Поэтому характеристический многочлен χA(λ) не равен (−1)g−1λg (mod p)
и в графе линейного преобразования с матрицей A есть циклы, отличные от единич-
ного в точке (0, 0, . . . , 0). Следовательно, последовательность значений производных
при соответствующих значениях аргумента является периодической и степени произ-
водной ∆i

1F никогда не обратятся в нуль.
Теперь легко видеть, что число h также должно быть примарным. Если оно со-

ставное, то, проводя аналогичные рассуждения для делителей числа h, отличных от p,
убеждаемся, что сходимость к нулю не будет иметь места.

Пусть теперь m > 1. Если для функции от m переменных последовательность
производных сходится к нулю, то и для функций от одной переменной, полученных
фиксацией всех переменных, кроме одной, также выполнено это свойство. Поэтому,
в силу доказанного выше, порядок группы G должен быть примарным числом.

Заметим, что теорему 1 можно сформулировать в более общем виде.
Теорема 1′. Если F : G1 × · · · × Gm → H1 × · · · ×Ht, где Gi и Hj — циклические

группы, 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 t, причём dlF < ∞, то найдётся простое число p > 2,
такое, что |Gi| = pni и |Hj| = pkj при некоторых ni > 1, 1 6 i 6 m, kj > 1, 1 6 j 6 t.

Доказательство по сути остается неизменным.

3. Оценка параметра dl(F ) для функций на примарных
циклических группах

Пусть на множестве аргументов и значений произвольной функции F : G → H
задана структура циклической абелевой p-группы примарного порядка: G = Zpn и
H = Zpk , p > 2, n, k > 1. Покажем, что параметр dlF принимает конечное значение.

Теорема 2. Если F : G→ H, G = Zpn , H = Zpk , p > 2, то

dlF 6 pn + (k − 1)(p− 1)pn−1 − 1.

Доказательство. Так как производная суммы функций равна сумме производ-
ных, то достаточно рассмотреть случай, когда функция F принимает единственное
ненулевое значение. Пусть F (1) = · · · = F (pn − 1) = 0 и F (0) = 1. Рассмотрим после-
довательность производных

∆aF, ∆2
aF = ∆a∆aF, ∆3

aF = ∆a∆a∆aF, . . .

Сначала рассмотрим случай a = 1. Соберём значения производных в табл. 1 для
p = 2 и табл. 2 для p > 2 (все значения в таблицах приводятся по модулю pk).

Имеем при 0 6 i 6 pn − 1

∆j
1F (pn − i) = (−1)i+j

(
j

i

)
mod pk.

При i = pn значение ∆pn

1 F (0) равно 2 при p = 2 и нулю при p > 2.
Из таблиц и из леммы 1 следует, что производная ∆pn

1 F является первой, для
которой все значения принадлежат идеалу pZpk . Сформулируем свойства элементов
в строке с номером pn более точно:

1) p значений, соответствующих значениям аргумента вида ipn−1, 0 6 i < p, лежат
в pZpk ;

2) p2−p значений, соответствующих оставшимся значениям аргумента вида ipn−2,
0 6 i < p2, лежат в p2Zpk ;
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Та б л и ц а 1
Значения производных ∆i

1F для случая p = 2

x 1 2 . . . 2n − 4 2n − 3 2n − 2 2n − 1 0
F 0 0 . . . 0 0 0 0 1

∆1F 0 0 . . . 0 0 0 1 −1
∆2

1F 0 0 . . . 0 0 1 −2 1
∆3

1F 0 0 . . . 0 1 −3 3 −1
∆4

1F 0 0 . . . 1 −4 6 −4 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∆2n−1
1 F 1 −(2n − 1) . . . −

(
2n − 1

4

) (
2n − 1

3

)
−
(

2n − 1

2

)
2n − 1 −1

∆2n

1 F 0 0 . . .

(
2n

4

) (
2n

3

) (
2n

2

)
0 2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Та б л и ц а 2
Значения производных ∆i

1F для случая p > 2

x 1 2 . . . pn − 4 pn − 3 pn − 2 pn − 1 0
F 0 0 . . . 0 0 0 0 1

∆1F 0 0 . . . 0 0 0 1 −1
∆2

1F 0 0 . . . 0 0 1 −2 1
∆3

1F 0 0 . . . 0 1 −3 3 −1
∆4

1F 0 0 . . . 1 −4 6 −4 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∆pn−1
1 F 1 −(pn − 1) . . .

(
pn − 1

4

)
−
(
pn − 1

3

) (
pn − 1

2

)
−(pn − 1) 1

∆pn

1 F 0 0 . . . −
(
pn

4

) (
pn

3

)
−
(
pn

2

)
0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

3) p3−p2 значений, соответствующих оставшимся значениям аргумента вида ipn−3,
0 6 i < p3, лежат в p3Zpk , и т. д.;

4) pn−1 − pn−2 значений, соответствующих оставшимся значениям аргумента ви-
да ip, 0 6 i < pn−1, лежат в pn−1Zpk ;

5) остальные (p− 1)pn−1 элементов лежат в pnZpk .
Из лемм 1–3 следует также, что для других строк выполнены следующие свойства:
1) через каждые p шагов в строках с номерами, кратными p, стоят производные,

у которых все значения кратны p, за исключением тех, которые соответствуют
аргументам вида ip, 0 6 i < pn−1;

2) через каждые p2 шагов в строках с номерами, кратными p2, стоят производные,
у которых все значения кратны p2, за исключением pn−2 значений, соответству-
ющих аргументам вида ip2, 0 6 i < pn−2, лежащих в Zpk , и pn−1−pn−2 значений,
соответствующих оставшимся значениям аргумента вида ip, 0 6 i < pn−1, ле-
жащих в pZpk , и т. д.;

3) через каждые pn−1 шагов в строках с номерами, кратными pn−1, стоят про-
изводные, у которых все значения кратны pn−1, за исключением тех, которые
соответствуют аргументам вида ip, 0 6 i < pn−1.

Покажем, что все значения ∆
pn+(p−1)pn−1

1 F лежат в p2Zpk .
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Для этого представим функцию ∆pn

1 F в виде суммы ∆pn

1 F = F0+F1, где функция F0

отличается от ∆pn

1 F тем, что у неё значения в точках x = ipn−1, i = 1, . . . , p− 1, те же,
а остальные равны нулю. В этом случае все значения функции F1 лежат в p2Zpk .

Рассмотрим значения функции F0.
C помощью леммы 2 и следствия из неё можно сводить изучение значений элемен-

тов по модулю pt−1, стоящих в строке с номером pt, 1 6 t 6 n, на местах с номерами
pt−1, 2pt−1, . . ., (p − 1)pt−1, pt, к рассмотрению элементов, стоящих в строке с номе-
ром pt−1 на местах с номерами pt−2, 2pt−2, . . ., (p− 1)pt−2, pt−1, и т. д.

Тем самым фактически для изучения значений элементов таблиц по модулю p,
стоящих в строках с номерами ipt−1, 1 6 t 6 n, 0 6 i 6 p − 1, можно редуцировать
табл. 2, уменьшив её в pn−1 раз до размера p × p, и изучить поведение ненулевых по
модулю p значений в строках с номерами i, 0 6 i 6 p − 1. Пример, иллюстрирующий
вид табл. 2 для случая p = 5 и n = k = 2, приведён в табл. 3.

Та б л и ц а 3
Значения производных для случая p = 5 и n = k = 2

x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 0
F 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
1 1 24
2 1 23 1
3 1 22 3 24
4 1 21 6 21 1
5 1 20 10 15 5 24
6 1 19 15 5 15 19 1
7 1 18 21 15 10 4 7 24
8 1 17 3 19 20 19 3 17 1
9 1 16 11 16 1 24 9 14 9 24

10 1 15 20 5 10 23 10 5 20 15 1
11 1 14 5 10 5 13 12 20 15 20 11 24
12 1 13 16 5 20 8 24 8 20 5 16 13 1
12 1 12 3 14 15 13 16 9 12 10 11 22 13 24
14 1 11 16 11 1 23 3 18 3 23 1 11 16 11 1
15 1 10 5 20 15 22 5 15 10 20 3 10 5 20 15 24
16 1 9 20 15 20 7 8 10 20 10 8 7 20 15 20 9 1
17 1 8 11 20 5 12 1 2 10 15 23 24 13 20 5 14 17 24
18 1 7 3 9 10 7 14 1 8 5 8 1 14 7 10 9 3 7 1
19 1 6 21 6 1 22 7 12 7 22 3 18 13 18 3 24 19 4 19 24
20 1 5 15 10 20 21 10 5 20 15 6 15 20 5 10 21 20 10 15 5 1
21 1 4 10 20 10 1 14 20 15 20 16 9 5 10 5 11 24 15 5 15 21 24
22 1 3 6 10 15 16 13 6 20 5 21 18 21 5 20 6 13 16 15 10 6 3 1
23 1 2 3 4 5 1 22 18 14 10 16 22 3 9 15 11 7 3 24 20 21 22 23 24
24 1 1 1 1 1 21 21 21 21 21 6 6 6 6 6 21 21 21 21 21 21 1 1 1 1
25 0 0 0 0 20 0 0 0 0 10 0 0 0 0 15 0 0 0 0 5 0 0 0 0 0
26 0 0 0 20 5 0 0 0 10 15 0 0 0 15 10 0 0 0 5 20 0 0 0 0 0
27 0 0 20 10 20 0 0 10 5 10 0 0 15 20 15 0 0 5 15 5 0 0 0 0 0
28 0 20 15 10 5 0 10 20 5 15 0 15 5 20 10 0 5 10 20 20 0 0 0 0 0
29 20 20 20 20 20 10 10 10 10 10 15 15 15 15 15 5 5 5 5 5 0 0 0 0 0
30 0 0 0 0 15 0 0 0 0 5 0 0 0 0 15 0 0 0 0 20 0 0 0 0 20
31 0 0 0 15 10 0 0 0 5 20 0 0 0 15 10 0 0 0 20 5 0 0 0 20 5
32 0 0 15 20 15 0 0 5 15 5 0 0 0 0 15 0 0 20 10 20 0 0 20 10 20
33 0 15 5 20 10 0 5 10 15 20 0 0 0 0 15 0 20 15 10 5 0 20 15 10 5
34 15 15 15 15 15 5 5 5 5 5 15 15 15 15 15 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20
35 0 0 0 0 15 0 0 0 0 10 0 0 0 0 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 20
36 0 0 0 15 10 0 0 0 10 15 0 0 0 5 20 0 0 0 0 0 0 0 0 20 5
37 0 0 15 20 15 0 0 10 5 10 0 0 5 15 5 0 0 0 0 0 0 0 20 10 20
38 0 15 5 0 10 0 10 20 5 15 0 5 10 15 20 0 0 0 0 0 0 20 15 10 5
39 15 15 15 15 15 10 10 10 10 10 5 5 5 5 5 0 0 0 0 0 20 20 20 20 20
40 0 0 0 0 20 0 0 0 0 20 0 0 0 0 20 0 0 0 0 20 0 0 0 0 20
41 0 0 0 20 5 0 0 0 20 5 0 0 0 20 5 0 0 0 20 5 0 0 0 20 5
42 0 0 20 10 20 0 0 20 10 20 0 0 20 10 15 0 0 20 10 20 0 0 20 10 20
43 0 20 15 10 5 0 20 15 10 5 0 20 15 10 5 0 20 15 10 5 0 20 15 10 5
44 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20
45 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Рассмотрим кратные производные для функции, полученной в результате такого
редуцирования. Пусть

pR(i) = F0(ipn−1) = ∆pn

1 F (ipn−1) mod p2, 1 6 i 6 p− 1,

где R : Zp → Zp —функция, полученная в результате редуцирования.
Воспользуемся также следующей очевидной леммой.
Лемма 4. Для любой функции F : G → G, G = ZM , M > 2, удовлетворяющей

условию
M−1∑
x=0

F (x) ≡ 0 (modM),

существует функция F ∗ : G→ H, такая, что ∆1F
∗ = F .

Доказательство. Используя равенства F (x) = F ∗(x+1)−F ∗(x), 0 6 x 6M−1,
составим систему уравнений в ZM для значений функции F ∗:

F ∗(1) = F ∗(0) + F (0),
F ∗(2) = F ∗(1) + F (1),

. . . . . .
F ∗(M − 1) = F ∗(M − 2) + F (M − 2),

F ∗(0) = F ∗(M − 1) + F (M − 1) = F ∗(0) +
M−1∑
x=0

F (x).

Теперь, выбирая произвольное значение F ∗(0), можно однозначно вычислить все
остальные значения функции F ∗.

В силу леммы 4 можно считать, что сама функция R является производной неко-
торой функции R∗. Так как для любой функции от одной переменной по модулю p её
производная степени p равна нулю, то

∆p−1
1 R = ∆p

1R
∗ = 0 mod p.

Это означает, что ∆
pn+(p−1)pn−1

1 F (x) = 0 mod p2 при всех x ∈ Zpn . (Другой способ
доказательства этого факта основан на следствии 3. Если увеличить на 1 значения
функции F0 в точках ipn−1, то получаются значения, кратные p, причем значения
последующих производных в этих точках не изменятся. Поэтому через pn шагов все
значения будут кратны p2.)

Для рассмотренного выше примера из табл. 3 для pn = 25 функция R и её произ-
водные приведены в табл. 4.

Та б л и ц а 4
Значения производных функции R

для случая p = 5 и n = k = 2

x 1 2 3 4 0
R∗ 0 4 1 4 0
R 4 2 3 1 0

∆1
1R 3 1 3 4 4

∆2
1R 3 2 1 0 4

∆3
1R 4 4 4 4 4

∆4
1R 0 0 0 0 0

Теперь строка значений функции ∆
pn+(p−1)pn−1

1 F обладает свойствами, аналогич-
ными рассмотренной выше строке значений ∆pn

1 F :
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1) p значений, соответствующих значениям аргумента вида ipn−1, 0 6 i < p, лежат
в p2Zpk ;

2) p2−p значений, соответствующих оставшимся значениям аргумента вида ipn−2,
0 6 i < p2, лежат в p3Zpk ;

3) p3−p2 значений, соответствующих оставшимся значениям аргумента вида ipn−3,
0 6 i < p3, лежат в p4Zpk , и т. д.;

4) pn−2 − pn−3 значений, соответствующих оставшимся значениям аргумента вида
ip2, 0 6 i < pn−2, лежат в pn−1Zpk ;

5) остальные pn − pn−2 элементов лежат в pnZpk .

Аналогично рассуждая, получаем, что все значения ∆
pn+2(p−1)pn−1

1 F лежат в p3Zpk ,
и т. д. Таким образом, при

N = pn + (k − 1)(p− 1)pn−1

для всех x ∈ Zpn выполнено равенство

∆N
1 F (x) = 0 mod pk.

Теперь рассмотрим случай произвольной последовательности кратных производ-
ных. При 1 < a 6 pn − 1 равенство ∆N

a F = 0 mod pk также остается справедливым.
Это вытекает из следующей леммы.

Лемма 5. Для любой функции F : ZM → ZM и любого 1 < a < M справедливо
равенство

∆aF (x) = ∆1

(
a−1∑
i=0

F (x+ i)

)
.

Доказательство вытекает из очевидного равенства

F (x+ a)− F (x) =
a−1∑
i=0

(F (x+ i+ 1)− F (x+ i)).

Рассмотрим кратную производную ∆a1∆a2 . . .∆aNF для произвольной последова-
тельности a1, a2 . . . , aN ∈ Zpn . Очевидным следствием леммы 5 является

Лемма 6. Для любой функции F : ZM → ZM и любых 1 < ai < M , 1 6 i 6 N ,
справедливо равенство

∆a1∆a2 . . .∆aNF (x) =
a1−1∑
i1=0

. . .
aN−1∑
iN=0

∆N
1 F (x+ i1 + . . .+ iN).

Из леммы 6 вытекает, что при N = pn+(k−1)(p−1)pn−1 все кратные производные
степени N обращаются в нуль. Следовательно, dl F 6 pn + (k − 1)(p− 1)pn−1 − 1.

Перейдём теперь к случаю нескольких переменных.
Теорема 3. Если F : G1× · · ·×Gm → H, Gi = Zpni , 1 6 i 6 m, H = Zpk , p > 2, то

dl F 6
m∑
i=1

(pni − (k − 1)(p− 1)pni−1 − 1).

Доказательство. Рассмотрим случай m = 2. При всех a1, a2 ∈ Zpn имеем

∆(a1,a2)F (x1, x2) = ∆(a1,0)F (x1, x2 + a2) + ∆(0,a2)F (x1, x2).
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Пользуясь леммой 5, получаем при всех a1, a2, b1, b2 ∈ Zpn

∆(b1,b2)∆(a1,a2)F (x1, x2) = ∆(b1,b2)

(
∆(1,0)

a1−1∑
i=0

F (x1 + i, x2 + a2) + ∆(0,1)

a2−1∑
j=0

F (x1, x2 + j)

)
=

= ∆2
(1,0)H1,0(x1, x2) + ∆(1,0)∆(0,1)H1,1(x1, x2) + ∆2

(0,1)H0,1(x1, x2)

при некоторых функциях H1,0, H1,1 и H0,1.
Следовательно, каждую кратную производную степени N

∆
(a

(1)
1 , a

(1)
2 )

. . .∆
(a

(N)
1 , a

(N)
2 )

F (x1, x2)

можно преобразовать к виду

N∑
i=0

∆i
(1,0)∆

N−i
(0,1)Fi,N−i(x1, x2)

при некоторых функциях Fi,N−i, 0 6 i 6 N .
Для того чтобы все кратные производные обратились в нуль, достаточно, чтобы

число i было больше, чем pn1 + (k − 1)(p − 1)pn1−1, или число (N − i) — больше, чем
pn2 + (k − 1)(p− 1)pn2−1. Значит, при

N = (pn1 + (k − 1)(p− 1)pn1−1 − 1) + (pn2 + (k − 1)(p− 1)pn2−1 − 1) + 1

все производные будут равны нулю. Отсюда в случае m = 2 справедлива оценка

dl F 6 (pn1 + (k − 1)(p− 1)pn1−1 − 1) + (pn2 + (k − 1)(p− 1)pn2−1 − 1).

В общем случае имеем оценку dl F 6
m∑
i=1

(pni + (k − 1)(p− 1)pni−1 − 1).

Теорема 4. Пусть F : G1 × · · · × Gm → H1 × · · · × Ht, где G = Zpni , H = Zpkj ,
1 6 i 6 m, 1 6 j 6 t; p > 2; m > 1; t > 1. Если F = (F1, . . . , Ft), где Fj — соответству-
ющие координатные функции Fj : G1 × · · · ×Gm → Hj, 1 6 j 6 t, то

dl F = max
16j6t

dl Fi 6
m∑
i=1

(
pni +

(
max
16j6t

kj − 1

)
(p− 1)pni−1 − 1

)
.

Доказательство вытекает из определения параметра dl и теоремы 3.
Следствие 4. Если F : Gm → Gt, где G = Zpn , p > 2, m > 1, t > 1, то

dl F 6 m(pn+(n−1)(p−1)pn−1−1) = m(pnn−pn−1(n−1)−1) = m

(
pn
(
n− n− 1

p

)
− 1

)
.

Преимущество данного подхода к определению степени нелинейности заключается
в том, что он полностью определяется свойствами только операции сложения. Так,
например, из определения степени нелинейности легко вытекает

Теорема 5. Если G и H —циклические p-группы примарного порядка и R—под-
группа в G, то для степеней нелинейности функции F : G → H и её ограничения на
подгруппу R, F |R : R→ H, выполнено неравенство dl (F |R) 6 dl F .
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4. Полиномиальные функции
В случае циклических групп, в отличие от элементарных абелевых групп, вопрос

о способе выбора операции умножения представляется не таким однозначным. Если
естественным образом рассматривать циклические группы примарного порядка как
аддитивные группы колец вычетов G = Zpn и H = Zpk с имеющимися в них опера-
циями умножения, то определение степени нелинейности через степень многочлена
является неудобным, так как не всякая функция F может быть задана многочленом
(или набором многочленов координатных функций). Полиномиальные функции над
кольцом вычетов, то есть функции, которые могут быть заданы многочленом над
этим кольцом, составляют относительно малую долю функций (см., например, [3, 4]).
Покажем, что для полиномиальных функций над кольцом Zpn степень нелинейности
функции совпадает с минимальной степенью многочлена, задающего эту функцию.

Теорема 6. Если F : Gm → G—полиномиальная функция над кольцом G = Zpn ,
p > 2, n > 1, m > 1, и P (x1, . . . xn) ∈ Zpn [x1, . . . xn] —многочлен минимальной степени,
задающий эту функцию, то степень нелинейности совпадает со степенью многочлена
P (x1, . . . xn):

dl F = deg P.

Доказательство. Как известно [3], многочлен минимальной степени, задающий
функцию F , определён однозначно и может быть записан в виде

P (x1, . . . xn) =
∑

16i1<...<il6n

∑
i+α(j1)+...+α(jl)<m

bj1...jli1...ili
pi(xi1)j1 . . . (xil)jl ,

где (x)j = x(x−1) . . . (x−i+1), α(j) = max{t : j! ≡ 0 ( mod pt)}, причём все коэффици-
енты bj1...jli1...ili

являются целыми числами, удовлетворяющими условию 1 6 bj1...jli1...ili
6 p− 1.

Из свойств факториальной степени следует, что при всех 1 6 i1 < . . . < il 6 n и
i+ α(j1) + . . .+ α(jl) < m

dl (xi1)j1 . . . (xil)jl = j1 + . . .+ jl = deg (xi1)j1 . . . (xil)jl .

Поэтому
dl F 6 max{j1 + . . .+ jl} = deg P,

где максимум берется по всем одночленам, входящим в запись многочлена P (x1, . . . xn).
Докажем, что имеет место равенство. Пусть bj1...jli1...ili

pi(xi1)j1 . . . (xil)jl — один из одно-
членов максимальной степени. Для него выполняется

∆j1
ei1
. . .∆jl

eil
bj1...jli1...ili

pi(xi1)j1 . . . (xil)jl = bj1...jli1...ili
pii1! . . . il! 6≡ 0 (mod pn).

Здесь через ei обозначен вектор (0, . . . 0, 1, 0, . . . , 0), в котором единица стоит на i-м
месте, соответствующем переменной xi.

Покажем, что все остальные одночлены после взятия производной ∆j1
ei1
. . .∆jl

eil
обра-

тятся в нуль. Если bq1...qsk1...ksk
pk(xk1)q1 . . . (xks)qs —другой одночлен максимальной степени,

j1 + . . .+ jl = q1 + . . .+ qs, для которого

∆j1
ei1
. . .∆jl

eil
bj1...jsk1...ksk

pk(xk1)q1 . . . (xks)qs 6≡ 0 (mod pn),

то для наборов переменных должно выполняться включение {i1, . . . , il} ⊆ {k1, . . . , ks},
так как иначе взятие производной по несущественной переменной даст нулевое зна-
чение. Кроме того, чтобы производная не обращалась в нуль, должны выполняться
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неравенства jh 6 qh, 1 6 h 6 l, но это противоречит тому, что одночлены различны.
Поэтому

∆j1
ei1
. . .∆jl

eil
F (x) ≡ bj1...jli1...ili

pii1! . . . il! 6≡ 0 (mod pn),

откуда окончательно получаем dl F = j1 + . . .+ jl = deg P .

В заключение рассмотрим псевдополиномиальный способ задания функций над
кольцом вычетов, в котором вместо факториальных степеней используются биноми-
альные коэффициенты. Рассмотрим целочисленные функции(

x

i

)
=
x(x− 1) · · · (x− i+ 1)

i!

при i ∈ {1, . . . , n − 1}, x ∈ Z. При i = 0 полагают
(
x

0

)
= 1. При 0 6 a 6 b 6 n − 1

имеют место соотношения
b∑
i=a

(−1)i+a
(
i

a

)(
b

i

)
= δab,

где δab — символ Кронекера. Если рассматривать функцию F : Zn → Zn как цело-
численную F : Z → Z, принимающую конечное число ненулевых значений в точках
0, 1, . . . , n− 1, то из данных соотношений вытекает справедливость разложения функ-
ции F : Zn → Zn

F (x) =
n−1∑
i=0

h(i)

(
x

i

)
с коэффициентами вида

h(i) =
n−1∑
a=i

F (a)(−1)i+a
(
i

a

)
,

называемого разложением Ньютона функции F (см., например, [5]).
Для конечной разности ∆1F (x) = F (x+ 1)− F (x) над Z справедливы равенства

∆j
1

(
x

i

)
=

(
x

i− j

)
, 0 6 j 6 i.

Поэтому набор коэффициентов h(i), 0 6 i 6 n − 1, также можно рассматривать как
целочисленную функцию, причём значение h(i) совпадает со значением i-й конечной
производной над Z функции F в точке x = 0:

h(i) = ∆i
1F (0).

Для случая нескольких переменных разложение Ньютона строится аналогично:

F (x1, . . . , xm) =
n−1∑

i1,...,im=0

h(i1, . . . , im)

(
x1

i1

)
· · ·
(
xm
im

)
,

где
h(i1, . . . , im) = ∆i1

e1
· · ·∆im

emf(0, . . . , 0), i1, . . . , im ∈ {0, . . . , n− 1},

ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) — вектор, i-я координата которого равна 1, 1 6 i 6 m.
Здесь наблюдается кажущееся противоречие с рассмотренным выше подходом, так

как максимальная степень нелинейности функции в целочисленном представлении
равна n − 1 (для случая одной переменной), в то время как степень нелинейности
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этой же функции над кольцом вычетов может оказаться значительно превосходящей
число n − 1. Различие в значениях степени нелинейности объясняется тем, что дей-
ствия оператора ∆1 на множестве целочисленных функций и функций над кольцом
вычетов отличаются. Например, над Z имеем

∆1

(
x

i

)
=

(
x+ 1

i

)
−
(
x

i

)
=

(
x

i− 1

)
,

в то время как над Zn имеем

∆1

(
x

i

)
=

((
x+ 1 mod n

i

)
−
(
x

i

))
mod n, 0 6 i 6 n− 1,

причём при x = n− 1 получаются разные выражения. Например, при n = 25 и x = 24
имеем

∆1

(
x

5

)
(24) =

(
25

5

)
−
(

24

5

)
=

(
24

5

)
≡ 5− 4 ≡ 1 (mod 25),

в то же время, если аргументы приводить по модулю 25, то

∆1

(
x

5

)
(24) =

(
0

5

)
−
(

24

5

)
≡ 0− 4 ≡ 21 (mod 25).

Более подробно о разложении Ньютона можно прочитать, например, в [5].
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Изучается код аутентификации с секретностью на основе проективной геометрии,
обеспечивающий стойкую аутентификацию и конфиденциальность для равнове-
роятного источника информации.
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1. Определения и постановка задачи
Код аутентификации (далее —A-код) — это тройка A = (S,E,M) конечных мно-

жеств, называемых соответственно множествами состояний источника, правил коди-
рования и сообщений. Правило кодирования e ∈ E — это инъективное отображение
e : S → M . Для защиты сообщений от активных атак, к которым относятся атаки
имитации и подмены, отправитель и получатель выбирают общее (секретное) правило
кодирования e. Отправитель вычисляетm = e(s) и направляет сообщениеm получате-
лю. Критерием аутентичности полученного сообщения является условие e−1(m) 6= ∅.
Здесь e−1 : M → S ∪ {∅}— обратное к e отображение, определяемое формулой

e−1(m) =

{
s, если m = e(s),

∅, если m /∈ e(S),

где e(S) = {e(s) : s ∈ S}. Предполагается, что ∅ /∈ S. Для удобства выбора правила
кодирования индексируются ключами из множества K.

Матрицей кодирования A-кода A называется матрица C(A) = (c(e,m)) размеров
|E| × |M |. Строки матрицы C(A) занумерованы правилами кодирования e ∈ E, столб-
цы— сообщениями m ∈ M . Элементы матрицы определяются равенством c(e,m) =
= e−1(m). Матрица инцидентности A-кода — это матрица I(A) = (i(e,m)) тех же
размеров, где

i(e,m) =

{
1, если e−1(m) 6= ∅,
0, если e−1(m) = ∅.

Если в каждом столбце матрицы кодирования A-кода имеются вхождения лишь
одного состояния источника, то A-код называется декартовым или A-кодом без сек-
ретности. Он характеризуется тем, что e−1

1 (m) = e−1
2 (m) для любых m ∈ M и

e1, e2 ∈ E(m), где E(m) = {e ∈ E : e−1(m) 6= ∅}. Это означает, что сообщение од-
нозначно определяет состояние источника, поэтому состояние источника не являет-
ся секретом для противника. Недекартов A-код называют A-кодом с секретностью.
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Фактически A-код с секретностью может обеспечивать конфиденциальность состояния
источника. В связи с этим можно говорить о криптографической стойкости A-кода.

Стойкость A-кода к активной атаке оценивается величиной вероятности успеха ата-
ки. При имитации противник вводит в канал связи поддельное сообщение (имитируя
передачу сообщения от одного пользователя другому), а при подмене — подменяет на-
блюдаемое сообщение (например, модифицируя его). В обоих случаях противник рас-
считывает на то, что поддельное сообщение будет принято как аутентичное. Не зная
правила кодирования, противник добьётся успеха при выборе поддельного сообщения
лишь с некоторой вероятностью. Если противник сможет определить по наблюдаемо-
му сообщению правило кодирования, то он добьётся успеха в подмене с вероятностью
равной 1. При этом противник сможет навязать получателю любое поддельное сооб-
щение. Чем меньше эта вероятность, тем более стойким является A-код.

В простейшем случае речь идёт об атаках на основе не более чем одного наблю-
даемого сообщения. В этом случае естественно полагать, что каждое правило коди-
рования используется для передачи лишь одного состояния источника. Кроме того,
имеется в виду атака, в которой противник добивается успеха, когда лишь некоторое
(а не выбранное по его усмотрению) сообщение принимается как аутентичное. Другими
словами, противник рассчитывает лишь на навязывание «наугад». Только такие ата-
ки рассматриваются в этой работе. Любые другие атаки, в которых противник может
использовать имитацию или подмену на основе наблюдения нескольких сообщений,
образованных с помощью одного и того же правила кодирования или имеющих целью
навязывание выбранного состояния источника, должны рассматриваться отдельно.

Определим вероятности успеха атак. Будем полагать, что состояния источника и
правила кодирования выбираются случайно и независимо друг от друга в соответствии
с заданными на множествах S и E распределениями вероятностей P (S) = (pS(s) : s∈S)
и P (E) = (pE(e) : e ∈ E). Пусть S и E — соответствующие случайные величины. Они
полагаются независимыми и естественным образом индуцируют случайную величи-
ну M с множеством исходов M . Вероятность pM(m) вычисляется по формуле

pM(m) =
∑

e∈E(m)

pE(e)pS(e−1(m)).

Обычно полагают, что правила кодирования выбираются случайно и равноверо-
ятно (в общем случае это не обязательное условие [1, 2]). Будем и мы полагать, что
распределение P (E) —равномерное.

Пусть pи(m) — вероятность того, что (при случайном выборе правила кодирования)
имитируемое сообщение m ∈M будет принято как аутентичное. Ясно, что

pи(m) =
∑

e∈E(m)

pE(e).

Тогда (учитывая равномерность распределения P (E)) определим вероятность pи успе-
ха имитации формулой

pи = max
m∈M

pи(m) = max
m∈M

|E(m)|
|E|

. (1)

Вероятность pп успеха подмены определяется формулой

pп =
∑
m∈M

pM(m)pп(m),
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где
pп(m) = max

n6=m
pп(n | m),

а pп(n | m) — вероятность того, что (для случайно выбранной пары (e, s)) противник
добьётся успеха при подмене наблюдаемого m ∈ M сообщением n 6= m. Эта вероят-
ность вычисляется по формуле

pп(n | m) =
1

pM(m)

∑
e∈E(m,n)

pE(e)pS(e−1(m)),

где E(m,n) = E(m) ∩ E(n). Учитывая равномерность распределения P (E), получаем

pп =
1

|E|
∑
m∈M

max
n6=m

∑
e∈E(m,n)

pS(e−1(m)). (2)

Если распределение P (S) равномерно, то формула (2) принимает вид

pп =
1

|E| · |S|
∑
m∈M

max
n6=m
|E(m,n)|. (3)

Будем называть ε-стойким A-код, для которого max{pи, pп} 6 ε, где ε— выбранный
порог стойкости. В настоящее время достаточной считается величина ε порядка 2−128.
Известны (см., например, [3]) достижимые нижние оценки вероятностей pи, pп:

pи >
|S|
|M |

, pп >
|S| − 1

|M | − 1
, max{pи, pп} >

1√
|E|

.

Актуальной является разработка конструкций A-кодов, использующих общий сек-
ретный ключ для обеспечения аутентификации и конфиденциальности передаваемых
сообщений. Этой теме посвящён целый ряд работ [4 – 18]. В данной работе предлагает-
ся конструкция A-кода на основе проективной геометрии, обеспечивающего ε-стойкую
аутентификацию и совершенное шифрование для равновероятного источника.

2. Теорема Зингера
Пусть v, k, λ—натуральные числа. Тогда (v, k, λ)-схемой или блок-схемой назы-

вается пара (M,B), где M —множество мощности v и B — семейство k-подмножеств
(блоков) множества M , таких, что любое 2-подмножество множества M содержится
точно в λ блоках.

Пусть b—число блоков схемы и r—число блоков, содержащих любой выбранный
элемент множества M . Тогда для параметров блок-схемы выполняются следующие
соотношения: {

b · k = v · r,
r · (k − 1) = λ · (v − 1).

(4)

Для блок-схемы выполняется неравенство Фишера b > v. Блок-схема, для которой
b = v, называется симметричной. Известно, что для симметричной блок-схемы спра-
ведливо равенство r = k и любые два блока имеют ровно λ общих точек.

Пусть Fq —поле из q элементов. Пространство всех векторов (an, . . . , a0), ai ∈ Fq,
называется проективной геометрией размерности n над Fq и обозначается PG(n, q).
Вектор 0 = (0, . . . , 0) образует пустое подпространство размерности −1. Точка — под-
пространство размерности 0. Это множество векторов bx, где x = (xn, . . . , x0) 6= 0,
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а b пробегает все элементы из Fq. Если векторы y0, . . . , yh линейно независимы, то
множество векторов {b0y0 + . . . + bhyh : bi ∈ Fq}—подпространство Sh размерности h.
Подпространство Sn−1 называется гиперплоскостью. Если (cn, . . . , c0) 6= 0, то множе-
ство всех точек (xn, . . . , x0), удовлетворяющих уравнению

cnxn + . . .+ c0x0 = 0,

образует гиперплоскость, и обратно, каждая гиперплоскость может быть определена
таким образом, причём (cn, . . . , c0) и (scn, . . . , sc0), s 6= 0, определяют одну и ту же
гиперплоскость.

Каждый из qn+1 − 1 ненулевых векторов определяет точку, и, поскольку
(xn, . . . , x0) и (dxn, . . . , dx0), d 6= 0, определяют одну и ту же точку, всего имеется
v = (qn+1 − 1)/(q − 1) точек. Аналогично, поскольку (cn, . . . , c0) и (scn, . . . , sc0), s 6= 0,
определяют одну и ту же гиперплоскость, имеется v гиперплоскостей. Подпростран-
ство Sh содержит v = (qh+1 − 1)/(q − 1) точек, а гиперплоскость — k = (qn − 1)/(q − 1)
точек.

С проективной геометрией PG(n, q) ассоциируется симметричная блок-схема.
Это следует из теоремы Зингера [19].

Теорема 1. Гиперплоскости геометрии PG(n, q), взятые в качестве блоков, и точ-
ки, взятые в качестве элементов, образуют симметричную блок-схему с параметрами

v =
qn+1 − 1

q − 1
, k =

qn − 1

q − 1
, λ =

qn−1 − 1

q − 1
. (5)

Эта схема является циклической, и точки в любой гиперплоскости определяют (v, k, λ)-
разностное множество.

Симметричная блок-схема называется циклической, если она имеет автоморфизм α,
который переставляет элементы и блоки по циклу длины v. Автоморфизмом блок-
схемы называется взаимно однозначное отображение α множеств элементов и блоков
схемы на множества элементов и блоков той же схемы, такое, что если xi — элемент, а
Bj — блок и {

α : xi → x′i = (xi)α,

α : Bj → (B′j)α,

то xi ∈ Bj тогда и только тогда, когда x′i ∈ B′j.
Множество D, состоящее из k вычетов a1, . . . , ak по модулю v, называется (v, k, λ)-

разностным множеством, если для каждого d 6= 0 (mod v) существует ровно λ упо-
рядоченных пар (ai, aj), ai, aj ∈ D, таких, что ai − aj ≡ d (mod v).

3. A-код на основе проективной геометрии
Рассмотрим A-код, множеством сообщений и ключей которого служит множество

точек геометрии PG(n, q), а множества eκ(S), κ ∈ K, совпадают с множествами точек
гиперплоскостей (произвольным образом упорядоченными). Таким образом, правило
кодирования eκ, отвечающее ключу κ, удовлетворяет равенству eκ(S) = Bκ, где S —
множество состояний источника, а Bκ — гиперплоскость, определяемая точкой κ.

По теореме Зингера для построенного A-кода множества eκ(S) составляют блоки
симметричной (v, k, λ)-схемы с параметрами, указанными в (5). Для такой схемы вы-
полняется равенство r = k и любые два блока имеют ровно λ общих точек. Отсюда
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следует, что для любого сообщения m и любой пары различных сообщений m1 и m2

|E(m)| = r = k =
qn − 1

q − 1
и |E(m,n)| = λ =

qn−1 − 1

q − 1
.

Поскольку для параметров блок-схемы выполняются соотношения (4), из фор-
мул (1), (3) получаем значения вероятностей успеха имитации и подмены для постро-
енного A-кода:

pи =
qn − 1

qn+1 − 1
, pп =

qn−1 − 1

qn − 1
.

Таким образом, max{pи, pп} ≈ 1/q. Например, при q = 2128 шансы на успех атаки
имитации или подмены оцениваются величиной порядка 2−128.

Уточним теперь выбор гиперплоскости eκ(S) для каждого κ ∈ K и значение eκ(s)
для каждого s ∈ S, при котором A-код, рассматриваемый как шифр, реализует совер-
шенное (по К. Шеннону [20]) шифрование. В связи с этим отметим, что любой A-код
с секретностью может быть формально рассмотрен как шифр. При этом S иM —мно-
жества открытых и шифрованных текстов, eκ : S →M и e−1

κ : M → S∪{∅}—правила
зашифрования и расшифрования на ключе κ ∈ K. Такой взгляд на код аутентифика-
ции позволяет формально ставить вопрос о его стойкости как шифра.

Теорема 2. Правило кодирования A-кода на основе проективной геометрии мож-
но выбрать так, чтобы A-код являлся совершенным шифром.

Доказательство. ПустьA—код аутентификации на основе проективной геомет-
рии и I(A) — его матрица инцидентности. Как было отмечено, для параметров кода A
справедливы равенства |M | = v = b = |E| и r = k = |S|, означающие, что I(A) —квад-
ратная (0, 1)-матрица, в каждой строке и каждом столбце которой содержится ровно
k единиц. Согласно [21, теорема 4, с. 364], такая матрица представляется в виде суммы
k подстановочных матриц. Поместив на места единиц в каждой из подстановочных
матриц одно из k состояний источника, получим матрицу, в каждой строке и каждом
столбце которой содержатся все состояния источника. Обозначим полученную матрицу
через C(A). Она является матрицей кодирования кода аутентификации A с данными
множествами S,E,M . Покажем, что A реализует совершенное шифрование.

Для этого воспользуемся критерием совершенности, согласно которому для любых
m ∈ M и s ∈ S выполняется равенство pM(m) = pM |S(m|s). Это равенство можно
записать в виде ∑

e∈E(s,m)

pE(e) =
∑

e∈E(m)

pE(e) · pS(e−1(m)), (6)

где E(s,m) = {e ∈ E : e(s) = m}. С учётом условия равновероятности выбора состоя-
ний источника и правил кодирования (6) равносильно равенству

1

b
|E(s,m)| = 1

bk
|E(m)|. (7)

Из свойств матрицы C(A) следует, что |E(s,m)| = 1 для любых s ∈ S и m ∈ M .
А поскольку E(m) = k, приходим к выводу о том, что равенство (7), а вместе с ним
и (6) справедливо.

Остаётся найти подходящее разложение матрицы I(A) в сумму подстановочных
матриц. Для того чтобы сделать это, обратимся к доказательству (из [19]) цикличности
блок-схемы в теореме Зингера.
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Пусть θ—примитивный элемент поля GF(qn+1). Тогда θ—корень многочлена F (x)
степени n+ 1, неприводимого над GF(q). Пусть

F (x) = xn+1 + cnx
n + . . .+ c0, ci ∈ GF(q).

Поскольку F (θ) = 0, выполняется соотношение

θn+1 = −c0 − c1θ − . . .− cnθn.

Отсюда следует, что для любой степени i элемента θ для подходящих элементов
a0, . . . , an ∈ GF(q) выполняется равенство

θi = a0 + a1θ + . . .+ anθ
n. (8)

Тем самым устанавливается взаимно однозначное соответствие между множеством
степеней элемента θ и множеством ненулевых векторов (a0, . . . , an) над GF(q), рас-
сматриваемых как точки геометрии PG(n, q).

В условиях теоремы v =
qn+1 − 1

q − 1
, поэтому элементы 0, 1, θv, . . . , θ(q−2)v дают q ре-

шений уравнения zq = z и образуют подполе GF(q) поля GF(qn+1). Если θsv = t, то
t ∈ GF(q), и поэтому если (8) выполняется, то

θi+sv = ta0 + ta1θ + . . .+ tanθ
n.

Следовательно, θi и θj соответствуют одной и той же точке из PG(n, q) тогда и только
тогда, когда i ≡ j (mod v). Таким образом, если задано отображение α поля GF(qn+1)
в себя {

α : 0→ 0,

α : θi → θi+1,
(9)

то, ввиду (8), α можно рассматривать и как отображение

α : (a0, a1, . . . , an)→ (−anc0, a0 − anc1, . . . , an−1 − ancn) (10)

множества точек в себя. Поскольку θv(q−1) = 1, отображение (9) является взаимно
однозначным, и поэтому взаимно однозначно и отображение (10). Так как θi и θi+v со-
ответствуют одной и той же точке, а 1, θ, . . . , θv−1 —различным точкам, отображение α
в (10) переставляет все v точек по полному циклу.

Заметим теперь, что v − qk = 1. Из этого равенства следует, что k и v взаимно
просты. Если для некоторого j 6= 0 отображение αj переводит точки некоторой гипер-
плоскости в себя, то αj переставляет их по циклам длины t, где t делит k. Но тогда,
поскольку αv = 1, t должно делить v и, раз v− qk = 1, приходим к выводу, что t = 1 и
αj = 1. Так как никакая степень отображения α, за исключением степени v, не фикси-
рует гиперплоскость, α должно переставлять гиперплоскости по циклу длины v. Это
доказывает цикличность блок-схемы.

Пусть q = pd. Рассмотрим башню полей GF(p) ⊂ GF(q) ⊂ GF(qn+1). Пусть θ—при-
митивный элемент поля GF(qn+1) над GF(q) и ω—примитивный элемент поля GF(q)
над GF(p). Тогда для подходящих bi ∈ GF(p) и cj ∈ GF(q) выполняются равенства

ωd + bd−1ω
d−1 + . . .+ b0 = 0,

θn+1 + cnθ
n + . . .+ c0 = 0.

(11)
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Пусть θi ↔ (a0, . . . , an−1) — взаимно однозначное соответствие из (8) и α— авто-
морфизм (9). Можно полагать, что множества ключей и сообщений нашего A-кода
представлены в виде K = M = {θ0, θ1, . . . , θv−1}. Пусть S = {s0, s1, . . . , sk−1}—произ-
вольное множество состояний источника. Блоками блок-схемы, ассоциированной с гео-
метрией PG(n, q), служат гиперплоскости. Пусть

B0 = {θi | i : θi = a0 + a1θ + . . .+ an−1θ
n−1, a0, a1, . . . , an−1 ∈ GF(q)}

— одна из гиперплоскостей. Запишем для удобства её элементы в виде

B0 = {θγ0 , θγ1 , . . . , θγk−1}. (12)

Положим

Bj = (B0)αj = {θγ0+j, θγ1+j, . . . , θγk−1+j}, j = 1, 2, . . . , v − 1.

Тогда B0, B1, . . . , Bv−1 — все блоки блок-схемы, связанные в один цикл преобразовани-
ем α:

B0
α→ B1

α→ . . .
α→ Bv−1

α→ B0.

Если теперь строки и столбцы матрицы кодирования упорядочить в соответствии
с последовательностью степеней θ : θ0, θ1, . . . , θv−1, и для κ ∈ K положить eκ(S) = Bκ,
то, согласно сказанному выше, получим циклическую матрицу. При этом элементы
множества S упорядочены естественным образом: s0, s1, . . . , sk−1. Мы получили иско-
мую «раскраску» клеток матрицы инцидентности и соответствующую формулу для
правила кодирования. Её можно записать в виде

eθj(si) = θ(γi+j) mod v, (13)

где γi определены формулой (12).
Итоги проведённых рассуждений сформулируем в следующем утверждении.
Теорема 3. Код аутентификации с правилом кодирования (13) гарантирует успех

активной атаки с вероятностью, не превосходящей 1/q, и совершенное шифрование.
Для лучшего понимания устройства такого A-кода приведём пример.

4. Пример
Пусть q = 22 и n = 2. В этом случае GF(qn+1) = GF(26). Выберем в качестве ω

корень примитивного многочлена f(y) = y2 + y + 1 над полем GF(2), а в качестве
θ—корень примитивного многочлена F (x) = x3 + ωx2 + ωx + ω над полем GF(22).
Используя равенства (11) ω2 = ω + 1 и θ3 = ωθ2 + ωθ + ω, вычисляем степени θi для
i = 0, 1, . . . , v − 1, где v = q2 + q + 1 = 21 (табл. 1).

Для большей наглядности закодируем элементы поля GF(22) числами 0, 1, 2, 3, а
операции сложения и умножения этих элементов будем производить в соответствии
с операциями фактор-кольца GF(2)[y]/f(y) (табл. 2).

При этом элемент ω заменится на 2, а ω + 1 —на 3. Учитывая, что векторы
(cn, . . . , c0) и (scn, . . . , sc0), s 6= 0, определяют одну и ту же гиперплоскость, получаем
следующее представление элементов множеств K = M (табл. 3).

Заменим θi вычетом i mod 21 или соответствующей тройкой a0a1a2 согласно табл. 3.
Тогда гиперплоскость B0 из (11) имеет вид

B0 = {0, 1, 6, 8, 18} или B0 = {100, 010, 130, 110, 120}.
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Та б л и ц а 1
Степени θi

θ0 = 1 (1, 0, 0)
θ1 = θ (0, 1, 0)
θ2 = θ2 (0, 0, 1)
θ3 = ω + ωθ + ωθ2 (ω, ω, ω)
θ4 = (ω + 1) + θ + θ2 (ω + 1, 1, 1)
θ5 = ω + θ + (ω + 1)θ2 (ω, 1, ω + 1)
θ6 = 1 + (ω + 1)θ (1, ω + 1, 0)
θ7 = θ + (ω + 1)θ2 (0, 1, ω + 1)
θ8 = 1 + θ (1, 1, 0)
θ9 = θ + θ2 (0, 1, 1)
θ10 = ω + ωθ + (ω + 1)θ2 (ω, ω, ω + 1)
θ11 = 1 + (ω + 1)θ + (ω + 1)θ2 (1, ω + 1, ω + 1)
θ12 = 1 + ωθ2 (1, 0, ω)
θ13 = (ω + 1) + ωθ + (ω + 1)θ2 (ω + 1, ω, ω + 1)
θ14 = 1 + ωθ + (ω + 1)θ2 (1, ω, ω + 1)
θ15 = 1 + (ω + 1)θ2 (1, 0, ω + 1)
θ16 = 1 + ωθ2 (1, 0, ω)
θ17 = ω + (ω + 1)θ + ωθ2 (ω, ω + 1, ω)
θ18 = (ω + 1) + θ (ω + 1, 1, 0)
θ19 = (ω + 1)θ + θ2 (0, ω + 1, 1)
θ20 = ω + ωθ + θ2 (ω, ω, 1)
θ21 = ω (ω, 0, 0)

Та б л и ц а 2
Операции в кольце GF(2)[y]/f(y)

+ 0 1 2 3 · 0 1 2 3
0 0 1 2 3 0 0 0 0 0
1 1 0 3 2 1 0 1 2 3
2 2 3 0 1 2 0 2 3 1
3 3 2 1 0 3 0 3 1 2

Та б л и ц а 3
Представление степеней θ

θ0 100 θ7 013 θ14 123
θ1 010 θ8 110 θ15 103
θ2 001 θ9 011 θ16 101
θ3 111 θ10 112 θ17 121
θ4 122 θ11 133 θ18 120
θ5 132 θ12 102 θ19 012
θ6 130 θ13 131 θ20 113

Отметим, что элементы множества {0, 1, 6, 8, 18} образуют (21, 5, 1)-разностное мно-
жество и дают (21, 5, 1)-блок-схему с блоками

Bi = {i, i+ 1, i+ 6, i+ 8, i+ 18}, i = 0, 1, . . . , 20,

являющимися гиперплоскостями геометрии PG(2, 4).
Приведём теперь матрицу кодирования A-кода с правилом кодирования (13)

(табл. 4). В матрице первый столбец соответствует номеру κ правила кодирования,
а первая строка — сообщению m. Например, e122(s3) = 102.
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Та б л и ц а 4
Матрица кодирования 1

100 010 001 111 122 132 130 013 110 011 112 133 102 131 123 103 101 121 120 012 113
100 s0 s1 s2 s3 s4

010 s0 s1 s2 s3 s4

001 s0 s1 s2 s3 s4

111 s4 s0 s1 s2 s3

122 s4 s0 s1 s2 s3

132 s4 s0 s1 s2 s3

130 s4 s0 s1 s2 s3

013 s4 s0 s1 s2 s3

110 s4 s0 s1 s2 s3

011 s4 s0 s1 s2 s3

112 s4 s0 s1 s2 s3

133 s4 s0 s1 s2 s3

102 s4 s0 s1 s2 s3

131 s3 s4 s0 s1 s2

123 s3 s4 s0 s1 s2

103 s2 s3 s4 s0 s1

101 s2 s3 s4 s0 s1

121 s2 s3 s4 s0 s1

120 s2 s3 s4 s0 s1

012 s2 s3 s4 s0 s1

113 s1 s2 s3 s4 s0

5. Обсуждение
Подчеркнём, что при построении полученной матрицы важен порядок следования

состояний источника в строках (он соответствует разложению матрицы инцидентности
в сумму подстановочных матриц). Перестановки элементов множества S в строках
матрицы кодирования могут привести к тому, что получится код аутентификации без
секретности. Такой A-код на основе проективной плоскости изучается в работе [22].
Этот A-код без секретности и построенный здесь A-код с секретностью «диаметрально
удалены» друг от друга с точки зрения криптографической стойкости. «Между ними»
расположены многие другие A-коды с секретностью. Приведём один пример (табл. 5).

Пусть S = {(1, a) : a ∈ GF(q)}∪ {(0, 1)} и правило кодирования задаётся формулой

e(κ2,κ1,κ0)(s1, s0) =


(0, s1, s0), если κ = (1, 0, 0),

(s1,−κ2κ−1
1 s1, s0), если κ = (κ2,κ1, 0), κ1 6= 0,

(s1, s0,−κ−1
0 (κ2s1 + κ1s0)), если κ0 6= 0.

(14)

Операции в (14) производятся в поле GF(q). Непосредственно из (14) получаем
следующее утверждение.

Теорема 4. Сообщение m = (m2,m1,m0) однозначно определяет состояние ис-
точника s = (s1, s0) тогда и только тогда, когда m ∈ {(0, 0, 1), (1, a, a), a ∈ GF(q)}.
Если при этом m = (0, 0, 1), то s = (0, 1), а если m = (1, a, a), то s = (1, a). Сообщение
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Та б л и ц а 5
Матрица кодирования 2

001 010 011 012 013 100 101 102 103 110 111 112 113 120 121 122 123 130 131 132 133
011 01 10 11 12 13
010 01 10 11 12 13
011 01 10 11 12 13
012 01 10 11 12 13
013 01 10 11 12 13
100 01 10 11 12 13
101 01 10 11 12 13
102 01 10 11 12 13
103 01 10 11 12 13
110 01 10 11 12 13
111 01 10 11 12 13
112 01 10 11 12 13
113 01 10 11 12 13
120 01 10 11 12 13
121 01 10 11 12 13
122 01 10 11 12 13
123 01 10 11 12 13
130 01 10 11 12 13
131 01 10 11 12 13
132 01 10 11 12 13
133 01 10 11 12 13

m = (0, 1, a) в одном случае определяет s = (1, a) и в q случаях — s = (0, 1); сообщение
m = (1, a, b) в одном случае определяет s = (1, b) и в q случаях — s = (1, a).

Мы построили A-код, позволяющий злоумышленнику однозначно определить со-
стояние источника для q + 1 сообщений, а для q2 сообщений— по два состояния ис-

точника, причём одно из них с вероятностью
q

q + 1
, а другое — с вероятностью

1

q + 1
.

Матрица кодирования такого A-кода при q = 4 приведена в табл. 5.
Следует отметить, что конструкция кода аутентификации с секретностью на ос-

нове проективной плоскости изучается (в числе других конструкций) в [17], где ука-
зывается возможность построения совершенного шифра (частный случай теоремы 2),
но не получена явная формула для соответствующего правила кодирования (аналог
формулы (13)).

В заключение отметим, что основной сложностью в практическом использовании
предлагаемого A-кода является нахождение явного выражения степеней θi, что связа-
но с выбором примитивных многочленов f(y) и F (x). Вместе с тем эффективно вы-
числяемое правило кодирования (14) оставляет надежду на то, что неким подобным
образом может быть построен A-код, допускающий совершенное или почти совершен-
ное [4] шифрование.
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Рассмотрена задача отображения графа параллельной программы со взвешенны-
ми вершинами (процессами) и рёбрами (межпроцессными обменами) на произ-
вольный взвешенный граф распределённой вычислительной системы. Предложен
алгоритм решения этой задачи, основанный на использовании сетей Хопфилда.
Алгоритм протестирован на отображении ряда графов параллельных программ
на многоядерный компьютер. Эксперименты показали, что алгоритм позволяет
получить хорошо сбалансированные субоптимальные отображения.

Ключевые слова: графы параллельных программ, многоядерные системы, вы-
равнивание нагрузки процессоров, нейрон, сети Хопфилда.

Введение
В связи с постоянным увеличением мощности компьютеров появилась возможность

создавать на их основе высокопроизводительные мультикомпьютерные вычислитель-
ные системы (ВС) [1 – 3]. Такая система в общем случае представляет собой объеди-
нённое линиями связи множество вычислительных узлов, которые обладают высо-
кой степенью обособленности, т. е. каждый узел имеет свой процессор, зачастую мно-
гоядерный, свою память, возможно, свой собственный жёсткий диск и свой способ
взаимодействия с другими узлами (сетевая карта, модем и т. п.). Узлы могут иметь
разную производительность и разные коммуникационные возможности. В общем слу-
чае структура вычислительной сети произвольна и зависит от нескольких факторов,
таких, как, например, аппаратные возможности, цель, для которой создаётся вычис-
лительная сеть, финансовые ограничения.

В отличие от систем с общей памятью, в мультикомпьютерных ВС более остро сто-
ит вопрос об уменьшении объёма межмашинных взаимодействий, так как пропускная
способность сети связи низка. Необходимо таким образом распределить процессы по
доступным вычислительным узлам, чтобы минимизировать время выполнения парал-
лельной программы. Для этого нужно загрузить эти процессоры с учетом их произво-
дительности (чем выше производительность, тем выше нагрузка) и минимизировать
взаимодействия между процессами, находящимися на разных узлах, что позволяет
уменьшить простои процессоров, снижающие эффективность использования ВС.

В общем случае эта задача сводится к вложению графа параллельной програм-
мы в граф вычислительной системы [2, 3]. Целью вложения является минимизация
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времени выполнения программы. Ввиду сложности задачи (она NP-полна) широко
используются разнообразные эвристики для поиска оптимального вложения. В насто-
ящее время популярностью пользуются методы, основанные на аналогиях с физикой
и биологией, например такие, как метод имитации отжига, генетические алгоритмы и
нейронные сети [4]. К последним относятся сети Хопфилда [5, 6].

1. Задача отображения
Цель оптимального распределения процессов (ветвей) параллельной программы по

процессорам ВС заключается в минимизации времени выполнения программы, что эк-
вивалентно минимизации времени простоя каждого процессора системы, участвующе-
го в решении задачи, и одновременно минимизации затрат на взаимодействия между
процессами, размещёнными в разных процессорах.

Пусть:
Gp(Vp, Ep) — граф параллельной программы;
Vp —множество ветвей программы, |Vp| = n;
Ep —множество логических (виртуальных) каналов, реализующих взаимодействия

между ветвями;
Gs(Vs, Es) — граф вычислительной системы;
Vs —множество процессоров (ядер), |Vs| = m 6 n;
Es —множество связей между элементарными машинами (ЭМ);
wx — вес (вычислительная сложность) ветви x ∈ Vp;
ϑi —производительность процессора i ∈ Vs;
τxi = wx/ϑi — время выполнения ветви x ∈ Vp на процессоре i ∈ Vs;
cxy — вес ребра (x, y) ∈ Ep, равный числу единиц информации, которыми обмени-

ваются ветви x и y;
dij — время передачи единицы информации между процессорами (ядрами) i и j.
Пусть fm : Gp → Gs — вложение графа программы Gp в граф вычислительной

системы Gs. Качество вложения будем оценивать целевой функцией

Hg(fm) = Hgc(fm) +Hgt(fm),

где Hgc(fm) — оценка небаланса вычислительной нагрузки; Hgt(fm) — оценка полного
времени межпроцессорных взаимодействий.

Для вложения fm полное время вычислений i-й ЭМ равно

ti =
∑

fm(x)=i

τxi.

Отсюда

Hgc(fm) =
m∑
i=1

(ti − tmin)2,

где tmin =
∑
x

wx/
∑
i

ϑi —минимально возможное (идеальное) время выполнения парал-

лельной программы (время выполнения программы на одном процессоре с произво-
дительностью, равной суммарной производительности всех ЭМ системы, при нулевых
затратах на взаимодействия между ветвями программы).

Затраты на взаимодействия оцениваются функцией

Hgt(fm) =
∑
x6=y,

i=fm(x),j=fm(y)

cxydij,

где суммирование производится по всем парам (x, y) взаимодействующих ветвей па-
раллельной программы.
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2. Сеть Хопфилда для задачи отображения
Рассмотрим матрицу нейронов v размером n×m, каждая строка которой соответ-

ствует ветви параллельной программы, каждый столбец — процессору (ядру). Каждая
строка матрицы v должна содержать один и только один ненулевой элемент, равный
единице, остальные элементы должны быть равны нулю (ветвь параллельной про-
граммы не может быть отображена одновременно на несколько процессоров). Каж-
дый столбец матрицы v может содержать произвольное (в том числе и нулевое) число
элементов, равных единице, но суммарное количество единичных элементов должно
быть равно числу ветвей n параллельной программы.

Энергия соответствующей нейронной сети Хопфилда описывается функцией Ля-
пунова

H =
A

2
Hc +

B

2
Hg. (1)

Здесь A и B —параметры функции Ляпунова. Минимум Hc обеспечивает выполнение
вышеуказанных ограничений на элементы матрицы v; Hg —целевая функция;

Hc = Hc1 +Hc2 , Hc1 =

(∑
x

∑
i

vxi − n
)2

, Hc2 =
∑
x

(∑
i

vxi − 1

)2

; (2)

минимум Hc1 обеспечивает наличие в матрице v ровно n единиц; минимум Hc2 обеспе-
чивает наличие в каждой строке матрицы v ровно одной единицы;

Hg = Hgc +Hgt, Hgc =
∑
i

(∑
x

vxiτxi − tmin

)2

, Hgt =
∑
x

∑
i

vxi
∑
y

∑
j

vyjcxydij. (3)

Здесь vxi — состояние нейрона строки x и столбца i матрицы v.
Динамика сети Хопфилда, минимизирующей функцию (1), описывается системой

уравнений
∂uxi
∂t

= − ∂E

∂vxi
, (4)

где uxi — активация нейрона с индексами x = 1, . . . , n, i = 1, . . . ,m; vxi = (1 +
+ exp(−βuxi))−1 — состояние (выходной сигнал) нейрона, β —параметр функции ак-
тивации. Из (1)–(4) получаем

∂uxi
∂t

= −A

(∑
y

∑
j

vyj +
∑
j

vxj +
∑
y

vyi − n− 1

)
−

−B

((∑
y

vyiτyi − tmin

)
τxi +

∑
y

∑
j

vyjcxydij

)
.

(5)

Соответствующее (5) разностное уравнение имеет вид (t—номер текущей итера-
ции, ∆t— величина временного шага)

ut+1
xi =utxi −∆t

(
A

(∑
y

∑
j

vyj +
∑

j vxj +
∑
y

vyi − n− 1

)
+

+B

((∑
y

vyiτyi − tmin

)
τxi +

∑
y

∑
j

vyjcxydij

))
.

(6)
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С целью ускорения сходимости сеть Хопфилда (6) преобразуется в сеть Вана [7]
умножением целевой функции оптимизационной задачи на exp(−t/τ) , где τ —пара-
метр:

ut+1
xi = utxi −∆t

(
A

(∑
y

∑
j

vyj +
∑
j

vxj +
∑
y

vyi − n− 1

)
+

+B

((∑
y

vyiτyi − tmin)τxi +
∑
y

∑
j

vyjcxydij

)
exp(−t/τ

))
.

(7)

Новое значение vt+1
xi вычисляется сразу же после вычисления соответствующего

значения ut+1
xi (метод Гаусса — Зейделя).

3. Эксперименты
В экспериментах исследовано отображение на компьютер с m = 2, 4, 8 ядрами сле-

дующих вариантов параллельных программ с одинаковыми весами wx, x = 1, . . . , n,
вершин (ветвей) и весами cxy = 0 или cxy = 1, x, y = 1, . . . , n, x 6= y, рёбер графа
программы:

1) множество независимых ветвей (отсутствуют обмены между ветвями, cxy = 0);
2) типовые графы параллельных программ (линейка, кольцо и решётка) (рис. 1),

cxy = 1;
3) нерегулярные сетки, cxy = 1.

Рис. 1. Типовые графы параллельных программ (линейка, кольцо, решётка)

Изменяя параметры dij при фиксированной производительности ядер ϑi, мы из-
меняем связность подмножеств вершин, отображённых на одно и то же ядро, т. е.
оптимальность затрат на межъядерные обмены информацией.

Параметры вычислительной системы: производительность ядер ϑi = 1, i= 1, . . . ,m;

dij =

{
0, i = j,

1, i 6= j.
(8)

Согласно (8), затраты на обмены данными между ветвями программы внутри яд-
ра считаются пренебрежимо малыми по отношению к межъядерным обменам. Иначе
говоря, данные в ядре рассматриваются как массивы, обрабатываемые одной ветвью.

При wx = 1 и ϑi = 1 имеем τxi = 1, x = 1, . . . , n, i = 1, . . . ,m. Параметры нейронной
сети: A = 1000; B = 100; ∆t = 1; β = 1; τ = 100.

Процедура отображения параллельной программы на вычислительную систему
имеет следующий вид:
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do
{initialize();

do
{iterate(); iter = iter+1;
δ = nobalance();

} while (δ > 0 && iter < maxiter);
} while (δ > maxnb || noncorrect());
Здесь:

— initialize задает начальные значения элементов матриц u0 (и соответственно v0),
используя генератор псевдослучайных чисел;

— iterate выполняет шаг итерационного процесса (7), вычисляя новые значения эле-
ментов матриц ut+1 и vt+1;

— nobalance вычисляет небаланс нагрузки по формуле

δ =

√
m∑
i=1

(ti − tmin)2

m · tmin

;

— noncorrect проверяет выполнение условий (2) корректности решения vt+1.
Итерационный процесс (7) продолжается до тех пор, пока не будет достигнут ба-

ланс нагрузки (δ = 0) или не будет выполнено максимально допустимое количество
итераций maxiter. Если по указанным условиям итерационный процесс завершён, про-
веряется корректность полученного решения vt+1. Если решение некорректно или неба-
ланс нагрузки превышает допустимый максимум maxnb, то задаются новые начальные
условия и итерационный процесс повторяется (производится рестарт алгоритма).

В табл. 1–4 приведены следующие результаты серий из 100 испытаний алгоритма
при отображении графов программ на компьютер с четырьмя ядрами (m = 4), полу-
ченные на процессоре Pentium (R) Dual-Core CPU E 52000, 2,5 ГГц:

Ia — среднее число итераций по 100 испытаниям;
Im —максимальное число итераций;
ta — среднее время выполнения алгоритма отображения (в секундах);
tm —максимальное время выполнения алгоритма (в секундах);
Na — среднее количество рестартов алгоритма при невыполнении условия

(δ > maxnb || noncorrect());
Nm —максимальное количество рестартов алгоритма при невыполнении условия

(δ > maxnb || noncorrect());
Ca — средний суммарный объём данных, передаваемых между ядрами компьютера

для вычисленного отображения;
Cm —максимальный суммарный объём данных, передаваемых между ядрами ком-

пьютера для вычисленного отображения.
Отметим, что при указанных выше весах cxy величины Ca и Cm задают количество

рёбер графа программыGp(Vp, Ep), соединяющих вершины этого графа, отображённые
на разные ядра компьютера.
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Та б л и ц а 1
Независимые задания

n Ia Im ta tm Na Nm

4 61 374 0,0084 0,109 0,51 6
8 50 265 0,026 0,235 0,59 5
16 50 275 0,05 0,579 0,41 7
32 57 356 0,066 0,781 0,28 3
64 70 222 0,441 2,92 0,82 5

Та б л и ц а 2
Граф программы— линейка

n Ia Im ta tm Na Nm Ca Cm

4 75 312 0,0027 0,032 0,19 2 3 3
8 68 423 0,003 0,062 0,05 2 4,23 7
16 70 515 0,014 0,156 0,17 3 5,13 10
32 83 285 0,046 0,454 0,21 2 7,24 13
64 112 529 0,334 2,985 0,47 4 11,17 17

Та б л и ц а 3
Граф программы— кольцо

n Ia Im ta tm Na Nm Ca Cm

4 110 348 0,0061 0,047 0,37 3 4 4
8 71 243 0,0044 0,047 0,12 2 4,86 7
16 59 213 0,0078 0,141 0,07 2 5,53 10
32 74 273 0,055 0,796 0,26 2 7,82 15
64 97 216 0,336 5,93 0,43 5 11,68 19

Та б л и ц а 4
Граф программы— решётка

n Ia Im ta tm Na Nm Ca Cm

4 104 353 0,0064 0,047 0,54 3 4 4
16 60 166 0,0097 0,032 0,24 2 11,41 17
64 89 306 0,283 1,77 0,62 4 29,82 40
256 571 1000 15,8 99,7 1,28 15 92,32 123

Для всех случаев, указанных в табл. 1–4, получены полностью сбалансирован-
ные отображения (δ = 0), за исключением отображения решётки с числом вершин
256 = 16 × 16, где 0 < δ < 0,01. Рассматривались решетки с n = k × k вершинами,
k = 4, 8, 16 (при k = 2 решётка вырождается в кольцо).

На рис. 2 приведены графики отношений ra = Ca/Cmax и rm = Cm/Cmax, где Cmax —
число рёбер графа программы, для линейки (Cmax = n − 1), кольца (Cmax = n) и
квадратной решётки (Cmax =

√
n(
√
n− 1)) соответственно. Графики показывают, что

несмотря на рост объёма информации, передаваемой между ядрами системы, с уве-
личением числа вершин графа программы относительная доля рёбер графа, приходя-
щихся на межъядерные взаимодействия, существенно уменьшается.

На рис. 3–5 приведены примеры отображений решётки (рис. 3) и нерегулярных се-
ток (рис. 4 и 5). Одинаковыми знаками помечены вершины графа программы, отоб-
ражённые на одно и то же ядро. Рисунки свидетельствуют о субоптимальности полу-
ченных отображений.
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Рис. 2. Отношения ra (среднее) и rm (максимум): а —линейка; б —кольцо; в —рёшетка

Рис. 3. Пример отображения решётки 8 × 8
вершин на систему из двух ядер

Рис. 4. Пример отображения прямоугольной
нерегулярной сетки на систему из че-
тырёх ядер (n = 57)

Рис. 5. Пример отображения триангуляционной нерегулярной
сетки на систему из четырёх ядер (n = 43)

Эксперименты показали, что предложенный алгоритм отображения, основанный
на использовании сети Вана [7, 8], позволяет получить для компьютера с числом ядер
m = 2, 4, 8:
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1) полный баланс вычислительной нагрузки (нагрузка распределяется равномер-
но) для типовых графов параллельных программ (пустой граф, линейка, ре-
шётка, кольцо) с числом вершин n ∈ {2, 4, 8, 16, 32, 64};

2) субоптимальные отображения для нерегулярных сеток с несколькими десятка-
ми вершин (небаланс нагрузки не превышает 5%);

3) существенное снижение доли рёбер графа программы, приходящихся на межъ-
ядерные обмены, при увеличении числа вершин графа программы.

Табл. 5 показывает (n = 32), что при числе ядерm = 2, 4 времена работы алгоритма
отображения ta и tm и количества рестартов алгоритма малы, но при увеличении числа
ядер до m = 8 эти величины резко возрастают.

Та б л и ц а 5
Граф программы— линейка (n = 32)

m Ia Im ta tm Na Nm Ca Cm

2 14 81 0,0026 0,031 0,58 6 5,69 13
4 83 285 0,046 0,454 0,21 2 7,24 13
8 177 375 2,85 27,39 0,58 23 10,79 18

Проведены эксперименты по отображению графов программ для числа ядер m = 8
рекурсивной бисекцией, когда граф программы разбивается на два подграфа, которые,
в свою очередь, рекурсивно разбиваются на подграфы вплоть до заданного числа ядер.
Каждый шаг рекурсивной бисекции реализуется сетью Вана. Установлено, что рекур-
сивная бисекция существенно сокращает время отображения (рис. 6,а) при равномер-
ном распределении вычислительной нагрузки, но затраты Ca и Cm на межъядерные
обмены информацией в полученном отображении при этом возрастают (рис. 6,б ).
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Рис. 6. Сравнение отображений линейки на компьютер с числом ядер сетью Вана и рекур-
сивной бисекцией: а —по среднему времени отображения; б —по средним затратам
на межъядерные обмены в полученном отображении

Случай большого числа вершин (сотни и тысячи) можно свести к рассмотренным
выше, используя методику Кариписа —Кумара [8] огрубления графа программы.

Заключение
Рассмотрена задача отображения графа параллельной программы со взвешенны-

ми вершинами (процессами) и рёбрами (межпроцессорными обменами) на произволь-
ный взвешенный граф распределённой вычислительной системы. Предложен алго-
ритм решения этой задачи, основанный на использовании сетей Хопфилда. Алгоритм
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протестирован на частном случае рассмотренной задачи— отображении ряда гра-
фов параллельных программ (однородное множество независимых заданий— пустой
граф, линейка, кольцо, решётка, неоднородная решетка) на многоядерный компьютер.
Эксперименты показали, что для графов параллельных программ с несколькими де-
сятками вершин предложенный алгоритм позволяет получить хорошо сбалансирован-
ные субоптимальные отображения: величина относительного небаланса нагрузки на
ядро не превышает 5%; подграф графа программы, отображённый на отдельное ядро,
имеет близкое к минимуму количество внешних рёбер, соответствующих межъядер-
ным обменам.
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Рассматривается система линейных булевых уравнений с искажённой правой ча-
стью, истинное решение которой имеет заданный вес, не зависящий от числа неиз-
вестных в системе. Предлагается вероятностный алгоритм нахождения этого ре-
шения, имеющий меньшую временную сложность по сравнению с методом макси-
мума правдоподобия. В отличие от известных алгоритмов, обладающих указан-
ным свойством, предложенный алгоритм использует только операции сравнения
и (поразрядного и арифметического) сложения двоичных целых чисел, что позво-
ляет применять его на практике в случае, когда другие алгоритмы оказываются
менее эффективными.

Ключевые слова: система булевых уравнений с искаженной правой частью,
вероятностный алгоритм.

Введение
Рассмотрим систему булевых уравнений

Ax = b = Ax0 ⊕ ξ, (1)

где A— случайная равновероятная матрица размера m× k над полем из двух элемен-
тов; x0 —неизвестный k-мерный вектор; ξ = (ξ1, . . . , ξm)T — случайный вектор с неза-
висимыми координатами, распределёнными по закону

Pr{ξi = 1} = 1− Pr{ξi = 0} = p, i = 1, 2, . . . ,m, p ∈ (0, 1/2). (2)

Система уравнений (СУ) (1) называется системой линейных булевых уравнений с ис-
кажённой правой частью, а вектор x0 — её истинным решением [1].

Предположим, что вес (количество ненулевых координат) вектора x0 равен фик-
сированному числу ρ > 3. Требуется восстановить этот вектор по известным значени-
ям A, b, p и ρ.

Как правило, данную задачу решают в предположении, что число неизвестных k
в системе (1) принимает любые достаточно большие натуральные значения, а вероят-
ность искажения p не зависит от k. При этом требуется разработать алгоритм, позво-
ляющий для любых наперёд заданных p ∈ (0, 1/2) и ρ ∈ {3, 4, . . .} находить истинное
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решение этой системы уравнений с любой наперёд заданной надёжностью при всех
достаточно больших значениях k и m [1 – 3].

Назовём алгоритм A восстановления истинных решений СУ (1) состоятельным,
если существует функцияm0 : N×(0, 1/2)×(0, 1/2)×{3, 4, . . .} −→ N, удовлетворяющая
следующему условию: для любых p, δ ∈ (0, 1/2), ρ ∈ {3, 4, . . .} существует число k0 ∈ N,
такое, что для любого натурального k > k0 и произвольного вектора x0 ∈ {0, 1}k веса ρ
вероятность правильного восстановления этого вектора с помощью алгоритма A по из-
вестной реализации случайной системы (1), состоящей из m = m0(k, p, δ, ρ) уравнений,
больше либо равна 1− δ.

В дальнейшем рассматриваются только состоятельные алгоритмы. Трудоёмкость
(или временная сложность в худшем случае) каждого из них является функцией че-
тырёх параметров: T = T (k, p, δ, ρ), где m = m0(k, p, δ, ρ); k > k0; p, δ ∈ (0, 1/2);
ρ ∈ {3, 4, . . .}. Обычно интересуются асимптотическим поведением этой функции при
k →∞ для каждого набора значений (p, δ, ρ). Наибольший интерес представляют ал-
горитмы, трудоёмкость которых полиномиально зависит от k, (1− 2p)−1 и δ−1.

Уточним понятие элементарной операции, необходимое для оценки трудоёмкости
алгоритмов. Отметим, что в большинстве работ, посвящённых алгоритмам решения
систем булевых уравнений с искажёнными правыми частями, тип используемых опе-
раций не оговаривается явно. Как правило, это операции над целыми числами или
двоичными векторами произвольной длины. В настоящей работе элементарной назы-
вается любая двоичная операция (булева функция двух переменных), а также опера-
ция i 7→ i+ 1, где i—произвольное целое число. Любые (не обязательно элементарные)
операции называются условными.

Остановимся подробнее на известных алгоритмах восстановления истинных ре-
шений систем уравнений (1). Наиболее естественный из них состоит в примене-
нии метода максимума правдоподобия и сводится к перебору всех k-мерных векто-
ров веса ρ. Известно [1, теорема 5.1], что для любых p ∈ (0, 1/2), ρ ∈ {3, 4, . . .} и
m = (1 + θk) log

(
k
ρ

)
/(1 − h(p)), где h(p) = −p log p − (1 − p) log(1 − p), lim

k→∞
θk > 0, ме-

тод максимума правдоподобия позволяет восстанавливать истинное решение СУ (1)
с вероятностью, стремящейся к 1 при k →∞. Нетрудно убедиться, что в этом случае
трудоёмкость метода составляет O((1 − 2p)−2kρ log k) элементарных операций, где O
зависит только от ρ.

В [2] предложен асимптотически более эффективный алгоритм, основная идея ко-
торого заключается в том, чтобы построить таблицы D и D′, состоящие из векторов
Ay и Az ⊕ b соответственно, где y и z пробегают все k-мерные булевы векторы веса
bρ/2c и dρ/2e соответственно, и применить к этим таблицам алгоритм решения зада-
чи о ближайшей окрестности (approximate nearest neighbor problem), описанный в [4].
Последний позволяет с некоторой высокой вероятностью найти в таблицах векторы
Ay0 и Az0 ⊕ b, расположенные на определённом (не слишком большом) расстоянии
Хэмминга. В [2] показано, что для любой последовательности положительных чисел
ω1, ω2, . . ., сходящейся к +∞, и произвольных p, δ ∈ (0, 1/2), ρ ∈ {3, 4, . . .} при всех
достаточно больших k и m = dρ(1− 2p)−2 log(kδ−1)ωke истинное решение СУ (1) равно
y0 ⊕ z0 с вероятностью не менее 1 − δ. При этом для нахождения этого решения тре-
буется O((1− 2p)−2kdρ/2e(1+4p2+αk(p)) log(kδ−1)ωk) условных операций, где lim

k→∞
αk(p) = 0

для любого p ∈ (0, 1/2), а O зависит только от ρ (отметим, что в формулировках это-
го результата, приведённых в [2] (см. теорему 5 и следствие 1), имеются неточности и
опечатки).
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Обратим внимание, что в [4] отсутствуют явные оценки надёжности алгоритма
решения задачи о ближайшей окрестности, а в [2] ошибочно предполагается, что этот
алгоритм всегда завершается успешно. Поэтому вопрос о том, с какой вероятностью
алгоритм из [2] восстановит вектор x0, выполняя указанное выше количество операций,
остаётся открытым.

Отметим также, что алгоритм из [4] предназначен для решения задачи о ближай-
шей окрестности в евклидовом пространстве, а не в пространстве Хэмминга. В ре-
зультате (при стандартном вложении второго пространства в первое) основная доля
вычислений приходится на операции над вещественными числами. Последнее обстоя-
тельство существенно усложняет программную реализацию алгоритма, который ста-
новится трудноприменимым на практике, если число неизвестных k заключено в пре-
делах от нескольких сотен до нескольких тысяч, а вероятность p является величиной
порядка 10−3. (Отметим, что к решению систем уравнений с такими параметрами
приводит задача восстановления некоторых линейных кодов по наборам случайных
кодовых слов, искажённых в двоичном симметричном канале связи [5].)

В [3] предложен другой алгоритм восстановления вектора x0, основанный на быст-
ром умножении некоторых целочисленных матриц, трудоёмкость которого для любых
p ∈ (0, 1/2), ρ ∈ {3, 4, . . .} и всех достаточно больших k, m (зависящих от p и ρ) ограни-
чена сверху величиной poly((1 − 2p)−1)k0,8ρ условных операций, где poly—некоторый
полином, не зависящий от параметров. Этот алгоритм интересен тем, что в оценке
его трудоёмкости отсутствует зависимость от p в показателе степени числа k. Одна-
ко при указанных выше значениях k и p алгоритм из [3] практически не превосходит
по эффективности метод максимума правдоподобия. При этом для его применения
требуется существенно больший объём памяти.

Целью настоящей работы является разработка алгоритма, имеющего меньшую тру-
доёмкость по сравнению с методом максимума правдоподобия, допускающего простую
программную реализацию и позволяющего на практике восстанавливать истинные ре-
шения систем уравнений (1) от нескольких сотен или тысяч неизвестных, по край-
ней мере, при малых значениях p и ρ. Представленный ниже алгоритм базируется
на той же идее, что и алгоритм из [2], но использует только операции сравнения и
(поразрядного и арифметического) сложения двоичных целых чисел. Вместо решения
задачи о ближайшей окрестности предложено проводить быстрый поиск пары близ-
ких векторов в таблицах D и D′ по критерию совпадения их фрагментов в случайно
выбранном множестве координат. Отметим, что эта идея используется в [6 – 8] и ря-
де других работ по теории информационного поиска. Получены оценки надёжности
и трудоёмкости предложенного алгоритма. Приведены результаты вычислительных
экспериментов, показывающие, что средняя трудоёмкость алгоритма заметно меньше
её верхней границы в худшем случае.

1. Теоретические результаты
В дальнейшем, если не оговорено противное, символ O обозначает некоторую по-

ложительную постоянную, не зависящую от каких-либо параметров. В частности, для
любых функций ϕ и ψ, определённых на некотором множестве X и принимающих
вещественные значения, формула ϕ(x) = O(ψ(x)), x ∈ X, означает, что существует
такое положительное число C, не зависящее от x, что |ϕ(x)| 6 C|ψ(x)| для всех x ∈ X
(см. [9, с. 12]). Если при этом множество X не указано явно, то по умолчанию оно
совпадает с пересечением областей определения функций ϕ и ψ.
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Введём следующие обозначения: Vk —множество двоичных векторов длины k;
‖x‖— вес вектора x ∈ Vk; d(x, y) —расстояние Хэмминга между векторами x, y ∈ Vk;
a, b = {u ∈ Z : a 6 u 6 b}, a, b ∈ Z. Положим

ρ1 = bρ/2c, ρ2 = dρ/2e, N =

(
k

ρ1

)
, Ñ =

(
k

ρ2

)
,

V (1) = {y ∈ Vk : ‖y‖ = ρ1}, V (2) = {z ∈ Vk : ‖z‖ = ρ2}.

Для любого множества M ⊆ 1,m и произвольной матрицы U , строки которой зану-
мерованы числами 1, 2, . . . ,m, обозначим UM подматрицу матрицы U , содержащуюся
в её строках с номерами из M .

Предлагаемый алгоритм восстановления вектора x0 по указанным выше исход-
ным данным A, b, p, ρ зависит от параметров l ∈ N, ε ∈ (p, 1/2), t ∈ N, где t < (1− ε)m,
и имеет следующий вид.

Положить Out = «НЕТ».
Для каждого i ∈ 1, l выполнить следующие действия.
Процедура 1. Сгенерировать случайное равновероятное t-множествоMi ⊆ 1,m;

построить таблицу Di, состоящую из упорядоченных пар (y, AMi
y), где y ∈ V (1); с по-

мощью одного из известных быстрых алгоритмов сортировки построить новую табли-
цу Di

∗, расположив пары (y, AMi
y) в порядке неубывания t-разрядных целых чисел,

соответствующих векторам AMi
y, y ∈ V (1).

Процедура 2. Для каждого z ∈ V (2)

— положить b(z) = Az ⊕ b;
— используя алгоритм бинарного поиска, проверить по таблице Di

∗, существует ли
вектор y ∈ V (1), такой, что AMi

y = b(z)Mi
; если да, то

— найти указанный вектор y;
— если d(Ay, b(z)) 6 mε, то положить Out = y ⊕ z и закончить работу.
Прокомментируем описанный алгоритм. Он состоит из l шагов, на каждом из кото-

рых выполняются процедуры 1 и 2. Результатом работы алгоритма является значение
Out, равное некоторому k-мерному двоичному вектору, рассматриваемому в качестве
оценки истинного решения СУ (1), либо слову «НЕТ», если эту СУ решить не удалось
(хотя бы даже ошибочно).

Процедура 1 базируется на идее, предложенной в [2], и аналогична этапу предвы-
числений в атаках «баланс время— данные— память» [10, 11]. МножестваMi, i ∈ 1, l,
следует выбирать независимо друг от друга, случайно и равновероятно из совокупно-
сти всех подмножеств мощности t множества 1,m. Для их генерации можно исполь-
зовать алгоритм, описанный в [12, с. 212]. Для сортировки таблицы Di следует при-
менять быстрые алгоритмы, трудоёмкость которых составляет O(N logN) операций
сравнения в худшем случае [13].

Процедура 2 состоит в поиске векторов y ∈ V (1) и z ∈ V (2), для которых расстояние
Хэмминга между векторами Ay и b(z) не превосходит mε. Поиск ведётся до первого
успеха: в случае нахождения указанных векторов алгоритм завершает работу. Для
ускорения поиска используется следующий приём [6 – 8]: рассмотрим фрагмент b(z)Mi

вектора b(z) и проверим, не вcтречается ли он среди вторых компонент пар векторов,
записанных в таблице Di. Алгоритм бинарного поиска (см., например, [12, с. 236]) вы-
полняет эту проверку за время O(logN) вместо O(N) операций сравнения, если табли-
ца Di отсортирована по второй компоненте. Отметим также, что алгоритм бинарного
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поиска находит ровно один вектор y ∈ V (1) со свойством AMi
y = b(z)Mi

, если такой
существует. Поэтому описанный алгоритм решения СУ (1) может совершить ошибку
в случае, когда вектор b(z)Mi

встречается более одного раза в наборе (AMi
y : y ∈ V (1)),

i ∈ 1, l.
Обозначим Pош вероятность ошибки описанного алгоритма (подчеркнём, что она

определяется относительно совместного распределения независимых случайных эле-
ментов A, ξ,M1, . . . ,Ml, распределённых по указанным выше законам).

Теорема 1. Для любых k, l,m, t, ρ ∈ N, p ∈ (0, 1/2) и ε ∈ (p, 1/2), таких, что
3 6 ρ 6 k − 1, t < (1− ε)m, описанный алгоритм выполняет

T = O(lÑ(t logN + ρm)) (3)

элементарных операций и использует память размера

S = O(tN logN + km) бит. (4)

При этом справедливо неравенство

Pош 6 2−tN+ exp{−2m(ε−p)2}+Ñ2 exp{−2m(1/2−ε)2}+ exp
{
−l(1−ε−tm−1)

t
}
. (5)

Доказательство. На i-м шаге алгоритма (i ∈ 1, l) для построения таблицы Di

достаточно выполнить не более Ntρ1 элементарных операций, а для формирования
таблицы Di

∗ —O(Nt logN) операций. Кроме того, для каждого z ∈ V (2) вычисление
вектора b(z), поиск в таблице Di

∗ и (возможная) проверка условия d(Ay, b(z)) 6 mε
потребуют не более tρ2, O(t logN) и O(ρm) элементарных операций соответственно.
Следовательно, T = O(l(Ntρ1 + Nt logN + Ñ(tρ2 + t logN + ρm))), откуда вытекает
справедливость формулы (3).

Далее, для хранения матрицы A и вектора b требуется O(km) бит памяти, а для
хранения таблиц Di и Di

∗ —O(tN logN) бит (включая дополнительную память, необ-
ходимую для быстрой сортировки). Следовательно, выполняется равенство (4).

Убедимся в справедливости формулы (5). Обозначим

M = (M1, ...,Mi),N (ξ) = {i ∈ 1, l : ξi = 0}, S(x0) = {(y, z) ∈ V (1) × V (2) : y ⊕ z 6= x0}

и рассмотрим следующие события:

Ω1 =
⋃

(y,z)∈S(x0)

{d(Ay,Az ⊕ b) 6 mε},Ω2 = {‖ξ‖ > mε},Ω3 =
l⋂

i=1

{Mi * N (ξ)}\Ω2,

Ω4 = {Out = «HET»}\(Ω1 ∪ Ω2 ∪ Ω3).

Заметим, что если алгоритм совершает ошибку, то либо наступает событие Ω1, либо
выполняется равенство Out = «НЕТ». Следовательно,

Pош 6 Pr(Ω1) + Pr(Ω2) + Pr(Ω3) + Pr(Ω4). (6)

Оценим вероятность события Ω1. Поскольку A— случайная равновероятная мат-
рица, а вектор ξ не зависит от A, то в силу равенства (1) для любого (y, z) ∈ S(x0)
случайная величина d(Ay,Az ⊕ b) = ‖A(y ⊕ z ⊕ x0)⊕ ξ‖ распределена по закону Бер-
нулли с параметрами (m, 1/2). Отсюда на основании неравенства для вероятностей
больших уклонений (см., например, [14, с. 31]) следует, что

Pr{d(Ay,Az ⊕ b) 6 mε} 6 exp{−2m(1/2− ε)2}
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и, значит,

Pr(Ω1) 6 |V (1)| · |V (2)| exp{−2m(1/2− ε)2} 6 Ñ2 exp{−2m(1/2− ε)2}. (7)

Аналогично, используя неравенство для вероятностей больших уклонений, полу-
чим, что

Pr(Ω2) 6 exp{−2m(ε− p)2}. (8)

Далее, в силу независимости случайных равновероятных t-множеств M1, . . ., Ml

и вектора ξ, а также неравенства t 6 (1 − ε)m вероятность события Ω3 =
l⋂
i=l

{Mi *

* N (ξ)} ∩ {|N (ξ)| > (1− ε)m} не превосходит величины

N =

1−

(
d(1− ε)me

t

)
(
m

t

)

l

6

(
1− ((1− ε)m)t

(m)t

)l
,

где (u)t = u(u − 1) . . . (u − t + 1) для любого u > t. Используя неравенства
(u− t)t 6 (u)t 6 ut, u > t > 1, получим отсюда, что

Pr(Ω3) 6

(
1−

(
(1− ε)m− t

m

)t)l

6 exp

{
−l
(

(1− ε)m− t
m

)t}
=

= exp
{
−l(1− ε− tm−1)t

}
.

(9)

Покажем, наконец, что
Pr(Ω4) 6 2−tN. (10)

Зафиксируем векторы y0 ∈ V (1), z0 ∈ V (2), такие, что x0 = y0 ⊕ z0. Обозначим
Ui(ξ,M) событие, состоящее в том, что i—наименьшее натуральное число от 1 до l
со свойством Mi ⊆ N (ξ); V (A,Mi) — событие, состоящее в том, что случайный век-
тор AMi

y0 встречается в наборе (AMi
y : y ∈ V (1)) не менее двух раз. Справедливо

равенство

Pr(Ω4) =
l∑

i=1

Pr(Ω4 ∩ Ui(ξ,M)). (11)

Пусть происходит событие Ω4 ∩ Ui(ξ,M). Тогда ξMi
= 0 и вектор AMi

z0 ⊕ bMi
=

= AMi
y0 присутствует среди вторых компонент пар, записанных в таблице Di. С дру-

гой стороны, поскольку алгоритм возвращает значение Out = «НЕТ», на i-м шаге
в результате выполнения процедуры 2 определяется вектор y ∈ V (1), отличный от y0.
Следовательно, происходит событие V (A,Mi). Итак,

Pr(Ω4 ∩ Ui(ξ,M)) 6 Pr(Ω4 ∩ V (A,Mi)), i ∈ 1, l. (12)

Далее, для любого фиксированного t-множества M ⊆ 1,m вероятность события
V (A,M) = V (A,Mi) ∩ {Mi = M} не превосходит среднего числа появлений нулевого
вектора в наборе (AM(y ⊕ y0) : y ∈ V (1)\{y0}), которое равно 2−t(N − 1). Отсюда на
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основании формул (11), (12) и независимости случайных элементов A, ξ иM следует,
что

Pr(Ω4) 6
l∑
i=l

∑
M⊆1,m:
|M|=t

Pr(Ui(ξ,M) ∩ V (A,Mi) ∩ {Mi = M}) =

=
l∑
i=l

∑
M⊆1,m:
|M|=t

Pr(Ui(ξ,M) ∩ {Mi = M})Pr(V (A,M)) 6

6 2−tN
l∑
i=l

∑
M⊆1,m:
|M|=t

Pr(Ui(ξ,M) ∩ {Mi = M}) = 2−tN
l∑
i=l

Pr(Ui(ξ,M)) 6 2−tN.

Итак, справедливо неравенство (10), что и требовалось доказать.
Из оценок (6)–(10) непосредственно следует неравенство (5).

Исследуем асимптотическое поведение трудоёмкости алгоритма при k → ∞ для
каждого набора значений (p, δ, ρ).

Теорема 2. Пусть δ, δ1, δ2, δ3, δ4 —положительные числа, такие, что

δ1 + δ2 + δ3 + δ4 6 δ < 1/2. (13)

Для любых p ∈ (0, 1/2), ρ ∈ {3, 4, . . .} и k > ρ положим

t = max
{⌈

log(Nδ1
−1)
⌉
, b(1/2− p)−1c+ 1

}
, ε = p+ t−1; (14)

m = max
{⌈

1/2 · t2 ln(δ2
−1)
⌉
, d1/2 · (1/2− ε)−2 ln(Ñ2δ3

−1)e, bt(1− ε)−1c+ 1
}

; (15)

l =
⌈(

1− ε− tm−1
)−t

ln(δ4
−1)
⌉
. (16)

Тогда предложенный алгоритм восстанавливает истинное решение СУ (1) с вероятно-
стью не менее 1− δ, а его трудоёмкость при k →∞ составляет

T = O
(

(1− 2p)−2kdρ/2e(1+log( 1
1−p))log2kdρ/2e

)
(17)

элементарных операций, где O зависит только от δj (j ∈ 1, 4).
Доказательство. Из соотношений (14), (15) следует, что параметры ε и t удо-

влетворяют ограничениям, указанным в условии теоремы 1. Неравенство Pош 6 δ
вытекает непосредственно из формул (5) и (13)–(16).

Убедимся в справедливости равенства (17) (на протяжении оставшейся части до-
казательства символ O обозначает некоторую постоянную, зависящую разве что от
параметров δj, j ∈ 1, 4).

Обозначим µ = ε + tm−1, C = 1 + 2/ln(δ2
−1) и зафиксируем число k0 ∈ N, такое,

что 1/2 · log k0 > max{C, 1 + (1/2− p)−1}. Из определения параметров N и t вытекает,
что для любого k > k0 справедливы следующие соотношения:

2(1 + (1/2− p)−1) < logN 6 t = dlog(Nδ1
−1)e 6 log(2Nδ1

−1). (18)

Кроме того, согласно формуле (15), tm−1 6 2/(t ln(δ2
−1)), откуда следует, что для

любого k > k0

µ = p+ t−1 + tm−1 6 p+ t−1

(
1 +

2

ln(δ2
−1)

)
6 p+

C

logN
.
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Оценим сверху значение (1 − µ)−t при k > k0. Заметим, что поскольку p < 1/2 и
1/2 · logN > C, то 1 − µ > 1 − p − C/logN > (1 − p) (1− 2C/logN) > 0. Отсюда,
используя верхнюю оценку параметра t из формулы (18), получим

(1− µ)−t 6 (1− p)−t
(

1− 2C

logN

)−t
= 2t log(1−p)−1

2t log(1−2C/logN)−1

6

6 (2Nδ1
−1)log(1−p)−1 (

2Nδ1
−1
)log(1−2C/logN)−1

6

6 N log(1−p)−1

(2δ1
−1)(2Nδ1

−1)log(1−2C/logN)−1

.

Наконец, применяя известное неравенство ln(1−x) > −x(1−x)−1, x∈ (0, 1), получим

ln
(

(2Nδ1
−1)log(1−2C/logN)−1

)
= ln

((
1− 2C

logN

)− log(2Nδ1
−1)
)

6

6 log(2Nδ1
−1)

2C

logN

(
1− 2C

logN

)−1

= O(1), k →∞.

Итак,
l = O

(
(1− µ)−t

)
= O

(
N log(1−p)−1

)
, k →∞. (19)

Далее, на основании соотношений (18) для любого k > k0 справедливы неравенства
t(1/2− p) > 2(1 + (1/2− p)−1)(1/2− p) > 2, из которых следует, что

1/2− ε = 1/2− p− t−1 = (1/2− p)(1− t−1(1/2− p)−1) > 1/2 · (1/2− p).

Отсюда на основании формулы (15) получаем

m = O((1/2− p)−2 log2 Ñ), k →∞. (20)

Кроме того, согласно формуле (14),

t = logN +O(1), k →∞. (21)

Подставляя выражения в правых частях равенств (19)–(21) в формулу (3) и прини-
мая во внимание соотношения N 6 Ñ 6 kdρ/2e, ρÑ 6 1/2 · kdρ/2e, ρ ∈ 3, k − 1, получаем

T = O(lÑ(t logN + ρm)) = O
(
ρÑ1+log(1−p)−1

(1/2− p)−2 log2 Ñ
)

=

= O
(

(1− 2p)−2kdρ/2e(1+log(1−p)−1)log2kdρ/2e
)
, k →∞.

Итак, равенство (17), а вместе с ним и теорема полностью доказаны.

Замечание 1. Как видно из доказательства теоремы 2, при выполнении равенств
(14)–(16) и δ1 = δ2 = δ3 = δ4 = 0,25δ трудоёмкость описанного алгоритма ограниче-
на сверху полиномиальной функцией от δ−1 — величины, обратной к верхней границе
вероятности ошибки алгоритма. Вопрос о том, обладают ли указанным свойством ал-
горитмы, изложенные в [2, 3], в этих публикациях не обсуждается.
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Замечание 2. Трудоёмкость описанного алгоритма можно уменьшить, если при
выполнении процедуры 1 хранить таблицу Di в «распределённом» виде, записывая по
адресу AMi

y номер вектора y ∈ V (1) (в случае многократного обращения по одному
и тому же адресу сохраняется последняя запись). При выполнении процедуры 2 для
нахождения вектора y ∈ V (1) со свойством AMi

y = b(z)Mi
достаточно обратиться

в память по адресу b(z)Mi
, z ∈ V (2) , i ∈ 1, l . Нетрудно видеть, что вероятность ошибки

модифицированного таким образом алгоритма оценивается сверху по формуле (5).
При этом его трудоёмкость составляет

T̃ = O(Ñ lρm) (22)

элементарных операций, а объём используемой памяти—

S̃ = O(2tt+ km) бит. (23)

2. Вычислительные эксперименты
Описанный алгоритм (в модифицированном виде; см. замечание 2) реализован про-

граммно и применён к решению ряда систем уравнений с искажёнными правыми ча-
стями. Вычислительные эксперименты проводились на ЭВМ с процессором Intel Core
i5-2450 (2,5 ГГц) и объёмом оперативной памяти 6 Гб RAM (DDR3) на базе Windows 7.
При этом использовалась среда разработки Microsoft Visual C++ Studio 2008.

В табл. 1 и 2 показаны типичные результаты, полученные в двух сериях экспери-
ментов. Слева в таблицах приведены теоретические значения параметров t, ε, l и m,
log T̃ , log S̃, рассчитанные при δ1 = δ2 = δ3 = δ4 = 0,25δ по формулам (14)–(16) и (22),
(23). Справа указаны значения параметров t′, ε′, m′, выбранные для проведения экс-
периментов, а также результаты, полученные в ходе их выполнения.

Та б л и ц а 1
Сравнение теоретических и экспериментальных результатов

(k = 200, ρ = 4, δ = 0,1)

p
Теория Эксперимент

t ε l m log T̃ log S̃ t′ ε′ l′ср l′max m′ Tср, с

0,005 20 0,055 21 738 30,20 24,33 20 0,055 1,15 3 600 0,0056

0,008 20 0,058 22 738 30,27 24,33 20 0,058 1,20 6 600 0,0082

0,010 20 0,060 23 738 30,33 24,33 20 0,060 1,27 6 600 0,0089

0,020 20 0,070 29 738 30,67 24,33 20 0,070 1,59 12 600 0,0215

0,050 20 0,100 57 738 31,64 24,33 20 0,100 2,66 20 600 0,0604

Для каждой пары значений (p,m′), приведённых в табл. 1 и 2, 225 раз выполнялась
следующая процедура: независимо друг от друга, случайно равновероятно генериро-
вались m′× k -матрица A и вектор x0 веса ρ, по которым формировалась СУ вида (1)
с искажениями в правой части, распределёнными по закону (2). Затем к полученной
СУ применялся описанный выше (модифицированный) алгоритм с параметрами l, ε′
и t′, значения которых приведены в таблицах. В результате выполнения алгоритма
для каждой из 225 систем уравнений определялось фактическое число шагов (выби-
раемых множествM, i ∈ 1, l) до нахождения оценки истинного решения этой системы.
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Та б л и ц а 2
Сравнение теоретических и экспериментальных результатов

(k = 2000, ρ = 4, δ = 0,1)

p
Теория Эксперимент

t ε l m log T̃ log S̃ t′ ε′ l′ср l′max m′ Tср, с

0,005 27 0,042 21 1345 37,72 31,76 26 0,042 1,17 4 1000 19,516

0,008 27 0,045 23 1345 37,85 31,76 26 0,045 1,20 4 1000 21,312

0,010 27 0,047 25 1345 37,97 31,76 26 0,047 1,39 7 1000 30,572

0,020 27 0,057 33 1345 38,39 31,76 26 0,057 1,56 5 1000 43,866

0,050 27 0,087 79 1345 39,63 31,76 26 0,087 4,15 31 1000 153,721

Параметры l′ср и l′max в таблицах равны соответственно среднему арифметическому и
наибольшему из этих чисел. В последней колонке табл. 1 и 2 приведено среднее время
выполнения алгоритма в секундах (при этом надёжность восстановления истинных
решений сгененированных СУ составляет 100%).

Как видно из таблиц, значения l′ср и l′max заметно меньше теоретической верхней
границы l количества шагов, выполняемых до нахождения оценки истинного реше-
ния СУ. Например, согласно табл. 2, истинное решение веса 4 системы из 1000 урав-
нений от 2000 неизвестных с вероятностью искажения в правой части p = 0,050 на-
ходится в среднем не более чем на пятом (а в худшем случае — на тридцать первом)
шаге со 100%-й надёжностью, в то время как теоретическое значение числа шагов
l = 79 (при большем количестве уравнений m = 1345 и нижней границе надёжности
алгоритма 90 %). Среднее время восстановления решения такой СУ составляет около
2,5мин.

Экспериментально установлено, что параметры алгоритма могут быть выбраны
в широком диапазоне в зависимости от ограничений относительно трудоёмкости и ко-
личества уравнений в системе. При этом на практике значения указанных параметров
заметно меньше теоретических (при той же нижней границе надёжности).

В табл. 3–5 приведены результаты сравнения предложенного алгоритма с методом
максимума правдоподобия. Данные в табл. 3 получены следующим образом. Сначала
экспериментальным путём для каждого значения p, указанного в таблице, были полу-
чены оценки m1(p) и m2(p) наименьшего числа уравнений в (случайно сгенерирован-
ной) системе (1), при котором вероятность правильного восстановления её истинного
решения с помощью метода максимума правдоподобия и соответственно предложен-
ного алгоритма составляет не менее 90 %. Затем для каждого p 225 раз выполнялась
процедура, в ходе которой к случайно сгенерированной СУ (1), состоящей из m2(p)
уравнений, применялся предложенный алгоритм. Потом из этой СУ удалялись по-
следние m2(p)−m1(p) уравнений и полученная система решалась методом максимума
правдоподобия. Данные в табл. 4 и 5 получены аналогично, с тем отличием, что для
каждого исходного значения p вместо 225 запусков процедуры выполнялось только 10.
Последнее обстоятельство обусловлено заметным увеличением времени решения СУ
методом максимума правдоподобия.
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Та б л и ц а 3
Сравнение алгоритмов решения систем с искажёнными правыми

частями (k = 128, ρ = 4)

p

Метод максимума правдоподобия Предложенный алгоритм

Среднее время Количество Среднее время Количество

выполнения, с уравнений, m1(p) выполнения, с уравнений, m2(p)

0,005 3,6795 40 0,0008 56

0,008 3,6923 40 0,0027 56

0,010 3,8418 40 0,0072 56

0,020 3,9712 48 0,0113 160

0,050 5,8443 72 0,0453 200

Та б л и ц а 4
Сравнение алгоритмов решения систем с искажёнными правыми

частями (k = 128, ρ = 5)

p

Метод максимума правдоподобия Предложенный алгоритм

Среднее время Количество Среднее время Количество

выполнения, с уравнений, m1(p) выполнения, с уравнений, m2(p)

0,005 94,48 40 0,0732 56

0,008 99,73 40 0,0899 56

0,010 105,96 40 0,0995 56

0,020 106,16 48 0,3466 72

0,050 136,60 72 1,4910 160

Та б л и ц а 5
Сравнение алгоритмов решения систем с искажёнными правыми

частями (k = 128, ρ = 6)

p

Метод максимума правдоподобия Предложенный алгоритм

Среднее время Количество Среднее время Количество

выполнения, с уравнений, m1(p) выполнения, с уравнений, m2(p)

0,005 2056,94 40 0,4013 56

0,008 2154,86 40 0,4551 64

0,010 2138,73 40 0,4278 64

0,020 2197,63 48 0,7418 120

0,050 3691,22 72 2,7181 200

Как видно из таблиц, предложенный алгоритм в сотни (а в ряде случаев — в ты-
сячи) раз превосходит по эффективности метод максимума правдоподобия, причём
с ростом значения ρ это различие становится всё более заметным.
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В целом, предложенный алгоритм представляется более простым и эффективным
с точки зрения программной реализации по сравнению с алгоритмами, описанными
в [2, 3], и может быть применён на практике для восстановления истинных решений ма-
лого веса слабоискажённых систем линейных булевых уравнений от нескольких сотен
или тысяч неизвестных.

Авторы благодарны рецензенту за критические замечания, учёт которых позволил
существенно улучшить качество работы, избежать неточностей в формулировках и
усилить первоначальную версию теоремы 2.
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11. Golić J. Cryptanalysis of alleged A5 stream cipher // Advances in Cryptology. Proc.

EUROCRYPT’97. Springer Verlag, 1997. P. 239–255.
12. Рейнгольд Э., Нивергельт Ю., Део Н. Комбинаторные алгоритмы. Теория и практика:

пер. с англ. М.: Мир, 1980. 476 с.
13. Ахо А., Хопкрофт Дж., Ульман Дж. Построение и анализ вычислительных алгоритмов:

пер. с англ. М.: Мир, 1979. 535 с.
14. Ширяев А.Н. Вероятность: учеб. пособие для вузов. М.: Наука, 1989. 640 с.



2013

ПРИКЛАДНАЯ ДИСКРЕТНАЯ МАТЕМАТИКА

Вычислительные методы в дискретной математике №2(20)

УДК 519.1

ФОРМУЛА ДЛЯ ЧИСЛА СОЧЕТАНИЙ С ПОВТОРЕНИЯМИ
ПРИ ОГРАНИЧЕНИЯХ И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЕ

В.В. Гоцуленко

Институт технической теплофизики НАН Украины, г. Киев, Украина

E-mail: gosul@ukr.net

Получены различные обобщения понятия числа сочетаний с повторениями.
Найдены формулы для вычисления введённых комбинаторных чисел и рассмот-
рены различные задачи, которые решаются с их применением.

Ключевые слова: сочетания с повторениями при ограничениях, диофантовы
уравнения, формальный полином, производящие функции, мультимножества.

Введение
Всё разнообразие комбинаторных формул может быть фактически выведено из

нескольких основных утверждений, касающихся конечных множеств [1, 2]. Тем не ме-
нее во многих отношениях полезно вводить различные комбинаторные числа, харак-
теризующие те или иные количественные соотношения на множествах произвольной
природы. Классические понятия числа сочетаний, размещений и перестановок в случае
возможности дублирования элементов в выборках обобщаются в различных направле-
ниях. Так, в частности, возникают сочетания, размещения и перестановки с повторе-
ниями [1]. Существует множество комбинаторных задач, которые можно эффективно
решать, не обращаясь всякий раз к основным принципам комбинаторики, например
к правилу произведения, а используя различные обобщения основных комбинаторных
чисел.

Непосредственное прикладное применение комбинаторных чисел связано с под-
счётом количества подмультимножеств заданного мультимножества [3], обладающих
определёнными свойствами. При этом данная задача может рассматриваться и как
универсальный способ построения и классификации комбинаторных чисел в зависи-
мости от задаваемых свойств подмультимножеств.

Первичная спецификация мультимножества приводит к задаче подсчета m-эле-
ментных подмультимножеств заданного мультимножества с фиксированными весами
его элементов. Например, в [4] получена формула для решения данной задачи. В [5] на
основе данной формулы получено выражение, более удобное для проведения вычис-
лений. В этой же работе получена формула для числа упорядоченных подмультимно-
жеств. Другой подход для определения количестваm-элементных подмультимножеств
заданного мультимножества через их вторичные спецификации рассматривается в [6].

В данной работе получено несколько новых возможных способов обобщения поня-
тия числа сочетаний с повторениями и рассмотрены некоторые комбинаторные задачи,
решаемые с их помощью. В частности, полученные результаты имеют непосредствен-
ное применение к задаче о подсчёте количества подмультимножеств заданного муль-
тимножества.

DOI 10.17223/20710410/20/8
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1. Определение числа сочетаний с повторениями при ограничениях
Формулировка достаточно общей комбинаторной задачи, приводящей к сочетаниям

с повторениями, может быть следующей: имеется большое число предметов, например
бесконечное, n различных типов. Необходимо определить, сколько из них можно соста-
вить различных m-элементных наборов, не принимая во внимание порядок элементов.
В качестве точной формализации понятия k-элементного набора можно рассматривать
n-компонентный вектор (x1, x2, . . . , xn), где xk означает количество элементов k-го ти-
па, k = 1, . . . , n, в соответствующем m-элементном наборе.

Следовательно, исходная задача эквивалентна задаче определения количества
неотрицательных решений линейного диофантова уравнения

x1 + x2 + . . .+ xn = m, (1)

где xk > 0, k = 1, . . . , n. Для числа сочетаний с повторениями в литературе использу-
ются различные обозначения, например Cm

n или fmn ; будем придерживаться последнего
обозначения. Решение задачи (1) дается следующей формулой [1]:

fmn = Cn−1
n−1+m,

где Cm
n —число сочетаний без повторений из n элементов по m элементов.

Если в исходной задаче количество элементов каждого типа не является бесконеч-
ным, а ограничено некоторым числом, для каждого типа своим, то приходим к по-
нятию числа сочетаний с повторениями при ограничениях. Иными словами, рассмот-
рим следующую комбинаторную задачу. Имеется n ящиков с конфетами. Разрешается
взять ровно m конфет из этих ящиков, причём из k-го ящика разрешается взять не
более mk конфет. Необходимо найти, сколькими способами это можно сделать. Форму-
лировка данной задачи в терминах диофантовых уравнений следующая: необходимо
найти количество неотрицательных решений линейного диофантова уравнения (1) при
наличии ограничений

0 6 xk 6 mk, k = 1, . . . , n. (2)

Обозначим данное число символом fmn [m1,m2, . . . ,mn] и будем его называть числом
сочетаний с повторениями из n типов элементов по m элементов при (простых) огра-
ничениях, определяемых неравенствами (2).

Замечание 1. Несложно проверить, что решение задачи (1), (2), т. е. формула
для fmn [m1,m2, . . . ,mn], имеет смысл лишь при mk > 0 для k = 1, . . . , n и m1 + m2 +
+ . . .+mn > m.

Задача (1), (2) также может быть сформулирована как задача подсчёта m-эле-
ментных подмультимножеств заданного мультимножества с весами элементов m1, m2,
. . ., mn. Применяя метод производящих функций, далее мы получим новую формулу
для решения задачи (1), (2) и некоторых её обобщений.

Отметим, что конфеты в ящиках могут быть упакованы не насыпью, а находиться
в коробках или блоках по rj штук, j = 1, . . . , N . Таким образом, имеется N типов
коробок, где в коробке j-го типа находится rj конфет.

Замечание 2. В отношении последней задачи возможны два варианта. В первом
случае разрешается из каждого ящика брать не более одной коробки конфет. Решение
задачи в этом случае будем называть числом сочетаний с повторениями при блочных

ограничениях и обозначать символом fmn

[
m1,m2, . . . ,mn

r1, r2, . . . , rN

]
. Во втором случае огра-

ничений на количество коробок нет. Необходимо лишь, чтобы суммарное количество
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конфет, взятых из k-го ящика, не превышало mk, k = 1, . . . , n. Решение второй за-
дачи будем называть числом сочетаний второго типа с повторениями при блочных

ограничениях и обозначать символом Fm
n

[
m1,m2, . . . ,mn

r1, r2, . . . , rN

]
.

Интерпретация формулы fmn

[
m1,m2, . . . ,mn

r1, r2, . . . , rN

]
в терминах числа решений диофан-

това уравнения (1) приводит к следующим ограничениям для допустимых решений:

0 6 xk 6 mk, xk ∈ {r1, r2, . . . , rN} , k = 1, . . . , n,

где rj, j = 1, . . . , N , — произвольные целые неотрицательные числа, удовлетворяющие
условию min

16j6N
{rj} 6 min

16k6n
{mk}.

Введём в рассмотрение следующие множества целых чисел (k = 1, . . . , n):

I (mk; r1, r2, . . . , rN) =

{
r : r =

N∑
p=1

αkprp 6 mk, αkp ∈ Z+ = N ∪ {0}, p = 1, . . . , N

}
.

Тогда для определения комбинаторного числа Fm
n

[
m1,m2, . . . ,mn

r1, r2, . . . , rN

]
через целочис-

ленные решения уравнения (1) приходим к следующим ограничениям:

0 6 xk 6 mk, xk ∈ I (mk; r1, r2, . . . , rN) , k = 1, . . . , n.

2. Формулы для числа сочетаний с повторениями при ограничениях
Для вывода формул числа сочетаний с повторениями при ограничениях восполь-

зуемся следующей конструкцией метода производящих функций [7]. Рассмотрим фор-
мальный полином

P (t) =
(
1 + t+ t2 + . . .+ tm1

) (
1 + t+ t2 + . . .+ tm2

)
. . .
(
1 + t+ t2 + . . .+ tmn

)
=

=
m1+m2+...+mn∑

j=0,x1+x2+...+xn=j,
06xk6mk,k=1,...,n

tx1tx2 . . . txn . (3)

Представим P (t) в стандартной форме по возрастающим показателям степеней:

P (t) = 1 + p1t+ p2t
2 + . . .+ pRt

R, R = m1 +m2 + . . .+mn.

Тогда из тождества (3) следует, что fmn [m1,m2, . . . ,mn] = pm. Для вычисления данного
коэффициента положим в тождестве (3) t = exp {iϕ}, где i =

√
−1 —мнимая единица.

Умножим обе части полученного соотношения на exp {−imϕ} и проинтегрируем его
по переменной ϕ на отрезке [−π, π]. Учитывая, что система функций {exp {ikϕ}}∞k=0

является ортогональной в пространстве L2 [−π, π], получим следующее представление:

fmn [m1,m2, . . . ,mn] =
1

2π

π∫
−π

exp (−imϕ)
n∏
k=1

exp {i (mk + 1)ϕ} − 1

exp {iϕ} − 1
dϕ.

Аналогично, рассматривая тождество( ∑
j:rj6m1

tj

)( ∑
j:rj6m2

tj

)
. . .

( ∑
j:rj6mn

tj

)
=

∑
06xk6mk, k=1,...,n,

xk∈{r1,r2,...,rN}

tx1tx2 . . . txn ,
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приходим к представлению

fmn

[
m1,m2, . . . ,mn

r1, r2, . . . , rN

]
=

1

2π

π∫
−π

n∏
p=1

∑
j:06rj6mp

exp {iϕ (rj −m)} dϕ. (4)

Наконец, используя тождество( ∑
j:rj∈I(m1;r1,r2,...,rN )

tj

)( ∑
j:rj∈I(m2;r1,r2,...,rN )

tj

)
. . .

( ∑
j:rj∈I(mn;r1,r2,...,rN )

tj

)
=

=
∑

06xk6mk, k=1,...,n,

xk∈I(mk;r1,r2,...,rN )

tx1tx2 . . . txn ,

получаем выражение для числа сочетаний второго типа с повторениями при блочных
ограничениях:

Fm
n

[
m1,m2, . . . ,mn

r1, r2, . . . , rN

]
=

1

2π

π∫
−π

n∏
p=1

∑
j:rj∈I(mp;r1,r2,...,rN )

exp {iϕ (rj −m)}dϕ. (5)

3. Некоторые следствия и обобщения
Отметим, что если элементы в последовательности {r1, r2, . . . , rN} рекуррентно

связаны, например образуют геометрическую прогрессию, то подынтегральные вы-
ражения в соотношениях (4), (5) допускают дальнейшее упрощение. Например, если
rj/rj−1 = a = const для j = 2, . . . , N , то, учитывая, что∑

j:rj6mk

tj = tr1
tψ(k) − 1

t− 1
, где ψ (k) =

[
1 + loga

(
mk

r1

)]
, [z]— целая часть числа z,

соотношение (4) примет в этом случае более простую форму

fmn

[
m1,m2, . . . ,mn

r1, r2, . . . , rN

]
=

1

2π

π∫
−π

exp {−imϕ}A (iϕ)dϕ,

где

A (t) =
tnr1

(t− 1)n
n∏
k=1

(
tψ(k) − 1

)
.

Выше мы рассмотрели задачи о количестве выборок конфет различного состава
для одного ребенка. В качестве небольшого обобщения рассмотрим задачу, когда кон-
феты необходимо распределить между несколькими детьми. Пусть имеется n ящиков
с конфетами, причём в разных ящиках конфеты разных видов. Пусть также в j-м
ящике находится rj конфет. Конфеты из всех ящиков необходимо распределить между
m детьми так, чтобы первому досталось ровно k1 конфет, второму— k2 конфет и т. д.,
последнему— km конфет. Необходимо определить, сколькими способами это можно
сделать. Интерпретация данной задачи в терминах решений диофантовых уравнений
приводит к следующей формулировке.

Рассматривается система линейных диофантовых уравнений

x11 + x12 + . . .+ x1n = k1,

x21 + x22 + . . .+ x2n = k2,

. . .

xm1 + xm2 + . . .+ xmn = km,



x11 + x21 + . . .+ xm1 = r1,

x12 + x22 + . . .+ xm2 = r2,

. . .

x1n + x2n + . . .+ xmn = rn,

(6)
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где
n∑
j=1

rj =
m∑
i=1

ki; ki > 0, i = 1, . . . ,m; rj > 0, j = 1, . . . , n. (7)

Необходимо определить количество её неотрицательных решений. Решение зада-
чи (6), (7) обозначим символом fk1,...,km;r1,...,rn

m;n , который также может рассматриваться
как некоторое расширение понятия числа сочетаний с повторениями. Для определе-
ния данного комбинаторного числа рассмотрим следующую промежуточную подза-
дачу. Обозначим через A = ||aij : i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n|| произвольную матрицу
с целыми неотрицательными элементами. Через b = ||bi : i = 1, . . . ,m|| обозначим
произвольный вектор-столбец с целыми неотрицательными элементами. Рассматри-
вается задача определения количества неотрицательных решений системы линейных
диофантовых уравнений

ai1x1 + ai2x2 + . . .+ ainxn = bi, i = 1, . . . ,m. (8)

Обозначим решение рассматриваемой задачи через N (A,b). Данное число равно ко-
эффициенту при tb11 t

b2
2 . . . tbmm в разложении по возрастающим показателям степеней

производящей функции
n∏
j=1

Kj∑
k=0

t
ka1j
1 t

ka2j
2 . . . t

kamj
m , (9)

где Kj = 1 + max

{[
bj
aij

]
+ sgn

(
bj
aij
−
[
bj
aij

])
: ∀i = 1, . . . ,m (aij > 0)

}
, j = 1, . . . , n.

Поступая по аналогии, как и ранее, положим в (9) tk = exp {iϕk}, k = 1, . . . ,m.
Далее, интегрируя полученное выражение на кубе [−π, π]m по переменным ϕk, учи-

тывая ортогональность системы функций
{

exp

{
−i

m∑
k=1

qkϕk

}
: qk ∈ Z+, k = 1, . . . ,m

}
в пространстве L2 [−π, π]m, приходим к следующему результату:

N (A,b) =
1

(2π)m
π∫
−π
. . .

π∫
−π

exp

{
−i

m∑
k=1

bkϕk

}
n∏
j=1

Kj∑
k=0

exp

{
ik

m∑
i=1

aijϕi

}
dϕ1 . . . dϕm.

Для применения полученной формулы к определению числа целочисленных неот-
рицательных решений системы диофантовых уравнений (6), (7) перенумеруем неиз-
вестные xij, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, с помощью одного индекса k построчно сле-
ва направо и сверху вниз. Это соответствие для k = 1, . . . ,mn задаётся правилом:
νn,m (k) = (i, j), если k = (i− 1)n+ j.

Следовательно, задача (6), (7) допускает представление в виде (8), если положить

A = ||aij : i = 1, . . . ,m+ n, j = 1, . . . ,mn||, b = ||bi : i = 1, . . . ,m+ n||,

где для i = 1, . . . ,m+ n, j = 1, . . . ,mn

aij =


1, если i ∈ {1, 2, . . . ,m} и νn,m (j) ∈ {(i, q) : 1 6 q 6 n} ,

1, если i = m+ p, 1 6 p 6 n и νn,m (j) ∈ {(q, p) : 1 6 q 6 m} ,

0 в остальных случаях;

(10)

bi =

 ki, если 1 6 i 6 m,

rj, если i = m+ j, 1 6 j 6 n.
(11)
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Таким образом, справедлива формула fk1,...,km;r1,...,rn
m;n = N (A,b), где матрица A и

вектор b определяются с помощью соотношений (10), (11).
Пример. Рассмотрим применение полученных выше формул для решения зада-

чи (6), (7). Пусть m = 3 и n = 2. Необходимо найти количество всех целых неотрица-
тельных решений системы уравнений

x11 + x12 = k1,

x21 + x22 = k2,

x31 + x32 = k3,

 x11 + x21 + x31 = r1,

x11 + x21 + x31 = r2.

Пусть также k1 = 3, k2 = 5, k3 = 2, r1 = 4 и r2 = 6. Очевидно, что условие (7) при этом
выполнено. Матрица A и вектор b имеют вид

A =



1 1 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 1 1

1 0 1 0 1 0

0 1 0 1 0 1


, b =



3

5

2

4

6


.

Таким образом, количество всех целых неотрицательных решений рассматривае-
мой системы уравнений даётся формулой

f 3,5,2;4,6
3;2 =

1

(2π)5

π∫
−π

π∫
−π

π∫
−π

π∫
−π

π∫
−π
F (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4, ϕ5) dϕ1dϕ2dϕ3dϕ4dϕ5 = 11,

где

F (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4, ϕ5) = e−i(3ϕ1+5ϕ22ϕ2+4ϕ4+6ϕ5)
6∏
j=1

Fj (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4, ϕ5) ,

F1 (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4, ϕ5) = 1+ ei(ϕ1+ϕ4)+ e2i(ϕ1+ϕ4)+ e3i(ϕ1+ϕ4)+ e4i(ϕ1+ϕ4)+ e5i(ϕ1+ϕ4)+ e6i(ϕ1+ϕ4),

F2 (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4, ϕ5) = 1+ ei(ϕ1+ϕ5)+ e2i(ϕ1+ϕ5)+ e3i(ϕ1+ϕ5)+ e4i(ϕ1+ϕ5)+ e5i(ϕ1+ϕ5)+ e6i(ϕ1+ϕ5),

F3 (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4, ϕ5) = 1+ ei(ϕ2+ϕ4)+ e2i(ϕ2+ϕ4)+ e3i(ϕ2+ϕ4)+ e4i(ϕ2+ϕ4)+ e5i(ϕ2+ϕ4)+ e6i(ϕ2+ϕ4),

F4 (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4, ϕ5) = 1+ ei(ϕ2+ϕ5)+ e2i(ϕ2+ϕ5)+ e3i(ϕ2+ϕ5)+ e4i(ϕ2+ϕ5)+ e5i(ϕ2+ϕ5)+ e6i(ϕ2+ϕ5),

F5 (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4, ϕ5) = 1+ ei(ϕ3+ϕ4)+ e2i(ϕ3+ϕ4)+ e3i(ϕ3+ϕ4)+ e4i(ϕ3+ϕ4)+ e5i(ϕ3+ϕ4)+ e6i(ϕ3+ϕ4),

F6 (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4, ϕ5) = 1+ ei(ϕ3+ϕ5)+ e2i(ϕ3+ϕ5)+ e3i(ϕ3+ϕ5)+ e4i(ϕ3+ϕ5)+ e5i(ϕ3+ϕ5)+ e6i(ϕ3+ϕ5).

Заключение
Получены некоторые обобщения понятия числа сочетаний с повторениями. Найде-

ны интегральные формулы для рассматриваемых комбинаторных чисел, применение
которых может рассматриваться как альтернатива использованию различных перебор-
ных алгоритмов, реализуемых на ЭВМ с помощью языков программирования. Однако
использование данных формул приводит к вычислению определённых интегралов; во-
просы, связанные с эффективностью реализации операции интегрирования, требуют
дальнейшего исследования.
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Для известного алгоритма точного решения задачи коммивояжёра методом ветвей
и границ (алгоритма Литтла) предлагается следующая модификация. На каждой
промежуточной стадии выполнения алгоритма вычисляется более точная оценка
снизу для всех альтернативных маршрутов, которые можно построить на осно-
ве текущего частичного решения. Благодаря этому, отсечение бесперспективных
вариантов выполняется, как правило, намного эффективнее, особенно для слу-
чайной несимметричной матрицы расстояний. Рассмотрены реализации модифи-
цированного алгоритма с поиском вглубь и вширь, а также с поиском вглубь,
когда ищется приближенный маршрут с произвольно задаваемой погрешностью.
Для функции трудоёмкости U(n) = a · cn, измеряющей количество обрабатыва-
емых матриц расстояний (узлов дерева решений) в графе с n вершинами, с по-
мощью вычислительного эксперимента получены оценки констант a и c для раз-
личных реализаций алгоритма. При этом время обработки каждого узла увели-
чивается в 1,5–2 раза при существенном уменьшении общего времени выполнения
алгоритма.

Ключевые слова: задача коммивояжёра, метод ветвей и границ, вычислитель-
ный эксперимент.

Введение
Как известно, задача коммивояжёра (ЗК) является NP-трудной задачей, поэтому

точные алгоритмы её решения не могут иметь временную сложность меньше экспо-
ненциальной. Решением ЗК является один из (n − 1)! циклов обхода по всем n вер-
шинам полного взвешенного графа, сумма длин рёбер в котором минимальна. Такой
граф обычно задаётся матрицей неотрицательных расстояний (длин рёбер графа для
каждой пары вершин) размером n × n, в которой диагональные элементы полагают-
ся равными очень большой величине, теоретически бесконечности. В самом общем
случае такая матрица асимметрична, а для её элементов не выполняется неравенство
треугольника.

Одним из известных ранних алгоритмов точного решения ЗК для общего случая
является алгоритм Литтла [1, 2], основанный на методе ветвей и границ, который стро-
ит дерево решений для перебора вариантов маршрута (циклов обхода) с отсечением.
Отсекаются такие частично построенные маршруты, у которых оценка снизу длины
маршрута больше или равна длине ранее построенного полного наилучшего маршрута.
При построении оценки снизу на каждом этапе работы алгоритма матрица расстоя-
ний подвергается такому преобразованию с трудоемкостью O(n2), чтобы в каждой её
строке и каждом столбце появился хотя бы один нуль. Более точную оценку снизу
можно получать, решая задачу о назначениях на матрице расстояний за время O(n3),
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при этом улучшается эффективность отсечений в дереве решений. В данной рабо-
те предлагается такое дополнительное преобразование матрицы расстояний, которое
улучшает оценку снизу за время O(n2).

1. Алгоритм Литтла
Для вычисления оценки снизу длины частично построенного маршрута в алгорит-

ме Литтла применяется следующее преобразование матрицы. Сначала из каждой стро-
ки вычитается её наименьший элемент, в результате в каждой строке образуется один
(или больше) нулей. Затем из каждого столбца вычитается его наименьший элемент.
Это преобразование основано на том факте, что если из любого столбца или строки
матрицы вычесть константу, то стоимость оптимального маршрута уменьшается на
величину этой константы, а сам маршрут остается прежним. Сумма всех вычтенных
при этом величин и будет оценкой снизу для всех вариантов маршрута, строящегося
по данной матрице.

Следующее действие — выбор некоторого ребра графа, такого, что все возможные
варианты маршрута разбиваются на две группы: те, которые включают выбранное
ребро, и те, которые его не включают, и для каждой группы создается своя матрица
расстояний. Эти матрицы подвергаются аналогичному преобразованию с выбором реб-
ра и т. д. Таким образом, строящееся при этом дерево решений получается двоичным,
каждому его узлу соответствует своя матрица расстояний.

Выбор ребра на очередном шаге производится таким образом, чтобы оптимальный
вариант маршрута содержал выбранное ребро с наибольшей вероятностью. Для это-
го просматриваются строки матрицы и среди них выделяется та, в которой второе
минимальное ребро имеет наибольший вес. Затем аналогичным образом просматрива-
ются столбцы и выделяется тот столбец, в котором второе минимальное ребро имеет
наибольший вес. Окончательно выбирается такое ребро с нулевым весом, для которо-
го вес второго минимального ребра в строке или столбце максимальный. Выбранное
ребро включается в маршрут для вариантов маршрута 1-й группы и исключается из
всех вариантов маршрута 2-й группы. В результате оценка снизу для всех вариантов
маршрута 2-й группы увеличивается на вес второго минимального ребра в строке или
столбце.

Рассмотрим более подробно реализацию алгоритма Литтла. На вход алгоритма по-
дается квадратная матрица расстояний {Cij} размером n × n, все Cij > 0, причём
диагональные элементы Cii = ∞. Строки и столбцы матрицы помечаются отрезками
маршрута, включёнными в строящийся вариант маршрута. В самом начале все эти
отрезки суть отдельные вершины. Отрезок маршрута, начинающийся из вершины k
и заканчивающийся в вершине i, задаётся парой чисел (k, i). После того как выбрано
ребро (i, j), находящееся на пересечении строки, помеченной отрезком (k, i), и столбца,
помеченного отрезком (j, l), для вариантов маршрута 1-й группы эти два отрезка объ-
единяются. Для этого из матрицы расстояний удаляется строка (k, i) и столбец (j, l),
в результате чего число строк и столбцов матрицы уменьшается на 1. Строка, поме-
ченная отрезком, заканчивающимся в вершине l, и столбец, помеченный отрезком, на-
чинающимся с вершины k, помечаются отрезком (k, l). Кроме того, элемент матрицы
на их пересечении заменяется величиной ∞. Это делается для того, чтобы предот-
вратить в дальнейшем выбор ребра графа (l, k), замыкающего локальный цикл, не
включающий все вершины.
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Для вариантов маршрута 2-й группы выбранное ребро (i, j) в матрице заменяется
величиной ∞, что предотвращает в последующем выбор этого ребра для маршрута.
При этом размер матрицы не изменяется.

Когда размер матрицы уменьшится до 2× 2, если при этом оценка снизу окажется
меньше стоимости ранее найденного наилучшего маршрута, то строится окончатель-
ный замкнутый маршрут путем включения в него как ребра (i, j), так и ребра (l, k).
Стоимость нового маршрута совпадает с его оценкой снизу, и он запоминается как
наилучший маршрут среди всех ранее просмотренных.

Алгоритм Литтла просматривает строящееся таким образом дерево решений
вглубь, в котором сначала делается переход к первой группе вариантов маршрута,
а после их просмотра — ко второй группе. Согласно обзору [3], возможен также упо-
рядоченный обход вширь дерева решений, когда на каждом этапе выбирается тот
узел дерева решений, которому соответствует матрица с минимальной оценкой снизу.
Согласно тому же обзору [3], возможна более точная оценка длины маршрута, вычис-
ленная как решение задачи о назначениях по заданной матрице. Однако если каждое
преобразование матрицы в алгоритме Литтла имеет трудоёмкость порядка O(n2), то
получить решение задачи о назначениях можно лишь за время O(n3), используя для
этого венгерский алгоритм [4]. Общая же трудоёмкость определяется произведением

1) трудоёмкости преобразования матрицы и получения оценки снизу длины марш-
рута;

2) количеством просматриваемых узлов дерева решений.
Так как дерево решений двоичное, а его высота обычно ненамного превышает коли-

чество n вершин графа расстояний, то количество узлов в нём имеет порядок O(2n).
Реальная же трудоёмкость алгоритма определяется эффективностью отсечений при
просмотре дерева решений, её порядок—O(n2 · cn) для алгоритма Литтла и O(n3 · cn)
для случая, когда оценка снизу в узлах дерева решений вычисляется как решение за-
дачи о назначениях, при этом константа c имеет меньшую величину. Эту константу
можно оценить с помощью вычислительного эксперимента.

2. Модифицированный алгоритм
Модификация алгоритма Литтла состоит в том, что при обработке алгоритмом

очередного узла в дереве решений матрица расстояний подвергается дополнительно-
му преобразованию. При вычислении оценки снизу стоимости вариантов маршрутов,
строящихся из текущего узла, в матрице расстояний в каждой строке и каждом столб-
це появляется не менее чем по одному нулю.

Дополнительное преобразование состоит в том, что в матрице отмечается такая
группа строк, в которых имеется ровно по одному нулевому элементу и все эти ну-
ли находятся в одном и том же столбце. Если такая группа, состоящая хотя бы из
двух строк, найдена, то минимальный ненулевой элемент (пусть его величина рав-
на a) в этих строках вычитается из всех строк группы и добавляется к тому столбцу,
в котором находятся нули. В результате ранее полученные нули в этой группе строк
сохраняются и добавляется, по крайней мере, один новый нуль. Оптимальный марш-
рут при этом не изменяется, а его стоимость уменьшается на величину a(p−1), где p—
количество строк в группе. На такую же величину увеличивается оценка снизу стои-
мости вариантов маршрутов, строящихся из текущего узла. Матрица просматривается
до тех пор, пока не будут обработаны все такие группы строк. Далее аналогичным об-
разом в матрице просматриваются столбцы, которые, если будут найдены подобные
группы, подвергаются аналогичному преобразованию.
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Такое преобразование матрицы является частным случаем преобразования, ис-
пользуемого в алгоритме решения задачи о назначении венгерским методом [4]. Заме-
тим, что здесь не требуется полностью решать задачу о назначении для всей матрицы
расстояний, поэтому дополнительное преобразование матрицы имеет порядок O(n2) и
увеличивает время обработки одного узла дерева решений не более чем в 1,5–2 раза.
Благодаря такому дополнительному преобразованию, для многих узлов дерева реше-
ний увеличивается оценка снизу стоимости вариантов маршрутов, вследствие чего от-
сечение ветвей дерева происходит раньше. Поэтому количество обрабатываемых узлов
чаще всего будет существенно меньше, чем в известном алгоритме. В качестве иллю-
страции рассмотрим решение ЗК для следующей матрицы расстояний размера 5× 5,
которая является частью матрицы 7× 7 примера, приведённого в [2]:

1 2 3 4 5

1 ∞ 3 93 13 33

2 4 ∞ 77 42 21

3 45 17 ∞ 36 16

4 39 90 80 ∞ 56

5 28 46 88 33 ∞

Здесь дерево решений будем просматривать вглубь. В корневом узле дерева реше-
ний матрица подвергается следующей обработке. После вычитания из строк и столбцов
минимальных элементов получим оценку снизу, равную 136, и матрицу

1 2 3 4 5

1 ∞ 0 49 5 30

2 0 ∞ 32 33 17

3 29 1 ∞ 15 0

4 0 51 0 ∞ 17

5 0 18 19 0 ∞

Дополнительное преобразование не изменяет эту матрицу. Ребро графа, которое
здесь следует выбрать, — (4, 3). В 3-м столбце второй минимальный элемент равен 19,
поэтому для правого узла дерева решений оценка снизу будет не менее чем 136 + 19 =
= 155. Матрица для левого узла дерева решений получается путём удаления 4-й строки
и 3-го столбца, а также замене ребра (3, 4) на ∞:

1 2 4–3 5

1 ∞ 0 5 30

2 0 ∞ 33 17

4–3 29 1 ∞ 0

5 0 18 0 ∞

Преобразование не изменяет эту матрицу. Выбирается ребро графа (2, 1). Оценка
снизу для правого узла: 136 + 17 = 153. Матрица для левого узла после удаления 2-й
строки и 1-го столбца и замены ребра (1, 2) на ∞:
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2–1 4–3 5

2–1 ∞ 5 30

4–3 1 ∞ 0

5 18 0 ∞

После вычитания из 1-й строки числа 5 и из 1-го столбца числа 1 оценка снизу 142,
а матрица равна

2–1 4–3 5

2–1 ∞ 0 25

4–3 0 ∞ 0

5 17 0 ∞

Здесь в 1-й и 3-й строках имеется по одному нулю во 2-м столбце, в этих строках
второй минимальный элемент равен 17, поэтому из 1-й и 3-й строк вычитается 17, а
ко 2-му столбцу добавляется 17. Новая оценка снизу равна 142 + 17 = 159, а преобра-
зованная матрица имеет вид

2–1 4–3 5

2–1 ∞ 0 8

4–3 0 ∞ 0

5 0 0 ∞

Выбирается ребро графа (1, 4), в результате два отрезка маршрута 2–1 и 4–3 объ-
единяются в отрезок 2–1–4–3. Оценка снизу для правого узла: 159 + 8 = 167. Матрица
для левого узла после удаления 1-й строки и 2-го столбца и замены ребра (3, 2) на ∞:

2–3 5

2–3 ∞ 0

5 0 ∞

Преобразование не изменяет эту матрицу. Так как её размер 2 × 2, то в маршрут
добавляются рёбра (3, 5) и (5, 2). Наилучшее решение на этом этапе 1–4–3–5–2, его
стоимость 159.

Возврат по дереву решений к матрице 3×3 даёт оценку правой ветви 167, поэтому
производится ещё один возврат, к матрице 4 × 4, которая даёт оценку правой ветви
153, что меньше, чем 159. Матрица в правой ветви дерева решений:

1 2 4–3 5

1 ∞ 0 5 30

2 ∞ ∞ 33 17

4–3 29 1 ∞ 0

5 0 18 0 ∞

После вычитания из 2-й строки числа 17 оценка снизу равна 153, а матрица
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1 2 4–3 5

1 ∞ 0 5 30

2 ∞ ∞ 16 0

4–3 29 1 ∞ 0

5 0 18 0 ∞

Здесь во 2-й и 3-й строках имеется по одному нулю в 4-м столбце, в этих строках
второй минимальный элемент равен 1, поэтому из 2-й и 3-й строк вычитается 1, а
к 4-му столбцу добавляется 1. Кроме того, в 1-м и 3-м столбцах имеется по одному
нулю в 4-й строке, в этих столбцах второй минимальный элемент равен 5, поэтому из
1-го и 3-го столбца вычитается 5, а к 5-й строке добавляется 5. В результате новая
оценка снизу равна 153 + 1 + 5 = 159, что равно ранее полученной стоимости. Поэтому
делается возврат по дереву решений к матрице 5 × 5, у неё для правой ветви оценка
155, а матрица после вычитания числа 19 из 3-го столбца равна

1 2 3 4 5

1 ∞ 0 30 5 30

2 0 ∞ 13 33 17

3 29 1 ∞ 15 0

4 0 51 ∞ ∞ 17

5 0 18 19 0 ∞

Здесь во 2-й и 4-й строках имеется по одному нулю в 1-м столбце, в этих строках второй
минимальный элемент равен 13, поэтому из 2-й и 3-й строк вычитается 13, а к 1-му
столбцу добавляется 13. Новая оценка снизу равна 155 + 13 = 168, что больше ранее
полученной стоимости, поэтому делается возврат к корню дерева решений и алгоритм
завершает свою работу.

На рис. 1 изображено получившееся дерево решений, в котором прямоугольники
обозначают вершины, подвергнутые обработке.

Рис. 1. Дерево решений для примера ЗК с матрицей 5× 5
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Таким образом, для получения оптимального маршрута 1–4–3–5–2 стоимостью 159
всего было построено и обработано 6 узлов дерева решений. Для сравнения, алгоритм
Литтла получил такой же маршрут, построив и обработав 13 узлов дерева решений.

3. Реализация алгоритмов
В алгоритмах используются следующие глобальные переменные:
– стоимость Smin наилучшего на текущий момент построенного маршрута;
– размер n0 исходной матрицы расстояний;
– массив Popt размером n0, в котором записан наилучший на текущий момент по-

строенный маршрут.
Удобнее всего реализовать объектную модель, в которой каждый узел дерева ре-

шений представляется экземпляром класса со следующей структурой:
– указатель на другой узел;
– размер матрицы в узле n;
– 1-я оценка снизу S0, равная сумме вычтенных из строк и столбцов матрицы

величин;
– 2-я оценка снизу S, более точная, чем S0 (S > S0);
– матрица расстояний в узле M , её размер n× n;
– два массива размером n, в которых записаны начальные и конечные вершины

отрезков частично построенного маршрута;
– четыре массива размером n, в которых записаны номера нулевых элементов и

вторых наименьших элементов в строках и столбцах;
– массив P размером n0, в котором записан частично построенный маршрут, для

каждого входящего в маршрут ребра (i, j): P [i] = j.
В алгоритме узлы дерева решений организованы в виде линейного списка, пред-

ставляющего собой обход частично построенного дерева решений по висячим узлам
слева направо. Первый узел в списке обрабатывается на очередном этапе, при этом
возможны следующие варианты работы алгоритма:

1) маршрут достроен до конца, его вес меньше ранее построенного маршрута, новый
вариант маршрута запоминается, а узел удаляется из списка;

2) оценка снизу всех маршрутов, которые могут быть построены из текущего узла,
не лучше веса ранее построенного маршрута, узел удаляется из списка;

3) оценка снизу всех маршрутов, которые могут быть построены из текущего уз-
ла, меньше веса ранее построенного маршрута, тогда выбирается лучшее ребро для
маршрута, создается новый первый узел с включением этого ребра, а в текущем узле
это ребро удаляется. При этом проверяется оценка снизу для будущих маршрутов из
текущего узла, и если она окажется не лучше веса ранее построенного маршрута, то
текущий узел удаляется из списка.

Далее приведён общий вид алгоритма Литтла, реализующего поиск вглубь.
1. Задание исходного значения n0, а также присваивание Smin =∞.
2. Создание начального элемента списка — корня дерева решений, в котором:
2.1. Указателю на другой узел присваивается пустая ссылка.
2.2. Размер матрицы в узле n = n0.
2.3. Обеим оценкам снизу S и S0 присваиваются нули.
2.4. Матрице расстояний в узле M задаются исходные значения.
2.5. Каждому элементу массивов, содержащих начальные и конечные вершины

отрезков маршрута, задаются значения, равные их номерам.
3. Цикл, пока список узлов дерева решений не пуст:
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3.1. Если S < Smin, то для первого узла в списке:
3.1.1. Вычитание из строк матрицы минимальных значений с коррекцией S0 и S.
3.1.2. Вычитание из столбцов матрицы минимальных значений с коррекцией

S0 и S.
3.1.3. Формирование массивов с номерами нулевых элементов и вторых

наименьших элементов в строках.
3.1.4. Формирование массивов с номерами нулевых элементов и вторых

наименьших элементов в столбцах.
3.2. Если S < Smin, то для первого узла в списке:

3.2.1. Выбор наилучшего ребра для включения в маршрут.
3.2.2. Если n = 2, то:

3.2.2.1. Выбор второго ребра для маршрута.
3.2.2.2. Запоминание нового маршрута в Popt.
3.2.2.3. Присваивание Smin = S0.
3.2.2.4. Удаление первого узла из списка.

3.2.2. Иначе:
3.2.2.5. Замена выбранного ребра в матрице величиной ∞ с коррекцией S.
3.2.2.6. Создание нового узла с размером матрицы в узле n− 1 и со ссылкой

на предыдущий первый узел.
3.2.2.7. Копирование матрицы в новый узел (без той строки и того столбца,

где было выбранное ребро).
3.2.2.8. Копирование с коррекцией массивов с записанными начальными и

конечными вершинами отрезков маршрута.
3.2.2.9. Копирование массива P с добавлением выбранного ребра.
3.2.2.10. Копирование S0 и S.

3.2. Иначе:
3.2.3. Удаление первого узла из списка.

Модифицированный алгоритм содержит следующее дополнительное преобразова-
ние матрицы, которое необходимо вставить после п. 3.1.4:

3.1.5. Если S < Smin, то для первого узла в списке:
3.1.5.1. Цикл, пока не просмотрены все строки

3.1.5.1.1. Если найдена строка с одним нулем, то:
3.1.5.1.1.1. Цикл с поиском других строк с нулем в том же столбце.
3.1.5.1.1.2. Если найдено две или больше строки, то коррекция строк и

столбца, коррекция S0.
3.1.5.2. Цикл, пока не просмотрены все столбцы

3.1.5.2.1. Если найден столбец с одним нулем, то:
3.1.5.2.1.1. Цикл с поиском других столбцов с нулем в той же строке.
3.1.5.2.1.2. если найдено два или больше столбца, то коррекция столбцов

и строк, коррекция S0.
3.1.5.3. коррекция S.

Алгоритм с просмотром дерева решений вглубь можно использовать для получения
не только точного решения ЗК, но и приближённого с произвольно заданной степенью
погрешности, при этом он будет выполняться во много раз быстрее. Для этого в него
надо внести следующие изменения. Везде, где встречается проверка «если S < Smin»,
её надо заменить на «если S(1 + ε) < Smin», где ε— величина погрешности. При этом
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будет гарантировано, что стоимость найденного маршрута не более чем в (1 + ε) раз
больше стоимости оптимального маршрута. Для рассмотренного алгоритма такие за-
мены следует произвести в п.п. 3.1, 3.2, 3.1.5.

Алгоритм с просмотром дерева решений вширь дополнительно содержит следую-
щие действия по упорядочению узлов дерева решений:

3.3. Если 2-й узел в списке существует, то для него:
3.3.1. Поиск i-го узла в списке, у которого Si > S.
3.3.2. Вставка 2-го узла в список перед i-м узлом.

3.4. Если 1-й узел в списке существует, то для него:
3.3.1. Поиск i-го узла в списке, у которого Si > S.
3.3.2. Вставка 1-го узла в список перед i-м узлом.

4. Вычислительный эксперимент
Рассмотренные алгоритмы проверены на следующих модельных данных. Элементы

матрицы расстояний Mij генерируются как равномерно распределённые случайные
числа из диапазона от 0 до 1000, причём элементыMij иMji независимы друг от друга.
Размеры матрицы n изменяются в диапазоне от 30 до 100, для каждого n строится от
3000 (для n = 30) до 400 (для n = 100) вариантов матриц, и для каждого экземпляра
матрицы маршруты вычисляются (в общем случае) следующими пятью алгоритмами:

1) алгоритмом Литтла с просмотром вглубь;
2) модифицированным алгоритмом с просмотром вглубь;
3) модифицированным алгоритмом с просмотром вглубь, вычисляющим прибли-

жённое решение с ε = 0,05;
4) модифицированным алгоритмом с просмотром вширь;
5) модифицированным алгоритмом с просмотром вширь, но с начальным прибли-

жением, полученным алгоритмом 3.
Все алгоритмы написаны на языке Паскаль в системе Delphi, вычисления произ-

водились на компьютере с процессором Atlon, имеющим кэш-память по 1Мбайт на
каждое процессорное ядро и работающим на частоте 2,9 ГГц. В табл. 1 представлены
среднее количество обрабатываемых узлов дерева решений и среднее время вычисле-
ния маршрута, полученные по одним и тем же сгенерированным экземплярам матриц
для всех пяти алгоритмов. Отсутствуют только те результаты вычислений, для полу-
чения которых потребовалось бы слишком много времени.

Кроме того, подсчитана величина разброса (как среднеквадратичное отклонение)
для количества узлов дерева решений и затраченного времени. Величина разбро-
са оказалась очень большой для всех случаев, для максимальных размерностей она
в 1,5–2 раза превышает соответствующие средние значения. Это является следствием
того, что ЗК является NP-трудной, поэтому для наихудших (с точки зрения алгорит-
мов) экземпляров матрицы количество обработанных узлов может быть больше сред-
него количества в десятки раз. Из табл. 1 видно, что алгоритму с просмотром вширь
требуется обработать несколько меньше узлов дерева решений, чем аналогичному ал-
горитму с просмотром вглубь, однако на уменьшении времени работы это сказывается
лишь при n, меньших 50. При бoльших n время работы резко увеличивается, при
n = 80 оно более чем в 10 раз превышает время работы алгоритма с просмотром
вглубь. При этом не помогает задание хорошего начального приближения перед вы-
полнением алгоритма с просмотром вширь. Это происходит из-за того, что в алгоритме
с просмотром вширь максимальный размер списка узлов дерева решений растёт экс-
поненциально с ростом n, и когда размер используемой алгоритмом памяти начинает
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Та б л и ц а 1
Результаты эксперимента

Размер Алгоритм 1 Алгоритм 2 Алгоритм 3 Алгоритм 4 Алгоритм 5

матри- Сред. Сред. Сред. Сред. Сред. Сред. Сред. Сред. Сред. Сред.

цы кол-во время, кол-во время, кол-во время, кол-во время, кол-во время,

n узлов с узлов с узлов с узлов с узлов с

30 999 0,0156 163 0,0039 60 0,0019 118 0,0035 118 0,0034

40 5807 0,134 431 0,0148 115 0,0045 315 0,0131 315 0,0131

50 31506 1,051 980 0,0472 191 0,0102 724 0,0475 724 0,0450

60 189022 8,241 2421 0,160 390 0,029 1847 0,241 1847 0,186

70 – – 5277 0,459 728 0,071 4076 1,454 4076 1,149

80 – – 13797 1,481 1485 0,175 11100 18,982 11100 11,159

90 – – 33504 4,562 2589 0,391 – – – –

100 – – 89043 14,679 8478 1,602 – – – –

существенно превышать размер кэш-памяти в процессоре, происходит интенсивный
обмен данными между кэш-памятью и основной памятью компьютера. В то же вре-
мя максимальный размер списка узлов дерева решений для алгоритма с просмотром
вглубь не превышает n, и весь список обычно помещается в кэш-память. Трудоёмкость
по количеству обрабатываемых узлов дерева решений всех алгоритмов приближённо
имеет порядок O(cn), а трудоёмкость по времени—O(n2 · cn), где константа c имеет
разную величину для разных алгоритмов. Оценим величину константы c по методу
наименьших квадратов. Количество обрабатываемых узлов U как функция от n:

U(n) = a · cn, (1)

где a и c—константы.
Чтобы избавиться от константы a, вместо функции U(n) будем рассматривать от-

ношение двух значений этой функции от разных значений n:

U(n2)/U(n1) = cn2−n1 . (2)

После логарифмирования равенства (2) можно записать сумму квадратов разно-
стей измеренных и вычисленных U(n), причём отношение будем записывать для пар
соседних измерений:

∑
i

(
ln

Ui
Ui−1

− (ni − ni−1) ln c

)2

→ min
ln c

. (3)

После дифференцирования (3) по параметру ln c и приравнивания производной
нулю получим выражение для оценки c:

c = exp

(∑
i

ln
Ui
Ui−1

(ni − ni−1)/
∑
i

(ni − ni−1)2

)
. (4)
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Для оценивания константы a прологарифмируем (1) и запишем сумму квадратов
разностей на основе измеренных и вычисленных U(n):∑

i

(lnUi − ln a− ni · ln c)2 → min
ln a

. (5)

После дифференцирования (5) по параметру ln a и приравнивания производной
нулю получим выражение для оценки a:

a = exp

(
1

K

K∑
i=1

(lnUi − ni · ln c)
)
. (6)

Вычисленные по формулам (4) и (6) оценки параметров a и c для количества обра-
батываемых узлов дерева решений (1) у рассмотренных алгоритмов сведены в табл. 2.

Та б л и ц а 2
Оценки параметров a и c

Параметр Алгоритм 1 Алгоритм 2 Алгоритм 3 Алгоритм 4 Алгоритм 5

a 5,238 10,665 5,811 7,725 7,725

c 1,191 1,094 1,073 1,095 1,095

Одной из особенностей многих точных алгоритмов решения NP-трудных задач яв-
ляется то, что после нахождения оптимального решения алгоритм ещё долго переби-
рает другие варианты решения, пытаясь улучшить найденное. Поэтому представляет
интерес выяснить, какова доля времени, затрачиваемого на поиск оптимального марш-
рута, по сравнению с общим временем вычислений. Оценки среднего значения этого
параметра для алгоритмов 1, 2 и 3 приведены в табл. 3. Алгоритмы 4 и 5 реализу-
ют поиск вширь таким образом, что самый первый из найденных вариантов является
оптимальным маршрутом, поэтому для них эта доля времени близка к единице.

Та б л и ц а 3
Доля времени, затрачиваемого на поиск

оптимального маршрута

Размер Алгоритм 1 Алгоритм 2 Алгоритм 3,

матрицы n ε = 0,05

30 0,51 0,58 0,72

40 0,39 0,46 0,56

50 0,37 0,35 0,36

60 0,38 0,37 0,32

70 – 0,31 0,33

80 – 0,26 0,29

90 – 0,26 0,22

100 – 0,29 0,23
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Для алгоритма 3, вычисляющего приближенное решение ЗК с гарантированной
точностью ε, представляет интерес, какова при этом средняя погрешность полученного
решения и во сколько раз время вычислений меньше, чем у алгоритма 2. Оценки этих
величин представлены в табл. 4 для ε = 0,05, 0,1 и 0,2.

Та б л и ц а 4
Характеристики алгоритма 3

ε = 0,05 ε = 0,1 ε = 0,2

Размер Средняя Доля Средняя Доля Средняя Доля

матрицы погреш- времени погреш- времени погреш- времени

n ность вычислений ность вычислений ность вычислений

30 0,012 0,50 0,022 0,39 0,041 0,31

40 0,013 0,31 0,027 0,21 0,045 0,15

50 0,016 0,22 0,030 0,12 0,051 0,08

60 0,016 0,18 0,032 0,09 0,055 0,05

70 0,018 0,15 0,033 0,053 0,053 0,026

80 0,018 0,12 0,033 0,049 0,052 0,015

90 0,018 0,085 0,035 0,050 0,052 0,014

100 0,018 0,108 0,036 0,038 0,052 0,014

Следует отметить, что результаты проведённого вычислительного эксперимента
справедливы лишь для случая несимметричной матрицы расстояний с равномерным
распределением длин рёбер. Для других распределений рассмотренные алгоритмы
имеют, как правило, намного бoльшую трудоёмкость. Так, для известной ЗК с 48 го-
родами [5], с симметричной матрицей, алгоритм 1 получил результат за 3,5 ч работы,
а алгоритм 2— за 1 ч 45мин. Интересно, что при этом получен маршрут длиной 11461,
что меньше, чем в [5], где длина маршрута указана равной 11470. Алгоритмы 1 и 2
вычислили следующий оптимальный маршрут:
1 2 48 15 43 21 33 30 23 9 10 40 36 34 6 8 47 7 38 14 18 12 22 13 28 32 25 3 5 29 26 41 24
35 17 31 20 11 16 42 4 46 45 39 44 27 37 19.

Программа, реализующая алгоритм 2, включая модуль с описанием класса для
решения ЗК, доступна в сети Интернет по ссылке [6].

Заключение
Как показал вычислительный эксперимент, предложенная модификация алгорит-

ма Литтла для случайной матрицы расстояний позволяет существенно сократить ко-
личество обрабатываемых узлов дерева решений при поиске оптимального маршрута
в задаче коммивояжёра. При этом время обработки каждого узла имеет тот же поря-
док трудоёмкости, O(n2), но с увеличенным в 1,5–2 раза множителем. В целом, трудо-
ёмкость обоих алгоритмов имеет порядок O(n2 ·cn), но у модифицированного алгорит-
ма константа c существенно меньше, что позволяет при примерно одинаковом времени
решать задачу для n = 100 против n = 60. Сравнение реализаций модифицированного
алгоритма с поиском вглубь и вширь показало незначительное преимущество поиска
вширь только для небольших размерностей (n < 50), когда объём требуемой памяти
для размещения матриц в узлах дерева решений не слишком велик. Для n > 50 время
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работы алгоритма с поиском вширь резко увеличивается из-за ограниченного объёма
кэш-памяти.
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В работе 1985 г. Дж. Лагариас и А. Одлыжко предложили метод решения вычис-
лительной задачи о рюкзаке, основанный на её сведении к задаче поиска короткого
вектора в решётке специального вида. Метод Лагариаса — Одлыжко позволяет
решать «практически все» задачи о рюкзаках, обладающие малой плотностью.
В настоящей работе метод Лагариаса — Одлыжко решения задачи о рюкзаке мо-
дифицируется применительно к случаям обобщённой задачи о рюкзаке и систем
задач о рюкзаках. Система задач о рюкзаках вводится в настоящей работе как ко-
нечное множество индивидуальных задач о рюкзаках, имеющих общее решение.
Определяются множества значений плотности обобщённых задач о рюкзаках и си-
стем задач о рюкзаках, такие, что модифицированные методы позволяют решать
«практически все» обобщённые задачи о рюкзаках и системы задач о рюкзаках,
обладающие плотностью из этих множеств.

Ключевые слова: метод Лагариаса — Одлыжко, задача о рюкзаке, обобщённая
задача о рюкзаке, системы задач о рюкзаках.

Введение
Задача о рюкзаке (распознавания) NP-полна [1]. Однако на настоящий момент из-

вестны два метода решения вычислительных задач о рюкзаках, обладающих малой
плотностью, один из которых предложен Дж. Лагариасом и А. Одлыжко [2], а вто-
рой —Э. Брикеллом [3]. Дж. Лагариас и А. Одлыжко рассматривали вычислительную
задачу о рюкзаке в следующей формулировке.

Условие: заданы вектор A = (a1, a2, . . . , ar) ∈ Nr и число S ∈ N, причём известно,
что уравнение

r∑
i=1

aixi = S, (1)

где x1, . . . , xr —неизвестные, имеет решение в числах 0 и 1.
Вопрос: найти решение уравнения (1) в числах 0 и 1.
В работе [2] рассматривается понятие плотности задачи о рюкзаке.
Определение 1. Плотностью задачи о рюкзаке с векторомA = (a1, a2, . . . , ar)∈Nr

называется число
dз.р =

r

log2

(
max
16i6r

ai

) .
Метод Лагариаса — Одлыжко основан на сведении задачи о рюкзаке к задаче

поиска короткого вектора в решётке специального вида. Предположим, что имеется
алгоритм «Оракул», который за полиномиальное время выдаёт один из кратчайших
(самых коротких) ненулевых векторов решёток некоторых специальных видов (виды
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решёток описаны далее). Несмотря на то, что задача нахождения кратчайшего нену-
левого вектора решётки в общем случае является NP-трудной [4], ответ на вопрос
о существовании алгоритма «Оракул» неизвестен, при реализации «приближением»
к этому алгоритму служит алгоритм построения LLL-приведённого базиса решётки.

Дж. Лагариас и А. Одлыжко рассматривали решётку Λ1 = {z1b1 + . . . + zr+1br+1 :
z1, . . . , zr+1 ∈ Z}, образованную следующими линейно независимыми векторами раз-
мерности r + 1:

b1 = (1, 0, . . . , 0, N · a1),

b2 = (0, 1, . . . , 0, N · a2),

...
br = (0, 0, . . . , 1, N · ar),
br+1 = (0, 0, . . . , 0, N · S),

где N >
[√

r/2
]

+ 1 —некоторое достаточно большое натуральное число, а вектор
(a1, . . . , ar, S) ∈ Nr+1 задаёт вычислительную задачу о рюкзаке. В работе [2] показано,
что справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Пусть a1, . . . , ar —произвольные натуральные числа, ẽ = (e1, . . . , er) ∈
∈ {0, 1}r —произвольный вектор и S =

r∑
i=1

eiai. Тогда вероятность ошибки при решении

задачи о рюкзаке, заданной значениями ai, 1 6 i 6 r, и S, при условии, что плотность
этой задачи dз.р < 0,6463 . . . , с помощью алгоритма «Оракул», применённого к решёт-
ке Λ1, стремится к 0 при r → ∞. (Здесь и далее под ошибкой понимается получение
с помощью «Оракула» вектора, отличного от ẽ и −ẽ.)

Этот результат улучшен в работе [5] путём модификации исследуемой решётки.
Определим решётку Λ2 = {z1b

∗
1 + . . . + zr+1b

∗
r+1 : z1, . . . , zr+1 ∈ Z}, где b∗i = bi при

1 6 i 6 r и b∗r+1 = (1/2, 1/2, . . . , 1/2, N · S), N >
[√
r/2
]

+ 1 —некоторое достаточно
большое натуральное число. Заметим, что в данном случае векторы b∗1, . . . , b

∗
r+1 не

обязательно линейно независимы.
Справедлива следующая теорема [5].
Теорема 2. Пусть a1, . . . , ar —произвольные натуральные числа, ẽ = (e1, . . . , er) ∈

∈ {0, 1}r —произвольный вектор и S =
r∑
i=1

eiai. Тогда вероятность ошибки при решении

задачи о рюкзаке, заданной значениями ai, 1 6 i 6 r, и S, при условии, что плотность
этой задачи dз.р < 0,9408 . . . , с помощью алгоритма «Оракул», применённого к решёт-
ке Λ2, стремится к 0 при r →∞.

В настоящей работе предлагаются методы решения вычислительной обобщённой
задачи о рюкзаке и систем задач о рюкзаках, основанные на методе Лагариаса —Од-
лыжко решения вычислительной задачи о рюкзаке.

Вычислительная обобщённая задача о рюкзаке рассматривается в следующей фор-
мулировке.

Условие: заданы вектор A = (a1, a2, . . . , ar) ∈ Nr, число S ∈ N и натуральное
число m > 2, причём известно, что уравнение

r∑
i=1

aixi = S, (2)

где x1, . . . , xr —неизвестные, имеет решение в числах 0, 1, . . . ,m− 1.
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Вопрос: найти решение уравнения (2) в числах 0, 1, . . . ,m− 1.
Замечание. Числа 0, 1, . . . ,m− 1 можно рассматривать как элементы кольца вы-

четов Z/mZ, но поскольку в обобщённой задаче о рюкзаке рассматривается обычная

сумма
r∑
i=1

aixi натуральных чисел, то оперирование значениями 0, 1, . . . ,m − 1 пред-

ставляется более естественным.
Определение 2. Плотностью обобщённой задачи о рюкзаке с вектором A =

= (a1, a2, . . . , ar) ∈ Nr назовём число

dо.з.р =
r

logm

(
max
16i6r

ai

) .
Системой задач о рюкзаках назовём конечное множество индивидуальных задач о

рюкзаках, имеющих общее решение. Таким образом, система задач о рюкзаках являет-
ся естественным обобщением индивидуальной задачи о рюкзаке. Кроме того, с точки
зрения информационной безопасности система задач о рюкзаках тесно связана со слу-
чаем широковещательной рассылки сообщения, например в криптосистеме Меркля—
Хеллмана. Дадим строгую формулировку системы обобщённых задач о рюкзаках.

Условие: заданы k векторов A1 = (a11, . . . , ar1), . . . , Ak = (a1k, . . . , ark) размерно-
сти r, k натуральных чисел S1, . . . , Sk и натуральное число m > 2, причём известно,
что система уравнений

r∑
i=1

aijxi = Sj, 1 6 j 6 k, (3)

где x1, . . . , xr —неизвестные, имеет решение в числах 0, 1, . . . ,m− 1.
Вопрос: найти решение системы уравнений (3) в числах 0, 1, . . . ,m− 1.

Определение 3. Плотностью системы обобщённых задач о рюкзаках с векто-
рами A1 = (a11, . . . , ar1), . . . , Ak = (a1k, . . . , ark) назовём число

dс.о.з.р =
r

logm

(
max

16i6r,16j6k
aij

) .
Обозначим через Sr(R) число точек целочисленной решётки, попавших внутрь или

на поверхность r-мерной сферы радиуса
√
R с центром в начале координат (в r-мерном

пространстве). В работе [2], по существу, доказана следующая теорема (непосредствен-
но в работе рассматривался случай m = 2), необходимая нам для получения основных
результатов.

Теорема 3. Для всех α > 0, натуральных чисел r > 1 и любого натурального
числа m > 2

Sr(αr) 6 eγ = mγ logm e,

где γ = min
x>0

δ(α, x) · r; δ(α, x) = αx+ ln θ(e−x); θ(z) = 1 + 2
∞∑
i=1

zi
2
.
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1. Модификация метода Лагариаса —Одлыжко
для случая обобщённой задачи о рюкзаке

Рассмотрим решётку Λ3, образованную следующими векторами b1, . . . , br+1 размер-
ности r + 1:

b1 = (1, 0, . . . , 0, N · a1),

b2 = (0, 1, . . . , 0, N · a2),

...
br = (0, 0, . . . , 1, N · ar),
br+1 = (0, 0, . . . , 0, N · S),

где N >
[
(m− 1)

√
r/2
]

+ 1 —некоторое достаточно большое натуральное число.
Определение 4. Назовем обобщённую задачу о рюкзаке приведённой, если вы-

полнены неравенства

1

r

r∑
i=1

ai 6 S 6 (m− 1)
r∑
i=1

ai −
1

r

r∑
i=1

ai.

Если обобщённая задача о рюкзаке не является приведённой, то имеется возмож-

ность исключить из рассмотрения либо самый большой (если
1

r

r∑
i=1

ai > S), либо самый

маленький (если S > (m− 1)
r∑
i=1

ai −
1

r

r∑
i=1

ai) элемент вектора. Для приведённой обоб-

щённой задачи о рюкзаке такой возможности нет.
Для любого натурального числа m > 2 справедлива следующая теорема.
Теорема 4. Пусть a1, . . . , ar —произвольные натуральные числа, ẽ = (e1, . . . , er) ∈

∈ {0, 1, . . . ,m − 1}r —произвольный вектор и S =
r∑
i=1

eiai. Тогда вероятность ошибки

при решении приведённой обобщённой задачи о рюкзаке, заданной значениями ai,

1 6 i 6 r, и S, при условии, что плотность этой задачи dо.з.р <
lnm

min
x>0

δ((m− 1)2/2, x)
,

с помощью алгоритма «Оракул», применённого к решетке Λ3, стремится к 0
при r →∞.

Доказательство. Решётка Λ3 содержит вектор e = (e1, e2, . . . , er, 0), где

e1, . . . , er —решение ассоциированной обобщённой задачи о рюкзаке (e =
r∑
i=1

eibi−br+1).

Пусть t =
r∑
i=1

ai. Можно считать, что
r∑
i=1

ei 6 (m− 1)r/2, иначе можно перейти

к «дополняющей» задаче со следующими параметрами:

Snew = (m− 1)t− S,
bnew
r+1 = (0, 0, . . . , 0, N((m− 1)t− S)),

enew = (m− 1− e1,m− 1− e2, . . . ,m− 1− er, 0).

Решение «дополняющей» задачи эквивалентно решению исходной задачи, при этом
r∑
i=1

(m − 1 − ei) 6 (m− 1)r/2 (заметим также, что Snew = (m − 1)t − S > (m − 1)t −

−(m− 1)t+ t/r = t/r).
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Поскольку
r∑
i=1

ei 6 (m− 1)r/2, ei ∈ {0, 1, . . . ,m− 1} и h2 + (m− 1− h)2 6 (m− 1)2

при 0 6 h 6 m− 1, то ||e||2 =
r∑
i=1

e2
i 6 (m− 1)2r/2.

Поэтому вектор e является «достаточно коротким» вектором решётки и его мож-
но искать при помощи «Оракула». Однако может оказаться, что «Оракул» выдаст
вектор, не совпадающий с векторами −e, e. В этом случае вектор, предоставленный
«Оракулом», является элементом следующего множества ошибочных векторов:

X3 = {x = (x1, . . . , xr+1) : x ∈ Λ3, ||x|| 6 ||e||, x /∈ {−e, 0, e}}.

Выбор числа N >
[
(m−1)

√
r/2
]
+1 обеспечивает для векторов x ∈ X3 выполнение

условия xr+1 = 0 (иначе если x ∈ X3 и xr+1 6= 0, то ||x|| > |xr+1| > N > (m− 1)
√
r/2 >

> ||e||, то есть x /∈ X3 —противоречие).
Рассмотрим произвольный вектор x ∈ X3 и определим число y ∈ Z следующим

образом:

yS =
r∑
i=1

xiai,

тогда

|y|S =

∣∣∣∣ r∑
i=1

xiai

∣∣∣∣ 6 ||x|| r∑
i=1

ai 6 (m− 1)t
√
r/2

и, поскольку t 6 Sr, получим |y| 6 (m− 1)r
√
r/2.

Пусть P — вероятность того, что множество X3 не является пустым, тогда справед-
ливо неравенство

P 6 Pr
(

r∑
i=1

xiai = yS | x ∈ X3, |y| 6 (m− 1)r
√
r/2

)
·|X3|·

∣∣∣{y : |y| 6 (m− 1)r
√
r/2
}∣∣∣ .

Определим вектор z = (z1, z2, . . . , zr), где zi = xi − yei, 1 6 i 6 r. Случай z = 0 не
рассматривается, поскольку при этом ||x|| = |y|||e||, и так как ||x|| 6 ||e||, то |y| 6 1 и
x ∈ {−e, 0, e}, а значит, x /∈ X3.

Пусть B = max
16i6r

ai, без ограничения общности будем считать, что z1 6= 0. Определим

z∗ = −
r∑
i=2

aizi
z1

,

тогда

Pr
(

r∑
i=1

ziai = 0

)
= Pr(a1 = z∗) =

B∑
j=1

Pr(a1 = z∗ | z∗ = j)Pr(z∗ = j) =

=
B∑
j=1

Pr(a1 = j)Pr(z∗ = j) =
B∑
j=1

1

B
Pr(z∗ = j) 6

1

B
.

Предыдущая оценка получена в предположении, что z1 6= 0, но на самом деле
каждый элемент zi при 1 6 i 6 r может быть не равным нулю, поэтому

Pr
(

r∑
i=1

ziai = 0

)
6

r

B
.
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С учётом результата теоремы 3 при α = (m− 1)2/2 получим

|X3| 6
∣∣∣{x̃ ∈ Zr : ||x̃|| 6 (m− 1)

√
r/2
}∣∣∣ 6 m

min
x>0

δ((m−1)2/2,x)r logm e
.

По свойствам модуля∣∣∣{y : |y| 6 (m− 1)r
√
r/2
}∣∣∣ 6 2(m− 1)r

√
r/2 + 1.

Таким образом,

P 6 r
(

2(m− 1)r
√
r/2 + 1

) mmin
x>0

δ((m−1)2/2,x)r logm e

B
,

и если B = mCmr, то при Cm > min
x>0

δ((m− 1)2/2, x) logm e получим lim
r→∞

P = 0.

Если плотность обобщённой задачи о рюкзаке

dо.з.р =
r

logm

(
max
16i6r

ai

) <
lnm

min
x>0

δ((m− 1)2/2, x)
,

то B = max
16i6r

ai > m
min
x>0

δ((m−1)2/2,x)r logm e
.

2. Модификация метода Лагариаса —Одлыжко для случая
систем обобщённых задач о рюкзаках

Рассмотрим решётку Λ4, образованную следующими векторами b1, . . . , br+1 размер-
ности r + k:

b1 = (1, 0, . . . , 0, N · a11, N · a12, . . . , N · a1k),

b2 = (0, 1, . . . , 0, N · a21, N · a22, . . . , N · a2k),

...
br = (0, 0, . . . , 1, N · ar1, N · ar2, . . . , N · ark),
br+1 = (0, 0, . . . , 0, N · S1, N · S2, . . . , N · Sk),

где N > [(m− 1)
√
r/2] + 1 —некоторое достаточно большое натуральное число.

Определение 5. Назовём систему обобщённых задач о рюкзаках приведённой,
если для всех 1 6 j 6 k выполнены неравенства

1

r

r∑
i=1

aij 6 Sj 6 (m− 1)
r∑
i=1

aij −
1

r

r∑
i=1

aij.

Для любого натурального числа m > 2 справедлива следующая теорема.
Теорема 5. Пусть aij, 1 6 i 6 r, 1 6 j 6 k,—произвольные натуральные числа,

причём векторы A1 = (a11, . . . , ar1), . . . , Ak = (a1k, . . . , ark) являются линейно независи-

мыми. Пусть ẽ = (e1, . . . , er) ∈ {0, 1, . . . ,m− 1}r —произвольный вектор и Sj =
r∑
i=1

eiaij

для всех 1 6 j 6 k. Тогда вероятность ошибки при решении приведённой системы
обобщённых задач о рюкзаках, заданной значениями aij, 1 6 i 6 r, 1 6 j 6 k, и Sj,

1 6 j 6 k, при условии, что плотность этой системы dс.о.з.р <
k lnm

min
x>0

δ((m− 1)2/2, x)
, с по-

мощью алгоритма «Оракул», применённого к решётке Λ4, стремится к 0 при r →∞.
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Доказательство. Решётке Λ4 принадлежит вектор e = (e1, . . . , er, 0, . . . , 0), где
e1, . . . , er —решение ассоциированной системы обобщённых задач о рюкзаках. Отме-
тим, что, как и ранее, можно считать, что ||e||2 6 (m− 1)2r/2.

Множеством ошибочных векторов в этом случае является

X4 = {x = (x1, . . . , xr+1) : x ∈ Λ4, ||x|| 6 ||e||, x /∈ {−e, 0, e}}.

Выбор числа N >
[
(m− 1)

√
r/2
]
+1 обеспечивает выполнение для векторов x ∈ X4

условия xr+j = 0 для всех 1 6 j 6 k (иначе если x ∈ X4 и xr+j 6= 0 для некоторого
1 6 j 6 k, то ||x|| > |xr+j| > N > (m− 1)

√
r/2 > ||e||, то есть x /∈ X4 —противоречие).

Пусть tj =
r∑
i=1

aij для всех 1 6 j 6 k. Рассмотрим произвольный вектор x ∈ X4 и

определим число y ∈ Z следующим образом:

ySj =
r∑
i=1

xiaij для всех 1 6 j 6 k,

тогда для всех 1 6 j 6 k

|y|Sj =

∣∣∣∣ r∑
i=1

xiaij

∣∣∣∣ 6 ||x|| r∑
i=1

aij 6 (m− 1)tj
√
r/2,

и поскольку tj 6 Sjr, получим

|y| 6 (m− 1)r
√
r/2;

более точную оценку может дать неравенство

|y| 6 (m− 1) min
16j6k

{tj/Sj}
√
r/2.

Пусть P — вероятность того, что множество X4 не является пустым, тогда справед-
ливо неравенство

P 6 Pr
(

r∑
i=1

xiai1 = yS1, . . . ,
r∑
i=1

xiaik = ySk | x ∈ X4, |y| 6 (m− 1)r
√
r/2

)
· |X4|×

×|{y : |y| 6 (m− 1)r
√
r/2}| =

k∏
j=1

Pr
(

r∑
i=1

xiaij = ySj | x ∈ X4, |y| 6 (m− 1)r
√
r/2

)
×

×|X4| · |{y : |y| 6 (m− 1)r
√
r/2}|.

Пусть B = max
16i6r,16j6k

aij. Как и прежде, можно показать, что для всех 1 6 j 6 k

Pr
(

r∑
i=1

xiaij = ySj

)
6

r

B
,∣∣∣{y : |y| 6 (m− 1)r

√
r/2
}∣∣∣ 6 2(m− 1)r

√
r/2 + 1,

|X4| 6 |{x̃ ∈ Zr : ||x̃|| 6 (m− 1)
√
r/2}| 6 m

min
x>0

δ((m−1)2/2,x)r logm e
.

Таким образом, в этом случае

P 6 rk
(

2(m− 1)r
√
r/2 + 1

) mmin
x>0

δ((m−1)2/2,x)r logm e

Bk
,
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и если B = mCmr/k, то при Cm > min
x>0

δ((m− 1)2/2, x) logm e получим lim
r→∞

P = 0.

Если плотность системы обобщённых задач о рюкзаках

dс.о.з.р =
r

logm

(
max

16i6r,16j6k
aij

) <
k lnm

min
x>0

δ((m− 1)2/2, x)
,

то B = max
16i6r,16j6k

aij > m
min
x>0

δ((m−1)2/2,x) r
k

logm e
.

При m = 2 будем называть систему обобщённых задач о рюкзаках системой задач
о рюкзаках. Далее в теореме 6 определяется множество значений плотности систем
задач о рюкзаках, такое, что алгоритм «Оракул» позволяет решать «практически все»
системы задач о рюкзаках, обладающих плотностью из этого множества.

Рассмотрим решётку Λ5, образованную следующими векторами b1, . . . , br+1 размер-
ности r + k:

b1 = (1, 0, . . . , 0, N · a11, N · a12, . . . , N · a1k),

b2 = (0, 1, . . . , 0, N · a21, N · a22, . . . , N · a2k),

...
br = (0, 0, . . . , 1, N · ar1, N · ar2, . . . , N · ark),

br+1 =
(1

2
,
1

2
, . . . ,

1

2
, N · S1, N · S2, . . . , N · Sk

)
,

где N > [
√
r/2] + 1 —некоторое достаточно большое натуральное число.

Теорема 6. Пусть aij, 1 6 i 6 r, 1 6 j 6 k,—произвольные натуральные числа,
причём векторы A1 = (a11, . . . , ar1), . . . , Ak = (a1k, . . . , ark) являются линейно независи-

мыми. Пусть ẽ = (e1, . . . , er) ∈ {0, 1}r —произвольный вектор и Sj =
r∑
i=1

eiaij для всех

1 6 j 6 k. Тогда вероятность ошибки при решении системы задач о рюкзаках, задан-
ной значениями aij, 1 6 i 6 r, 1 6 j 6 k, и Sj, 1 6 j 6 k, при условии, что плотность
этой системы dс.з.р < k · 0,9408 . . . , с помощью алгоритма «Оракул», применённого
к решётке Λ5, стремится к 0 при r →∞.

Доказательство. Решётке Λ5 принадлежит вектор e∗ = (e∗1, . . . , e
∗
r, 0, . . . , 0),

где e∗i = ei − 1/2, а e1, . . . , er —решение ассоциированной системы задач о рюкзаках

(e∗ =
r∑
i=1

eibi − br+1). Заметим, что ||e∗||2 = r/4.

Множеством ошибочных векторов в этом случае является

X5 = {x = (x1, . . . , xr+1) : x ∈ Λ5, ||x|| 6 ||e∗||, x /∈ {−e∗, 0, e∗}}.

Выбор числа N > [
√
r/2]+1 обеспечивает выполнение для векторов x ∈ X5 условия

xr+j = 0 для всех 1 6 j 6 k (иначе если x ∈ X5 и xr+j 6= 0 для некоторого 1 6 j 6 k,
то ||x|| > |xr+j| > N >

√
r/2 > ||e∗||, то есть x /∈ X5 —противоречие).

Поскольку для векторов множества X5, являющихся, по определению, векторами
решётки Λ5, выполнено

x =
r∑
i=1

yibi + ybr+1
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для некоторых целых y и yi, 1 6 i 6 r, то xi = yi + y/2 для всех 1 6 i 6 r и

xr+j = N

(
r∑
i=1

aijyi + ySj

)
для всех 1 6 j 6 k.

Пусть tj =
r∑
i=1

aij для всех 1 6 j 6 k. Оценим значение |y|. Так как xr+j = 0 для всех

1 6 j 6 k, то
r∑
i=1

aijyi = −ySj для всех 1 6 j 6 k, и, подставляя значения yi = xi − y/2,

получим
r∑
i=1

(xi−y/2)aij = −ySj и
r∑
i=1

xiaij =
1

2
y

r∑
i=1

aij−ySj =
1

2
ytj−ySj =

1

2
y(tj−2Sj),

поэтому для всех 1 6 j 6 k выполнено

|y(tj − 2Sj)| = 2

∣∣∣∣ r∑
i=1

xiaij

∣∣∣∣ 6 2||x||
r∑
i=1

aij 6 max
16i6r

aijr
√
r.

Пусть числа 1 6 I 6 r и 1 6 J 6 k являются наименьшими индексами, такими,
что aIJ = max

16i6r,16j6k
aij, тогда можно считать, что |tJ − 2SJ | > aIJ/2. Иначе (если

|tJ − 2SJ | < aIJ/2) возможны только два случая.
В первом случае eI = 1, и, исключив из рассмотрения для всех 1 6 j 6 k элемен-

ты aIj, перейдём к системе задач о рюкзаках, в которой для всех 1 6 j 6 k

Snew
j = Sj − aIj, tnew

j = tj − aIj,

|tnew
J − 2Snew

J | = |tJ − aIJ − 2SJ + 2aIJ | = |tJ − 2SJ + aIJ | >
1

2
aIJ .

Во втором случае eI = 0, и, исключив из рассмотрения для всех 1 6 j 6 k элемен-
ты aIj, перейдём к системе задач о рюкзаках, в которой для всех 1 6 j 6 k

Snew
j = Sj, tnew

j = tj − aIj,

|tnew
J − 2Snew

J | = |tJ − 2SJ − aIJ | >
1

2
aIJ .

Теперь, поскольку |tJ − 2SJ | >
1

2
aIJ ,

aIJr
√
r > |y(tJ − 2SJ)| = |y||tJ − 2SJ | >

1

2
aIJ |y|.

Таким образом, |y| 6 2r
√
r.

Пусть P — вероятность того, что множество X5 не является пустым, тогда справед-
ливо следующее неравенство:

P 6 Pr
(

r∑
i=1

xiai1 =
1

2
y(t1 − 2S1), . . . ,

r∑
i=1

xiaik =
1

2
y(tk − 2Sk) | x ∈ X5, |y| 6 2r

√
r

)
×

×|{x : ||x|| 6 ||e∗||}| · |{y : |y| 6 2r
√
r}| =

=
k∏
j=1

Pr
(

r∑
i=1

xiaij =
1

2
y(tj − 2Sj) | x ∈ X5, |y| 6 2r

√
r

)
×

×|{x : ||x|| 6 ||e∗||}| · |{y : |y| 6 2r
√
r}|.

По построению векторов b1, . . . , br+1 ввиду того, что x =
r∑
i=1

yibi + ybr+1 и xr+1 = 0,
имеет место

|{x : ||x|| 6
√
r/2}| 6 |{x̃ ∈ Zr : ||x̃|| 6

√
r/2}|+ |{x̃ ∈ Zr : ||x̃−(1/2, . . . , 1/2)|| 6

√
r/2}|.
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В последней сумме первое слагаемое соответствует случаям с чётными y, а второе —
с нечётными.

Далее, |{x̃ : x̃ ∈ Zr, ||x̃− (1/2, . . . , 1/2)|| 6
√
r/2}| = 2r. С учётом результата теоре-

мы 3, при α = 1/4 получим

|{x̃ ∈ Zr : ||x̃|| 6
√
r/2}| 6 2

min
x>0

δ(1/4,x)r log2 e
.

Численно устанавливается, что min
x>0

δ(1/4, x) log2 e = 1,0628 . . . Следовательно, мож-
но утверждать, что

|{x : ||x|| 6
√
r/2}| 6 2C1r + 2r,

где C1 = 1,0628 . . .
Пусть B = max

16i6r,16j6k
aij. Как и прежде, можно показать, что для всех 1 6 j 6 k

Pr
(

r∑
i=1

xiaij =
1

2
y(tj − 2Sj)

)
6

r

B
, |{y : |y| 6 2r

√
r}| 6 4r

√
r + 1.

Таким образом, в этом случае

P 6 rk(4r
√
r + 1)

2C1r + 2r

Bk
,

и если B = 2Cr/k, то при C > C1 получим, что lim
r→∞

P = 0.

Если плотность системы задачи о рюкзаках

dс.з.р =
r

log2

(
max

16i6r,16j6k
aij

) < k · 0,9408 . . . ,

то B = max
16i6r,16j6k

aij > 2C1r/k.
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Строится алгоритм FLE быстрого вычисления логарифмической функции
ln(1 + x) вещественного аргумента на полуинтервале

[
2−5, 1− 2−5

)
на машине

Шёнхаге с оракульной функцией и даётся верхняя оценка его временной и ем-
костной сложности. Алгоритм FLE строится на основе разложения в ряд Тейлора
по аналогии с алгоритмом быстрого вычисления экспоненты FEE, при этом допол-
нительно строится модифицированный алгоритм двоичного деленияModifBinSplit
для гипергеометрических рядов. Для алгоритмов ModifBinSplit и FLE показыва-
ется квазилинейность по времени и линейность по памяти при вычислении на ма-
шине Шёнхаге, то есть принадлежность классу Sch(FQLIN-TIME//LIN-SPACE).
Для расчёта логарифмической функции на произвольном промежутке использу-
ется мультипликативная редукция интервала.

Ключевые слова: логарифмическая функция, алгоритмические веществен-
ные функции, квазилинейная временная сложность, линейная ёмкостная слож-
ность.

Введение
Данная работа является продолжением работ [1 – 3], посвящённых построению ал-

горитмических аналогов констант и элементарных функций с ограниченной сложно-
стью вычисления двоично-рациональных приближений при вычислении на машине
Шёнхаге [4].

Приводится мера временной и емкостной сложности [1 – 4] вычислений на машине
Шёнхаге и даётся верхняя оценка временной и емкостной сложности предлагаемого
алгоритма вычисления логарифмической функции ln(1 + x) вещественного аргумента
на полуинтервале [2−5, 1− 2−5) на машине Шёнхаге.

Основные сведения о двоично-рациональных числах и алгоритмических числах и
функциях можно найти в [5]. Посредством Sch(FQLIN-TIME//LINS-PACE) будем обо-
значать, как и в [1 – 3], класс алгоритмов, квазилинейных по времени и линейных по
памяти при вычислении на машине Шёнхаге. Под квазилинейностью понимается огра-
ниченность сверху функцией вида O(n log(n)k) при некотором k.

Основной предмет нашего интереса — это алгоритмы для расчёта элементарных
функций, основанные на разложениях в ряды, так как такие алгоритмы важны в прак-
тической информатике в силу своей относительной простоты реализации.

Известно, что многие вещественные элементарные функции, с одной стороны, вы-
числимы с помощью разложения в ряд полиномиальными по времени и линейными
по памяти алгоритмами [3] и, с другой — квазилинейными по времени и квазилиней-
ными по памяти алгоритмами [6 – 8]. В данных работах рассматривается сложность
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алгоритмов при реализации на машине Тьюринга [3] и в рамках модели битовых вы-
числений [6 – 8], но оценки вычислительной сложности, приведённые в них, верны и
для машины Шёнхаге.

Возникает вопрос: нельзя ли рассчитывать элементарные функции алгоритмами,
основанными на разложениях в ряды, одновременно квазилинейными по времени и
линейными по памяти на машине Шёнхаге?

В [2, 3] даётся положительный ответ на данный вопрос для экспоненциальной
функции комплексного аргумента и некоторых других элементарных функций, ко-
торые выражаются через экспоненциальную функцию комплексного аргумента с по-
мощью простых соотношений. Квазилинейные по времени и линейные по памяти алго-
ритмы из [2, 3] для вычисления приближённых значений экспоненциальной функции
на машине Шёнхаге основаны на модифицированном методе двоичного деления для
гипергеометрических рядов [9] и модифицированном методе быстрого вычисления экс-
поненты [6, 7].

Метод двоичного деления (англ. binary splitting) [9], предназначенный для вы-
числения гипергеометрических рядов, является рекурсивным вариантом метода
FEE [6 – 8, 10 – 13] вычисления гипергеометрических рядов: в методе из [9] дерево вы-
числений обходится сверху вниз с помощью рекурсии, в отличие от итеративного ме-
тода FEE, в котором, в частности, дерево вычислений обходится снизу вверх. Будем
использовать рекурсивный метод из [9]; это связано с удобством его реализации на
машине Шёнхаге, в которой есть рекурсивные вызовы. К тому же при использовании
рекурсии как сам алгоритм, так и оценки его вычислительной сложности получаются
проще.

В данной работе подход, использованный в [2, 3] для экспоненциальной функции
комплексного аргумента, применяетcя для логарифмической функции вещественного
аргумента: алгоритм класса Sch(FQLIN-TIME//LIN-SPACE) вычисления логарифми-
ческой функции на машине Шёнхаге основан на комбинации алгоритма расчёта ги-
пергеометрических рядов из [1 – 3] и алгоритма быстрого вычисления логарифма, ко-
торый строится для логарифмической функции по схеме метода быстрого вычисления
экспоненты.

Везде далее под функцией log(k) будем понимать логарифм по основанию 2; че-
рез MSch(n) обозначим верхнюю оценку временной сложности алгоритма Шёнхаге —
Штрассена [4] умножения целых чисел на машине Шёнхаге.

1. Описание вычислительной модели (машины Шёнхаге)
Данная машина, введенная в [4], оперирует символами из алфавита Σ = {0, 1, . . . ,

2λ − 1} и с последовательностями таких символов, где λ—некторая константа (дан-
ную константу можно взять, например, равной 32). Машина состоит из одномерных
массивов T0, . . ., Tτ для чтения и записи символов из Σ, регистров A, B, C, M для
арифметических операций над символами (которые интерпретируются в данном слу-
чае как натуральные числа) и управляющего устройства CPU. Массивы потенциально
бесконечны в обе стороны; для каждого массива есть указатель pi на текущий символ,
записанный в массиве. Запись 〈p + j〉 означает символ, на который ссылается указа-
тель p + j. Есть также дополнительный регистр Y — указатель на текущую выпол-
няемую инструкцию, и дополнительный массив S, потенциально бесконечный в одну
сторону, который служит в качестве стека рекурсивных вызовов. Битовый регистр E
служит как регистр переполнения при арифметических операциях.
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Программа для машины Шёнхаге состоит из нескольких модулей-процедур на язы-
ке TPAL, который аналогичен языку ассемблера для RISC-процессоров. В TPAL име-
ются команды загрузки в регистр символа, записанного в массиве, чтения из регистра
и запись в массив, арифметические операции, команды увеличения/уменьшения со-
держимого регистров, команды сдвига, вызов и возврат из процедуры, переход по
метке и условный переход. Целые числа, которыми оперирует машина, кодируются
как последовательности символов в алфавите Σ:

a = a0 + a12λ + a2(2λ)2 + . . .+ ak−1(2λ)k−1, 0 6 ai 6 2λ − 1.

Бит знака размещается в символе, следующем за старшим символом ak−1.
При вызове процедур параметры записываются в массивах, локальные переменные

процедур и возвращаемые значения— также в массивах. При возврате из процедуры
память, занятая под параметры и локальные переменные, освобождается.

Временная вычислительная сложность алгоритма на машине Шёнхаге определяет-
ся как количество выполняемых на ней инструкций на языке TPAL. При этом затраты
на арифметические операции над символами и на вызов процедуры учитываются как
некоторое константное число шагов [4]. Память, используемую программой при вычис-
лении в массиве, определим как максимум из количества битов по всем участвующим
в вычислениях элементам массива.

Поскольку конструктивные функции— это функции, вычисляющие приближения
своих значений по приближениям аргумента, определим оракульную машину Шён-
хаге. Данная машина имеет оракульную функцию, которая вычисляет приближения
аргумента; по таким приближениям машина вычисляет приближения функции. Усло-
вимся, что запрос к оракулу в виде записи точности вычисления записывается в масси-
ве T0, в котором также дается приближение аргумента. При оценке временной вычис-
лительной сложности на оракульной машине Шёнхаге запрос к оракулу учитывается
как одна операция.

Определение 1 [2, 3]. Емкостную вычислительную сложность алгоритма
при расчёте на оракульной машине Шёнхаге определим как сумму длин использу-
емой памяти по всем массивам, сложенную с максимумом объема памяти, занятой
стеком.

Отметим, что машина Шёнхаге существенно отличается от машины Тьюринга,
РАМ и РАСП [14] возможностью использования рекурсивных процедур. Поэтому из
верхних оценок вычислительной сложности (временной и емкостной) для машины
Шёнхаге непосредственно не следуют какие-либо верхние оценки сложности для реа-
лизации тех же алгоритмов на машинах Тьюринга, РАМ или РАСП.

В то же время машина Шёнхаге может рассматриваться как паскалевидная функ-
ция с теми же верхними оценками сложности. Из основного вывода в [15] и результатов
данной работы получаем, что имеется алгоритм вычисления логарифмической функ-
ции вещественного аргумента, принадлежащий FP.

2. Алгоритмические вещественные числа и функции
В данной работе основу представления конструктивных объектов составляет поня-

тие алгоритмической последовательности ϕ, сходящейся по Коши [5], при этом в ка-
честве вычислительной модели берётся машина Шёнхаге. Такая последовательность
определяется на множестве всех натуральных чисел N, включая 0, а областью ап-
проксимирующих значений является всюду плотное в R естественное подмножество
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множества рациональных чисел. Для последовательности, сходящейся по Коши и за-
дающей вещественное число x, требуют, чтобы выполнялось |ϕ(n) − x| 6 2−n для
любого натурального n.

В качестве множества аппроксимирующих значений берётся множество двоично-
рациональных чисел D [5]. Рациональное число d называется двоично-рациональным,
если d = m/2n для некоторого целогоm и натурального n. Двоично-рациональные чис-
ла имеют конечное двоичное представление: строка s, равная ±upup−1 . . . u0.v1v2 . . . vr,
обозначает число

d = ±

(
p∑
i=0

ui2
i +m

r∑
j=1

vj2
−j

)
.

Длина представления двоично-рационального числа определяется как количество сим-
волов в строке s, равное, с учётом знака и двоичной точки, p+r+3, и обозначается l(s).
Под точностью представления prec(s) понимается число битов справа от двоичной точ-
ки, то есть r. С точки зрения изучения вычислительной сложности двоично-рациональ-
ные числа удобны тем, что для любого n двоично-рациональные числа с точностью n
равномерно распределены на вещественной прямой [5].

Последовательность ϕ : N → D двоично-рационально сходится к вещественному
числу x, если для любого n ∈ N выполняется prec(ϕ(n)) = n + 1 и |ϕ(n) − x| 6 2−n.
Множество всех функций, двоично-рационально сходящихся к вещественному числу x,
обозначается CFx. Вещественное число x называется CF -алгоритмическим [5], если
CFx содержит вычислимую функцию ϕ.

Вещественная функция f , заданная на отрезке [a, b] (или на любом другом проме-
жутке), называется алгоритмической функцией [5] на этом отрезке, если существует
машина Шёнхаге M с оракульной функцией, такая, что для любого x ∈ [a, b] и любой
вычислимой функции ϕ ∈ CFx функция ψ, вычисляемаяM с оракульной функцией ϕ,
принадлежит CFf(x). Фактически, это означает, что для любой вычислимой функции
ϕ ∈ CFx и любого n ∈ N машина M последовательно вычисляет m ∈ N и d ∈ D, такие,
что |ϕ(m)− x| 6 2−m, |d− f(x)| 6 2−n.

Сложность расчёта двоично-рациональных приближений алгоритмических чисел
и функций определяется в [5] на основе длины двоичного представления точности
вычисления. Память ленты запроса и ленты ответа оракульной функции при оценке
емкостной вычислительной сложности алгоритма не учитывается. Обращение к ора-
кульной функции ϕ ∈ CFx аргумента x алгоритмической функции осуществляется
следующим образом:
— на ленту запроса оракульной функции записывается точность вычисления аргу-

мента 2−m в виде 0m (унарная запись);
— рассчитывается значение ϕ(m) оракульной функции и результат записывается на

ленту ответа;
— значение ϕ(m) считывается с ленты ответа в промежуточную память.
При описании алгоритмов данные шаги в явном виде здесь приводиться не будут;
просто подразумеваем, что процесс вычислений содержит обращения к оракульной
функции.

Определение 2 [1 – 3]. Число x ∈ R назовём Sch(FQLIN-TIME//LIN-SPACE)-
алгоритмическим вещественным числом, если существует функция ϕ ∈ CFx, вы-
числимая в пределах Sch(FQLIN-TIME//LIN-SPACE).
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Определение 3 [2, 3]. Вещественную функцию f , заданную на отрезке [a, b], на-
зовём Sch(FQLIN-TIME//LIN-SPACE)-алгоритмической вещественной функцией на
отрезке [a, b], если для любого x ∈ [a, b] существует Sch(FQLIN-TIME//LIN-SPACE)-
вычислимая функция ψ из CFf(x).

Множества Sch(FQLIN-TIME//LIN-SPACE) алгоритмических вещественных чи-
сел и функций будем обозначать Sch(FQLIN-TIME//LIN-SPACE)CF и Sch(FQ-LIN-
TIME//LIN-SPACE)C[a,b] соответственно. Здесь индекс C[a, b] обусловлен тем, что ал-
горитмические функции являются непрерывными на всей области определения [5].
Построение алгоритмического аналога вещественной функции f на отрезке [a, b] озна-
чает описание алгоритма, вычисляющего двоично-рациональные приближения с про-
извольной точностью значений f(x) для x ∈ [a, b].

Аналогичные определения можно ввести и для любых промежутков из области
определения функции.

Под приближением t с точностью 2−n будем понимать двоично-рациональное чис-
ло t∗, такое, что |t∗ − t| 6 2−n. Для модуля t∗ выполняются неравенства

|t∗| − |t| 6 |t∗ − t| 6 2−n, то есть |t∗| 6 |t|+ 2−n,

|t| − |t∗| 6 |t− t∗| 6 2−n, то есть |t∗| > |t| − 2−n.

Далее, пусть двоично-рациональное число t∗∗ таково, что |t∗∗ − t| 6 2−(n+1). Отбросим
все биты t∗∗ после двоичной точки, начиная с (n+2)-го, а новую величину обозначим t∗.
Тогда prec(t∗) = n+ 1 и |ε| = |t∗ − t∗∗| < 2−(n+1). Отсюда получаем

|t∗ − t| 6 |t∗ − t∗∗|+ |t∗∗ − t| < 2−(n+1) + 2−(n+1) = 2−n.

То есть чтобы вычислить t с точностью 2−n, можно рассчитать t с точностью 2−(n+1),
а затем отбросить биты полученной величины t∗∗ после двоичной точки, начиная
с (n+ 2)-го.

3. Метод двоичного деления
Данный метод предназначен для вычисления значений гипергеометрических рядов

частного вида с рациональными коэффициентами

S =
∞∑
i=0

a(i)

b(i)

i∏
j=0

p(j)

q(j)
, (1)

где a, b, p, q—полиномы с целыми коэффициентами. Линейно сходящиеся гипергеомет-
рические ряды используются для расчёта многих констант математического анализа
и элементарных функций в рациональных точках. Ряд (1) линейно сходится, если его
частичная сумма

S(µ(k)) =
µ(k)∑
i=0

a(i)

b(i)

i∏
j=0

p(j)

q(j)
, (2)

где µ(k) —линейная функция от k, отличается от точного значения не более чем на 2−k:

|S − S(µ(k))| 6 2−k.

В классическом варианте метод двоичного деления состоит в следующем. Обо-
значим k1 = µ(k). Рассмотрим частичную сумму (2) для некоторых чисел i1 и i2,
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0 6 i1 6 k1, 0 6 i2 6 k1, i1 6 i2:

S(i1, i2) =
i2∑
i=i1

a(i)p(i1) . . . p(i)

b(i)q(i1) . . . q(i)
.

Будем определять величины

P (i1, i2) = p(i1) . . . p(i2), Q(i1, i2) = q(i1) . . . q(i2), B(i1, i2) = b(i1) . . . b(i2),

T (i1, i2) = B(i1, i2)Q(i1, i2)S(i1, i2).

Если i1 = i2, то они вычисляются напрямую. Иначе ряд делится на две части, левую
и правую, и P (i1, i2), Q(i1, i2), B(i1, i2) рассчитываются для каждой из частей рекур-
сивно. Затем полученные величины комбинируются:

P (i1, i2) = PlPr, Q(i1, i2) = QlQr, B(i1, i2) = BlBr, T (i1, i2) = BrQrTl +BlPlTr.

Алгоритм начинает свою работу с i1 = 0, i2 = k1. После вычисления T (0, k1), B(0, k1),
Q(0, k1) осуществляется деление T (0, k1) на B(0, k1)Q(0, k1), чтобы получить результат
с заданной точностью. Выпишем алгоритм двоичного деления в явном виде (алго-
ритм 1).

Алгоритм 1. BinSplit. Приближённое значение частичной суммы (2) с точностью 2−k

Вход: Запись 0k точности вычисления 2−k

Выход: Кортеж [P (i1, i2), Q(i1, i2), B(i1, i2), T (i1, i2)]
1: k1 := µ(k);
2: [P,Q,B, T ] := BinSplitRecurs(0, k1);

3: осуществляем деление r :=
T

BQ
с точностью 2−k;

4: возвращаем результат r.

В алгоритме 1 используется подалгоритм BinSplitRecurs (алгоритм 2), рассчитыва-
ющий рекурсивно P , Q, B, T .

Алгоритм 2. BinSplitRecurs. Вычисление величин P , Q, B, T

Вход: Границы отрезка i1, i2
Выход: Кортеж [P (i1, i2), Q(i1, i2), B(i1, i2), T (i1, i2)]
1: Если i1 = i2, то
2: T := a(i1)p(i1) и возвращаем кортеж [p(i1), q(i1), b(i1), T ];

3: imid :=

⌊
i1 + i2

2

⌋
;

4: вычисляем [Pl, Ql, Bl, Tl] := BinSplitRecurs(i1, imid);
5: вычисляем [Pr, Qr, Br, Tr] := BinSplitRecurs(imid, i2);
6: T := BrQrTl +BlPlTr и возвращаем кортеж [PlPr, QlQr, BlBr, T ].

Длины чисел T (0, k1) и B(0, k1)Q(0, k1) пропорциональны k log(k), то есть алгоритм
двоичного деления является квазилинейным по памяти; его временная сложность —
O(MSch(k) log(k)2) [6].
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4. Метод быстрого вычисления exp(x)

Рассмотрим ряд Тейлора вещественной экспоненциальной функции [16]

exp(x) =
∞∑
i=0

xi

i!
= 1 +

x

1!
+
x2

2!
+ . . .+

xn

n!
+ rn(x). (3)

Будем вычислять значение этого ряда с точностью 2−n в двоично-рациональной точ-
ке xm, |xm − x0| 6 2−m, −1/4 < xm < 1/4. Пусть k—наименьшее число, такое, что
n+ 1 6 2k, и m = 2k+1. Представим xm = ±0,00α3α4 . . . αmαm+1 в виде

xm = ±0,00α3α4 +±0,0000α5α6α7α8 + . . .+

+±0,00 . . . 0am−2k+1am−2k+2 . . . αmαm+1 =

=
β2

24
+
β3

28
+
β4

216
+ . . .+

βk+1

2m
= γ2 + γ3 + . . .+ γk+1,

где β2 = ±α3α4; β3 = ±α5α6α7α8; . . .; βk+1 = ±am−2k+1am−2k+2 . . . αmαm+1; γς = βς2
−2ς ,

2 6 ς 6 k + 1; βς — 2ς−1-значное целое число. Значение exp(xm) запишем как произве-
дение

exp(xm) = exp(γ2) exp(γ3) · . . . · exp(γk+1).

В методе быстрого вычисления экспоненты (методе Карацубы; англ. FEE [7]) вели-
чины exp(γς) далее рассчитываются с помощью ряда Тейлора (3):

exp(γς) = 1 +
βς

1!22ς
+

β2
ς

2!22ς2
+ . . .+

βrς
r!22ςr

+Rς(r) = ξς +Rς(r). (4)

Здесь r = m2−ς+1. Так как для остаточного члена выполняется неравенство [7]

|Rς(r)| < 2
|βς |r+1

(r + 1)!22ς(r+1)
,

то |Rς(r)| < 2−m. Величины ξς получаются из формул

ξς =
aς
bς
, aς = ξςbς , bς = r!22ςr,

в которых целые aς вычисляются с помощью некоторого последовательного процесса
группировки членов ряда (4). Отметим, что в формуле для bς присутствует факто-
риал r, а r меняется от m2−1 до m2−k. Следовательно, здесь фигурирует величина,
пропорциональная n!, и поэтому длина промежуточных данных вычислений имеет
порядок n log(n).

5. Модификация метода двоичного деления для ряда Тейлора
логарифмической функции

Рассмотрим ряд Тейлора логарифмической функции [16]:

ln(1 + x) =
∞∑
i=1

(−1)(i−1)x
i

i
= x− x2

2
+
x3

3
− . . .+ (−1)(n−1)x

n

n
+ rn(x). (5)

Этот ряд сходится для значений x на полуинтервале (−1, 1]. Остаточный член ряда (5)
для |x| < 1 в форме Коши имеет вид [16]

|rn(x)| 6 |x|
n+1

1− |x|

(
1− θ
1 + θx

)n
, где 0 < θ < 1.
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При x > 0 имеем 1 + θx > 1 − θ, и последний множитель меньше единицы. Поэтому
для остаточного члена ряда на полуинтервале [0, 1) получаем следующую оценку:

|rn(x)| 6 |x|
n+1

1− |x|
.

Пусть m = 2k+1, m > 25, где k—натуральное число. Будем вычислять ряд (5) с точ-
ностью 2−m в точке γ(ς) = β(ς)2−ξ, где ξ = 2ς − 1:

ln
(
1 + γ(ς)

)
=
β(ς)

2ξ
−
(
β(ς)
)2

2 · 2ξ2
+ . . .±

(
β(ς)
)r

r · 2ξr
+R(ς)(r), (6)

где ς и r—натуральные числа, такие, что ς > 1, r = m2(−ς+2), β(ς) — 2(ς−1)-значное целое
число. Ряд (6) линейно сходится относительно m, так как для остаточного члена на
полуинтервале [0, 1) выполняется следующая оценка:

|R(ς)(r)| 6 2

∣∣β(ς)
∣∣r+1

2ξ(r+1)
< 2

22(ς−1)(r+1)

2ξ(r+1)
=

2

2ξm2(−ς+2)
=

2

22m
6 2−(m+1),

то есть сходимость ряда (6) не зависит от ς.
Модифицируем метод двоичного деления для частичной суммы ряда (6) так, чтобы

вычисления находились в пределах класса Sch(FQLIN-TIME//LIN-SPACE).
Возьмём k1 = log(r), r1 = dr/k1e (k1 —натуральное число) и запишем частичную

сумму ряда (6) в виде

P
(
γ(ς)
)

= σ1 + τ2[σ2 + τ3[σ3 + . . .+ τk1−1[σk1−1 + τk1σk1 ]]], (7)

где

σ1 =
β(ς)

2ξ
−
(
β(ς)
)2

2 · 2ξ2
+ . . .±

(
β(ς)
)r1−1

(r1 − 1)2ξ(r1−1)
,

τ2 =

(
β(ς)
)r1

2ξr1
,

σ2 = ± 1

r1

∓ β(ς)

(r1 + 1)2ξ
±

(
β(ς)
)2

(r1 + 2)2ξ2
∓ . . .±

(
β(ς)
)r1−1

(2r1 − 1)2ξ(r1−1)
,

τ3 = τ2 =

(
β(ς)
)r1

2ξr1
,

σ3 = ± 1

2r1

∓ β(ς)

(2r1 + 1)2ξ
±

(
β(ς)
)2

(2r1 + 2)2ξ2
∓ . . .±

(
β(ς)
)r1−1

(3r1 − 1)2ξ(r1−1)
,

· · ·

Величины σt будем вычислять классическим методом двоичного деления для сум-
мы (2), где

µ(k) = r1 − 1;

a(i) = ±1, b(i) =

{
(1 + i), t = 0,

((t− 1)r1 + i), t > 0;

p(j) =

{
1, j = 0,

β(ς), j 6= 0;
q(j) =

{
1, j = 0,

2ξ, j > 0.

(8)
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Сформулируем утверждения об оценке вычислительной сложности реализации
расчёта σt и τt в виде двух лемм.

Лемма 1. Временная сложность алгоритма двоичного деления для вычисле-
ния σt на машине Шёнхаге ограничена сверху O(MSch(m) log(m)); емкостная слож-
ность —O(m).

Лемма 2. Временная сложность алгоритма двоичного деления для вычисле-
ния τt на машине Шёнхаге ограничена сверху O(MSch(m) log(m)); емкостная слож-
ность —O(m).

Доказательство лемм 1 и 2 аналогично доказательству подобных лемм из [2, 3].
Рассчитывать приближённые значения P

(
γ(ς)
)∗ с точностью 2−(m+1) по формуле (7)

будем в соответствии со следующим итеративным процессом:

h1(m1) = σ∗k1 ,

ĥi(m1) = σ∗k1−i+1 + τ ∗k1−i+2hi−1, i = 1, . . . , k1, (9)

hi(m1) = ĥi(m1) + εi;

при i = k1 полагаем P
(
γ(ς)
)∗

= hk1(m1). Здесь m1 > m, σ∗i —приближения σi с точ-
ностью 2−m1 , τ ∗i —приближения τi с точностью 2−m1 . Величины hi(m1) получаются
отбрасыванием битов qm1+1qm1+2 . . . qm1+j чисел ĥi(m1) после двоичной точки, начиная
с (m1 + 1)-го, то есть

|εi| = |hi(m1)− ĥi(m1)| = 0,0 . . . 0qm1+1qm1+2 . . . qm1+j, (10)

а знак εi совпадает со знаком ĥi(m1) (ясно, что |εi| < 2−m1).
Лемма 3. Для любого i ∈ {1, . . . , k1} справедлива оценка

|hi(m1)| < 4. (11)

Доказательство. Применим математическую индукцию по j для hj(m1), ис-
пользуя оценки

|σi| < 1, |τi| =
(
γ(ν)
)r1

<
1

2
.

База индукции при j, равном 1: |h1(m1)| 6 σk1 + 2−m1 < 2. Индукционный переход для
(j + 1) > 2:

|hj+1(m1)| = |σ∗k1−(j+1)+1 + τ ∗k1−(j+1)+2hj + εj+1| < 1 +

[
1

2
+ 2−m1

]
4 + 2−m1 < 4.

Лемма доказана.

Лемма 4. Погрешность вычисления hk1(m1) по схеме (9) оценивается как

∆(k1,m1) < 2−m1+k1+3.

Доказательство. Обозначим

H1 = σk1 , Hi = σk1−i+1 + τk1−i+2Hi−1, η(i,m1) = |hi(m1)−Hi|.
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Воспользуемся методом математической индукции для η(j,m1) по j. База индукции
при j, равном 1:

η(1,m1) = |h1(m1)−H1| = |σ∗k1 − σk1| < 2−m1+4.

Индукционный переход для (j + 1) > 2:

η(j + 1,m1) = |σ∗k1−(j+)+1 + τ ∗k1−(j+1)+2hj(m1) + εj+1 − σk1−(j+1)+1 − τk1−(j+1)+2Hj| <
< |τ ∗υhj(m1)− τυhj(m1) + τυhj(m1)− τυHj|+ 2 · 2−m1 6 2−m1hj(m1) + 2−1η(j,m1) + 2 · 2−m1 .

Так как из (11) |hj(m1)| < 4 и, по индукционному предположению, η(j,m1) < 2−m1+j+3,
то

η(j + 1,m1) < 4 · 2−m1 + 2−12−m1+j+3 + 2 · 2−m1 < 2−m1+(j+1)+3.

Из ∆(k1,m1) = η(k1,m1) получаем искомое неравенство.

Из леммы 4 следует, что достаточно взять m1 = 2m+ 3, чтобы вычислять P
(
γ(ς)
)

с точностью 2−(m+1).
Обозначим алгоритм расчета частичной суммы ряда (6), использующий схему (9),

через ModifBinSplit (modified binary splitting, алгоритм 3).

Алгоритм 3. ModifBinSplit. Приближенное значение ряда Тейлора логарифмической
функции

Вход: Запись 0m точности вычисления 2−m

Выход: Приближённое значение ряда (6) с точностью 2−m

1: m1 := 2m+ 3
2: h := σ∗k1 (с помощью обычного алгоритма двоичного деления с точностью 2−m1)
3: Для всех i = 2, 3, . . . , k1

4: рассчитываем a := σ∗k1−i+1 с точностью 2−m1 с помощью обычного алгоритма
двоичного деления и b := τ ∗k1−i+2 с точностью 2−m1 ;

5: вычисляем выражение ĥ := a+ b · h;
6: h присваиваем величину ĥ, округленную в соответствии с (10);
7: на выход записываем h.

Оценим временную вычислительную сложность алгоритма 3 при расчёте на ма-
шине Шёнхаге:
— O(log(m)) вычислений σt дают O(MSch(m) log(m)2);
— O(log(m)) вычислений τt дают O(MSch(m) log(m)2);
— O(log(m)) умножений чисел длины O(m) дают O(MSch(m) log(m));
итого получаем O(MSch(m) log(m)2). Емкостная сложность модифицированного алго-
ритма двоичного деленияModifBinSplit— это O(m), так как во всех вычислениях в дан-
ном алгоритме фигурируют числа длины O(m).

Утверждение 1. Модифицированный алгоритм ModifBinSplit двоичного деле-
ния для вычисления ряда Тейлора логарифмической функции принадлежит классу
алгоритмов Sch(FQLIN-TIME//LIN-SPACE).
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6. Быстрое вычисление функции ln(1 + x)

Пусть u = 1 + x, σ(x)(5) и σ(u)(5) —полуинтервалы [2−5, 1− 2−5) и [1 + 2−5, 2− 2−5)
на вещественной прямой соответственно.

Построим метод вычисления функции ln(1 + x) на полуинтервале σ(x)(5), анало-
гичный быстрому методу вычисления экспоненциальной функции, и назовём его, по
аналогии с методом быстрого вычисления экспоненты, быстрым методом вычисления
логарифмической функции.

Будем вычислять приближённое значение ln(u0)∗ с точностью 2−n, где u0 = 1 + x0,
u0 ∈ σ(u)(5), n > 24. Возьмём натуральные k и m, такие, что

k > min{j : n 6 2j}, m = 2k+1. (12)

Пусть um —двоично-рациональное приближение аргумента u0 с точностью 2−m, то есть
|um − u0| 6 2−m. Так как um ∈ [1, 2), то двоично-рациональная запись числа um есть
um = 1,α

(1)
1 α

(1)
2 . . . α

(1)
m α

(1)
m+1.

Обозначим um через u(1); возьмём v(1) = 1,α
(1)
1 и вычислим u(2) =

u(1)

v(1)
с точно-

стью 2−m, то есть u(2) =
u(1)

v(1)
+ ξ(2), где |ξ(2)| 6 2−m. Легко проверить, что первый

символ в двоичной записи величины u(2) — это 0, то есть u(2) = 1,0α
(2)
2 α

(2)
3 . . . α

(2)
m α

(2)
m+1.

В силу соотношения ln(u) = ln
(u
v
· v
)

= ln
(u
v

)
+ ln(v) имеем следующее равенство:

ln
(
u(1)
)

= ln

(
u(1)

v(1)
v(1)

)
= ln

(
u(2) − ξ(2)

)
+ ln

(
v(1)
)

= ln

(
1− ξ(2)

u(2)

)
+ ln

(
u(2)
)

+ ln
(
v(1)
)
.

Далее, возьмём v(2) = 1,0α
(2)
2 α

(2)
3 и поделим u(2) на v(2) с точностью 2−m. В результате

получим соотношение

ln
(
u(1)
)

= ln

(
1− ξ(2)

u(2)

)
+ ln

(
1− ξ(3)

u(3)

)
+ ln

(
u(3)
)

+ ln
(
v(1)
)

+ ln
(
v(2)
)
.

Затем берём v(3) = 1,000α
(3)
4 α

(3)
5 α

(3)
6 α

(3)
7 и выводим аналогичную формулу для ln

(
u(1)
)
.

Возьмём натуральное число p = k+2. На p-м шаге данного процесса, начиная с шага 2,
получим следующую формулу для ln

(
u(1)
)
:

ln
(
u(1)
)

=
p∑
i=2

ln

(
1 +

ξ(i)

u(i)

)
+ ln

(
u(p)
)

+
p−1∑
i=1

ln
(
v(i)
)

=
p∑
i=2

Fi +G+
p−1∑
i=1

Hi.

Оценим сверху величины Fi и G, используя неравенство | ln(1 + x)| < |x| (данное
неравенство следует из свойств знакопеременных рядов [10]). Так как |u(i)| > 1, то
ξ(i)

u(i)
6 2−m и Fi < 2−m. Далее, так как u(p) = 1 + ζ(p), где |ζ(p)| 6 2−m, то G < 2−m.
Получаем, что если вычислять величины Hi с точностью 2−m, то погрешность вы-

числения ln
(
u(1)
)
оценивается следующим образом:

ε1(m) =
∣∣∣ln (u(1)

)∗ − ln
(
u(1)
)∣∣∣ < 4p · 2−m = (log(m) + 2)2−m+2.

Если взять m > 2n (что согласуется с (12)), то ε1(m) < 2−(n+2). Далее, так как

ε2 =
∣∣ln (u(1)

)
− ln (u0)

∣∣ =
∣∣ln (u0 + ζ(1)

)
− ln (u0)

∣∣ =

∣∣∣∣ln(1 +
ζ(1)

u0

)∣∣∣∣ < 2−m,
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где |ζ(1)| 6 2−m, то получаем оценку погрешности вычисления функции ln(u) в точ-
ке u0: ∣∣∣ln (u(1)

)∗ − ln (u0)
∣∣∣ 6 ε1 + ε2 < 2−(n+1).

Вычислять приближения величин Hς , то есть величины ln
(
v(ς)
)∗, будем с помощью

алгоритма ModifBinSplit для ряда (6); для этого запишем v(ς) для 1 6 ς 6 (p − 1)
в виде 1 + γ(ς), где

γ(ς) = β(ς)2−(2ς−1),

β(1) = α
(1)
1 ,

β(2) = α
(2)
2 α

(2)
3 ,

β(3) = α
(3)
4 α

(3)
5 α

(3)
6 α

(3)
7 ,

. . .

Здесь β(ς) — 2(ς−1)-значное целое число.

Алгоритм 4. FLE (fast logarithm evaluation). Быстрое вычисление логарифмической
функции вещественного аргумента

Вход: Запись 0n точности вычисления 2−n. Оракульные функции: ϕx аргумента x
Выход: Приближённое значение ln(1 + x) с точностью 2−n на полуинтервале

[2−5, 1− 2−5)
1: Возьмём k и m так, чтобы выполнялось (12);
2: p := k + 2;
3: u(1) := ϕx(m);
4: S := 0 (S —двоично-рациональное число).
5: Для всех i = 2, 3, . . . , p

6: вычисляем u(i) =
u(i−1)

v(i−1)
;

7: рассчитываем H(i) := ln
(
1 + γ(i)

)∗ с помощью алгоритма ModifBinSplit с точно-
стью 2−m;

8: S := S +H(i);
9: на выход записываем значение S, округленное до точности 2−n.

Вычислительная сложность алгоритма 4 при расчёте на машине Шёнхаге следу-
ющая: временная сложность —O(MSch(n) log(n)3), так как алгоритм расчёта гипер-
геометрических рядов ModifBinSplit использует O(MSch(n) log(n)2) операций, а в ал-
горитме FLE используется O(log(n)) таких вычислений и O(log(n)) сложений чисел
длины O(n); емкостная сложность —O(n), так как во всех вычислениях фигурируют
числа такой длины.

Утверждение 2. Алгоритм FLE быстрого вычисления логарифмической функ-
ции вещественного аргумента принадлежит классу вычислительной сложности на ма-
шине Шёнхаге Sch(FQLIN-TIME//LIN-SPACE).

Заключение
Алгоритм FLE расчета логарифмической функции можно применять в информа-

тике как основу Sch(FQLIN-TIME//LIN-SPACE)-алгоритмической функции ln(1 + x),
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заданной на подмножестве множества Sch(FQLIN-TIME//LIN-SPACE) алгоритмиче-
ских вещественных чисел.

Отметим, что если для умножения использовать рекурсивный метод Карацубы [17]
с временной сложностью O(nlog 3), то временная сложность алгоритма расчёта лога-
рифмической функции FLE равна O(nlog 3 log3 n), то есть она полиномиальна степени
меньше чем 2.

Для построения алгоритма расчёта логарифмической функции на произвольном
промежутке можно использовать мультипликативную редукцию интервала [18] по ана-
логии с тем, как осуществляется мультипликативная редукция интервала для лога-
рифмической функции в [3].
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Получены нижняя и верхняя оценки радиуса устойчивости парето-оптимально-
го решения многокритериального варианта задачи Марковица с минимальными
критериями рисков Сэвиджа в случае, когда в пространстве портфелей задана
произвольная метрика Гельдера lp, 1 6 p 6∞, а в пространствах рисков и состо-
яний рынка—метрика Чебышева.

Ключевые слова: многокритериальная инвестиционная задача, парето-опти-
мальный портфель, критерий риска Сэвиджа, радиус устойчивости портфеля,
метрика Гельдера.

Введение
В работе [1] на основе теории Марковица сформулирована многокритериальная

булева задача выбора инвестиционных портфелей с максиминимальными критериями
эффективности (доходности) Вальда и паретовским принципом оптимальности. Про-
ведён анализ устойчивости парето-оптимального портфеля, который позволит учесть
неопределённость исходной информации путём указания пределов надёжности инве-
стиционных решений в случае, когда в пространствах портфелей и состояний рынка
задана линейная метрика l1, а в критериальном пространстве — метрика Гельдера lp.

В настоящей работе в рамках той же модели Марковица рассматривается мно-
гокритериальная инвестиционная булева задача формирования портфеля инвестора
с другими целевыми функциями, а именно с критериями минимизации рисков упу-
щенных возможностей, которым подвергается инвестор при выборе инвестиционных
проектов. При этом перманентная хрупкость и непредсказуемость состояний рын-
ка учитывается путём использования минимаксных критериев Сэвиджа (критериев
крайнего пессимизма). В результате проведённого параметрического анализа найдены
нижняя и верхняя оценки радиуса устойчивости портфеля, оптимального по Парето,
при условии, что в пространстве решений задана произвольная метрика Гельдера lp,
1 6 p 6∞, а в критериальном пространстве рисков и пространстве состояний финан-
сового рынка— чебышевская метрика l∞. Полученные результаты обобщают некото-
рые ранее известные оценки.

1Работа поддержана грантом Белорусского республиканского фонда фундаментальных исследо-
ваний №Ф11К-095.
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1. Постановка задачи и определения
Рассмотрим многокритериальный дискретный вариант задачи Марковица управле-

ния инвестициями [2 – 5], основанной на диверсификации как методе снижения риска.
Для этого введём ряд обозначений.

Пусть i—номер возможного состояния финансового рынка (рыночной ситуации,
сценария развития), i ∈ Nm = {1, 2, . . . ,m}; j ∈ Nn —номер альтернативного инве-
стиционного проекта (актива); k ∈ Ns — вид риска; rijk —мера экономического риска
вида k ∈ Ns, которому подвергается инвестор, выбирая проект номер j ∈ Nn в пред-
положении, что рынок находится в состоянии номер i ∈ Nm; R = [rijk] ∈ Rm×n×s;
x = (x1, x2, . . . , xn)T ∈ En —инвестиционный портфель, где E = {0, 1}, xj = 1, если
инвестор выбирает проект с номером j, xj = 0 в противном случае; X ⊂ En —мно-
жество всех допустимых инвестиционных портфелей, т. е. тех, реализация которых
обеспечивает инвестору ожидаемый суммарный доход и не превосходит имеющегося у
него начального капитала.

Фактор риска — неотъемлемый атрибут функционирования финансового рынка.
Методам количественной оценки экономических рисков, их классификации и харак-
теристике посвящена обширная литература (см., например, [6 – 9]). Последнее время
эксперты предлагают осуществлять квантификацию рисков через призму пяти «R»:
Robustness (прочность), Redundancy (избыточность), Resourcefulness (изобретатель-
ность), Response (реагирование) и Recovery (восстановление). Разнообразие видов рис-
ков приводит к постановке многокритериальной инвестиционной задачи.

Пусть эффективность выбираемого портфеля (булева вектора) x ∈ X, |X| > 2,
оценивается векторной целевой функцией

f(x,R) = (f1(x,R1), f2(x,R2), . . . , fs(x,Rs)),

компонентами которой являются минимаксимальные критерии рисков Сэвиджа [10]

fk(x,Rk) = max
i∈Nm

Rikx = max
i∈Nm

∑
j∈Nn

rijkxj → min
x∈X

, k ∈ Ns,

где Rk ∈ Rm×n — k-е сечение матрицы R со строками Rik = (ri1k, ri2k, . . . , rink) ∈ Rn,
i ∈ Nm.

Тем самым, следуя критерию Сэвиджа (критерию «узкого места»), инвестор в усло-
виях экономической нестабильности проявляет крайнюю осторожность, оптимизируя
суммарный риск портфеля в самом невыгодном для него состоянии, а именно когда
риск максимальный. Подобная осторожность уместна, поскольку инвестиции— это об-
мен определённой сегодняшней стоимости на возможно неопределённый будущий до-
ход. Очевидно, что такой подход может быть продиктован лишь крайним пессимиз-
мом и его использование целесообразно только тогда, когда речь идет о необходимо-
сти достижения гарантированного результата. Отметим, что в теории оптимизации
задачи с минимаксимальными и максиминимальными критериями занимают видные
места [11 – 14]. К таким задачам, в частности, относится и задача о наилучшем равно-
мерном приближении функций многочленами, поставленная П.Л. Чебышевым.

Под векторной (s-критериальной) инвестиционной булевой задачей Zs(R), s ∈ N,
с критериями Сэвиджа будем понимать задачу поиска множества парето-оптимальных
(эффективных) инвестиционных портфелей (множества Парето)

P s(R) = {x ∈ X : @x′ ∈ X (g(x, x′, R) > 0(s) & g(x, x′, R) 6= 0(s))},
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где

g(x, x′, R) = (g1(x, x′, R1), g2(x, x′, R2), . . . , gs(x, x
′, rs)),

gk(x, x
′, Rk) = fk(x,Rk)− fk(x′, Rk) = min

i′∈Nm

max
i∈Nm

(Rikx−Ri′kx
′), k ∈ Ns,

0(s) = (0, 0, . . . , 0) ∈ Rs.

Легко видеть, что в частном случае при m = 1 векторная инвестиционная задача
Zs(R) превращается в s-критериальную задачу линейного булева программирования.

Для всякого натурального числа d в действительном пространстве Rd определим
метрику Гельдера lp, 1 6 p <∞, т. е. нормой вектора a = (a1, a2, . . . , ad) ∈ Rd считаем
число

‖a‖p =

( ∑
j∈Nd

|aj|p
)1/p

.

Будем также использовать метрику Чебышева l∞:

‖a‖∞ = max{|aj| : j ∈ Nd}.

Известно, что метрика lp, заданная в пространстве Rd, порождает метрику lq в
сопряжённом пространстве (Rd)∗, причём числа p и q связаны условиями

1

p
+

1

q
= 1, 1 < p <∞. (1)

Как обычно, полагаем q = 1, если p =∞, и q =∞, если p = 1. Поэтому в дальнейшем
считаем, что областью изменений чисел p и q является интервал [1,∞], а сами числа
связаны условием (1).

Легко видеть, что из (1) вытекает равенство

‖z‖p‖z‖q = ‖z‖1 при z ∈ {−1, 0, 1}n, p ∈ [1,∞]. (2)

В пространстве портфелей Rn зададим метрику lp, p ∈ [1,∞], а в пространстве
состояний рынка Rm и критериальном пространстве рисков Rs —чебышевскую метри-
ку l∞. Тем самым под нормой k-го сечения Rk ∈ Rm×n матрицы R = [rijk] ∈ Rm×n×s

будем понимать число

‖Rk‖p∞ = ‖(‖R1k‖p, ‖R2k‖p, . . . , ‖Rmk‖p)‖∞, k ∈ Ns,

а под нормой самой матрицы R—число

‖R‖p∞∞ = ‖(‖R1‖p∞, ‖R2‖p∞, . . . , ‖Rs‖p∞)‖∞ = max
k∈Ns

‖Rk‖p∞.

Очевидно, что
‖Rik‖p 6 ‖Rk‖p∞ 6 ‖R‖p∞∞, i ∈ Nm, k ∈ Ns.

Кроме того, в силу известного неравенства Гельдера

ab 6 ‖a‖p‖b‖q,

где a = (a1, a2, . . . , as) ∈ Rs, b = (b1, b2, . . . , bs)
T ∈ Rs, для любых x, x0 ∈ X получаем

Rikx−Ri′kx
0 > −(‖Rik‖p‖x‖q + ‖Ri′k‖p‖x0‖q) >

> −‖Rk‖p∞(‖x‖q + ‖x0‖q), i, i′ ∈ Nm, k ∈ Ns.
(3)
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Следуя [1, 15 – 19], радиусом устойчивости парето-оптимального инвестиционного
портфеля x0 ∈ P s(R) к изменениям параметров задачи Zs(R) назовём число

ρ = ρs(x0, p,m) =

 sup Ξp, если Ξp 6= ∅,

0, если Ξp = ∅,

где

Ξp = {ε > 0 : ∀R′ ∈ Ωp(ε) (x0 ∈ P s(R +R′))};
Ωp(ε) = {R′ ∈ Rm×n×s : ‖R′‖p∞∞ < ε}

—множество возмущающих матриц; P s(R+R′) —множество Парето возмущённой за-
дачи Zs(R + R′). Тем самым радиус устойчивости задаёт предельный уровень возму-
щений исходных данных задачи (элементов матрицы R), сохраняющих парето-опти-
мальность портфеля.

Методом от противного легко доказать следующую лемму.
Лемма 1. Пусть x0 ∈ P s(R), γ > 0 и 1 6 p 6 ∞. Если при любом портфеле

x ∈ X \ {x0} и каждой возмущающей матрице R′ ∈ Ωp(γ) найдётся такой индекс
l ∈ Ns, что справедливо неравенство gl(x, x

0, Rl + R′l) > 0, то x0 является парето-
оптимальным портфелем любой возмущённой задачи Zs(R+R′), т. е. x0 ∈ P s(R+R′)
при R′ ∈ Ωp(γ).

2. Основной результат
Введём в рассмотрение оператор проектирования вектора a = (a1, a2, . . . , as) ∈ Rs

на неотрицательный ортант:

[a]+ = (a+
1 , a

+
2 , . . . , a

+
s ),

где знак + над вектором означает положительную срезку этого вектора, т. е.
a+
k = max{0, ak}, k ∈ Ns.

Для портфеля x0 задачи Zs(R) введём обозначения

ϕ = ϕs(x0, p,m) = min
x∈X\{x0}

‖[g(x, x0, R)]+‖∞
‖x‖q + ‖x0‖q

,

ψ = ψs(x0, p,m) = min
x∈X\{x0}

‖[g(x, x0, R)]+‖∞
‖x− x0‖q

.

Очевидно, что ψ > ϕ > 0.
Теорема 1. При любых m, s ∈ N и 1 6 p 6 ∞ для радиуса устойчивости

ρs(x0, p,m) парето-оптимального инвестиционного портфеля x0 ∈ P s(R) задачи Zs(R)
справедливы следующие оценки:

ϕs(x0, p,m) 6 ρs(x0, p,m) 6 ψs(x0, p,m).

Доказательство. Пусть x0 ∈ P s(R). Сначала докажем справедливость неравен-
ства ρ > ϕ, которое очевидно при ϕ = 0. Пусть ϕ > 0. Согласно определению числа ϕ,
для любого портфеля x ∈ X \ {x0} верно неравенство

‖[g(x, x0, R)]+‖∞ > ϕ(‖x‖q + ‖x0‖q). (4)
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Далее методом от противного докажем, что справедлива формула

∀R′ ∈ Ωp(ϕ) ∃l ∈ Ns (gl(x, x
0, R′l) > 0).

Пусть, напротив, существует такая возмущающая матрица R0 ∈ Ωp(ϕ) с сечения-
ми R0

k, k ∈ Ns, что gk(x, x0, Rk + R0
k) 6 0, k ∈ Ns. Тогда, согласно неравенствам (3),

для любого индекса k ∈ Ns получаем

0 > gk(x, x
0, Rk +R0

k) = max
i∈Nm

(Rik +R0
ik)x−max

i∈Nm

(Rik +R0
ik)x

0 =

= min
i′∈Nm

max
i∈Nm

(Rikx−Ri′kx
0 +R0

ikx−R0
i′kx

0) > gk(x, x
0, Rk)− ‖R0

k‖p∞(‖x‖q + ‖x0‖q) >

> gk(x, x
0, Rk)− ‖R0‖p∞∞(‖x‖q + ‖x0‖q) > gk(x, x

0, Rk)− ϕ(‖x‖q + ‖x0‖q).

Отсюда выводим неравенство ‖[g(x, x0, R)]+‖∞ < ϕ(‖x‖q + ‖x0‖q), которое противоре-
чит (4).

Наконец, применяя лемму 1, убеждаемся, что портфель x0 ∈ P s(R+R′) при любой
возмущающей матрице R′ ∈ Ωp(ϕ). Следовательно, ρ > ϕ.

Теперь докажем неравенство ρ 6 ψ. Согласно определению числа ψ > 0, существует
такой портфель x∗ ∈ X \ {x0}, что справедливы соотношения

gk(x
∗, x0, Rk) 6 [gk(x

∗, x0, Rk)]
+ 6 ‖[g(x∗, x0, R)]+‖∞ = ψ‖x∗ − x0‖q, k ∈ Ns. (5)

Полагая ε > ψ, рассмотрим возмущающую матрицу R0 = [r0
ijk] ∈ Rm×n×s, элементы

которой зададим формулой

r0
ijk = δ

x0
j − x∗j

‖x∗ − x0‖p
, i ∈ Nm, j ∈ Nn, k ∈ Ns,

где ψ < δ < ε. Так как все строки R0
ik, i ∈ Nm, любого сечения R0

k ∈ Rm×n, k ∈ Ns,
одинаковы, то, обозначив такую строку через A, имеем

A = δ
(x0 − x∗)T

‖x∗ − x0‖p
. (6)

Поэтому ‖R0‖p∞∞ = ‖R0
k‖p∞ = ‖R0

ik‖p = ‖A‖p = δ, i ∈ Nm, k ∈ Ns, и, следовательно,
R0 ∈ Ωp(ε) для любого ε > δ.

Далее, благодаря (2) и (6), для любого числа p ∈ [1,∞] справедлива цепочка ра-
венств

A(x∗ − x0) = −δ‖x
∗ − x0‖1

‖x∗ − x0‖p
= −δ‖x∗ − x0‖q.

Наконец, используя эти равенства и соотношения (5), заключаем, что для любого ин-
декса k ∈ Ns справедливы соотношения

gk(x
∗, x0, Rk +R0

k) = max
i∈Nm

(Rik + A)x∗ −max
i∈Nm

(Rik + A)x0 = gk(x
∗, x0, Rk) + A(x∗ − x0) =

= gk(x
∗, x0, Rk)− δ‖x∗ − x0‖q < gk(x

∗, x0, Rk)− ψ‖x∗ − x0‖q 6 0.

Поэтому x0 6∈ P s(R +R0). Следовательно, ρ 6 ψ.

При m = 1, как уже отмечалось выше, задача Zs(R) превращается в s-критериаль-
ную задачу булева программирования с линейными критериями. Запишем её в удобном
виде:

Zs
B(R) : Rx→ min

x∈X
,
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где X ⊆ Rn; R = [rkj] ∈ Rs×n —матрица со строками Rk = (rk1, rk2, . . . , rkn) ∈ Rn,
k ∈ Ns. Такой случай (m = 1) можно интерпретировать как ситуацию, при которой
состояние финансового рынка стабильно и не вызывает сомнений. В этом контексте,
как и прежде, считаем, что в пространстве портфелей Rn задана метрика Гельдера, а
в критериальном пространстве рисков Rs —метрика Чебышева.

Следующий известный результат свидетельствует о том, что верхняя оценка ра-
диуса устойчивости инвестиционного портфеля x0 ∈ P s(R) задачи Zs(R) является
достижимой при m = 1.

Теорема 2 [19]. Для радиуса устойчивости инвестиционного портфеля x0∈P s(R)
задачи линейного булева программирования Zs

B(R), R ∈ Rs×n, при любых p ∈ [1,∞] и
s ∈ N справедлива формула

ρs(x0, p, 1) = ψs(x0, p, 1) = min
x∈X\{x0}

‖[R(x− x0)]+‖∞
‖x− x0‖q

.

3. Следствия
Все приведенные ниже следствия, вытекающие из теоремы 1, очевидны и верны

при любом числе критериев s ∈ N.
Следствие 1 [20]. При любом числе m ∈ N справедливы оценки

min
x∈X\{x0}

‖[g(x, x0, R)]+‖∞
‖x+ x0‖1

6 ρs(x0,∞,m) 6 min
x∈X\{x0}

‖[g(x, x0, R)]+‖∞
‖x− x0‖1

. (7)

Отметим, что в [20] построены конкретные классы многокритериальных инвести-
ционных задач с критериями Сэвиджа, для которых эти оценки достигаются, т. е. ста-
новятся формулами. О достижимости оценок (7) свидетельствует также следующее
утверждение.

Следствие 2. Если для всякого инвестиционного портфеля x 6= x0 множество
{j ∈ Nn : x0

j = xj = 1} пусто, то при любом m ∈ N справедлива формула

ρs(x0,∞,m) = ϕs(x0,∞,m) = ψs(x0,∞,m).

Следствие 3 [21]. При любом числе m ∈ N справедливы следующие оценки:

1

2
min

x∈X\{x0}
‖[g(x, x0, R)]+‖∞ 6 ρs(x0, 1,m) 6 min

x∈X\{x0}
‖[g(x, x0, R)]+‖∞.

В [21] доказана достижимость этих оценок путём построения соответствующих
классов задач, для которых эти оценки превращаются в формулы.

Заключение
Желания инвестора минимизировать различные виды рисков при выборе инве-

стиционного портфеля служат веским основанием необходимости применения много-
критериального подхода к экономико-математическому моделированию рисков. Этот
подход позволяет использовать методы теории выбора и принятия решений в условиях
многокритериальности [22, 23]. В данной работе при построении многокритериальной
модели управления инвестиционными рисками использованы целевые функции «узко-
го места» Сэвиджа, которые в условиях нестабильности и неопределённости финан-
сового рынка позволяют выбирать тот портфель, при котором величина суммарного
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риска принимает минимальное значение в самой неблагополучной ситуации, а имен-
но тогда, когда риск максимален. Другой тип неопределённости появляется в связи
с применением в качестве исходной информации статистических и экспертных оценок
различных видов рисков, точность и достоверность которых всегда вызывает сомне-
ние. В этой связи возникает потребность в проведении постоптимального анализа,
состоящего в выявлении радиуса устойчивости, т. е. предельного уровня изменений
(возмущений) параметров исходной задачи, сохраняющих оптимальность выбранно-
го портфеля. В работе получены нижняя и верхняя оценки радиуса устойчивости
парето-оптимального портфеля в случае произвольной метрики Гельдера, заданной
в пространстве решений задачи. Результаты могут быть использованы при конструи-
ровании оптимальных портфелей инвестора, желающего учитывать неопределённость
различных видов рисков при наличии возможных (прогнозных) состояний финансо-
вого рынка.
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Smyshlyaev S. V. CONNECTIONS BETWEEN SOME PARAMETERS OF PER-
FECTLY BALANCED BOOLEAN FUNCTIONS. For the perfectly balanced
Boolean functions with barriers, some relations between their parameters are proved. Par-
ticularly, general results are obtained concerning the properties of the polynomials of these
functions. They can be used to get new bounds for the number of inverse functions for an
arbitrary function with barrier.
Keywords: perfectly balanced functions, functions with barriers, cryptography.

Cheremushkin A. V. AN ADDITIVE APPROACH TO NONLINEARITY DE-
GREE OF DISCRETE FUNCTIONS ON A PRIMARY CYCLIC GROUP.
An additive approach to the definition of nonlinearity degree for a discrete function on a
cyclic group is proposed. For elementary abelian groups, this notion is equivalent to the
ordinary “multiplicative” one. For polynomial functions on the ring of integers mod pn,
this notion is equivalent to the minimal degree of a polynomial. It is proved that the non-
linearity degree on a cyclic group is a finite number if and only if the order of the group is
a power of a prime. An upper bound for the nonlinearity degree of functions on a cyclic
group of order pn is given.
Keywords: discrete functions, nonlinearity degree.

Zubov A. U. AUTHENTICATION CODE WITH SECRECY BASED ON PRO-
JECTIVE GEOMETRY. An authentication code with the secrecy based on the projec-
tive geometry is proposed. It ensures the secure authentication and confidentiality for the
equiprobable source of information.
Keywords: authentication code with secrecy, perfect cipher, projective geometry.
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Tarkov M. S. MAPPING PARALLEL PROGRAMS ONTO MULTICORE COM-
PUTERS BY RECURRENT NEURAL NETWORKS. The problem of mapping a
parallel program with weighted vertices (processes) and edges (interprocess exchanges) onto
a weighted graph of the distributed computer system is considered. An algorithm for solv-
ing this problem based on the use of Hopfield networks is proposed. The algorithm has
been tested on mapping a number of graphs of parallel programs onto multicore computer.
Experiments have shown that the proposed algorithm provides well-balanced sub-optimal
mappings.
Keywords: graphs of parallel programs, multicore systems, neural networks, Hopfield net-
works.

Alekseychuk A. N., Gryaznukhin A. Yu. FAST ALGORITHM FOR RECOVER-
ING THE TRUE SOLUTION WITH FIXED WEIGHT OF A SYSTEM OF
LINEAR BOOLEAN EQUATIONS WITH NOISED RIGHT-HAND SIDE. A
system of linear Boolean equations with noised right-hand side is considered. It is assumed
that the true solution of the system has a predetermined weight that is independent of the
number of variables in the system. A probabilistic algorithm for finding this solution is
proposed. The time complexity of our algorithm is less than the time complexity of max-
imum likelihood method, and in contrast to the known algorithms with this property, our
algorithm uses only comparisons and (bitwise and arithmetic) additions of binary integers.
The proposed algorithm can be used in practice in some cases when other algorithms are
less efficient.
Keywords: system of Boolean linear equations with noised right-hand side, probabilistic
algorithm.

Gotsulenko V. V. A FORMULA FOR THE NUMBER OF COMBINATIONS
WITH CONSTRAINED REPETITIONS AND ITS APPLICATION. Various
generalizations of the concept of combination with repetitions are obtained. Formulas for
the calculation of the considered combinatorial numbers are found, and various problems
that are solved with their application are considered.
Keywords: combinations with constrained repetitions, Diophantine equations, formal poly-
nomial, generating functions, multisets.

Kostyuk Yu. L. EFFECTIVE IMPLEMENTATION OF ALGORITHM FOR
SOLVING THE TRAVELLING SALESMAN PROBLEM BY BRANCH-AND-
BOUND METHOD. The modification of Little’s algorithm for solving the well-known
travelling salesman problem by branch-and-bound method is proposed. At each intermedi-
ate stage of the algorithm execution, a more exact lower bound is evaluated for all variants
of the route which may be built on the basis of the current partial solution. Thanks to
this, the rejection of unperspective variants becomes, as a rule, much more effective, es-
pecially when applied to the random asymmetrical distance matrix. The implementations
of this modified algorithm are described with the depth-first and breadth-first search, and
also with the depth-first search when an approximate route with the inaccuracy prescribed
arbitrarily is searched. In a computing experiment, for each algorithm implementation, the
values of constants a and c have been evaluated for the complexity function U(n) = a · cn
that is the number of distance matrixes (decision tree nodes) processing by the algorithm.
In any case the time of each node processing increases by 1,5–2 times while the time of
processing the whole decision tree by the algorithm is significantly decreased.
Keywords: travelling salesman problem, branch-and-bound method, computing experi-
ment.
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Murin D. M. MODIFICATION OF THE LAGARIAS — ODLYZHKO METHOD
FOR SOLVING THE GENERALIZED KNAPSACK PROBLEM AND THE
SYSTEMS OF KNAPSACK PROBLEMS. In 1985, to solve the computational knap-
sack problem, J. C. Lagarias and A. M. Odlyzhko have offered a method based on the re-
duction of this problem to the search of one of the short vector in the lattice of a special
kind. This way allows to solve “almost all” knapsack problems that have a low density.
In this paper the Lagarias — Odlyzhko method is modified to be applicable for solving
the generalized knapsack problem and the systems of generalized knapsack problems. The
system of knapsack problems is introduced hear as the finite set of the individual knapsack
problems that have a common solution. Besides, for the generalized knapsack problem
and for the systems of knapsack problems, some sets of density values are defined so that
the modified methods allow to solve “almost all” generalized knapsack problems and the
systems of knapsacks problems with the densities from these sets.
Keywords: Lagarias — Odlyzhko method, knapsack problem, generalized knapsack prob-
lem, systems of knapsack problems.

Yakhontov S. V. TIME- AND SPACE-EFFICIENT EVALUATION OF THE
REAL LOGARITHMIC FUNCTION ON SCHONHAGE MACHINE. In the
present paper, an algorithm FLE is constructed for the fast evaluation of the real logarith-
mic function ln(1 + x) on interval [2−5, 1− 2−5) on Schonhage machine. An upper bound
of the time and space complexity of this algorithm is given. The algorithm FLE is based
on Taylor series expansion and is similar to the algorithm for the fast evaluation of the
exponential function FEE. A modified binary splitting algorithm ModifBinSplit for hyper-
geometric series is constructed to use in algorithm FLE. It is proved that the time and space
complexity of algorithms ModifBinSplit and FLE are quasi-linear and linear respectively if
they are implemented on Schonhage machine; therefore it is proved that these algorithms
are in class Sch(FQLIN-TIME//LIN-SPACE). Multiple interval reduction is used to com-
pute the logarithmic function on an arbitrary interval.
Keywords: logarithmic function, algorithmic real functions, quasi-linear time complexity,
linear space complexity.

Emelichev V. A., Shatsov R. P. MARKOWITZ INVESTMENT BOOLEAN PROB-
LEM IN CASE OF UNCERTAINTY, MULTICRITERIA AND RISK. Lower and
upper bounds are obtained for the stability radius of a Pareto optimal portfolio of multi-
criteria variant of Markowitz problem with Savage minimax risk criteria in the case of any
Hölder metric lp, 1 6 p 6 ∞, in the portfolio space and Chebyshev metric in the risk and
market state spaces.
Keywords: multicriteria investment problem, Pareto optimal portfolio, Savage risk crite-
ria, stability radius of portfolio, Hölder metric.
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