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А.А. Гималтдинова1, Е.П. Аносова

О НУЛЯХ КОМБИНАЦИИ ПРОИЗВЕДЕНИЙ ФУНКЦИЙ БЕССЕЛЯ

Исследуются функции, являющиеся суммой или разностью произведений
функции Бесселя и модифицированной функции Бесселя с разными индек-
сами. Изучается множество нулей таких функций. С помощью теоремы
Штурма о разделении корней дифференциального уравнения доказано, что
такая комбинация имеет счетное множество положительных нулей и счетное
множество чисто мнимых нулей с положительной мнимой частью.

Ключевые слова: функция Бесселя, модифицированная функция Бесселя,
множество нулей функции, теорема Штурма.

При исследовании краевых или спектральных задач (например, [1]) для урав-
нений смешанного типа со степенным вырождением возникает необходимость
(при нахождении собственных значений) нахождения нулей функции вида

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 0 1,f t J t I t I t J tν ν −ν ν −ν= + < ν < (1)

при Re 0t > , где ( )Jν ⋅  – функция Бесселя первого рода порядка ν, ( )Iν ⋅  – моди-
фицированная функция Бесселя первого рода порядка ν.

Изучению нулей комбинаций произведений цилиндрических функций посвя-
щено относительно небольшое количество исследований. Например, в справочни-
ке [2] приведены таблицы нескольких первых корней уравнения

( ) ( ) ( ) ( ) 0J x N kx J kx N xν ν ν ν− =  для некоторых значений k и ν, а также первых кор-
ней уравнения ( ) '( ) ( ) '( ) 0n n n nI x J x J x I x− =  для 0,1, 2,3.n =

В некоторых случаях комбинации произведений функций Бесселя представ-
ляют собой элементарные функции, и тогда вопрос об их корнях решается эле-
ментарно, например [3, с. 91]:

1 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ,

2sin( )( ) ( ) ( ) ( ) .

zJ z Y z Y z J z
z

I z I z I z I z
z

ν ν− ν ν−

ν −ν+ −ν ν−

− =
π

νπ
− = −

π

В книге [4] приведен обзор работ, посвященных изучению нулей функций, со-
держащих произведения бесселевых функций, но функция (1) или аналогичные ей
не исследованы.

                                                          
1 Работа первого автора поддержана  грантом РФФИ-РБ (проект 17-41-020516).
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В большой обзорной статье [5] приведены классические результаты по теории
бесселевых функций, основные сведения о нулях функций Бесселя и их произ-
водных и методах их вычисления. Описан метод Эйлера вычисления малых нулей
функций Бесселя, метод Стокса вычисления больших нулей функций Бесселя, а
также другие методы. Отмечено, что можно использовать теорему Штурма [6,
с.136] о разделении нулей решений обыкновенного дифференциального уравне-
ния второго порядка, и показано ее применение для функций Бесселя. Однако там
не рассматриваются комбинации вида (1).

В [4, с.336] приведен ряд формул, позволяющих свести произведения бесселе-
вых функций к обобщенной гипергеометрической функции, например

4

0 3

4

0 32

sin( ) 1( ) ( ) 1;1 ,1 , ;
2 2 2 64

sin( ) 3 3 31; , , ; ,
2 2 2 642 (1 )

zJ z I z F

zF

−ν ν
⎛ ⎞πν ν ν

= − + − −⎜ ⎟πν ⎝ ⎠
⎛ ⎞πν − ν + ν

− −⎜ ⎟
π − ν ⎝ ⎠

(2)

где 0 3 ( ; , , ; )F a b c d z  – обобщенная гипергеометрическая функция. С учетом фор-
мулы (2) функцию (1) можно привести к виду

4

0 3
2sin( ) 1( ) 1;1 ,1 , ; .

2 2 2 64
tf t Fν

⎛ ⎞πν ν ν
= − + −⎜ ⎟πν ⎝ ⎠

 (3)

Однако обобщенная гипергеометрическая функция очень мало изучена, и в лите-
ратуре нет утверждений о ее нулях.

Есть ряд работ, посвященных численным алгоритмам вычисления нулей бес-
селевых функций (например, [7]), однако и в этих работах не рассматриваются
комбинации произведений цилиндрических функций. Кроме того, численные ме-
тоды позволяют найти лишь конечное число нулей какой-либо функции.

Таким образом, в известных нам классических или современных работах нет
каких-либо результатов о нулях функции (1).

В настоящей работе при помощи теоремы о разделении корней будет получена
теорема о множестве нулей функции более общего вида, чем (1), а также рассмот-
рены конкретные примеры.

Утверждения о нулях функций

Рассмотрим функцию (1)
, ( ) ( ) ( ) ( ), , , , .f J t I t I t J tν μ ν −μ μ −ν= + ν μ∈ ν μ∉R N

Теорема. Уравнение
( ) ( ) ( ) ( ) 0J t I t I t J tν −μ μ −ν+ = (4)

имеет счетное множество действительных положительных корней и счетное
множество чисто мнимых корней с положительной мнимой частью. При этом
каждый положительный корень находится на интервале между двумя последо-
вательными нулями функции ( )J tν  (равно как и между двумя последовательными
нулями функции ( )J t−ν ), а каждый чисто мнимый корень – между двумя после-
довательными нулями функции ( )I tμ  (или ( )I t−μ ).

Доказательство. 1) Пусть t x += ∈R . В силу того, что

( 0)( ( ) 0, ( ) 0),x I x I xμ −μ∀ > > >
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из уравнения (4) получим
( ) ( )

.
( ) ( )

J t J t
I t I t
ν −ν

μ −μ
= − (5)

При этом функция 1( ) ( ) / ( )f t J t I tν μ=  имеет те же нули, что и функция ( )J tν , а

функция 2 ( ) ( ) / ( )f t a J t I t−ν −μ= −  имеет такие же нули, что и функция ( )J t−ν .
Далее применим теорему о разделении корней [6, с.136]. В силу того, что

функции ( )J tν  и ( )J t−ν  при нецелом ν  являются линейно независимыми реше-
ниями уравнения Бесселя, нули функций ( )J tν  и ( )J t−ν  взаимно разделены. Сле-

довательно, и нули функций 1f  и 2f  также взаимно разделены. Это означает, что

между любыми двумя соседними корнями функции 1f  найдется ровно один ко-

рень функции 2f , и наоборот. Отсюда, в силу непрерывности обеих этих функ-
ций, получим, что их графики пересекаются ровно в одной точке на каждом ин-
тервале между любыми двумя соседними корнями функции ( )J tν  (а также между
любыми двумя соседними корнями функции ( )J t−ν ).

Это означает, что уравнение (5) имеет счетное множество положительных
корней. А зная нули функций ( )J tν  и ( )J t−ν , можно отделить промежутки, на ко-
торых находятся корни уравнения (5).

2) Пусть , .t iy y += ∈ ∈C R  Рассуждая аналогично, получим, что уравнение
( ) / ( ) ( ) / ( )I iy J iy I iy J iyμ ν −μ −ν= −  имеет счетное множество чисто мнимых кор-

ней. ■
Замечание 1. Остается невыясненным вопрос, имеет ли уравнение (4) другие

комплексные корни, отличные от найденных чисто мнимых. Можно предполо-
жить, что других комплексных корней нет. Ниже будет разъяснено это предполо-
жение.

Замечание 2. Аналогично можно получить утверждение о счётности множест-
ва нулей функции (2)

, ( ) ( ) ( ) ( ).f J t I t I t J tν μ ν −μ μ −ν= −

Пример 1. Пусть требуется найти положительные нули функции

1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ).f x J x I x I x J x− −= +

На основании доказанной теоремы (где 1/ 2ν = μ = ) можем утверждать, что
функция имеет счетное множество положительных нулей. Из известных пред-
ставлений [2, с. 198] бесселевых функций с полуцелым индексом в виде элемен-
тарных функций:

1/ 2 1/ 2
2 2( ) sin , ( ) cosJ x x J x x
x x−= =
π π

,

можем выписать неотрицательные корни функции 1/ 2 ( )J x  и 1/ 2 ( )J x− : kπ  и
/ 2 kπ + π  соответственно, где {0}k ∈ ∪N . Тогда первый положительный нуль

функции 1/ 2 ( )f t  будет находиться на интервале ( / 2, )π π , второй – на интервале
(3 / 2, 2 )π π , …, k -й корень – на интервале (( 1/ 2) , )k k− π π .
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С другой стороны, учитывая представления для модифицированных функций

1/ 2 1/ 2
2 2( ) sh , ( ) chI x x I x x
x x−= =
π π

, функцию 1/ 2 ( )f x  можем записать в виде

1/ 2
2( ) (sin ch cos sh ),f x x x x x
x

= ⋅ + ⋅
π

 то есть для нахождения нулей этой функции

следует решить уравнение tg th .x x= −  Корни последнего уравнения найдены в
работе [8]:

0,x =  2( ) , ,
4

kx k O e k− ππ⎛ ⎞= ± − + π + ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

N

2( ) , .
4

kx i k O e k− ππ⎛ ⎞= ± − + π + ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

N

Итак, положительные нули функции 1/ 2 ( )f x  задаются формулой

2( ).
4

kx k O e− ππ
= − + π +

Также в работе [8] доказано, что нет других комплексных корней, кроме най-
денных чисто мнимых. Учитывая, что для частного случая функции (1) – функции

1/ 2 ( )f x  – нет других комплексных корней, можно предположить, что их не будет

и в общем случае для функции (1)
, ( )f tν μ .

Замечание 3. Полученные в примере 1 результаты о нулях функции 1/ 2 ( )f x
дают новые сведения и об обобщенной гипергеометрической функции (3) при
ν = 1/2.

Пример 2. Аналогично можно найти положительные нули функции

1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2
ˆ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).f x J x I x I x J x− −= −

Преобразуем функцию к виду 1/ 2
2ˆ ( ) (sin ch cos sh ),f x x x x x
x

= ⋅ − ⋅
π

 тогда на ос-

новании результатов работы [9] можем записать положительные нули функции

1/ 2
ˆ ( )f x : 2( ).

4
kx k O e− ππ

= + π +

Пример 3. Оценить первый положительный корень функции

1/ 4 1/ 4 1/ 4 1/ 4 1/ 4( ) ( ) ( ) ( ) ( ).f x J x I x I x J x− −= +

Используя таблицу значений функций 1/ 4 ( )J x  и 1/ 4 ( )J x− , можно убедиться,
что первый положительный корень функции 1/ 4 ( )f x  находится в интервале
(2;2,7). В этом случае более точную оценку можно найти только с помощью чис-
ленных алгоритмов.

Выводы

Показано применение теоремы Штурма о разделении нулей к исследованию
функции, являющейся комбинацией произведений функций Бесселя. Отмечено,
как можно отделить промежутки нахождения нулей такой функции. Это позволит
вместе с применением численных алгоритмов провести более полное изучение
функций.
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In this paper, the function ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 0 1,f t J t I t I t J tν ν −ν ν −ν= + < ν <  Re 0t > , is
investigated. Such functions were little studied in the literature. It is proved that more general

functions 
(1),(2)

, ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f t J t I t I t J tν μ ν −μ μ −ν= ±  have a countable set of real zeros and a countable
set of pure imaginary zeros. The proof uses the well-known Sturm theorem for second-order
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function 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x J x I x I x J x− −= +  is reduced to an elementary function

1/ 2
2( ) (sin cosh cos sinh ),f x x x x x
x

= ⋅ + ⋅
π

 and an asymptotic formula for its positive zeros

2( )
4

kx k O e− ππ
= − + π +  is found. Function 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2

ˆ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x J x I x I x J x− −= −  has the

following positive zeros: 2( ).
4

kx k O e− ππ
= + π +
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РЕШЕНИЕ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ ДВУМЕРНОГО ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-ОПЕРАТОРНОГО УРАВНЕНИЯ

В АБСТРАКТНОМ ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ С ПОМОЩЬЮ
МЕТОДА ГРАНИЧНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Методом граничных интегральных уравнений получены решения краевых
задач первого, второго и третьего рода для двумерного дифференциально-
операторного уравнения 2∆ =u Bu , где 1 2( , )x xu  – функции со значениями в
абстрактном гильбертовом пространстве H, B  – генератор экспоненциально
убывающей C0-полугруппы сжатий в пространстве H. Доказана корректная
разрешимость краевых задач в классе непрерывных по норме H функций.
Также доказана корректная разрешимость граничных интегральных уравне-
ний в пространстве функций с квадратично суммируемой нормой H и в про-
странствах k  раз непрерывно дифференцируемых функций со значениями в
пространствах типа Соболева, порожденных n  степенями оператора B .

Ключевые слова: краевая задача, дифференциально-операторное урав-
нение, граничное интегральное уравнение, полугруппа операторов, гене-
ратор, векторнозначная функция, операторнозначная функция, унитарная
дилатация.

В настоящей работе на основе метода граничных интегральных уравнений
(ГИУ) получены решения краевых задач (КЗ) первого, второго и третьего рода
для двумерного дифференциально-операторного уравнения (ДОУ) вида 2∆ =u Bu

(
1 1 2 2

2 2
2 x x x x∆ ≡ ∂ + ∂ ). При этом 1 2( , )x xu  – функции со значениями в абстрактном

гильбертовом пространстве H , определенные в ограниченной односвязной об-
ласти или ее внешности с границей 2C∂Ω∈ ; B  – линейный всюду плотно опре-
деленный в пространстве H оператор, порождающий экспоненциально убываю-
щую C0-полугруппу сжатий. Доказана однозначная разрешимость краевых задач в
классе непрерывных по норме H  функций и устойчивость решений к возмуще-
ниям граничной функции в равномерной по норме H  метрике. Кроме того, при
условии 2kC +∂Ω∈  установлена однозначная и устойчивая разрешимость соот-
ветствующих ГИУ второго рода в банаховых пространствах функций, 0,1,k = …
раз непрерывно дифференцируемых по норме пространств типа Соболева, опре-
деляемых, в свою очередь, 0,1,n = …  степенями оператора B , а также в гильбер-
товом пространстве функций с квадратично суммируемой нормой H , если

2C∂Ω∈ .
Решение КЗ для ДОУ 2∆ =u Bu  строится здесь по аналогии с методом реше-

ния КЗ для скалярного уравнения 2
2u k u∆ =  ( 0k > ), описанным в монографии [1,

с. 166]. Оператор B  является частным случаем абстрактного эллиптического опе-
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ратора A , для которого справедлива оценка резольвенты: ( )( ; ) 1Cλ ≤ + λR A
( 0λ ≤ ) [2, с. 149]. Исследованию КЗ для обыкновенных эллиптических ДОУ вто-
рого порядка в банаховых пространствах посвящено большое количество работ,
результаты которых систематически представлены в монографиях [2, с. 304; 3,
с. 73; 4, с. 272]. В последние годы появились исследования корректной разреши-
мости КЗ для эллиптических ДОУ в частных производных в пространствах типа

pL  ( 1p ≥ ) [5–7]. Однако автору не удалось найти работ, посвященных решению

КЗ для многомерных эллиптических ДОУ на основе метода ГИУ.
Настоящая работа является развитием работ [8–11], посвященных решению КЗ

нестационарной теплопроводности в прямых цилиндрах. В работах [8–11] , кроме
указанного здесь свойства, использовались следующие частные свойства операто-
ра B : 1) компактность порождаемых им интегральных операторов; 2) возмож-
ность спектрального разложения порождаемых им C0-полугрупп в некотором
расширенном пространстве. В настоящей работе вместо частного свойства 2 ис-
пользуется универсальная возможность представления сжимающих C0-полугрупп
в виде унитарных C0-полугрупп в некотором расширенном гильбертовом про-
странстве H H⊃ , описанная в монографии [12, c. 44].

Постановки краевых задач и единственность их решений

Пусть +Ω  – плоская открытая ограниченная односвязная область с границей
∂Ω , и 2 \− +Ω ≡ ΩR  ( ( ),≡ −∞ +∞R ). Условимся далее писать kC∂Ω∈ , если
функции 1( )x s , 2 ( )x s , задающие параметрические уравнения линии ∂Ω  и имею-
щие период ∂Ω  ( s  – длина дуги на ∂Ω , ∂Ω  – длина ∂Ω ), имеют непрерывные

производные до k -го порядка включительно. Очевидно, тогда kC∂Ω∈  в локаль-
ном смысле [13, с. 263]. Будем считать по умолчанию, что 2C∂Ω∈ , если не ого-
ворено особо. Рассмотрим четыре краевые задачи ( 1, 2i = ):

2 i i
± ±∆ =u Bu  ( 1 2( , )x x ±≡ ∈Ωx ); (1±)

1 1
± ±=u w  ( ∈∂Ωx ), (2a)

2 2 2
± ± ±∂ −η =nu u w  ( ∈∂Ωx ), (2b)

где ( )i
±u x  и ( )i

±w x  – векторнозначные функции со значениями в абстрактном
гильбертовом пространстве H (все рассматриваемые здесь пространства ком-
плексные), заданные на множествах ±Ω  и ∂Ω соответственно; n – нормаль к кри-
вой ∂Ω  в точке ∈∂Ωx , направленная внутрь области +Ω ; 

1 1 2 2

2 2
2 x x x x∆ ≡ ∂ + ∂  (ог-

раниченность, непрерывность, дифференцируемость функций предполагается
здесь, если не оговорено особо, в норме пространства их значений); 0η ≥ – посто-
янная; B – замкнутый всюду плотно определенный в H линейный оператор, поро-
ждающий C0-полугруппу ( )τT : [ ]1

0
lim ( )−

τ→+
= τ − τB f I T f , где I  – тождественный

оператор в пространстве H (далее в пространстве по контексту). Операторы ( )τT
удовлетворяют условию
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( )( ) exp pτ ≤ − τT , (3)

где p – положительная постоянная.
Пусть 2 ( ; )C H±Ω  и ( ; )C H±Ω  – пространства дважды непрерывно дифферен-

цируемых на множестве ±Ω  и непрерывных на замыкании этого множества ±Ω
соответственно функций ( )f x  со значениями в H.

Определение 1. Решением уравнения (1±) будем называть функцию
2 ( ; )C H± ±∈ Ωu  со значениями в ( )D B  (области определения оператора B), об-

ращающую уравнение (1±) в истинное равенство.
Определение 2. Решением задачи { }1P±  будем называть функцию

1 ( ; )C H± ±∈ Ωu , являющуюся решением уравнения (1 ± ) и удовлетворяющую гра-

ничному условию (2а). В случае задачи { }1P−  будем требовать также выполнение

условия: 1 0
H

− →u  при →∞x .

Определение 3. Решением задачи { }2P±  будем называть функцию 2 ( ; )C H± ±∈ Ωu ,

являющуюся решением уравнения (1±) и имеющую с внутренней (внешней) сто-
роны ∂Ω правильную нормальную производную 2

± ±∂nu  ( 2 2( ) ( )± ± ±∂ ± ξ → ∂n nu x n u x
при 0ξ → +  равномерно относительно ∈∂Ωx ), определяемую равенством (2b):

2 2 2
± ± ± ±∂ = + ηnu w u . В случае задачи { }2P−  будем требовать также выполнение ус-

ловия 0
H H

− −∇ →x u u  при →∞x  (
1 2

2 22
x xH H H

∇ ≡ ∂ + ∂u u u ).

Согласно [2, c. 112], следствием оценки (3) является ограниченность оператора
B слева:

( ) ( )Re , ,H Hp≥B f f f f  ( ( )D∈f B ). (4)

Повторяя доказательства аналогичных теорем для частного случая оператора B
[8–10], использующие только свойство (4) этого оператора, приходим к следую-
щим утверждениям:

Теоремы 1, 2. Задачи 1{ }P± , 2{ }P±  имеют не более одного решения.

Операторнозначная функция Макдональда

Определение 4 (ср. [12, c. 23]). Пусть H  – подпространство гильбертова про-
странства H ; P  – ортопроектор, сюръективно отображающий H  на H ; A  и A
– ограниченные линейные операторы, всюду определенные в пространствах H  и
H  соответственно. Будем называть оператор A  дилатацией оператора A  и обо-
значать пр=A A , если n n=A f P A f  для любых H∈f  и { }1, 2,n∈ ≡N … .

Операторы ( )0 ( ) exp ( )pτ ≡ τ τT T  являются сжимающими и образуют C0-полу-
группу. Согласно теореме 8.1 [12, c. 44], в некотором гильбертовом пространстве
H H⊃  существует C0-полугруппа унитарных операторов 0 ( )τT , являющихся
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дилатациями соответствующих операторов 0 ( )τT . В силу теоремы Стоуна [14,

c. 410] операторы 0 ( )τT  допускают спектральное разложение:

( )0 ( ) exp i d
+∞

ω
−∞

τ = ωτ∫T f P f  ( H∈f , 2 1i ≡ − ), (5)

где ωP  – разложение единицы [14, c. 361] самосопряженного оператора 0iB  ( 0B  –

генератор C0-полугруппы 0 ( )τT ). Введем в рассмотрение C0-полугруппу

( ) 0( ) exp ( )pτ ≡ − τ τT T , порождаемую оператором 0 p+B = B I . При помощи ра-
венств

0

( ) ( , ) ( )r a r d
∞

≡ τ τ τ∫K f T f  ( H∈f ), 
0

( ) ( , ) ( )r a r d
∞

≡ τ τ τ∫K f T f  ( H∈f ), (6)

где ( ) 1 2( , ) 4 exp (4 )a r r− ⎡ ⎤τ ≡ πτ − τ⎣ ⎦  ( 0τ > ), определим ограниченные линейные

операторы ( )rK  и ( )rK  ( 0r > ) в пространствах H  и H  соответственно. Так

как ( ) пр ( )τ = τT T  ( 0τ ≥ ), то ( ) пр ( )r r=K K  ( 0r > ).

Пусть Σ  – множество значений p iσ ≡ − ω  ( 1 1= ) при ω∈R . Очевидно,
функция ( )σ ω : →ΣR  измерима по Борелю. Обозначим через σP  меру, опреде-
ленную на борелевских подмножествах Β ⊂ Σ  с помощью равенств

( ) ( )1( )−
σ ωΒ ≡ σ ΒP P . Тогда на основании формулы (5) получаем следующие

представления операторов ( )τT  и B :

( )2( ) exp d σ
Σ

τ = −σ τ∫T f P f  ( H∈f ), 2d σ
Σ

= σ∫B f P f  ( ( )D∈f B ),

4 2( ) : HD H d σ
Σ

⎧ ⎫⎪ ⎪= ∈ σ < ∞⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫B f P f .   (7)

Подставим выражение для ( )τT  (7) в выражение для ( )rK  (6). При этом поря-
док интегрирования может быть изменен на основании теоремы 13 [15, с. 211] в
силу конечности мер ( ), Hσ ση ≡ P f g  ( , H∈f g ) и μ : exp( )p d

Α
μ(Α) ≡ − τ τ∫

(множества [0; )+Α ⊂ ≡ +∞R  измеримы по Лебегу), а также ограниченности
и непрерывности на множестве +Σ×R  подынтегральной функции

2( , ) ( , ) exp ( )F a r p⎡ ⎤σ τ ≡ τ − σ − τ⎣ ⎦  (σ∈Σ , 0τ > ) при фиксированном 0r > .

В результате получаем спектральное разложение операторов ( )rK :

 ( ) ( , )r k r d σ
Σ

= σ∫K f P f  ( H∈f ),

 ( ) 1

0

2( , ) 4 exp
2 2

r rk r d
r

∞
− στ σ⎡ ⎛ ⎞ ⎤σ ≡ πτ − + τ⎜ ⎟⎢ ⎥στ⎣ ⎝ ⎠ ⎦∫  ( 1 1= ). (8)
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Осуществляя замену [ ]12 (2 ) 2r r−ξ ≡ στ + στ , получаем следующее представ-
ление функции ( , )k r σ :

1
2

exp( )( , ) (4 )
1L

k r d− −ρξ
σ = π ξ

ξ −
∫  ( rρ ≡ σ ). (9)

В случае 0ω ≠  кривая L  – правая ветвь гиперболы 2 2 2 2cos sin 1x yϕ− ϕ = ,

при этом Rex = ξ , Imy = ξ , argϕ = σ . Точка ветвления 1ξ =  функции 2 1ξ −
обходится вдоль контура L по часовой стрелке (кривая L  пересекает действи-

тельную ось в точке cos 1ξ = ϕ <  при 0ω ≠ ). Функция 2( ) 1f ξ ≡ ξ −  рассматри-
вается как однозначная в плоскости с разрезом вдоль луча [1, )∞ , с условием

(0)f i= .
Итак, при 0ω ≠  кривая L  лежит в секторе arg argξ < σ  (σ∈Σ ), асимптоти-

чески приближаясь к прямым arg argξ = ± σ  при ξ → ∞ . Поскольку
arg 4σ = π − ε  при некотором ) (0, 4)ε(σ ∈ π , то arg( ) 2 2ρξ < π − ε  и
справедлива оценка: ( ) ( )[ ]exp exp sin 2−ρξ < − ρ ξ ε . Следовательно, в области

arg argξ < σ  подынтегральная функция ( ) 2( ) exp 1F ξ ≡ −ρξ ξ −  стремится к
нулю при ξ → ∞  быстрее любой степени ξ  равномерно по argξ . Поэтому, учи-
тывая аналитичность функции ( )F ξ  в правой полуплоскости с разрезом вдоль лу-
ча [1, )∞ , можно преобразовать контур L  в двойной луч [1, )∞  с тем же направле-

нием обхода точки ветвления 1ξ = , при этом на верхнем луче 2( ) 1f ξ = ξ − , а на

нижнем луче 2( ) 1f ξ = − ξ − . Получили формулу

1
2

1

exp( )( , ) (2 )
1

k r d
∞

− −ρξ
σ = π ξ

ξ −
∫  ( 2 1 0ξ − ≥ ). (10)

В случае 0ω =  интеграл (10) получается из интеграла (9) сразу после замены.
Формула (10) – это интегральная формула функции Макдональда, а именно:

1
0( , ) (2 ) ( )k r K−σ = π ρ  [1, c. 172]. Поэтому в силу спектрального разложения опера-

тора B  (7) функция ( )rK , определяемая формулой (8), с точностью до постоян-

ного множителя является функцией Макдональда оператора r B .
Дифференцируя l  раз интеграл (10) по параметру r  и переходя после этого к

новой переменной интегрирования ( )1η ≡ ρ ξ −  ( 1 1= ), получаем следующие

выражения для производных ( , )l
r k r∂ σ  (при 0ω ≠  дополнительно преобразуем

путь интегрирования):

( )
2 2

2 2
1 0

( ) exp( ) ( )( , ) 1
2 1 2

l l l
ll

r l
e e dk r d

r

∞ ∞−ρ −η−σ −ρξ ξ η +ρ η
∂ σ = ξ = −

π πξ − η + ρ
∫ ∫

( { }0,1,...l +∈ ≡Z ). (11)
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Теорема 3. 1). Функция ( )rK  бесконечно дифференцируема при 0r >  в равно-

мерной операторной топологии, причем ( ) ( ) ( )l mr D∈K f B  ( H∈f , l +∈Z , m∈N );
2) функция ( )rK  удовлетворяет при 0r >  уравнению ( ) ( )r r r∆ =K f BK f

( H∈f ), где 2 2 1
r d dr r d dr−∆ ≡ + ;

3) ( ) 0r rα →K f  при 0r → +  ( H∈f , 0α > );

4) ( )( 1) 2 ( 1)! ( )l l ll r r⎡ ⎤− π − →⎣ ⎦ K f f  при 0r → +  ( H∈f , l∈N );

5) ( ) ( ) 0lr rα →K f  при r → +∞  ( H∈f , l +∈Z , 0α > ).

Доказательство. Докажем сначала утверждения 1–5 для функции ( )rK .

Производные ( , )l
r k r∂ σ  ( l +∈Z ) рассматриваются как функции от 0r > , завися-

щие от σ∈Σ  как от параметра, на основе формул (11).
1). Функции ( , )l

r k r∂ σ  (σ∈Σ , l +∈Z ) могут быть аналитически продолжены
на всю комплексную плоскость C , кроме точки 0z = . Выражения вида

2 ( , )m l
zk zσ ∂ σ  (σ∈Σ ) при фиксированных ,l m +∈Z  ограничены в совокупности

на множествах вида { 1arg 4z ≤π − ε , }2z ≥ ε  при 1ε , 2 0ε > . Отсюда в силу

представлений (7) для B  и (8) для ( )rK  и теоремы Лебега об ограниченной схо-
димости интегралов для векторнозначных мер [15, c. 356] следует, что функции

( ) ( )l rK f  ( H∈f ) могут быть аналитически продолжены в область

{ arg 4zΛ ≡ < π , }0z ≠ , имеют место включения ( ) ( ) ( )l mz D∈K f B  ( l +∈Z ,
m∈N ) и справедливы формулы

( ) 2( ) ( , )m l m l
zz k z d σ

Σ

= σ ∂ σ∫B K f P f  ( z∈Λ ; ,l m +∈Z ). (12)

Остается заметить, что из голоморфности векторнозначных функций ( ) ( )l zK f

в области Λ  вытекает голоморфность операторнозначных функций ( ) ( )l zK  в той
же области [16, c.459].

2). Функция Макдональда 0 ( )K r  удовлетворяет уравнению 0 0( ) ( )r K r K r∆ = ,

следствием которого являются равенства 2( , ) ( , )r k r k r∆ σ = σ σ  (σ∈Σ , 0r > ), так

как 1
0( , ) (2 ) ( )k r K−σ = π ρ . Отсюда с учетом формул (12) получаем уравнения

( ) ( )r r r∆ =K f B K f  ( H∈f , 0r > ).
3). При z →∞  в любом секторе вида arg 2z ≤ π − ε  ( 0ε > ) функция Макдо-

нальда 0 ( )K z  равномерно относительно arg z  стремится к нулю быстрее любой
степени z . При 0z →  функция 0 ( )K z  имеет логарифмическую особенность. По-

этому в силу непрерывности 0 ( )K z  при 0z ≠  выражения 0 0( ) ( )r K Kα α αρ = ρ ρ σ
ограничены при 0r → +  равномерно по σ∈Σ  при любом 0α > . Кроме того,

0 ( ) 0r Kα ρ →  при 0r → +  и фиксированных σ∈Σ . Отсюда в силу представления

(8) и теоремы Лебега получаем предел ( ) 0r rα →K f  при 0r → +  для произволь-

ного H∈f .
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4). Функции ( , )l
r k r∂ σ  могут быть представлены в виде ( ) l

lA rρ . Функции
( )lA z  ( l∈N ) непрерывны при любом комплексном z  и в любом секторе вида

arg 2z ≤ π − ε  ( 0ε > ) равномерно относительно arg z  стремятся к нулю

при z →∞  быстрее любой степени z . Следовательно, выражения ( , )l l
rr k r∂ σ

ограничены при 0r → +  равномерно по σ∈Σ  и ( , ) (0)l l
r lr k r A∂ σ → =

1
( 1) 2 ( 1)!l l

−
⎡ ⎤= − π −⎣ ⎦  при 0r → +  и фиксированных σ∈Σ . Используя формулы

(12) при 0m = , получаем на основании теоремы Лебега предел
( )( 1) 2 ( 1)! ( )l l ll r r⎡ ⎤− π − →⎣ ⎦ K f f  при 0r → +  для произвольных H∈f  и l∈N .

5). Выражения ( , )l
rr k rα ∂ σ  ( 0α > , l +∈Z ) стремятся к нулю при r → +∞  рав-

номерно по σ∈Σ . В силу формул (12) при 0m =  и теоремы Лебега имеем преде-
лы ( ) ( ) 0lr rα →K f  при r → +∞  ( 0α > , l +∈Z , H∈f ).

Утверждения 1 – 5 справедливы для функции ( )rK , так как ( ) пр ( )τ = τT T , а

элементы ( )rK f  ( H∈f ) могут быть аппроксимированы конечными суммами

вида 0 ( )N
nn a nh

=∑ T f  ( na ∈R , 0h > ) в норме H . Например, на основании вклю-

чений ( ) ( )mr D∈K f B  ( H∈f , m∈N ) по индукции получаем следующие ра-
венства:

[ ]1 1 1

0
( ) ( ) lim ( ) ( )k k kr r r− − −

τ→+
= = τ − τ =B K f BB K f I T PB K f

1 1

0
lim ( ) ( ) ( )k kr r− −

τ→+
= τ − τ =⎡ ⎤⎣ ⎦P I T B K f PB K f ( 1, 2,k = … ),

справедливые при любых H∈f , для которых определена правая часть. Следова-

тельно, ( ) ( )mr D∈K f B  при любых H∈f , m∈N . Теорема доказана.

Следствие 1. При любом фиксированном 0α >  функция ( )r rαK , доопреде-
ленная при 0r =  нулевым оператором, сильно непрерывна и ограничена при

0r ≥ .
Следствие 2. При любом фиксированном l∈N  функция

( )( 1) 2 ( 1)! ( )l l ll r r⎡ ⎤− π −⎣ ⎦ K , доопределенная при 0r =  тождественным операто-
ром, сильно непрерывна и ограничена при 0r ≥ .

Заметим, что приведенное здесь доказательство теоремы 3 для оператора B
является отредактированным доказательством аналогичной теоремы 3 для частно-
го случая оператора B  [8]. Последнее также основано на возможности спек-
трального разложения C0-полугруппы ( )τT  в некотором расширенном простран-
стве, и хотя C0-полугруппа в этом расширенном пространстве не унитарна, спектр
порождающего ее оператора также целиком лежит в полуплоскости Re 0pγ ≥ > .
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Векторнозначные потенциалы

Пусть ( ; )C H∈ ∂Ωf . С помощью криволинейных интегралов первого рода

11( ) ( ) ( )r ds
∂Ω

′ ′≡ ∂∫ ng x K f x , 2 ( ) ( ) ( )r ds
∂Ω

′ ′≡ ∫g x K f x  определим на множестве
2 \ ∂ΩR  функции ( )ig x  ( 1, 2i = ) со значениями в пространстве H . Здесь

r ′= −x x ; 1n  – нормаль к кривой ∂Ω , проходящая через точку ′x  и направлен-

ная внутрь области +Ω ; дифференцирование 
1

∂n  осуществляется по переменной

′x . Согласно приведенным ниже теоремам 4 – 8, функции ( )ig x  суть векторно-
значные аналоги потенциалов простого и двойного слоев при 1, 2i =  соответст-
венно, для уравнения (1). Доказательство этих теорем мы не приводим, так как
оно совпадает с доказательством соответствующих теорем 4 – 8 для частного слу-
чая оператора B  [8]. Последнее основано на свойствах функции ( )rK , сформу-
лированных в теореме 3.

Теорема 4. При 2 \∈ ∂ΩRx  функции ig  ( 1, 2i = ) бесконечно дифференци-

руемы, имеют место включения 1 2( , ) ( ) ( )l l m
i D∈g x B  ( m∈N ) и выполняются урав-

нения 1 2 1 2( , ) ( , )
2

l l l l
i i∆ =g Bg . Кроме того, 1 2( , ) ( ) 0l l

i H
α →x g x  при x → +∞

( 1 2 1 2
1 2

( , )l l l l
i ix x≡ ∂ ∂g g ; 1 2,l l +∈Z ; 0α > ).

Теорема 5. Функция 2g  ( 2 \∈ ∂ΩRx ) может быть продолжена по непрерыв-
ности в точки ∈∂Ωx , и значения 2 ( )g x  ( ∈∂Ωx ), полученные при этом, также

определяются формулой 2 ( ) ( ) ( )r ds
∂Ω

′ ′≡ ∫g x K f x .

Пусть d  – радиус круга Ляпунова [13, с. 354]. На достаточно малом расстоя-
нии 2dε <  от ∂Ω  построим кривую ± ±

ε∂Ω ⊂ Ω , параллельную ∂Ω  [13, с. 263].

Обозначим через ±
εΩ  полоску, ограниченную кривыми ∂Ω  и ±

ε∂Ω . Пусть

0 ∈∂Ωx  – основание перпендикуляра в ±
εΩ , опущенного из ±

ε∈Ωx  на ∂Ω ;

0( )oε x , 0( )do x  – круги с центром в 0 ∈∂Ωx  и радиусами ε , d  соответственно;
eε  – участок ∂Ω  между двумя параллельными прямыми, находящимися на рас-

стоянии ε  от прямой ( )0x x  ( 0 eε∈x , ±
ε∈Ωx ). Введем в рассмотрение банаховы

пространства ( ; )С H∂Ω  и ( ; )C H±Ω  непрерывных на множествах ∂Ω  и ±Ω  со-
ответственно функций ( )f x  со значениями в H  и нормами ( ; )C H∂Ω ≡f

sup ( ) H
∈∂Ω

≡
x

f x , ( ; ) sup ( )C H H±
±

Ω
∈Ω

≡
x

f f x . Зададим линейные операторы:

2 2 2
ˆ ˆ ˆ± ± ±′ ′′≡ +G G G ,

( )2 0
ˆ ( ) ( , ) ( )

e

ds
ε

±′ ′ ′ ′≡ ∫G f x K x x f x  ( ±
ε∈Ωx ),

( )2
ˆ ( ) 0±′ ≡G f x  ( \± ±

ε∈Ω Ωx ),
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( )2 0
\

ˆ ( ) ( , ) ( )
e

ds
ε

±

∂Ω

′′ ′ ′ ′≡ ∫G f x K x x f x  ( ±
ε∈Ωx ),

( )2 0
ˆ ( ) ( , ) ( ) ds±

∂Ω

′′ ′ ′ ′≡ ∫G f x K x x f x  ( \± ±
ε∈Ω Ωx ), 0 ( , ) ( )r′ ≡K x x K .

С учетом теоремы 5 оператор 2
ˆ ±G  отображает пространство ( ; )С H∂Ω  в про-

странство ( ; )C H±Ω .

Кривая ±
ε∂Ω  является огибающей кругов 0( )oε x  ( 0 ∈∂Ωx ), поэтому r ≥ ε , ес-

ли ( ), \± ±
ε′ ∈Ω Ω ×∂Ωx x . Так как любая прямая, параллельная ( )0x x , пересекает

∂Ω  внутри 0( )do x  не более чем в одной точке и 2dε < , то r ≥ ε , если

( ), \ e±
ε ε′ ∈Ω ×∂Ωx x . Пусть (0;1)α∈ . На кривой Ляпунова в силу оценки (7) [13,

с. 356] выполняются неравенства: 1 14(1 )
e

r ds
ε

−α − −α′ ≤ −α ε∫  ( ±
ε∈Ωx ). Учитывая

также следствие 1, имеем оценки
1 1

2 ( ; )( ; ) 0

ˆ 4(1 ) sup ( ) C HC H r
r r±

± − −α α
∂ΩΩ >

′ ≤ −α εG f K f ,

2 ( ; )( ; )
ˆ sup ( ) C HC H r

r±
±

∂ΩΩ ≥ε
′′ ≤ ∂ΩG f K f ,

из которых вытекает утверждение:
Следствие 3. Операторы 2

ˆ ±G : ( ; ) ( ; )С H C H±∂Ω → Ω  всюду определены и ог-
раничены.

Теорема 6. Формулы 
11( ) ( ) ( )r ds

∂Ω
′ ′≡ ∂∫ ng x K f x  и 

20 ( ) ( ) ( )r ds
∂Ω

′ ′≡ ∂∫ ng x K f x

определяют при ∈∂Ωx  непрерывные вдоль кривой ∂Ω  функции 1g  и 0g . Здесь

2 =n n  – нормаль к кривой ∂Ω , проходящая через точку x  и направленная

внутрь области +Ω ; дифференцирование 
2

∂n  осуществляется по переменной x .

Теорема 7. Функция 1g  при подходе к точкам ∈∂Ωx  изнутри области ±Ω

стремится к своим предельным значениям 1
1 1( ) 2 ( ) ( )± −≡ ± +g x f x g x  равномерно

относительно ∈∂Ωx .
Следствие 4. Функция 1g  является единственным решением задачи { }1P±  с

граничным условием 1 1| ( )± ±
∈∂Ω=xu g x .

Введем в рассмотрение линейные операторы 1
ˆ ±G :

( )1 1
ˆ ( ) ( , ) ( ) ds±

∂Ω

′ ′ ′≡ ∫G f x K x x f x  ( ±∈Ωx ), 
11( , ) ( )r′ ≡ ∂nK x x K ,

отображающие пространство ( ; )С H∂Ω  в соответствующие пространства

( ; )C H±Ω  с учетом теоремы 7 ( ( )1 1
ˆ ( ) ( )± ±≡G f x g x  при ∈∂Ωx ). Интеграл

1

1ln r ds−
∂Ω

′∂∫ n  равномерно ограничен при 2∈Rx  [13, с. 361 и 394]. Поэтому с
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учетом следствия 2 и равенства 
1

1
1( , ) ( ) lnr r r−′ ′= − ∂nK x x K  имеем оценки:

1

1
1 ( ; )( ; ) 0

ˆ sup ( ) sup ln C HC H r x

r r r ds±
±

± −
∂ΩΩ > ∈Ω ∂Ω

′ ′≤ ∂∫ nG f K f ,

из которых вытекает утверждение:
Следствие 5. Операторы 1

ˆ ±G : ( ; ) ( ; )С H C H±∂Ω → Ω  всюду определены и ог-
раничены.

Теорема 8. Функция 2g  имеет в точках ∈∂Ωx  правильную нормальную про-

изводную 2 ( )±∂n g x  со стороны ±Ω , которая выражается формулой
1

2 0( ) 2 ( ) ( )± −∂ = +∓n g x f x g x .

Следствие 6. Функция 2g  является единственным решением задачи { }1P±  с

граничным условием 1 2| ( )±
∈∂Ω=xu g x  и единственным решением задачи { }2P±  с

граничным условием 2 2 |± ±
∈∂Ω∂ −η =n xu u  2 2( ) ( )±∂ −ηn g x g x .

Решение краевых задач

Будем искать решение задачи { }iP±  в виде функции ig  с неизвестной i
± ≡v f

( 1,2i = ). Тогда в силу следствий 4, 6 и теорем 7, 8 функция ( ; )i C H± ∈ ∂Ωv  долж-
на удовлетворять граничному интегральному уравнению:

i i i
± ± ±=G v w  ( ∈∂Ωx ), 1( 1) 2i

i i
± −≡ − +∓G I G ; (13 i

± )

( ) ( ) ( , ) ( )i i ds
∂Ω

′ ′ ′≡ ∫G f x K x x f x ,

 
11( , ) ( )r′ ≡ ∂nK x x K , 

22 ( , ) ( ) ( )r r′ ≡ ∂ −ηnK x x K K . (14)

Введем в рассмотрение гильбертово пространство 2 ( ; )L H∂Ω  квадратично
суммируемых на множестве ∂Ω  векторнозначных функций ( )f x  со значениями

в пространстве H  и нормой 
2

2
( ; ) ( )L H H ds∂Ω ∂Ω

′≡ ∫f f x . Обозначим через nHB

( n +∈Z ) гильбертово пространство функций H∈f , таких, что m H∈B f

( 0,m n= ), с нормой 
1/ 22

0n
n m

H m H=
⎡ ⎤≡ ⎢ ⎥⎣ ⎦∑B

f B f . Через ( ; )k nC H∂Ω B  ( ,n k +∈Z )

обозначим банахово пространство функций ( ; )C H∈ ∂Ωf , имеющих непрерыв-

ные производные ( )( ) ( ) ( )l l ld s ds≡f x f x  ( 0,l k= ) со значениями в nHB , с нор-

мой ( ; )k nC H∂Ω =
B

f ( )

0,
max sup ( ) n

l
Hl k x= ∈∂Ω B

f x  ( ( )s=x x  – параметрические уравнения

кривой ∂Ω ). Доказательство следующей теоремы целиком может быть взято из
доказательства следствий 1–3 [11], так как при этом используются лишь свойство
(3) оператора B  и свойства функции ( )rK , доказанные в теореме 3:
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Теорема 9. Пусть 2kC +∂Ω∈  ( k +∈Z ). Операторы i
±G : ( ; )k nC H∂Ω →B

( ; )k nC H→ ∂Ω B  ( n +∈Z : 1, 2i = ) всюду определены и ограничены. Если уравне-

ние (13 i
± ) при любой правой части 2 ( ; )i L H± ∈ ∂Ωw  имеет единственное решение

2 ( ; )i L H± ∈ ∂Ωv , то оператор i
±G : ( ; ) ( ; )k n k nC H C H∂Ω → ∂ΩB B  ограниченно

обратим.
На основании теорем 1, 2, 9 и следствий 3, 5 получаем утверждение:
Следствие 7. Если при ( ; )i C H± ∈ ∂Ωw  ( 1, 2i = ) уравнение (13 i

± ) имеет един-

ственное решение 2 ( ; )i L H± ∈ ∂Ωv , то соответствующая задача { }iP±  однозначно

разрешима и ее решение представимо в виде функции ig  с данным i
±v . Кроме то-

го, если при любом ( ; )i C H± ∈ ∂Ωw  ( 1, 2i = ) уравнение (13 i
± ) имеет единственное

решение 2 ( ; )i L H± ∈ ∂Ωv  и (1)
i

±u , (2)
i

±u  – решения задачи { }iP±  с граничными

функциями (1)
i

±w , (2) ( ; )i C H± ∈ ∂Ωw  соответственно, то (1) (2)
( ; )

0i i C H±
± ±

Ω
− →u u ,

если (1) (2)
( ; )

0i i C H
± ±

∂Ω
− →w w .

Операторы *( )τT , сопряженные к ( )τT , также образуют C0-полугруппу [12,

с. 44]. Так как *( ) ( )τ = τT T , то для операторов *( )τT  выполняется оценка (3).

Обозначим через *B  генератор C0-полугруппы *( )τT , а через *{ }iP ±  – задачи

{ }iP±  ( 1, 2i = ) с оператором *B  вместо B . Для оператора *B  выполняется оцен-

ка (4), следовательно, справедливы теоремы 1 и 2 для задач *{ }iP ± . Операторы
*( )rK , сопряженные к ( )rK , выражаются через *( )τT  с помощью формулы (6),

поэтому для *( )rK  справедлива теорема 3. Следовательно, для функций *
ig , вы-

раженных через *( )rK  по аналогии с ig , справедливы теоремы 4 – 8. Операторы
*
1G  и *

2G , сопряженные к операторам 2G  и 1G  соответственно, получаются из 1G

и 2G  заменой ( )rK  на *( )rK  в выражениях (14). Поэтому для уравнений (13i
± ) с

операторами * 1 *( 1) 2i
i i
± −≡ − +∓G I G  вместо i

±G  справедлива теорема 9.

В силу теорем 8, 9 и следствия 6 однородные уравнения 2 2 0± ± =G v  и
* *
2 2 0± ± =G v  имеют единственные решения в классе 2 ( ; )L H∂Ω  (по аналогии со

скалярным случаем [13, с. 386]). Поэтому в силу 3-й и 4-й теорем Фредгольма [13,
с. 175] справедливо утверждение:

Теорема 10. Пусть 2 ( ; )i L H± ∈ ∂Ωw  и оператор iG  компактен. Тогда уравне-

ние (13 i
± ) имеет единственное решение 2 ( ; )i L H± ∈ ∂Ωv  ( 1, 2i = ).

В следствии 3 [11] сформулирована вторая часть теоремы 9 без указанного
здесь условия, так как оно выполнено для частного случая оператора B , рассмат-
риваемого в работе [11], благодаря компактности порождаемых им операторов iG
( 1,2i = ).
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Разрешимость граничных интегральных уравнений
в пространстве 2L

Введем в рассмотрение гильбертово пространство 2 ( )L ∂Ω  квадратично сум-
мируемых на множестве ∂Ω  скалярных функций ( )f x  с нормой

2

2
( ) ( )L f ds∂Ω ∂Ω

′≡ ∫f x . Обозначим через B  банахову алгебру ограниченных

и всюду определенных в 2 ( )L ∂Ω  линейных операторов. Обозначим через Γ  и

WΓ  множества значений p iγ ≡ − ω  ( 2γ = σ ) при ω∈R  и [ , ]W Wω∈ −  ( 0W > )
соответственно. Пусть WΞ  – семейство всех борелевских множеств топологиче-
ского пространства WΓ  и ( ) ( )( )γ ωΒ ≡ ω ΒP P , где ( ) ( )i pω γ = γ −  и WΒ ⊂ Ξ .

Будем называть WΞ -простой всякую функцию ( )n
W γF , всюду определенную на Γ

и имеющую вид 1( )
i

nn
W ii Β=

γ = χ (γ)∑F A  ( n∈N ), где i ∈BA , 
iΒ

χ (γ)  – характери-

стическая функция множества i WΒ ∈Ξ . Введем в рассмотрение коммутативную
банахову алгебру WF  функций ( )W γF  на WΓ , являющихся пределами WΞ –про-
стых функций в норме sup ( )

W
W

W W
γ∈Γ

= γFF F  при фиксированном 0W >  . Нако-

нец, введем в рассмотрение множество F  операторнозначных функций ( )γF  со
значениями в B , всюду определенных и ограниченных на Γ , причем таких, что

( )W Wγ Γ ∈FP F  при любом 0W > , где ( )
W

W dγ γΓ
Γ ≡ ∫P f P f . Функции ∈FF  об-

разуют коммутативную алгебру с нормой sup ( )
γ∈Γ

= γFF F  и единицей ( )γ =E I .

В алгебру F  входит множество ограниченных и непрерывных на кривой Γ
функций со значениями в B .

Введем также в рассмотрение гильбертово пространство 2 ( ; )L H∂Ω  квадратич-
но суммируемых на множестве ∂Ω  векторнозначных функций ( )f x  со значения-

ми в пространстве H  и нормой 
2

2
( ; ) ( )L H H ds∂Ω ∂Ω

′≡ ∫f f x . Пусть ∈FF . Оп-

ределим интеграл вида ( ) ( ) d γΓ
≡ γ∫F D f F P f  ( 2 ( ; )L H∈ ∂Ωf , ≡D B ). Для это-

го сначала определим оператор ( )n
WF D  в пространстве 2 ( ; )L H∂Ω  как

1 )n
i ii γ=

(Β∑ A P  ( i WΒ ∈Ξ ) на элементах вида ab  ( 2 ( )L∈ ∂Ωa , H∈b ). Так как

полная вариация скалярной аддитивной функции ( )( ) ,
Hγ ΒP f g  ( , ∈f g H ) множе-

ства WΒ ⊂ Ξ  не больше, чем ( )4 sup ( ) ,
W

Hγ
Β⊂Ξ

Β ≤P f g 4 H Hf g  [15, с. 111], то

справедлива оценка: ( )n
W ≤F D 4 sup ( )

W

n
W

γ∈Γ
γF  (ср. [14, с. 44]), которая может быть

продолжена вместе с оператором ( )n
WF D  на множество конечных линейных ком-

бинаций вида 1
n

i ii=∑ a b  ( 2 ( )i L∈ ∂Ωa , i H∈b ) [17, с. 327], а затем по непрерывно-
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сти на все пространство 2 ( ; )L H∂Ω . Если последовательность WΞ -простых функ-

ций n
WF  сходится к W W∈FF  в норме WF , то в силу полученной оценки последова-

тельность операторов ( )n
WF D  сходится по операторной норме и ее предел зависит

только от WF  и не зависит от конкретной последовательности. Назовем этот предел

интегралом ( )WF D , причем ( )W ≤F D 4 sup ( )
W

W
γ∈Γ

γF . В силу последней оценки и

ограниченностей функции ∈FF  и меры γP  существует сильный предел операто-

ров ( )WF D  при W →∞  и справедлива оценка: ( ) ≤F D 4sup ( )
γ∈Γ

γF . Данный

сильный предел и назовем интегралом ( )F D . Операторы ( )F D  ограничены в силу

последней оценки и образуют алгебру FD  с единицей ( )E D , причем отображение
алгебры F  на алгебру FD  гомоморфно:

( )( ) ( ) ( )1 2 1 2=F F D F D F D  ( 1 2, ∈FF F ). (15)

Равенства (15) проверяются непосредственно на плотном в F  (в сильной опера-
торной топологии) множестве WΞ -простых функций n

WF  и продолжаются по не-
прерывности на все множество F .

Пусть 1(0;2 )−α∈  и eε  – часть кривой ∂Ω , вырезаемая кругом oε  с центром в
точке ∈∂Ωx  и радиусом dε < , где d – радиус круга Ляпунова. Рассмотрим ин-
тегральные уравнения в пространстве 2 ( ; )L H∂Ω :

 i i i
± ± ±=G v w  ( ∈∂Ωx ), 1( 1) 2i

i i
± −≡ − +∓G I G , (16 i

± )

, ,i i iε ε′ ′′≡ +G G G , ( ), ( ) ( , ) ( )i i
e

ds
ε

ε′ ′ ′ ′≡ ∫G f x K x x f x ,

( ),
\

( ) ( , ) ( )i i
e

ds
ε

ε
∂Ω

′′ ′ ′ ′≡ ∫G f x K x x f x  ( 1, 2i = ),

11( , ) ( )r′ ≡ ∂nK x x K , 
22 ( , ) ( ) ( )r r′ ≡ ∂ −ηnK x x K K .

На кривой Ляпунова в силу оценки (7) [13, с. 356] справедливы оценки:
2 1 1 24(1 )

e
r ds

ε

− α − − α′ ≤ −α ε∫  ( ∈∂Ωx ). Имеем равенства ( ) ( ) ( , )
i ir r r b′ ′∂ = −n K K x x

( ( , )′ ∈∂Ω×∂Ωx x ), где 1( , ) ln
iib r−′ ≡ ∂nx x  ( 1, 2i = ) – ограниченные на множестве

∂Ω×∂Ω  функции [18, с. 597]. С учетом свойств функции ( )rK  (см. теорему 3),
имеем оценки

22
, , ( ; )( ; )

( )i i L HL H
C Mε α α ∂Ω∂Ω

′ ≤ ε ∂ΩG f f ,

,
( , )

sup ( , )i iC rαα
′ ∈∂Ω×∂Ω

′≡
x x

K x x , 1 1 2( ) 4(1 )M − − α
α ε ≡ −α ε ,

22
, , ( ; )( ; )i i L HL H

Bε ε ∂Ω∂Ω
′′ ≤ ∂ΩG f f , ,

( , ) \
sup ( , )i i

e
B

ε
ε

′ ∈∂Ω×∂Ω
′≡

x x
K x x , (17)



24 Д.Ю. Иванов

вследствие которых операторы iG  всюду определены и ограничены в простран-

стве 2 ( ; )L H∂Ω . Так как ( ) ( )r r=K PK P  ( 0r > ), то операторы iG  всюду опреде-
лены и ограничены в пространстве 2 ( ; )L H∂Ω .

Теорема 11. Операторы i
±G : 2 2( ; ) ( ; )L H L H∂Ω → ∂Ω  ( 1, 2i = ) ограниченно

обратимы.
Доказательство. Введем в рассмотрение следующие линейные операторы в

пространстве 2 ( )L ∂Ω :
1

1 1( ) 2 ( )± −γ ≡ ± + γH I H , 1
2 2 0( ) 2 ( ) ( )± −γ ≡ + γ −η γ∓H I H H ,

, ,( ) ( ) ( )i i iε ε′ ′′γ ≡ γ + γH H H , ( ), ( ) ( ) ( , , ) ( )i i
e

h f ds
ε

ε′ ′ ′ ′γ ≡ γ∫H f x x x x ,

( ),
\

( ) ( ) ( , , ) ( )i i
e

h f ds
ε

ε
∂Ω

′′ ′ ′ ′γ ≡ γ∫H f x x x x  ( ∈∂Ωx ; 0, 2i = ),

0 ( , , ) ( , )h k r′ γ ≡ σx x , ( , , ) ( , ) ( , )i r ih r k r b′ ′γ ≡ − ∂ σx x x x  ( 1, 2i = ), σ ≡ γ  ( 1 1= ).

Докажем, что функции ( )i γH  ( 0, 2i = ) непрерывны в области 0 \{0}≡C C  и
( )i γ →H O  при γ → ∞  равномерно по arg ′γ ≤ π − ε  для любого (0; )′ε ∈ π  (O  –

нулевой оператор). Функции 1
0( , ) (2 ) ( )k r K−σ = π ρ  и 1( , ) ( )rr k r A∂ σ = ρ  непрерыв-

ны при 0ρ ≠ ; 0 ( ) 0K ρ →  и 1( ) 0A ρ →  при ρ → +∞  равномерно по

arg 2 ′ρ ≤ π − ε  ( (0; 2)′ε ∈ π ). Следовательно, функции ih  ( 0, 2i = ) непрерывны
на множестве 0∂Ω×∂Ω×C  всюду, где ′≠x x , и 0ih →  при γ → ∞  равномерно
по arg ′γ ≤ π − ε  ( (0; )′ε ∈ π ) и ( , ) \ eε′ ∈∂Ω×∂Ωx x . Кроме того,

0 0( ) ( ) 0r K Kα α αρ = ρ ρ σ →  и 1 1( ) ( ) 0r A Aα α αρ = ρ ρ σ →  при 0ρ→  равномерно

по 0 0σ ≥ ε >  ( 1(0;2 )−α∈ ). Следовательно, функции ir hα  ( 0ir hα ≡  при ′=x x )
ограничены на множествах вида S∂Ω×∂Ω× , где 0S ⊂ C  – замкнутое множество,
которое конечно или находится в секторе вида arg ′γ ≤ π − ε  ( (0; )′ε ∈ π ). Получа-
ем при 0γ ∈C  оценки, аналогичные оценкам (17):

22
, , ( )( )

( ) ( ) ( )i i LL
C Mε α α ∂Ω∂Ω

′ γ ≤ γ ε ∂ΩH f f , ,
( , )

( ) sup ( , , )i iC r gα
α

′ ∈∂Ω×∂Ω
′γ ≡ γ

x x
x x ,

22
, , ( )( )

( ) ( )i i LL
Bε ε ∂Ω∂Ω

′′ γ ≤ ∂Ω γH f f , ,
( , ) \

( ) sup ( , , )i i
e

B g
ε

ε
′ ∈∂Ω×∂Ω

′γ ≡ γ
x x

x x ,

согласно которым операторы ( )i γH  ( 0γ ∈C ) всюду определены и ограничены в

2 ( )L ∂Ω . При любом 0ε >  функции , ( )i ε′′ γH  непрерывны в любой точке 0 0γ ∈C  в
силу непрерывности функций ih , а функции , ( ) 0i ε′ γ →H  при ε → +0  равномерно

в достаточно малой окрестности точки 0γ , так как ( ) 0Mα ε → , а функции ir hα

ограничены. Отсюда можно вывести, что функции ( )i γH  непрерывны на множе-
стве 0C . Наконец, , ( ) 0iB ε γ →  при γ → ∞  равномерно по arg ′γ ≤ π − ε

( (0; )′ε ∈ π ), при этом функция , ( )iC α γ  равномерно ограничена, так что
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, ( ) 0i ε′ γ →H  при ε → +0 . Тогда ( )i γ →H O  при γ → ∞  равномерно по
arg ′γ ≤ π − ε  при любом (0; )′ε ∈ π .

Доказано также, что i
± ∈FH  ( 1, 2i = ) и что ( ) ( )i i

± ±γ → ∞H H

( ( )1( ) 2 1 i
i
± −∞ ≡ −∓H I ) при γ → ∞  равномерно по arg ′γ ≤ π − ε  при любом
(0; )′ε ∈ π .

Исследуем обратимость операторов ( )i
± γH . Пусть +γ ∈C  (здесь +C  – полу-

плоскость Re γ > 0 ). Уравнения ( )i i i
± ± ±γ =H v w  являются граничными интеграль-

ными уравнениями (13 i
± ), соответствующими задачам { }iP±  с оператором

= γB I , являющимся оператором умножения в нормированном пространстве C .
Такой оператор порождает C0-полугруппу ( )( ) expτ = −γτT I , удовлетворяющую
условию (3). Операторы , ( )i ε′′ γH  являются фредгольмовскими и , ( )i ε′ γ →H O  при

ε → +0 , поэтому операторы ( )i γH  компактны ( 0, 2i = ). Согласно теореме 10,

уравнения ( )i i i
± ± ±γ =H v w  ( 1, 2i = ) имеют единственные решения 2 ( )i L± ∈ ∂Ωv

при любом 2 ( )i L± ∈ ∂Ωw . Так как операторы ( )i
± γH  всюду определены и ограни-

чены, то согласно теореме об обратном отображении [17, с. 99] они имеют огра-
ниченные обратные 1( )i

±− γH  ( +γ ∈C ).

Докажем, что 1
i
±− ∈FH . Теорема об устойчивости ограниченной обратимости

[16, с. 262] утверждает, что если операторы nA  ( 1,2,n = … ) и A  являются непре-
рывными биекциями одного банахова пространства на другое, то 0n − →A A

тогда и только тогда, когда 1 1 0n
− −− →A A . Поэтому на основании непрерывно-

сти функций ( )i
± γH  в области +C  можно сделать вывод о непрерывности функ-

ций 1( )i
±− γH  в той же области. Поскольку ( ) ( )i i

± ±γ → ∞H H  при γ → ∞  равно-

мерно по arg 2γ ≤ π , то в силу той же теоремы 1 1( ) ( )i i
±− ±−γ → ∞H H

( ( )1( ) 2 1 i
i
±− ∞ ≡ −∓H I ) при γ → ∞  равномерно по arg 2γ < π . Поэтому при лю-

бом 0μ >  функции 1( )i
±− γH  ограничены в замкнутой полуплоскости μC , опре-

деляемой неравенством Re γ ≥ μ . Следовательно, 1
i
±− ∈FH .

Так как i
± ∈FH , то в пространстве 2 ( ; )L H∂Ω  определены ограниченные опе-

раторы ( )i
±H D :

( ) ( )1 1( ) ( ) 2 1 ( ) 2 1 ( )i i
i i i id d± ± − −

γ γ
Γ Γ

≡ γ = − + γ = − +∫ ∫∓ ∓H D f H P f f H P f f H D f .

Рассмотрим интегралы ( )iH D  на элементах вида ab  ( 2 ( )L∈ ∂Ωa , H∈b ). Пе-

рейдем к скалярной мере ( ),
Hγ γη ≡ P b c  ( H∈c ) для того, чтобы на основании

теоремы 17 [15, с. 218] перейти к интегрированию при фиксированных ∈∂Ωx ,



26 Д.Ю. Иванов

затем перейти к мере ′θx : ( ) ( )
S

S r a ds−α′ ′ ′θ ≡ ∫x x , зависящей от x  (множества

S ⊂ ∂Ω  измеримы по Лебегу, 1(0;2 )−α∈ ), и, наконец, изменить порядок интег-
рирования на основании теоремы 13 [15, с. 211]:

( ) ( ) ( )( ) , ( ) ( , , )i i iH
d r h d dα

γ γ
Γ Γ ∂Ω

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎪ ⎪′ ′= γ η = γ θ η =⎜ ⎟ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎩ ⎭
∫ ∫ ∫ xH D ab c x H a x x x

( ) ( ) ( )( , , ) ( , ) , ( ) ,i i iH H
r h d d a dsα

γ
∂Ω Γ ∂Ω

⎧ ⎫⎪ ⎪′ ′ ′ ′ ′γ η θ = =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ ∫ ∫xx x K x x b c x G ab c x .

Здесь были использованы выражения (6) для ( )rK . Изменение порядка интегри-
рования возможно в силу конечности мер γη  и ′θx , а также ограниченности и не-

прерывности на множестве ∂Ω×Γ  подынтегральной функции ( , , )ir hα ′ γx x  при

фиксированных x  ( 0ir hα ≡  при ′=x x ). Отсюда в силу произвольности H∈c  и

∈∂Ωx  имеем равенства ( )i i=H D f G f  на элементах =f ab . Полученные ра-
венства могут быть продолжены на множество конечных линейных комбинаций
вида 1

n
i ii== ∑f a b  ( 2 ( )i L∈ ∂Ωa , i H∈b ), а затем по непрерывности на все про-

странство 2 ( ; )L H∂Ω . В результате уравнения (16 i
± ) могут быть записаны в сле-

дующем виде:
( )i i i

± ± ±=H D v w  ( ∈∂Ωx ).

Так как 1
i
±− ∈FH , то в силу равенств (15) операторы ( )i

±H D  имеют ограничен-

ные обратные 1( )i
±−H D  ( 1, 2i = ). Теорема доказана.

Следствие 8. Функции ( )i
± γH  и 1( )i

±− γH  ( 1, 2i = ) голоморфны в областях 0C
и +C , соответственно.

Доказательство. При 0r≠ , 0σ≠  имеем равенства 1
0( , ) (2 ) ( )r k r K−

σ∂ ∂ σ = π ρ ρ ,
1

1( , ) ( )k r A−
σ∂ σ = σ ρ  (см. формулы (11)). Следовательно, функции ih  ( 0, 2i = )

имеют непрерывные производные 1(2 )i ih h−
γ σ∂ = σ ∂  на множестве 0∂Ω×∂Ω×C

всюду, где ′≠x x , и функции ir hα
γ∂  ( 0ir hα

γ∂ ≡  при ′=x x ; 1(0;2 )−α∈ ) огра-

ничены на множествах вида S∂Ω×∂Ω× , где 0S ⊂ C  – замкнутое конечное мно-
жество. По аналогии с непрерывностью получаем дифференцируемость функций

( )i γH  в любой точке 0γ ∈C . Это означает, что функции ( )i γH  ( 0, 2i = ), а вместе

с ними и ( )i
± γH  ( 1, 2i = ) голоморфны в 0C . В силу теоремы об устойчивости ог-

раниченной обратимости функции 1( )i
±− γH  голоморфны в +C  [16, с. 459]. Ут-

верждение доказано.
Теорема 12. Операторы i

±G : 2 2( ; ) ( ; )L H L H∂Ω → ∂Ω  ( 1, 2i = ) ограниченно
обратимы.
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Доказательство (ср. [19, параграф 3]). Зададим функции ( )hϕ γ ≡

( )[ ]1 1 exph h−≡ − − γ , зависящие от 0h >  как от параметра. Функции ( )hζ = ϕ γ  го-
ломорфны в C  и их значения принадлежат +C  при +γ ∈C . Поэтому с учетом го-

ломорфности функций 1( )
i

±− ζH  в +C  (см. следствие 8) функции
1

, ( ) ( ( ))
ii h h

± ±−γ ≡ ϕ γR H , зависящие от 0h >  как от параметра, голоморфны в +C .

Значения функций ( )hϕ γ  ( 0h > ) при μγ∈C  ( 0μ > ) образуют круг с центром в

точке 1h−  и радиусом ( )1 exph h− − μ , полностью находящийся в полуплоскости

Re ( ) 0hζ ≥ ϕ μ > . Следовательно, функции , ( )i h
± γR  ( 0h > ) ограничены в μC  при

любом 0μ > . Получили, что ,i h
± ∈FR .

Функции ( )hϕ γ → γ  при 0h → +  равномерно на каждом компакте в +C . Отсю-

да в силу непрерывности 1( )
i

±− ζH  в +C  вытекает, что 1
, ( ) ( )

ii h
± ±−γ → γR H  по опера-

торной норме при 0h → +  равномерно на любом множестве WΓ  ( 0W > ). Поэтому
при фиксированных 0W >  имеем предельные равенства в операторной норме:

1
,0

lim ( ) ( ) ( ) ( )
iW i h Wh

± ±−
γ γ

→+
Γ = ΓP R D P H D . (18)

Пусть 0 ( )ϕ γ ≡ γ . Заметим, что при любых \{0}α∈R , 0h >  выполнено нера-
венство: ( )hα > ϕ α , в силу которого функция ( ) ( )hhαψ ≡ ϕ α  для любого фикси-
рованного 0α >  является убывающей при [0; )h∈ ∞ . Отсюда

0 0
Re ( ) (Re ) (Re ) ( ) 0h h h hϕ γ ≥ ϕ γ ≥ ϕ γ ≥ ϕ μ >  при μγ∈C , 0[0; ]h h∈  и фиксирован-

ных 0μ > , 0 0h > . Поэтому функции , ( )i h
± γR  равномерно по 0[0; ]h h∈  ограниче-

ны в любой полуплоскости μC  ( 0μ > ), а значит, и на множестве Γ . Тогда в силу

конечности меры γP  можно в обеих частях равенства (18) сделать дополнитель-
ный предельный переход W →∞  в сильной операторной топологии и получить
следующие пределы в норме 2 ( ; )L H∂Ω :

1
,0

lim ( ) ( )
ii hh

± ±−

→+
=R D f H D f  ( 2 ( ; )L H∈ ∂Ωf ). (19)

Введем в рассмотрение функции ( )1( ) 1h h−Φ λ = −λ , зависящие от 0h >  как от
параметра. Функции ( )hΦ λ  голоморфны в C  и их значения принадлежат +C  при

1λ < . Поэтому функции ( )1
, ( ) ( )i h i h
± ±−λ ≡ Φ λA H , зависящие от 0h >  как от па-

раметра, голоморфны в круге 1λ < . Пусть , ,i h n
±A  ( n +∈Z ) – коэффициенты раз-

ложения в ряд Тейлора соответствующих функций , ( )i h
± λA  в круге 1λ < . Так как

, ,( ) ( )h
i h i h e± ± − γγ =R A , то операторы , ( )i h

± γR  ( 0h > , +γ ∈C ) могут быть представле-
ны в виде сходящихся в норме B  рядов:

( ), , ,
0

( ) expi h i h n
n

nh
∞

± ±

=
γ = − γ∑R A . (20)
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На основании равенств

( ) ( ) ( )
( )2 2

1 1
, , ,( ) ( )

exp

, 2 ( ) ,n
i h n i hL L

h

i d−± − − ±
∂Ω ∂Ω

λ = − μ

= π λ λ λ∫A f g A f g

( 2, ( )L∈ ∂Ωf g ; 0μ > )
получаем оценки:

( ), , , expi h n hC nh±
μ≤ − μA , где , max ( )h ihC

μ

±
μ

γ∈
≡ γ

C
R .

Положим 2pμ = . Тогда имеем оценки:

( ) ( )[ ] 1
, , , 2

0
exp 1 exp 2i h n h p

n
nh C h p

∞
−±

=
− γ ≤ − −∑ A  ( pγ∈C , 0h > ). (21)

Подставляя выражения (20) в соответствующие интегралы , ( )i h
±R D  и изменяя по-

рядок суммирования и интегрирования на основании оценок (21) и
( ) ≤F D 4sup ( )

γ∈Γ
γF , приходим с учетом формулы (7) для ( )τT  к представлению

операторов , ( )i h
±R D  ( 0h > ) в виде сходящихся в операторной норме рядов:

, , ,
0

( ) ( )i h i h n
n

nh
∞

± ±

=
= ∑R D A T . (22)

Обозначим , , ,0( ) ( )i h i h nn nh∞± ±
=

≡ ∑R D A T . В силу равенств (19) существуют

сильные операторные пределы: 1
,0

( ) lim ( )i i hh

±− ±

→+
≡H D R D . В теореме 11 доказано,

что операторы ( )i i
± ±=G H D  имеют ограниченные обратные 1( )i

±−H D . Учитывая

также, что элементы i
±G f  ( 2 ( ; )L H∈ ∂Ωf ) могут быть аппроксимированы в

норме 2 ( ; )L H∂Ω  конечными суммами вида 0 ( )N
nn nh

=
′∑ A T f  ( 0h′ > , nA  – огра-

ниченные операторы в 2 ( )L ∂Ω ), и равенства ( ) пр ( )τ = τT T , (19) и (22), получаем
следующие равенства для произвольного 2 ( ; )L H∈ ∂Ωf :

1
,0

( ) lim ( ) ( )i i i h ih

±− ± ± ±

→+
=H D G f P R D H D f = f ,

1
,0

( ) ( ) lim ( )i i i i hh

± ±− ± ±

→+
=G H D f PH D R D f = f ,

т.е операторы i
±G : 2 2( ; ) ( ; )L H L H∂Ω → ∂Ω  имеют ограниченные обратные

1( )i
±−H D . Теорема доказана.
Из следствия 7 и теорем 9, 12 вытекают основные результаты настоящей рабо-

ты:
Следствие 9. Задача { }iP±  ( 1, 2i = ) однозначно разрешима с любой граничной

функцией ( ; )i C H± ∈ ∂Ωw . Ее решение представимо в виде функции ig  с неиз-

вестной i
±v , однозначно определяемой уравнением (13 i

± ), и обладает устойчиво-

стью. А именно: пусть (1)
i

±u , (2)
i

±u  – решения задачи { }iP±  с соответствующими
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граничными функциями (1)
i

±w , (2)
i

±w  из пространства ( ; )C H∂Ω . Тогда
(1) (2)

( ; )
0i i C H±

± ±
Ω

− →u u , если (1) (2)
( ; )

0i i C H
± ±

∂Ω
− →w w .

Следствие 10. Пусть 2kC +∂Ω∈  ( k +∈Z ). Операторы i
±G : ( ; )k nC H∂Ω →B

( ; )k nC H→ ∂Ω B  ( n +∈Z ; 1, 2i = ) всюду определены, ограничены и ограниченно
обратимы.
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In this paper, we study boundary-value problems of the first, second, and third kinds for the
differential-operator equation ∆2u = Bu (

1 1 2 2

2 2
2 x x x x∆ ≡ ∂ + ∂ ) in an open two-dimensional

bounded simply connected domain +Ω  or its open exterior −Ω . Here, u(x1,x2) is a vector
function with values in an abstract Hilbert space H; B is a linear closed densely operator defined
in the space H and generating an exponentially decreasing C0-semigroup of contractions T(τ):

( )( ) exp pτ ≤ − τT  ( 0p > ). Solutions of the boundary-value problems are obtained in the form
of vector potentials with unknown vector functions similar to density functions, which are found
from Fredholm boundary integral equations of the second kind, wherein kernels of integral
operators are expressed through the C0-semigroup T(τ). Let ∂Ω be the boundary of the domain

±Ω . Under the condition 2C∂Ω∈ , the stable solvability of the boundary-value problems in the

space ( ; )C H±Ω  is proved. Here, ( ; )C H±Ω  is the Banach space of vector functions, continuous

on the closed set ±Ω  with values in the space H. The stable solvability of the boundary integral
equations in the spaces 2 ( ; )L H∂Ω  and ( ; )k nC H∂Ω B  (k, n ≥ 0) is also proved under the

conditions 2C∂Ω∈  and 2kC +∂Ω∈ , respectively. Here, 2 ( ; )L H∂Ω  is the Hilbert space of vector

functions, square-summable on the set ∂Ω with values in the space H; ( ; )k nC H∂Ω B  is the Banach
space of vector functions, k times continuously differentiable on the set ∂Ω with values in the
Sobolev type space nHB  defined by powers n+1 of the operator B.
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ЦИКЛИЧЕСКИЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ГРУПП СИРАДСКИ С ЧЕТНЫМ
ЧИСЛОМ ПОРОЖДАЮЩИХ И ТРЕХМЕРНЫЕ МНОГООБРАЗИЯ1

Рассматриваются обобщенные группы Сирадски (2 ,7,2)S n , 1n ≥ . Установ-
лено, что их n-циклические представления являются геометрическими, то
есть соответствуют спайнам замкнутых ориентируемых трехмерных много-
образий. Доказано, что полученные многообразия являются n-листными
разветвленными циклическими накрытиями линзовых пространств (7,1)L .

Ключевые слова: трехмерное многообразие, разветвленное накрытие,
линзовое пространство, группа с циклическим представлением, группа Си-
радски.

Дж. Столлингс в работе [1] показал, что не существует алгоритма, который по-
зволяет по конечному представлению группы определить, является ли она фунда-
ментальной группой некоторого трехмерного многообразия. Этот вопрос решался
многими авторами в различных частных случаях, среди которых наибольший ин-
терес был связан с изучением групп, допускающих циклическое представление.

Напомним, что группа G  называется группой с циклическим представлением,
если при некоторых m  и w  она допускает представление вида

1
1( ) , , | 1, ( ) 1, , ( ) 1 ,m

m mG G w x x w w w−= = 〈 … = η = … η = 〉

где : m mη →F F – автоморфизм свободной группы 1, ,m mx x= …F  ранга m , оп-
ределенный по правилу 1( ) ,i ix x +η =  1, , 1i m= −… , и 1( ) ,mx xη =  а 1( , , )mw w x x= …
– циклически приведенное слово в mF . Представления групп 3-многообразий на-
зывают геометрическими, если они соответствуют спайнам замкнутых трехмер-
ных многообразий.

В последнее время исследовано много интересных примеров циклических раз-
ветвленных накрытий трехмерной сферы и линзовых пространств, фундаменталь-
ные группы которых допускают циклические представления (см. [2−7]). Были по-
лучены результаты о взаимосвязях циклически представимых групп и цикличе-
ских разветвленных накрытий 3S и ( , )L p q . По-видимому, новый этап в изучении
таких групп начался с работы X. Хеллинга, А. Кима и И. Меннике [2], где было
показано, что группы Фибоначчи возникают как фундаментальные группы замк-
нутых ориентируемых трехмерных многообразий. Эти многообразия могут быть
охарактеризованы следующим топологическим свойством: многообразие Фибо-
наччи является n-листным циклическим накрытием 3S , разветвленным над узлом
восьмерка (см. [8]). Различные обобщения групп Фибоначчи изучены в [6, 9, 10].
Исследование разветвленных циклических накрытий и циклических представле-
                                                          
1 Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего образования РФ (госзадание
№ 1.13557.2019/13.1).
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ний их фундаментальных групп также связано с многообразиями Данвуди [4].
Многообразия Данвуди были определены как многообразия, допускающие диа-
граммы Хегора с циклической симметрией разветвленно накрывающие многооб-
разия Хегора рода один. Многообразия, допускающие разбиение Хегора рода
один – это линзовые пространства ( , )L p q , включая 2 1 (1,0).S S L× =  Л. Грасселли
и М. Мулаццани показали в [11], что класс многообразий Данвуди в точности,
совпадает с классом строго-циклических разветвленных накрытий (1,1) -узлов.
Класс (1,1) -узлов содержит двухмостовые узлы и торические узлы в трехмерной
сфере. Многообразия Сирадски были введены А. Сирадски в работе [12].
А. Кавиккиоли, Ф. Хагенбарт и А.Ч. Ким установили, что многообразия Сирадски
и их обобщения являются n-листными циклическими накрытиями 3S , разветвлен-
ными над торическими узлами [3]. В частности, циклическое представление груп-
пы Сирадски ( ,3, 2)S m  соответствует спайну многообразия, которое m-листно
циклически накрывает трехмерную сферу разветвленно над узлом трилистник.
Дж. Хоуи и Г.  Вильямс в [13] рассмотрели случай четного 2m n=  и показали,
что n-циклическое представление группы (2 ,3, 2)S n  соответствует n-листному
накрытию линзового пространства (3,1)L . n-Циклическое представление групп

(2 ,5,2)S n  было рассмотрено в статье [14], где установлено, что соответствующие
многообразия являются n -листными разветвленными циклическими накрытиями
линзовых пространств (5,1)L . В данной работе исследуются группы (2 ,7, 2)S n ,

1n ≥  и их n-циклические представления. Построен спайн, соответствующий
n-циклическому представлению группы (2 ,7,2)S n . В теореме 2 показано, что этот
спайн задает многообразие, n-листно циклически накрывающее линзовое про-
странство (7,1)L . Для малых значений n построенные многообразия были клас-
сифицированы с помощью компьютерной программы «Распознаватель» [15].

2. Основные понятия и вспомогательные утверждения

Хорошо известно, что любое замкнутое трех-
мерное многообразие может быть представлено
как результат попарного отождествления граней
его фундаментального многогранника. Примерами
являются представление линзового пространства

( , )L p q , 3p ≥ , как бипирамиды (см. рис. 1),
у которой верхние треугольные грани отождеств-
лены с нижними треугольными гранями по прави-
лу: 1 1, 0,.., 1,i i i q i qA S A A S A i p+ + + − + +→ = −  а также

представление сферы Пуанкаре как додекаэдра, у
которого каждые две противоположные грани
отождествлены некоторым образом. Построение
трехмерных гиперболических многообразий из
правильных многогранников восходит к работе
Вебера и Зейферта [16], где в качестве фундамен-
тального многогранника выступал додекаэдр с

S+

S–

Ap–1

A1
A0

A2
A3

Рис. 1. p-угольная бипирамида
Fig. 1. The p-gonal bipyramid
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двугранными углами 2π/5. По построению, многообразие Вебера – Зейферта об-
ладает симметрией пятого порядка, которая позволяет представить это многооб-
разие как 5-листное циклическое накрытие трехмерной сферы, разветвленное над
зацеплением Уайтхеда. В этой же работе  [16] было построено замкнутое ориен-
тируемое трехмерное сферическое многообразие из додекаэдра с двугранными
углами 2π/3 .

Многогранник P называют фундаментальным для трехмерного многообразия
M , если M  может быть получено как результат попарного отождествления гра-
ней P. Теорема  Зейферта и Трельфалля [17] позволяет распознать многообразие:
«Комплекс K3, получающийся путем попарного отождествления граней много-
гранника, является трехмерным многообразием в том и только в том случае, когда
его эйлерова характеристика равна 0 ». Эйлерова характеристика комплекcа K 3

определяется следующим образом: 
3

3

0
( ) ( 1)i

i
i

K S
=

χ = −∑ , где iS – количество сим-

плексов размерности i  в его триангуляции. Диаграммы Хегора – это наиболее
распространенный способ задания замкнутых ориентируемых трехмерных много-
образий. Пусть M3 – замкнутое ориентируемое трехмерное многообразие. Па-
ра '( , )g gH H , состоящая из двух полных кренделей рода g , называется сплетени-

ем Хегора рода g  многообразия M3, если 3 '
g gM H H= ∪  и '

g g gH H H∩ = ∂

представляет собой замкнутую ориентируемую поверхность рода g . Минималь-
ный род среди всех родов сплетений Хегора многообразия M3 называется родом
Хегора многообразия M3. Трехмерная сфера S 3 является единственным ориенти-
руемым многообразием с нулевым родом Хегора. Род Хегора равен 1 для линзо-

вых пространств и многообразия 2 1S S× . Диаграм-
ма Хегора линзового пространства ( , )L p q ,

0, 3p q p> > ≥ , представлена на рис. 2. Описание
многообразия диаграммой Хегора позволяет выпи-
сать его фундаментальную группу. Напомним (см.,
например, [18]), что представление фундаменталь-
ной группы трехмерного многообразия называется
геометрическим, если оно соответствует диаграм-
ме Хегора многообразия. Хорошо известно, что две
диаграммы Хегора представляют одно и то же
трехмерное многообразие тогда и только тогда, ко-
гда от одной диаграммы к другой можно перейти с
помощью конечной последовательности преобра-
зований, каждое из которых является движением
Зингера (см. подробнее в [19, 20]).

3. Группы с циклическим представлением

Примеры групп с циклическим представлением, возникающих как фундамен-
тальные группы трехмерных многообразий, хорошо известны. Группы c цикличе-
ским представлением

1 1 2(2, ) , , | , 1, , ,m i i iF m x x x x x i m+ += = =… …

B

B

1
2

p
p–1

q+1
q+2 q p+( –1)

q

Рис. 2. Диаграмма Хегора
линзового пространства ( , )L p q

Fig. 2. Heegaard diagram
for lens space ( , )L p q
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где индексы берутся по модулю m, называются группами Фибоначчи. Х. Хеллинг,
А.Ч. Ким и Й. Меннике в [2] доказали, что если число порождающих  четно

2m n= , то при 4n ≥  группы (2, 2 )F n  реализуются как фундаментальные группы
трехмерных гиперболических многообразий. Построенные ими многообразия, яв-
ляются n-листными накрытиями 3S , разветвленными над узлом восьмерка.

Еще один интересный пример, группы со следующим циклическим представ-
лением  1 2 2 1( ) , , , | , 1, , ,m i i iS m x x x x x x i m+ += = =… … где все индексы берутся по
модулю m , были введены А.  Сирадски. Эти группы позже были названы груп-
пами Сирадски [12].

Группы

1 ( 1) ( 1) 1 1 ( 1) 1

( , , )
, , | , 1, ,m i i q i q dq q i q dq i i q i q dq q

S m p q
x x x x x x x x x i m+ + − − + − + + + + − − +

=
= = =… …

будем называть обобщенными группами Сирадски. Здесь все индексы берутся по
модулю m , а p  и q  – такие взаимно простые положительные числа, что

1 ,p dq= + d ∈Z . А. Кавикиоли, Ф. Хегенбарт и А.С. Ким установили [3], что
циклическое представление ( , , )S m p q соответствует спайну замкнутого трехмер-

ного многообразия, которое является m-листным циклическим накрытием 3S , раз-
ветвленным над торическим узлом ( , )T p q . В частности, циклическое представ-
ление группы Сирадски ( ) ( ,3, 2)S m S m=  соответствует спайну многообразия, ко-
торое m-листно циклически накрывает трехмерную сферу разветвленно над узлом
трилистник (3, 2)T . Нас интересуют обобщенные группы Сирадски с парамет-
ром 2q = . В этом случае 1p dq= +  и

1 2 2 2 1 3 2 1( , 2 1,2) , , , | , 1, , .m i i i d i i i dS m d x x x x x x x x x i m+ + + + + −+ = = =… …

Циклические преставления групп (2 ,3, 2)S n  (случай 2q = , 1d = ) исследова-
лись Дж. Хоуи и Г.  Вильямсом [13]. Они показали, что n-циклические представ-
ления 2 1

1 2 1(2 ,3,2) ( )n i i i iS n G x x x x−+ + +=  являются геометрическими, то есть соответ-
ствуют спайнам замкнутых трехмерных многообразий. Аналогичный факт уста-
новлен для групп (2 ,5, 2)S n  (случай 2q = , 2d = ). А именно, А. Весниным
и Т. Козловской в [14] показано, что n -циклические представления

2 1 1 1 1
1 2 3 4 3 2 1 2 3 2 1(2 ,5,2) ( )n i i i i i i i i i i i iS n G x x x x x x x x x x x x− − − −
+ + + + + + + + + + +=  являются геометриче-

скими. Доказано, что в обоих случаях полученные многообразия являются
n-листными разветвленными циклическими накрытиями линзовых пространств.
С целью дальнейшего обобщения конструкции перерисуем двумерный комплекс,
представленный в работе [14], как изображено на рис. 3. Используя теорему Зей-
ферта и Трельфалля [17], нетрудно проверить, что приведенный двумерный ком-
плекс является спайном замкнутого ориентируемого трехмерного многообразия.

4. Разветвленные циклические накрытия (7,1)L

Рассмотрим обобщенные группы Сирадски (2 ,7, 2)S n с четным числом порож-
дающих. От циклического представления с 2n  порождающими перейдем к цик-
лическому представлению с n  порождающими:
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F1F4 F2 F3

F1 F2 F3 F4

Рис 3. Двумерный комплекс для 4n = , ( , ) (5,2)p q =
Fig. 3. The complex for the case 4n = , ( , ) (5,2)p q =
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Очевидно, полученное представление эквивалентно следующему:

( )1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 3 4 5 0 5 4 3 2 3 4 5 4 3 2 1 2 3 4 3 2 1 .nG y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y− − − − − − − − − (1)

Теорема 1. Циклическое представление (1) является геометрическим, то есть
оно соответствует спайну замкнутого трехмерного многообразия. 

Поскольку для рассматриваемого циклического представления (1) опреде-
ляющее слово является достаточно большим, мы рассмотрим строение двумерно-
го комплекса на примере. На рис. 4, представлено строение двумерного комплекса
K1 (для 1n = ). Опишем 2-комплекс K1, имеющий две двумерные клетки (грани),
каждая из которых является 25-угольником, а одномерные клетки (ребра) имеют
метки 1

ix± . Чтение меток вдоль границ 25-угольников дает определяющее соот-
ношение группы. При этом 2-клетки разбиваются на пары, противоположно ори-
ентированные и соответствующие одному и тому же слову. Мы будем подразуме-
вать, что ребра левой и правой границ циклически отождествлены и что верти-
кальные линии, уходящие вверх, встречаются в одной точке и, аналогично, верти-
кальные линии, уходящие вниз, также встречаются в одной точке. Тогда группа
имеет два порождающих, которые обозначим через x0, x1, и два определяющих со-
отношения, которые мы перепишем в следующем виде:

0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
1 1 1 1

0 1
1 1 1 1 1

10 0 1 0 1 0 1 1x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x− − − − − − − − − = ,

1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
1 1 1 1

1 0
1 1 1

1 0 0 1
1

0 0
1

1 1 1x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x− − − − − − − − − = .
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Определяющие слова можно прочитать вдоль границ двумерных клеток на рис. 4.
Действительно, первое слово читается вдоль границы клетки 1F  , если ориенти-

ровать ее против часовой стрелки и также вдоль границы клетки 1F , если ориен-
тировать ее по часовой стрелке. Аналогичным образом читается слово для пары
клеток 2F  и 2F . Метки, расставленные на ребрах и ориентация ребер задают по-
парные отождествления двумерных клеток K1, которые, в свою очередь, индуци-
руют отождествления 1-клеток и 0-клеток. В результате получим комплекс. Не-
трудно проверить, что его эйлерова характеристика равно нулю. Отсюда следует,
что двумерный комплекс 1K  является спайном замкнутого трехмерного многооб-
разия [17]. Конструкция для комплекса nK  и все рассуждения с очевидностью
обобщаются для произвольного n . 

F1F2

F2F1

Рис. 4.  Двумерный комплекс для 1n = , ( , ) (7,2)p q =
Fig. 4. The complex for the case 1n = , ( , ) (7,2)p q = .

Приведенный на рис. 5, 2-комплекс K4 является спайном замкнутого трехмер-
ного многообразия.

F1F4 F2 F3

F1 F2 F3 F4

Рис. 5. Двумерный комплекс для случая 4n = , ( , ) (7,2)p q =
Fig. 5. The complex for the case 4n = , ( , ) (7,2)p q = .
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Теорема 2. Для каждого 1n ≥ многообразие (2 ,7, 2)nS является разветвленным
n-листным циклическим накрытием линзового пространства (7,1)L .

Известно, что если 3-многообразие задано попарным отождествлением граней
многогранника и число пар граней равно N , то для этого трехмерного многооб-
разия существует разбиение Хегора рода N  (см. [17]). Открытая диаграмма Хего-
ра многообразия, имеет вид как на рис. 6. Представление группы, реализуемое
диаграммой Хегора является геометрическим. У приведённой выше диаграммы
Хегора многообразия имеется циклическая симметрия порядка n . Эта симметрия
индуцирует симметрию на многообразии (2 ,7, 2)nS . Фактор-пространство по
этой симметрии – трехмерный орбифолд. Носителем этого орбифолда является
псевдомногообразие. Теорема доказывается в общем случае, с использованием
движений Зингера для диаграмм Хегора. Идея доказательства состоит в проверке
того, что полученная диаграмма Хегора является диаграммой Хегора линзового
пространства (7,1)L , полученная при помощи последовательности движений
Зингера (см. [20]), приводящей к канонической диаграмме Хегора линзового про-
странства (см. рис. 2). 

F1F4 F2 F3

F1 F2 F3 F4

Рис. 6. Диаграмма Хегора для случая 4n = , ( , ) (7,2)p q =
Fig. 6. Heegaard diagram for the case 4n = , ( , ) (7,2)p q =

Задание многообразий фундаментальными многогранниками позволяет перей-
ти к их триангуляции и использовать компьютерную программу «Распознаватель
3-многообразий» [15] для нахождения топологических и геометрических инвари-
антов. Для малых значений n  многообразия (2 ,7, 2)nS  могут быть классифици-
рованы с помощью «Распознавателя трехмерных многообразий». Вычисления,
проведенные для случая 1n =  показали, что (2,7, 2)S является многообразием

Зейферта ( )2 , (2,1), (7, 2), (7, 2), (1, 1) ,S − а для 3n = , что (6,7, 2)S является много-

образием Зейферта ( )2 , (6,1), (7,3), (7,3), (1, 1) .S −

Заключение

Исследованы циклические представления групп Сирадски (2 , , )S n p q (случай
2q = , 3d = ). Установлено, что n-циклические представления групп Сирадски

(2 ,7, 2)S n  соответствуют спайнам замкнутых ориентируемых трехмерных много-
образий. Изучены топологические свойства построенных многообразий. Доказа-
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но, что трехмерные многообразия являются разветвленными циклическими на-
крытиями линзовых пространств.
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The Sieradski groups are defined by the presentation
1 2 2 1( ) , , , | , 1, ,m i i iS m x x x x x x i m+ += = =… … , where all subscripts are taken by mod m . The

generalized Sieradski groups ( , , )S m p q  are groups with m-cyclic presentation ( )mG w , where
word w  has a special form depending on coprime integers p  and q . We study the problem if a
given presentation is geometric, i.e. it corresponds to a spine of a closed orientable 3-manifold. It
was shown by Cavicchioli, Hegenbarth, and Kim that the generalized Sieradski group
presentation ( , , )S m p q  corresponds to a spine of some 3-manifold which we denote as

( , , )M m p q . Moreover, ( , , )M m p q  are m-fold cyclic coverings of 3S  branched over the torus
( , )p q -knot. Howie and Williams proved that (2 ,3,2)M n  are n -fold cyclic coverings of the lens
space (3,1)L . A. Vesnin and T. Kozlovskaya established that (2 ,5,2)M n are n-fold cyclic
coverings of the lens space (5,1)L . In this paper, we consider generalized Sieradski manifolds

(2 ,7,2)M n 1n ≥ . We prove that the n-cyclic presentations of their groups are geometric, i.e.,
correspond to spines of closed connected orientable 3-manifolds. Moreover, manifolds

(2 ,7,2)M n  are the n-fold cyclic coverings of the lens space (7,1)L . For the classification some
of the constructed manifolds, we use the Recognizer computer program.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ АКЦЕССОРНЫХ ПАРАМЕТРОВ
КОНФОРМНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ ИЗ ВЕРХНЕЙ ПОЛУПЛОСКОСТИ

НА ПРЯМОЛИНЕЙНЫЕ СЧЕТНОУГОЛЬНИКИ С ДВОЙНОЙ
СИММЕТРИЕЙ И КРУГОВЫЕ СЧЕТНОУГОЛЬНИКИ1

Решается задача об определении параметров конформного отображения из
полуплоскости на многоугольник с бесконечным количеством вершин
(счетноугольник). Рассматриваются счетноугольники, обладающие свойст-
вом симметрии переноса, с границей, состоящей из дуг окружностей, и
счетноугольники обладающие симметрией относительно двух вертикальных
прямых w iv= , w iv= π + , v∈ , с границей, состоящей из отрезков пря-
мых. Для определения параметров отображений из полуплоскости на такие
области распространяется метод П.П. Куфарева определения параметров в
интеграле Шварца – Кристоффеля.

Ключевые слова: конформное отображение, уравнение Шварца, интеграл
Шварца – Кристоффеля, счетноугольник, акцессорные параметры, метод
П.П. Куфарева.

Область ∆ называют областью с симметрией переноса вдоль вещественной оси
на 2π, если при линейном преобразовании L(w) = w + 2π область остается неиз-
менной L(∆) = ∆.

Область ∆ называют областью типа полуплоскости, если при преобразовании
L(w) = w + 2π среди всех простых концов границы области ∆ в бесконечно уда-
ленной точке неподвижным остается только один простой конец.

Счетноугольником типа полуплоскости называется односвязная область ∆ ти-
па полуплоскости, обладающая свойством симметрии переноса вдоль веществен-
ной оси на 2π, и такая, что часть границы области от точки 0w  до точки 0 2w + π
состоит из конечного числа дуг окружностей.

Такую область называют также периодическим многоугольником [1]. Будем
использовать термин «счетноугольник», следуя работе [2].

В настоящей статье рассматриваются счетноугольники с границей, состоящей
из дуг окружностей (для краткости будем называть их круговыми счетноугольни-
ками), и счетноугольники с границей, состоящей из прямолинейных отрезков, об-
ладающие симметрией относительно вертикальных прямых w iv= , w iv= π+ ,
v∈ (для краткости будем называть их прямолинейными счетноугольниками с
двойной симметрией).

Конформные отображения полуплоскости на счетноугольники, ограниченные
дугами окружностей или отрезками прямых, имеют приложения в различных за-
дачах математической физики [3−6]. Численный метод нахождения конформных
отображений на счетноугольники предложен в работе [7]. С помощью алгебры
                                                          
1  Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта № 18-31-00190\18.
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сверток и теории рядов Фробениуса в работе [1] рассмотрен метод построения
конформных отображений на полигональные области, в том числе счетноуголь-
ники типа полуплоскости. С помощью параметрического метода Левнера получе-
но дифференциальное уравнение [8] типа дифференциального уравнения Левнера
для отображения верхней полуплоскости на области с симметрией переноса на 2π.

В работе [2] с помощью принципа симметрии Римана – Шварца, а в работе [9]
с помощью формулы Шварца получен интеграл Шварца – Кристоффеля для ото-
бражений верхней полуплоскости на счетноугольники с границей, состоящей из
отрезков прямых. Интеграл Шварца – Кристоффеля распространен для отображе-
ний из верхней полуплоскости на прямолинейные счетноугольники с двойной
симметрией [10]. В работе [11] для отображения из полуплоскости на круговой
счетноугольник получено дифференциальное уравнение типа уравнения Шварца.

В следующей теореме представлен классический интеграл Шварца – Кри-
стоффеля [4].

Теорема 1. Пусть D, D∈ , – многоугольник с вершинами в точках 1,..., nA A
и внутренними углами kα π , где ( ) ( ]0,1 1,2kα ∈ ∪ , если kA  конечная, и

[ ]2,0kα ∈ − , если kA = ∞ . Тогда существует конформное однолистное отобра-

жение f  верхней полуплоскости { }: Im 0z z+Π = ∈ >  на D, и любое такое
отображение может быть представлено в виде

( )
0

1
1 2

1
( ) ,k

z n

k
kz

f z c a d cα −

=

= ξ − ξ +∏∫

где 1,..., na a  – прообразы вершин 1,..., nA A ; 1c , 2c  – константы.
Для производной Шварца отображения f  будем использовать обозначение
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Автором [11] получена следующая теорема.
Теорема 2. Функция ,f  однолистно и конформно отображающая верхнюю

полуплоскость +Π  на круговой счетноугольник ∆ с симметрией переноса вдоль
вещественной оси на 2π так, что ( )f ∞ = ∞ , удовлетворяет дифференциальному
уравнению

( ){ } 2

1

1, sin ctg ( )
2 2 2 2

n
k k k

k
k

L z a z a
f z z M g z−

=

⎛ ⎞− −
= + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ , (1)

где ka , 1, 2,...,k n= , – прообразы вершин 0
kA  счетноугольника, принадлежащие

промежутку [0,2π), ( )21 1
2k kL = −α ; kα π , [0, 2]kα ∈ , 1, 2,..., ,k n=  – углы при

вершинах 0
kA ; Mk, 1, 2,..., ,k n=  – вещественные константы (называемые акцес-

сорными параметрами), ( )g g z=  – целая функция.
Как известно, трудность применения формулы типа Шварца – Кристоффеля

заключается в проблеме определения прообразов вершин 1,..., na a  и констант 1c , 2c .
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Были разработаны различные эффективные методы для численного нахождения
этих параметров [4, 12]. Один из таких методов был предложен П.П. Куфаревым
[13] (см. также [14, 15]). Метод  сводит задачу определения параметров отображе-
ния единичного круга на многоугольник с внутренней нормировкой к задаче ре-
шения системы обыкновенных дифференциальных уравнений. Для частных слу-
чаев метод был реализован впервые в работе [16], а затем в [17]. В работе [18],
(см. также [19]) метод распространен для отображений с граничной нормировкой.
В работах [20, 21] с использованием идеи П.П. Куфарева и аппарата краевой зада-
чи Гильберта предложен новый подход нахождения параметров отображения.
В [22] метод обобщается на случай отображений на многолистные многоугольни-
ки, содержащие точки ветвления. Автор [23] распространил метод для отображе-
ний из полуплоскости на прямолинейные счетноугольники с симметрией перено-
са. В [24, 25] метод обобщен для решения проблемы определения параметров в
дифференциальном уравнении Шварца, представляющего конформное отображе-
ние верхней полуплоскости на круговой многоугольник.

Ниже приведем теорему, полученную в работе [18].
Пусть D – многоугольник, ограниченный конечным числом отрезков прямых и

лучей. Зафиксируем точку на границе D и из этой точки проведем прямолиней-
ный разрез переменной длины внутрь области D. Обозначим через ( )tΛ  подвиж-
ный конец разреза, зависящий от вещественного параметра t. При 0t =  длина
разреза равна нулю, возрастание параметра t соответствует возрастанию длины
разреза. Обозначим область с разрезом через ( )D t , а вершины многоугольника
( )D t  через 1 2 1 1, ,..., , ( ), ,...,j j nB B B t B B+ +Λ . Пусть ( ),w w t= χ  конформно отобра-

жает верхнюю полуплоскость +Π  на ( )D t  и пусть отображение w удовлетворяет
условиям граничной нормировки: ( ) 1,w t B∞ = , ( )0, nw t B= , ( ) 11, nw t B += . С по-
мощью теоремы 1 для любого t можем представить отображение w в виде инте-
грала типа Шварца – Кристоффеля.

Теорема 3. Для любого [ ]0,t T∈  параметры ( )kp t , ( )0 tλ , ( )2c t  отображения

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
1

2 0
20

, ,k
n

k n
k

w t c t t p t d A
χ +

δ

=

χ = ξ − λ ξ − ξ +∏∫  (2)

переводящего верхнюю полуплоскость на многоугольник ( )D t  с прямолинейным
разрезом, удовлетворяет системе дифференциальных уравнений

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )0

1
, 2,..., 1;k k k

k

dp t p t p t
k n

dt t p t
−

= − = −
λ −

  (3)

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( )
1

0
0 0 0

02

11 2 1;
n

k
kk

d t
t t t

dt t p t

+

=

λ
= λ λ − δ + λ −

λ −∑ (4)

( ) 1
2

2

ln
2

n

k
k

d c t
dt

+

=
= − δ −∑ ,  (5)

с начальными условиями

( ) ( )10 ,0 , 2,..., 1,k kp w B k n−= = −
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( ) ( ) ( ) ( )1
1 00 0 0 ,0j j jp p w B−
+= = λ = ,

( )2 0c c= ,

где ( )kp t  – прообразы вершин kB  многоугольника ( )D t , 1,..., 1k n= + , 1p = ∞ ,
0np = , 1 1np + = ; ( )0 tλ  – прообраз подвижного конца разреза,
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 0 1 1 1... ...j j n n np p t p t t p t p t p p+ − +< < < < λ < < < < <  при ( )0,t T∈ ;

1k kδ = β − , kβ π  – углы при вершинах kB , 1,..., 1k n= + .
Замечание. Если разрез замыкается на границу многоугольника ( )D t  при t,

стремящемся к T, то многоугольник ( )D t  разделяется на два многоугольника,

обозначим их *D  и **D . Пусть граница многоугольника *D  содержит отрезки
1 1nB B +  и 1n nB B + , тогда семейство отображений ( ),w w z t=  сходится равномерно

внутри верхней полуплоскости к отображению ( ),w z T , переводящему верхнюю

полуплоскость +Π  на *D , при t стремящемся к T согласно (обобщенной) теореме
Каратеодори [26].

Следующая теорема получена в [8].
Теорема 4. Пусть ( ),f f z t=  – семейство голоморфных и однолистных ото-

бражений ( ):f D t+Π → , ( )D t  – семейство односвязных областей типа полу-
плоскости с симметрией переноса вдоль вещественной оси на 2π, получающееся
проведением в области D , являющейся счетноугольником, разрезов вдоль анали-
тических кривых 0 2m mγ = γ + π , m∈ , ( )0 0 tγ = γ , 0 t T≤ ≤ . Существует такая
параметризация разреза 0γ , что

( )( )
Im

lim , 0
z

f z t z
⇒+∞

− =  (6)

и семейство отображений f  удовлетворяет дифференциальному уравнению
типа уравнения Левнера

( ) ( ) ( ), ,
ctg ,

2
f z t f z t t z

t z
∂ ∂ λ −

=
∂ ∂

 (7)

где ( )tλ  – прообраз конца кривой ( )0 tγ  при отображении ( ),f f z t= . Предел (6)
равномерный относительно вещественной части z.

Заметим, что произвольный круговой счетноугольник ∆  можно рассматривать
как ядро семейства счетноугольников ( )D t , 0 t T≤ ≤ ,  относительно некоторой
точки 0w , ( )D T∆ = .

В данной работе метод Куфарева определения параметров в интеграле Шварца
– Кристоффеля распространяется на случай круговых счетноугольников и прямо-
линейных счетноугольников с двойной симметрией. Прямолинейные счетно-
угольники с симметрией переноса рассмотрены в работе автора [23]. В разделе 1 с
помощью теоремы 3 получена система обыкновенных дифференциальных урав-
нений (9), (10) с начальными условиями Коши для определения параметров ото-
бражения из полуплоскости на прямолинейный счетноугольник с двойной сим-
метрией. В разделе 2 уточнено (лемма 1) уравнение для отображения из полу-
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плоскости на круговой счетноугольник из [11]. Получена система обыкновенных
дифференциальных уравнений (15) – (17) с начальными условиями Коши для оп-
ределения параметров отображения из полуплоскости на круговой счетноуголь-
ник. Методом рядов доказано существование и единственность решения этой сис-
темы. Численно найдены параметры отображения из полуплоскости на конкрет-
ный круговой счетноугольник.

1. Прямолинейный счетноугольник с двойной симметрией

Пусть ∆ – прямолинейный счетноугольник с двойной симметрией – односвяз-
ная область типа полуплоскости, обладающая симметрией относительно прямых
w iv= , w iv= π+ , v∈ , и такая, что часть границы области ∆ от точки 0w  до
точки 0 2w + π  состоит из конечного числа отрезков прямых.

Не умаляя общности, точку множества { }: ,w w iv v∈ = ∈ ∂∆∩  с наиболь-
шей мнимой частью будем считать вершиной счетноугольника ∆; обозначим
ее 0

1A . Если вершина 0
1A  принадлежит отрезку границы счетноугольника ∆,

то угол при этой вершине равен π. Аналогично, точку 0
nA  множества

{ }: ,w w iv v∈ = π+ ∈ ∂∆∩  с наибольшей мнимой частью будем считать вер-
шиной счетноугольника ∆.

Зафиксируем точки 0
* * 2mA A m= + π  и точки ( ) 0

** *2 1mA m A= π + −   на границе

счетноугольника ∆, m∈ , где 0
*A  – точка, лежащая на части границе ∂∆  от точ-

ки 0
1A  до точке 0

nA . Из точек *
mA  и **

mA  проведем внутрь области ∆ прямолиней-
ные разрезы переменной длины, зависящей от вещественного параметра t, до то-
чек ( ) ( )0

* * 2m t t mΛ = Λ + π  и  ( ) ( ) ( )0
** *2 1m t m tΛ = π + −Λ  соответственно, 0 t T≤ ≤ ,

m∈ . Пусть при 0t =  длина разреза равна нулю. Обозначим через ( )tλ  прооб-

раз подвижного конца разреза ( )0
* tΛ , пусть ( )0 t≤ λ ≤ π  при 0 t T≤ ≤ . Область ∆

с разрезами обозначим через ( )t∆ , область ( )t∆  является счетноугольником с
двойной симметрией.

Обозначим ( )0 0 0 0 0 0 1
1 2 * 1 2 2 1, ,..., , , ,..., ,j j nA A A t A A A+ −Λ , 1 0

1 1 2A A= + π , 1 1j n≤ ≤ − ,

вершины счетноугольника ( )t∆ , лежащие в полосе { }2 : 0 Re 2P w wπ = ∈ ≤ ≤ π ,
двигаясь вдоль границы ∆ в положительном направлении, и углы при этих вер-
шинах ( ) ( ) ( )1 2 3 1 1 1 2 2 12 1 , , ,..., , , ,..., , 2 1 , ,..., , 2 1j j n n n n+ − + −α − π α π α π α π π α π α π α − π α π α π α − π

соответственно. Вершины 0
jA  и 0

1jA +   находятся в точке 0
*A . Заметим, что верши-

на 0
n sA −  симметрична вершине 0

n sA + , 1,..., 2s n= − , относительно прямой

{ }: Rew w∈ = π , 0 1
1 12A A+ π =  и n s n s− +α = α , 1,..., 2s n= − .

Остальные вершины m
kA  определяются сдвигом вершин 0

kA  вдоль веществен-

ной оси: 0 2m
k kA A m= + π , m∈ , 1,..., 2 2k n= − . Если какая-либо из вершин счет-

ноугольника лежит в бесконечности, то значение угла при этой вершине равняет-
ся нулю и не может принимать других значений.



Определение акцессорных параметров конформных отображений 47

Пусть отображение ( ),f f z t=  переводит верхнюю полуплоскость на счетно-

угольник  ( )t∆  так, что ( ) 0
10,f t A= , ( ) 0, nf t Aπ = , ( ) ( )2 , , 2f z t f z t+ π = + π .  Ис-

пользуя результат (теорема 2) работы [10], отображение f  можем представить в
виде

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) 0
1 1

10

, cos cos k
z n

k
k

f z t c t t a t d Aσ

=

= λ − ξ − ξ ξ +∏∫ , (8)

где ( ) ( )0cosk ka t z t= , ( )0
kz t  – прообразы вершин 0

kA , 1,...,k n= , лежащие в поло-

се { }: 0 ReP w wπ = ∈ ≤ ≤ π , ( )0
1 0z t = , ( )0

nz t = π ;  ( )arccos tλ  – прообраз под-

вижного конца разреза ( )0
* tΛ ; 1k kσ = α − , 1,...,k n= .

Для нахождения параметров ( )0
ka t , ( )tλ  и ( )1c t   отображения ( ),f f z t= ,

( ):f t+Π → ∆ , справедлива следующая теорема.

Теорема 5. Для любого t, 0 t T< < , параметры ( )ka t , ( )tλ , ( )1c t  отображе-
ния  f  из верхней полуплоскости на счетноугольник с двойной симметрией удов-
летворяют системе дифференциальных уравнений

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( )

21 1
, 2,..., 1

2
kk

k

t a tda t
k n

dt a t t

λ − −
= = −

−λ
; (9)

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )2

1

1
1

2

n
k

kk

d t t
t t

dt t a t=

λ λ − σ⎛ ⎞
= λ − + λ⎜ ⎟λ −⎝ ⎠

∑ ;  (10)

( )1 1constc t c= = ,
с начальными условиями

( ) ( )1 00 cos ,0 , 2,..., 1,k ka f A k n−= = −

( ) ( ) ( )1 0 1 0
10 cos ,0 cos ,0 .j jf A f A− −
+λ = =

Доказательство. Обозначим полосу { }: 0 Rew w∈ < < π  через Pπ′ . Область

( )t Pπ′∆ ∩  – многоугольник с углами 1 2 1
1 1, ,..., , ,0
2 2n n−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞α − π α π α π α − π⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 при

вершинах ( )0 0 0 0 0 0 *
1 2 * 1 1, ,..., , , ,..., ,j j n nA A A t A A A+ +Λ  соответственно; *

1nA +  – вершина

в бесконечности. Рассмотрим композицию ( ):w P t P+
π π′ ′χ Π → ∆∩ ∩ ,  где ( )zχ

отображает P+
π′Π ∩  на +Π  так, что ( )0χ = ∞ , ( ) 0χ π = , ( ) 1χ ∞ = ,

( ) 2ctg
2
zzχ = − , и ( ),w tχ  отображает верхнюю полуплоскость +Π  на много-

угольник ( )t Pπ′∆ ∩  так, что ( ) 0
1,w t A∞ = , ( ) 00, nw t A= , ( ) 0

11, nw t A +=  при
0 t T≤ ≤ .
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Отображение :w P P+
π π′ ′χ Π → ∆∩ ∩  удовлетворяет при каждом t, 0 t T≤ ≤ ,

условиям граничной нормировки ( )( ) 0
10 ,w t Aχ = , ( )( ) 0, nw t Aχ π = ,

( )( ) *
1, nw t A +χ ∞ = = ∞ , поэтому единственно. Продолжая аналитически отображе-

ние ( )( ),w z tχ  на всю комплексную плоскость  с помощью принципа симмет-

рии Римана – Шварца, получим отображение ( ):w t+χ Π → ∆ . Таким образом
( )( ) ( ), ,w z t f z tχ =  и отображение f  единственно.

Отображение ( ),w w t= χ  удовлетворяет условиям теоремы 3, если положить

( ) ( ) ,D t t Pπ′= ∆ ∩  0
k kB A= , 1,...,k n= , *

1 1n nB A+ += , k kβ = α , 2,..., 1k n= − ,

1 1
1
2

β = α − , 1
2n nβ = α − , 1 0n+β = , следовательно, отображение ( ),w w t= χ  может

быть представлено интегралом (2), параметры которого ( )kp t , ( )0 tλ , ( )2c t
удовлетворяют системе дифференциальных уравнений (3)–(5) с начальными ус-
ловиями

( ) ( )1 00 ,0 , 2,..., 1k kp f A k n−= = − ,

( ) ( ) ( ) ( )1 0
1 00 0 0 ,0 ,j j jp p f A−
+= = λ =

( )2 0 .c c=

Заметим, что так как ( ) ( )( ) ( )2ctg
2

k
k k

z t
p t z t= χ = − ,  то параметры ( )kp t ,

1,...,k n= , отображения ( ),w tχ   связаны с параметрами ( )ka t  отображения
( )( ),w z tχ  следующими формулами:

( ) ( )
( )

1
, 1,..., ,

1
k

k
k

a t
p t k n

a t
+

= =
−

(11)

а также

( ) ( )
( )0

1
.

1
t

t
t

λ +
λ =

λ −
(12)

Подставив (11) и (12) в уравнение (3), получим дифференциальные уравнения
(9) для ( )ka t .

Учитывая, что 1 1n+δ = − , 1 1np + = ,  перепишем уравнение (4) следующим об-
разом:

( ) ( )
( ) ( )

( )( )0
0 0

02
1 1 .

n
k

kk

d t
t t

dt t p t=

λ δ⎛ ⎞
= λ + λ −⎜ ⎟λ −⎝ ⎠

∑
Подставив (11) и (12) в последнее уравнение, получим

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )2

1 11 1
1 2

n
k

k
kk

d t t a t
t dt a t t=

λ λ + −
= δ +

−λ −λ∑ .

Учитывая, что k kδ = σ , 2,..., 1k n= − , 3 1
2 2n n nδ = β − = σ − , последнее уравнение
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можно записать в виде

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )2

1 11 1 ,
1 2 2

n
k

k
kk

d t t a t
t dt a t t=

λ λ + −
= σ +

−λ −λ∑
или

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

2 2

1 11 1 1 .
1 2 2 2

n n

k k
kk k

d t t t
t dt a t t= =

λ λ + λ −
= σ + σ +

−λ −λ∑ ∑

Заметив, что 1
2

1
n

k
k=

σ = − −σ∑ , окончательно получим (10).

Найдем константу ( )1c t . Рассмотрим отображение

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

2ctg
2 1

0
2 0 1

20

, , .k

z
n

k
k

f z t f z t c t t p t d A
−

+
δ

=

= χ = ξ −λ ξ − ξ +∏∫

В интеграле выполним замену 2ctg
2
z

ξ = −  и подставим (11) и (12) в подынте-

гральную функцию. После преобразований получим

( ) ( )
( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
1

0
2 1

2 10

2, 1 cos cos .
1

k k
zn n

k k
k k

if z t c t a t t a t d A
t

−σ
−σ σ

= =

= − λ − ζ − ζ ζ +
λ − ∏ ∏∫

Сравнивая полученное представление для отображения ( ),f f z t=  и представле-
ние (8), видим, что

( ) ( ) ( )( ) ( )( )1
2 1

2
2 1 1 .k

n

k
k

c t i c t t a t σ−σ

=

= λ − −∏
Из последнего равенства и уравнения (5) получим дифференциальное уравнение
для параметра ( )1c t

( )
( )

( )
( )

( ) 1
1

2 2

ln 1 2.
1 1

n n
kk

k
kk k

d c t d t da t
dt t dt a t dt

+

= =

λ σ
− = + + δ +

λ − −∑ ∑ (13)

Подставив в это дифференциальное уравнение (9) и (10), после преобразований

получим ( )1ln
0

d c t
dt

= . Теорема доказана.

Обозначим длину разреза через ( )0 0
* *,A Λ τ . Для определения значения τ пара-

метра t, при котором проводится интегрирование системы (3)–(5), в работе [18]
получено следующее соотношение:

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1

0 0
* * 2 0 0 0

20

, 1 .k
n

k
k

A c t t t t p t dt
τ +

δ

=

Λ τ = λ −λ λ −∏∫

Подставляя (11) – (13) и учитывая, что 1 1np + = , k kδ = σ , 2,..., 1k n= − ,
1
2n nδ = σ − , после преобразований получим
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( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1

0 0 2 2
* * 1

10

1, 1 1 .
2

k
n

k
k

A c t t a t t dt
τ

σ

=

Λ τ = λ − −λ −λ∏∫
Для нахождения значения τ параметра t, при котором нужно интегрировать

систему (9), (10), можно также использовать соотношение

( ) ( )( ) ( )( )
( )

( )
0 0
* * 1

1
, cos cos ,k

j

n

k
ka

A c a d
λ τ

σ

=τ

Λ τ = λ τ − ξ τ − ξ ξ∏∫

где ( )ja τ  – прообраз вершины 0
jA , предшествующей вершине ( )0

*Λ τ .

2. Круговой счетноугольник

Лемма 1. Пусть в условиях теоремы 2 функция f  удовлетворяет нормировке
(6), тогда ( ) 0g z ≡  и

1
0

n

k
k

M
=

=∑ . (14)

Доказательство. Из нормировки (6) следует, что ( ){ }
Im

lim , 0
z

f z z
⇒+∞

= . Вы-

числяя предел правой части равенства (1) при Im z ⇒ +∞ , получаем

( )
116

n

k
k

ig z M
=

= ∑ . Так как kM  вещественные постоянные, то целая функция g

тождественно равна мнимой константе. Отображение f  переводит отрезок веще-
ственной оси ( )1,k ka a +  в дугу окружности, поэтому сужение отображения f  на

этот отрезок можно записать ( ) ( )
0 ei xf x w r ϕ= + , и производная Шварца

( ){ },f z z  принимает вещественные значения для вещественных z, kz a≠ . Следо-
вательно, g  принимает вещественные значения на вещественной оси, но тогда
( ) 0g z ≡ . Лемма доказана.
Рассмотрим семейство счетноугольников ( )D t , 0 t T≤ ≤ , получающееся из

счетноугольника ( )0D  проведением разрезов ( ) ( )0 2m t t mΛ = Λ + π , 0 t T≤ ≤ ,

m∈ , по дугам окружностей. Точки ( )0 0 2 mΛ + π  принадлежат границе ( )0D .

При t  изменяющимся от 0 до T  траектория ( )0 tΛ  описывает дугу

окружности. Обозначим через λ прообраз подвижного конца разреза ( )0 tΛ .
Занумеруем прообразы вершин на промежутке [ )0,2π  так, что

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 10 ... ... 2k n ka t a t a t a t a t+≤ < < < < < < < π , 0 t T≤ ≤ , где 0a = λ .
Соответствующие углы при вершинах обозначим 1 0 1,..., , , ,...,k n k+α π α π α π α π α π ,

0 2α = .

Теорема 6. При 0 t T≤ ≤ , параметры ( )ka t , ( )kM t , 0,1,...,k n= , 0a = λ ,

отображения f из верхней полуплоскости +Π  на круговой счетноугольник ( )D t
удовлетворяют системе дифференциальных уравнений
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( ) ( )ctg , 1,...,k
k

da t
t k n

dt
= μ = ;  (15)

( ) ( )02
d t

M t
dt
λ

= − ; (16)

( ) ( )
( )2

ctg1 0, 1,...,
2 sin

k k k k

k

dM t M L t
k n

dt t
− μ

− = =
μ

, (17)

где ( ) ( ) ( )
2

k
k

a t t
t

−λ
μ = .

Доказательство. В силу уравнения (7) производная Шварца ( ){ }, ,f z t z  ото-
бражения f удовлетворяет дифференциальному уравнению

( ){ } ( ){ } ( )

( ) ( ){ } ( )2 2

, , , ,
ctg

2
3 1sin , , sin

2 4 2 2

f z t z f z t z z t
t z

z t z t
f z t z− −

∂ ∂ − λ
+ =

∂ ∂
−λ −λ⎛ ⎞= + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
. (18)

Согласно теореме 2 и лемме 1, производная Шварца отображения f имеет вид

( ){ } ( ) ( )2

0

1, , sin ctg .
2 2 2 2

n
k kk

k
k

z a t z a tL
f z t z M−

=

− −
= +∑

Подставляя производную Шварца ( ){ }, ,f z t z  в (18), получим

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3

0

2

3 2

0

2 2 2

1

sin cos
2 2 2

sin 2 ctg
2 2

sin cos sin ctg
2 2 2 2 2

3sin sin ctg sin 1
2 2 2 2 2 2

n
k k kk

k

k k k k
k

n
k k kk

k
k

n
k kk

k
k

z a t z a t da tL
dt

da t z a t dM t z a t
M t

dt dt
z a t z a t z a t z tL

M t

z t z a t z a t z tL
M t

−

=

−

− −

=

− − −

=

− −
+

− −
+ + −

− − − −λ⎛ ⎞
− + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎛ ⎞− λ − − −λ
= + + −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑

∑

∑ .
⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

Раскладывая в ряд Лорана левую и правую части этого равенства в окрестно-
сти точки ( )ka t  и приравнивая коэффициенты при ( )( ) 3

kz a t −− , ( )( ) 3z t −− λ  и

( )( ) 1
kz a t −− , получаем соответственно (15), (16) и (17). Теорема доказана.

Проинтегрируем систему (15)–(17) методом рядов. Перейдем к параметру
x t= , 0,x T⎡ ⎤∈ ⎣ ⎦ , тогда

( )( ) ( )k ka t x a x= , ( )( ) ( )k kM t x M x= , 1,...,k n= , ( )( ) ( )k kt x xλ = λ ,

( )( ) ( )0 0M t x M x=

и система примет вид

( ) ( ) ( )2 ctg , 1,..., ,
2

k kda x a x x
x k n

dx
−λ

= =
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( ) ( )04 ,
d x

xM x
dx
λ

= −  (19)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2ctg sin 0, 1,...,
2 2

k k k
k k

dM x a x x a x x
x M L k n

dx
−⎛ − λ ⎞ − λ

− − = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

Будем искать решение этой системы в виде рядов:

( ) ( )
( )
( )

( )

2
0 1 2

2
0 1 2

2
0 1 2

, 1 2
0 1 2

...,
..., 1,..., ,

..., 2,..., 1,

..., 0,1, .

k k k k

k k k k

k
k k k k

a x x x x
a x a a x a x k n
M x m m x m x k n

m
M x m m x m x k n

x
−

= λ = σ + λ + λ +

= + + + =

= + + + = −

= + + + + =

 (20)

Коэффициенты 10 0 0 0, , ,n k ka a a mσ = = σ , 2,..., 1k n= − , рядов (20) известны,
если известно отображение ( ),0f f z= . Найдем остальные коэффициенты.

Согласно выбранной нумерации, 1na a< λ <  при малых значениях x , поэтому

1 1 11na a< λ < . Подставляя ряды (20) в уравнения (19) и равенство (14) и сравнивая
коэффициенты при одинаковых степенях x , получаем для определения коэффи-
циентов рядов 1λ , 1ka , 1,...,k n= , 1km , 2,..., 1k n= − , , 1km − , 0,1,k n= , систему
алгебраических уравнений

11
11 1

4a
a

=
−λ

, 1
1 1

4
n

n
a

a
=

−λ
, 1 0ka = , 2,..., 1k n= − , 1 0, 14m −λ = − ,

( ) ( )2 3 2
11 1, 1 11 14 4 1a m a−+ = −α , ( ) ( )2 3 2

1 , 1 14 4 1n n n na m a−+ = −α ,

1 0km = , 2,..., 1k n= − , 0, 1 1, 1 , 1 0nm m m− − −+ + = ,

которая при 1, 0, 2nα α ≠  имеет единственное вещественное решение

1
11 1 1 11 1 1

1
33
11 1 11

0, 1 1, 1 , 1 12 2
11 1

2 , 2 , , 0, 2,..., 1,

, , , 0, 2,..., 1,
4 2 24 4

n
n n k

n

n n
n k

n

a a a a a k n

L aL a
m m m m k n

a a− − −

α α
= = − λ = + = = −

α α

λ
= − = = = = −

+ +

(21)

удовлетворяющее условию 1 1 11na a< λ < .
Для 2 2n +  коэффициентов 2λ , 2ka , 1,...,k n= , 2km , 2,..., 1k n= − , ,0km ,
0,1,k n= , получаем систему из 2 2n +  линейно-независимых уравнений, которая

имеет решение
2
11

12 22
11 8
a

a
a

= λ
+

, 
2
1

2 22
1 8

n
n

n

a
a

a
= λ

+
, 0

2 ctg
2

k
k

a
a

−σ
= , 2,..., 1k n= − ,

( )( )
( )( )

1
1 1

2 02
21 1

2 22
3 1

n
n n

k
kn n

m
−

=

α + α α +α
λ =

α α α +α −
∑ ,
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2
00 2

m
λ

= − , 
( )( )

2
2 11

10 1 2 11 2 2
11 11

12
4 8

a
m L a

a a
+

= λ
+ +

, 
( )( )

2
2 1

0 2 1 2 2
1 1

12
4 8

n
n n n

n n

a
m L a

a a
+

= λ
+ +

, (22)

2 0 0
2 0

1 sin ctg
2 2 2

k k
k k k

a a
m m L− − σ −σ⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 2,..., 1k n= − .

Уравнения (19) и равенство (14) дают 2 1n +  линейно-независимых уравнений
для определения 2 2n +  коэффициентов 3λ , 3ka , 1,...,k n= , 3km , 2,..., 1k n= − ,

,1km , 0,1,k n= . Выразим коэффициенты 13a , 3na , 01m , 11m , 1nm  через 3λ  и най-
дем 3ka , 3km , 2,..., 1k n= − , получим

( ) ( ) ( )
33 2
11 311 2

13 2 22 2 11 1111 11

3 1648
3 3 128 12

aa
a

a aa a

λ −λ
= +

++ +
,

( ) ( ) ( )
3 2 3
1 2 1 3

3 2 22 2 1 11 1

3 1648
3 3 128 12

n n
n

n nn n

a a
a

a aa a

λ λ −
= +

++ +
,

01 3
3
4

m = − λ , 
4
11

11 1 34
11

3
2 16

a
m L

a
= λ

−
, 

4
1

1 34
1

3
2 16

n
n n

n

a
m L

a
= λ

−
, (23)

2 01
3 sin

3 2
k

k
a

a − − σλ
= ,

2 20 0 01
3 0sin 2 ctg 1 3ctg

6 2 2 2
k k k

k k k
a a a

m m L− −σ −σ −σλ ⎛ ⎛ ⎞⎞= − +⎜ ⎜ ⎟⎟
⎝ ⎝ ⎠⎠

, 2,..., 1k n= − .

Коэффициенты ,j ka , ,j km , 2,..., 1j n= − , определяются через коэффициенты

, 2j ka − , , 2j km − , 2,..., 1j n= − , и 2k−λ , 3, 4,...k = , поэтому достаточно рассмотреть

уравнения относительно коэффициентов kλ , 1ka , nka , , 2j km − , 0,1,j n= . Опреде-

литель системы линейных уравнений на коэффициенты kλ , 1ka , nka , , 2j km − ,

0,1,j n= , 3, 4,...k = , имеет вид

( )( )

( )( )

2 2
11 11
2 2
1 1

2
2 11

1 1 11 4 2
11 11

2
2 1
1 4 2

1 1

4 0 0 0 0
0 4 0 0 0
0 0 4 0 0

480 0 4 2 0Det
12

480 0 0 4 2
12

0 0 0 1 1 1

n n

k

n
n n n

n n

a a k
a a k
k

a
L L a k

a a
a

L L a k
a a

− +
− +

+
− − −=

+

+
− − −

+

.

Определитель ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( )( )

2 2 2
1 1

1 1

1
Det 64 1 3

3 3
n n

k
n n

k
k k k

α +α − − α +α
= + −

α +α α + α
 равен ну-

лю для допустимых k  только при 3k = . Таким образом, коэффициенты kλ , 1ka ,
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nka , , 2j km − , 0,1,j n= , при 4,5,...k =  определяются однозначно.
Рассмотрим вопрос о сходимости рядов (20). Перейдем в системе (19) к новым

переменным ky , kv , 0,1,...,k n= ,

( ) ( ) ( )1

11 1

2 ctg
2k

a x x
y x x

a
−λ

= − +
−λ

, 1,k n= ,

( ) ( ) ( )0ctg ctg
2 2

kk
k

a x xa
y x

−λ−σ
= − + , 2,..., 1k n= − ,

( ) ( )0y x x= λ −σ , ( ) ( ) , 1k k kv x xM x m −= − , 0,1,k n= , ( ) ( ) ,0k k kv x M x m= − ,
2,..., 1k n= − .

Заметим, что функции ky , kv , 0,1,...,k n= , раскладываются в ряды вида

( ) 2
1 2 ...k k ky x y x y x= + + , ( ) 2

1 2 ...k k kv x v x v x= + + , 0,1,...,k n= .
Система (19) после преобразований примет вид

( ) ( ) ( ) ( )0 0
22 2 , ,k

k k k k
k k

xy x y x v x Q x y v
−α

+ + =
α α

, 1,k n= ,

( ) ( )2 01
0sin , ,

2 2
k

k k k
a

xy x x Q x y v− −σλ
= + , 2,..., 1k n= − ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 1 , ,k
k k k k k k k k

k k
xv x v x L y x P x y v

−α
− + α + =
α α

, 1,k n= ,  (24)

( ) ( )2 ,k k k kxv x x P y v= , 2,..., 1k n= − ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 1
0 0 1 1 1 1

1 1

0 1 1

1 1

, ,..., , ,..., .

n n
n n n n

n n

n n

xv x v L y x L y x v x v x

P x y y v v

α αα α
− − α + − α + + + =

α α α α
=

Правые части уравнений представляют собой полиномы относительно пере-
менных, указанных в качестве аргументов. Уравнение для 0y  в систему (24) не
включено, так как 0y  ни в одно из уравнений системы не входит. Функцию 0y
можно определить из уравнения ( )0 0 14y x v= − + λ .

Система (24) является частным случаем системы дифференциальных уравне-
ний вида

( ) ( ) ( ) ( )( )1
1

, ,...,
n

k kj j k n
j

xu x c u x g x u x u x
=

+ =∑ , 1,...,k n= ,

где ( )1, ,...,k ng x u u  – голоморфные в полицилиндре 0x r< , k ku r< , 1,...,k n= ,
функции

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 1 110...0 20...0 110...0 10...01 020...0, ,..., ... ... ...k k k k k

k n kg x u u b x b x b xu b xu b u= + + + + + + + ,

разложение которых в ряд Тейлора не содержит членов нулевого и первого изме-
рения относительно переменных ku , 1,...,k n= . В [14] показано, что если искать
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решение этой системы в виде рядов ( )
1

j
k kj

j
u x u x

∞

=
= ∑ , 1,...,k n= , и определитель

системы уравнений для нахождения коэффициентов kju  не равен нулю, начиная с

некоторого k, то система (24) имеет решение ( ) ( )1 ,..., nu x u x , обращающееся в
нуль при 0x = . Таким образом, справедлива следующая

Теорема 7. Система (19) при 1, 0, 2nα α ≠  имеет на сегменте [ ]0,T  единст-

венное относительно параметра x t=  решение (20), удовлетворяющее началь-
ным условиям (21), (22) и (23).

Чтобы систему (19) проинтегрировать численно, можно перейти к новым пе-
ременным по формулам

( ) ( )3 2
1 2

ˆx x x x xλ = λ −σ−λ −λ , ( ) ( )3 2
0 1 2ˆk k k k kx a x a x a a x a x= − − − , 1,...,k n= ,

( ) ( ) , 1
0

ˆ k
k k k

m
xM x M x m

x
−= − − , 0,1,k n= ,

( ) ( )3 2
0 1 2

ˆ
k k k k kx M x M x m m x m x= − − − , 2,..., 1k n= − .

Начальные условия для системы относительно функций ( )ˆ xλ , ( )0M̂ x , ( )ˆka x ,

( )ˆ
kM x , 1,...,k n= , будут иметь вид ( ) 3

ˆ 0λ = λ , ( ) 3ˆ 0k ka a= , 1,...,k n= ,

( ) 1
ˆ 0k kM m= , 0,1,k n= , ( ) 3

ˆ 0k kM m= , 2,..., 1k n= − .
Теоремы 6 и 7 позволяют найти параметры отображения ( )3, ,f f z t= λ , пере-

водящего верхнюю полуплоскость на круговой счетноугольник с разрезами
( ) ( )0 2m t t mΛ = Λ + π , 0 t T≤ ≤ , m∈ . Параметр t связан с длиной подвижной

дуги ( )0 tΛ , параметр 3λ  – с кривизной этой дуги.
Проинтегрировав уравнение (19), найдем *f  – одно из решений уравнения (1).

Отображение *f  связано с искомым отображением ( )3, ,f f z t= λ  дробно-
линейным преобразованием, коэффициенты которого можно определить из усло-
вий нормировки ( ){ }

Im
lim , 0
z

f z z
⇒+∞

= , ( )k kf a A= , ( )2 2k kf a A+ π = + π . Таким

образом, параметр 3λ  можно определить численным методом из условия

( )3, , , 0f z t r t Tλ −ω = < < , (25)

где ω  – центр окружности, по которой проводится разрез ( )0 tΛ , r – ее радиус.
Значение параметра t, соответствующее нужной длине разреза, удобно находить
(численно) после того, как найден параметр 3λ .

Пример. Построим отображение f  из полуплоскости +Π  на счетноугольник

с вершинами в точках 0, ( )2 1iπ − , π  на основном периоде и углами при этих

вершинах 
2
π , 3

2
π , 3

4
π  соответственно. Часть границы счетноугольника от верши-

ны 0 до вершины ( )2 1iπ −  и от вершины π  до вершины 2π  – отрезки прямых,

от вершины ( )2 1iπ −  до вершины π  – дуга окружности с центром в точке i− π
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радиуса 2π . В качестве начального отображения возьмем отображение 0f  из

полуплоскости +Π  на 0∆  – верхнюю полуплоскость с разрезами вдоль отрезков

( ){ }: , 2 ,0 2 1w w u iv u k v= + = π < < π − ,

( )0 2arcsin cosh sin
2

z cf z h +⎛ ⎞= − + π⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

Здесь ( )2 1h = π − , 12arcsin
cosh

c
h

= . Прообразы вершин счетноугольника 0∆  с

углами 
2
π , 2π , 

2
π  на основном периоде находятся в точках 30 0a = , 10a c= π− ,

( )20 2a c= π− . Акцессорные параметры 0kM , соответствующие точкам 0ka ,

можно определить из равенства ( ){ }( )( )
0

2
0 0 0lim ,

k
k kz a

dM f z z z a
dz→

= − , 1, 2,3k = .

Пусть ( )1 t∆  – счетноугольник 0∆  с разрезом вдоль дуги окружности ( )xΛ ,

выходящим из точки ( )2 1iπ −  под углом 
2
π  к мнимой оси. Отображение

( )1 1:f t+Π → ∆ , ( )1 1 ,f f z x= ,  удовлетворяет уравнению

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )2 24

1 1

21 1 0

, , 13 1 ctg
, 2 , 2 24sin

2

kk
k

kk

f z x f z x z a x
M x

z a xf z x f z x =

⎛ ⎞
⎜ ⎟′′′ ′′ −−α⎛ ⎞

− = +⎜ ⎟⎜ ⎟ −′ ′⎝ ⎠ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ,

где 0 2α = , 1 2 3
1
2

α = α = α = , 4
3
2

α = , ( ) ( ) ( )0 1 4 100 0 0a a a a= = = , ( )2 200a a= ,

( )3 300a a= .

Дуге ( )xΛ  окружности радиуса 2π  соответствует 3 3.43916λ =  (найдено
численно из условия (25)). При x , стремящемся к 0.61691X = , разрез ( )xΛ  за-
мыкается на точку π . Решаем численно задачу Коши (19) при найденных 3λ , X ,
получаем, что f , ( ) ( )1 ,f z f z X= , удовлетворяет уравнению
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M X
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∑ ,

где 2
3
4

δ = , 3 3δ = α , 4 4δ = α ,

( ) ( ) ( )0 1 2 4.90679a X a X a X= = = , ( )3 0a X = , ( )4 0.80422a X = ,

( )2 0.03595M X −= , ( )3 0.36547M X −= , ( )4 0.40142M X = .
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The paper solves the problem of constructing conformal mappings from the half-plane onto a
periodic polygon. A periodic polygon ∆ is a simply connected domain with symmetry of
translation, i.e. it has the property L(∆) = ∆, where L(w) = w + 2π. We consider a polygon with a
boundary consisting of a countable number of circular arcs. Moreover, it has a unique prime end
at infinity, fixed under the shift L(w). We use a Schwarz-type differential equation for the
representation of the mapping. There is a classical problem of determining parameters for
equations of this type. They are the preimages of polygon’s vertices under the mapping and
additional accessory parameters. To determine these parameters, we generalize Kufarev’s method.
It was proposed for solving the problem of finding parameters in the Schwarz–Christoffel
integral. The method, based on Loewner’s differential equation, reduces the problem to the
Cauchy problem for a system of ordinary differential equations. There is a differential equation of
the Loewner type for periodic polygon. Separately, we consider periodic polygons that have
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СУЩЕСТВОВАНИЕ И ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЙ
НЕЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
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НЕЛОКАЛЬНЫМИ КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИ

Исследована система обыкновенных дифференциальных уравнений с им-
пульсными воздействиями и нелокальными условиями. Сначала краевая за-
дача приводится эквивалентному интегральному уравнению. Далее, с ис-
пользованием теоремы о неподвижных точках, получены условия существо-
вания и единственности решения краевой задачи. Установлена также непре-
рывная зависимость решений от правой части краевых условий.

Ключевые слова: дифференциальные уравнения с импульсными воздейст-
виями, нелокальные краевые условия, существование и единственность ре-
шений, непрерывная зависимость решений.

Многие задачи физики, техники, биологии и экономики описываются диффе-
ренциальными уравнениями, решением которых являются функции с  разрывами
первого рода в фиксированные или нефиксированные моменты времени. Такие
дифференциальные уравнения достаточно хорошо изучены в работах [1−8], и их
называют дифференциальными уравнениями с импульсным воздействием. В вы-
шеотмеченных работах, в основном, изучались дифференциальные уравнения с
локальными условиями. Однако в последние годы повысился интерес к диффе-
ренциальным уравнениям с импульсными воздействиями и нелокальными крае-
выми условиями, которыми описываются многие практические процессы.

К настоящему времени существует большое количество работ, посвященных
обыкновенным дифференциальным уравнениям с импульсными воздействиями и
нелокальными краевыми условиями, в которых доказаны теоремы существования
решений для различных видов нелокальных условий [7−19].

В данной работе исследуется нелокальная краевая задача для систем обыкно-
венных дифференциальных уравнений с импульсными воздействиями, краевые
условия которых включают точечные и интегральные слагаемые. Отметим, что
исследуемая краевая задача является довольно общей. В частных случаях она ох-
ватывает задачу Коши и «чистое»  интегральное условие.  Исследованы вопросы
существования и единственности решения краевой задачи, а также непрерывной
зависимости решения от  правой части краевых условий.

Постановка задачи

Исследуем существование и единственность решения системы дифференци-
альных уравнений

[ ]( ) ( , ( )), 0, , , 1, 2,..., ,ix t f t x t t T t t i p= ∈ ≠ = (1)
с нелокальными краевыми условиями
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( ) ( )
0

(0) ,
T

Ax n t x t dt B+ =∫ (2)

при импульсных воздействиях
( ) ( ) ( ( )), 1, 2,...,i i i ix t x t I x t i p+ − = = , (3)

где 0 1 10 ... ,p pt t t t T+= < < < < =  ( ),n n n nA R n t R× ×∈ ∈  – заданные матрицы, при-

чем det 0N ≠ , ( )
0

T

N A n t dt= + ∫ , [ ]: 0, ,n nf T R R× →  : n n
iI R R→  – заданные

функции;
( ) ( ) ( )i i ix t x t x t+ −∆ = − ,

где 
0

( ) lim ( ),i i
h

x t x t h
+

+

→
= +  

0
( ) lim ( ) ( )i i i

h
x t x t h x t

+

−

→
= − =  – правосторонние и левосторон-

ние пределы функции ( )x t  в точке it t=  соответственно.

Вспомогательные факты

Приведем некоторые определения и вспомогательные факты, которые будут
использованы далее. Через [ ]( )0, : nC T R  будем обозначать пространство Банаха,

которое состоит из непрерывных вектор-функций ( )x t , определенных на отрезке

[ ]0, ,T  со значениями в nR  и с нормой 
[ ]0,
max ( ) ,

T
x x t=  где через  .  обозначена

норма в nR .
Через [ ]( )0, , nPC T R  обозначим линейное пространство

[ ]( ) [ ] ( ]( ){ 10, , : 0, ; ( ) , , ,n n n
i iPC T R x T R x t C t t R+= → ∈ 0,1, ..., ;i p=

причем  ( )ix t+   и ( )ix t− , 1, 2,...,i p= , существуют и конечны; ( ) ( )}i ix t x t− = .

Очевидно, линейное пространство [ ]( )0, ; nPC T R  – банахово с нормой

( ]( ){ }
1,max , 0,1,..., .

i iPc C t tx x i p
+

= =

Определим решение краевой задачи (1) – (3) следующим образом.
Определение 1. Функция [ ]( )0, : nx PC T R∈  называется решением краевой

задачи (1) – (3), если для любого [ ]0, , , 1, 2,..., ,it T t t i p∈ ≠ =

( ) ( , ( ))x t f t x t=

и для  it t=  1, 2,...,i p= , 1 20 ... pt t t T< < < < <

( ) ( ) ( ) ( ( )).i i i i ix t x t x t I x t+∆ = − =

Кроме того, функция ( )x t  удовлетворяет краевому условию (2).
Введем следующую функцию:
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( )

( )

1

0

1

( ), 0 ,
( , )

, .

t

T

t

N A n d t
K t

N n d t T

−

−

⎧
+ τ τ ≤ τ ≤⎪

⎪τ = ⎨
⎪− τ τ < τ ≤⎪
⎩

∫

∫

Лемма 1. Пусть [ ]( )0, ; ny C T R∈  и n
ia R∈ ,  1, 2,...,i p= . Тогда дифференци-

альное уравнение
( )( )x t y t= (4)

с импульсными воздействиями
( ) ( ) ;i i ix t x t a+ − =     1, 2,..., ,i p=      1 20 ... ,pt t t T< < < < < (5)

и нелокальными условиями

( ) ( )
0

(0)
T

Ax n t x t dt B+ =∫ (6)

имеет единственное решение [ ]( )( ) 0, , nx t PC T R∈  и выражается следующей

формулой:

1

00

( ) ( , ) ( ) ( , )
i

T

i i
t t

x t N B K t y d K t t a−

< <
= + τ τ τ + ∑∫ (7)

для ( ]1, ,i it t t +∈   0,1,...,i p= .

Доказательство. Пусть функция  [ ]( )( ) 0, , nx t PC T R∈  является решением

краевой задачи (4) – (6). Тогда, интегрируя уравнение (4) на интервале 1(0, ),it t +∈
получим

0 0

1 2 1

1 1 2 2

( ) ( )

( ) (0 ) ( ) ( ) ... ( ) ( )

(0) ( ) ( ) ( ) ( ) ...

( ) ( ) ( ).

t t

i

i i

y s ds x s ds

x t x x t x t x t x t

x x t x t x t x t

x t x t x t

+ + +

+ +

+

= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + − + + − =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − − − − − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤− − +⎣ ⎦

∫ ∫

Учитывая условие (5) в последнем равенстве, получаем

00

( ) (0) ( )
i

t

i
t t

x t x y s ds a
< <

= + + ∑∫ . (8)

Теперь потребуем, чтобы функция [ ]( )( ) 0, , nx t PC T R∈ , определенная равен-

ством (8), удовлетворяла граничному  условию (6):

( ) ( ) ( ) ( )
00 0 0 0

( ) (0) .
i

T T t T

i
t t

A n t dt x B n t y s dsdt n t a dt
< <

+ = − − ∑∫ ∫ ∫ ∫ (9)
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Так как det 0N ≠ , из (9) имеем

( ) ( ) ( )1

00 0 0

(0) .
i

T t T

i
t t

x N B n t y s dsdt n t a dt−

< <

⎡ ⎤
= − −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑∫ ∫ ∫ (10)

Значение (0)x , определяемое равенством (10), учтем в равенстве (9). Тогда

( ) ( ) ( ) ( )1

0 00 0 0 0

( ) .
i i

T t T t

i i
t t t t

x t N B n t y s dsdt n t a dt y s ds a−

< < < <

⎡ ⎤
= − − + +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑∫ ∫ ∫ ∫ (11)

Так как имеют место равенства

( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

T t T T

t

n t y s dsdt n s dsy t dt=∫ ∫ ∫ ∫ ,

( ) ( )
0 00 i i i

T T

i i
t t t T t

n t a dt n t dta
< < < <

=∑ ∑∫ ∫ ,

то из (11) получаем

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1

0 00 0

( ) .
i ii

T T T t

i i
t t t tt t

x t N B N n s dsy t dt N n t dta y s ds a− − −

< < < <
= − − + +∑ ∑∫ ∫ ∫ ∫ (12)

Здесь проведем некоторые упрощения. Очевидно, что имеют место следующие
равенства:

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

0 0

1 1

0 0

;

t T T

t
t T

t

y s ds N n s dsy t dt

N A n s ds y d N n s dsy d

−

τ
− −

− =

⎛ ⎞
= + τ τ − τ τ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ (13)

( ) ( ) ( )
1

1 1 1

0 0 0 0

.
i

i i i ii i

tT T

i i i i
t t t T t t t t Tt t

a N n t dta N A n t dt a N n t dta
+

− − −

< < < < < < < <

⎛ ⎞
⎜ ⎟− = + −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫ (14)

Учитывая (13) и (14) в (12), получаем формулу (7).
Замечание. Из формулы (7) следует справедливость следующих утверждений:
(i) Постоянная вектор-функция ( ) 1x t N B−=  является решением дифференци-

ального уравнения
( ) 0x t =

с нелокальными условиями

( ) ( )
0

(0) .
T

Ax n t x t dt B+ =∫

(ii) Функция 
0

( ) ( , ) ( ) ( )
T

x t K t s y s d s= ∫  является решением дифференциального

уравнения
( ) ( )x t y t=
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с нелокальным условием

( ) ( )
0

(0) 0.
T

Ax n t x t dt+ =∫

Здесь матрица функции ( , )K t s  есть функция Грина данной задачи.
(iii) Кусочно-постоянная функция

0
( ) ( , ) , 1, 2,..., ,

i

i k
t t

x t K t t a i p
< <

= =∑

является решением дифференциального уравнения
( ) 0x t =

с импульсными воздействиями
( ) ( ) , 1, 2,..., .i i ix t x t a i p+ − = =

и граничными  условием

( ) ( )
0

(0) 0.
T

Ax n t x t dt+ =∫

Лемма 2. Предположим, что [ ]( )0, ,n nf C T R R∈ ×  и ( ) ( ).n
iI x C R∈  Тогда

функция [ ]( )( ) 0, , nx t PC T R∈  является решением краевой задачи (1) – (3) тогда и

только тогда, когда функция [ ]( )( ) 0, , nx t PC T R∈  является решением интеграль-

ного уравнения с импульсными воздействиями

1

10

( ) ( , ) ( , ( )) ( , ) ( ( )),
T P

i i i
i

x t N B K t s f s x s ds K t t I x t−

=
= + +∑∫ (15)

для 1( , ),i it t t +∈ 0,1,..., .i p=

Доказательство. Пусть [ ]( )( ) 0, , nx t PC T R∈  является решением краевой

задачи. Тогда, аналогично лемме 1, можно показать, что функция
[ ]( )( ) 0, , nx t PC T R∈  удовлетворяет интегральному уравнению (15).

Верно и обратное. Прямым вычислением можно убедиться, что решение инте-
грального уравнения (15) также удовлетворяет уравнению (1), краевому условию
(3), а также импульсным условиям (2). Лемма доказана.

Основные результаты

Первый основной результат данного раздела базируется на принципе непод-
вижной точки Банаха. На основе этого принципа доказана теорема о существова-
нии и единственности решения краевой задачи (1) – (3).

Теорема 1. Предположим, что выполняются следующие условия:
(H1) Существует постоянная 0M ≥ , такая, что

( , ) ( , ) ,f t x f t y M x y− ≤ −

для любого [ ]0,t T∈  и для всех , nx y R∈ ;
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(H2) Существуют постоянные 0,il ≥    1, 2,...,i p= , такие, что

( ) ( )i i iI x I y l x y− ≤ −

для любых , nx y R∈ .

Если
1

1
p

k
k

L S MT l
=

⎛ ⎞
= + <⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ , (16)

тогда краевая задача (1) – (3) имеет единственное решение.
Здесь число S  определяется равенством

0 ,
max ( , )

t s T
S K t s

≤ ≤
= .

Доказательство. Для доказательства используем принцип неподвижной точ-
ки Банаха.

Определим оператор [ ]( ) [ ]( ): 0, ; 0,n nF PC T R PC T R→ ×  из соотношения

( ) 1

10

( ) ( , ) ( , ( )) ( ; ) ( ( ))
T P

k k k
k

Fx t N B K t s f s x s ds K t t I x t−

=
= + +∑∫ (17)

для  1( , ), 0,1, 2,...,i it t t i p+∈ = .
Очевидно, неподвижные точки оператора F  являются решениями краевой за-

дачи (1) – (3). С помощью принципа сжимающих операторов покажем, что опера-
тор F , определенный равенством (17), имеет единственную неподвижную точку.

Положим 
[ ]

( )
0,

max ,0f T
M f t= и ( )

{1,2,..., }
max 0I kk p

m I
∈

= . Фиксируем число

( )1

1
f IN B S M T pm

r
L

− + +
≥

−
.

Покажем, что  r rFB B⊂ , где

[ ]( ){ }0, , : .n
r PCB x PC T R x r= ∈ ≤

Для rx B∈ имеем

( )
[ ]

( ) ( )[ ]

[ ]
( ) ( )[ ]

( )

1

0,
0

0, 1

1

1

( ) max ( , ) ( , ( )) ,0 ,0

max ( ; ) ( ( )) 0 0

.

T

T

P

k k k k kT k
p

f k I
k

Fx t N B K t s f s x s f s f s ds

K t t I x t I I

N B S MTr M T l r pm r

−

=

−

=

≤ + − + +

+ − + ≤

⎡ ⎛ ⎞ ⎤
≤ + + + + ≤⎜ ⎟⎢ ⎥

⎣ ⎝ ⎠ ⎦

∫

∑

∑

Пусть [ ]( ), 0, ; nx y PC T R∈  – любые фиксированные элементы. Тогда для лю-

бого 1( , ]i it t t +∈  имеем

0

1

( )( ) ( )( ) ( , ) ( , ( )) ( , ( ))

( , ) ( ( )) ( ( )) .

T

P

k k k k k
k

F x t F y t K t s f s x s f s y s ds

K t t I x t I y t
=

− ≤ ⋅ − +

+ ⋅ −

∫

∑
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Используя условия (Н1), (Н2), из последнего неравенства получаем

1
( )( ) ( )( ) ( )) ( )

P

k k k
k

F x t F y t SMT x y S l x t y t
=

− ≤ − + −∑ .

Это неравенство можно переписать в следующем виде:

1
( )( ) ( )( )

P

k PC
k

F x t F y t S MT l x y
=

⎡ ⎛ ⎞ ⎤
− ≤ + × −⎜ ⎟⎢ ⎥

⎣ ⎝ ⎠ ⎦
∑ .

Таким образом,
( )( ) ( )( ) PCF x t F y t L x y− ≤ − .

Здесь, учитывая условие (16), получаем, что оператор F  является сжимаю-
щим. Согласно принципу о неподвижной точке, можно сделать вывод,  что опера-
тор F  имеет единственную неподвижную точку. Это эквивалентно тому, что не-
локальная краевая задача (1) – (3) имеет единственное решение. Теорема доказана.

Второй результат данного раздела посвящен установлению существования
решений краевой задачи (1) – (3), который базируется на неподвижной точке
Шауфера.

Теорема 2. Предположим, что выполнены следующие условия:
(H3) Функция [ ]: 0, nf T R R× →  непрерывна и существует постоянная 1 0N > ,

такая, что
1( , )f t x N≤

для всех [ ]0,t T∈  и nx R∈ ;

 (H4) Функции : n n
kI R R→  непрерывны и существует постоянная 2 0N > ,

такая, что

{ } 21,2,...,
max ( ) .kk P

I x N
∈

≤

Тогда краевая задача (1) – (3) имеет хотя бы одно решение на [ ]0,T .
Доказательство. Покажем, что при вышеперечисленных условиях оператор

( )( )F x t , определенный равенством (17), имеет неподвижные точки. Это будет
сделано после определенных шагов.

Шаг 1. Оператор F  при условиях теоремы непрерывен в [ ]( )0, ; .nPC T R

Пусть { }nx  – функциональная последовательность в пространстве [ ]( )0, ; nPC T R

и nx x→  [ ]( )0, ; nx PC T R∈ . Тогда для любого ( ]1, ,i it t t +∈ и 0,1,...,i p=

0

1

( )( ) ( )( ) ( , ) ( , ( )) ( , ( ))

( , ) ( ( )) ( ( )) .

T

n n

P

k k n k k k
k

F x t F x t K t s f s x s f s x s ds

K t t I x t I x t
=

− ≤ ⋅ − +

+ ⋅ −

∫

∑
Здесь, учитывая условия (H3), (H4), имеем

[ ]0,

1

( )( ) ( )( ) max ( , ( )) ( , ( ))

( ( )) ( ( )) .

n nS T
P

k n k k k
k

F x t F x t ST f s x s f s x s

S I x t I x t
∈

=

− ≤ − +

+ −∑
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Так как функции f  и , 1, 2,..., ,kI k p=  непрерывны, то имеем

( )( ) ( )( ) 0n PCF x t F x t− →

при n →∞ .
Шаг 2. Отображение F  является ограниченным в пространстве
[ ]( )0, ; nPC T R . Это эквивалентно тому, что мы должны показать, что для любого

0η > , существует 0l > , такое, что для любого

[ ]( ){ }0, ; :nx B x PC T R xη∈ = ∈ ≤ η

имеет место
( ( ))F x l⋅ ≤ .

Применяя неравенство треугольника и используя предположения (H3) и (H4)
для ( ]1,i it t t +∈ , получаем

1

10

( )( ) ( , ) ( , ( )) ( , ) ( ( )) .
T P

i i i
i

F x t N B K t s f s x s ds K t t I x t−

=
≤ + ⋅ + ⋅∑∫

Таким образом,

[ ]1
1 2( )( )F x t N B S TN pN l−≤ + + =

Шаг 3. Оператор F  отображает ограниченное множество в равностепенно не-
прерывное подмножество пространства [ ]( )0, ; nPC T R . Пусть ( ]1 2 1, ,i it t +τ τ ∈  и

1 2τ < τ . Bη  – ограниченное множество в шаге 2 и пусть x Bη∈ .
Тогда имеем

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2

1

1

2

1

2 1

1 1

0 0

1 1

0 0

1 1

0

( )( ) ( )( )

( , ( )) ( , ( ))

( , ( )) ( , ( ))

( , ( ) ( , ( )

s T T

s
s T T

s
s T

s

F x F x

N A n d f s x s ds N n d f s x s ds

N A n d f s x s ds N n d f s x s ds

N A n d f s x s ds N n d f s x s d

τ
− −

τ
τ

− −

τ
τ

− −

τ

τ − τ =

⎛ ⎞
= + τ τ − τ τ −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
− + τ τ + τ τ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
= + τ τ + τ τ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
2

1

2

1

( , ( ) .

s

f s x s ds

τ

τ
τ

τ

=

=

∫

∫

Отсюда получим
2

1

1 2( )( ) ( )( ) ( , ( )) .F x F x f s x s ds
τ

τ

τ − τ ≤ ∫

При 1 2τ → τ  правая сторона предыдущего неравенства стремится к нулю. Учиты-
вая, что отображение F  непрерывно и равностепенно непрерывно, приходим к
выводу, что отображение
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[ ]( ) [ ]( ): 0, ; 0, ;n nF PC T R PC T R→

вполне непрерывно.
Шаг 4. Покажем, что множество

[ ]( ){ 0, : : ( )}nx PC T R x F x∆ = ∈ = λ

для некоторого 0 1< λ <  ограничено. Пусть для некоторого 0 1< λ <  равенство
( )x Fx= λ  выполняется. Тогда для любого ( ]1, ,i it t t +∈  0,1,..., ,i p=

( )1

10

( ) ( , ) ( , ( )) ( , ) ( ) .
T P

i k n k
k

x t N B K t s f s x s ds K t t I x t−

=

⎡ ⎤
= λ + +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑∫

Отсюда, учитывая предположения (H3) и (H4) (как и на шаге 2) для любого
[ ]0,t T∈ , имеем

[ ]1
1 2( )( ) .F x t N B N T pN S−≤ + +

Следовательно, мы получаем

[ ]1
1 3PCx N B N T pN S R−≤ + + = .

Это показывает, что множество ∆  ограничено. Значит, выполняются все условия
теоремы о неподвижной точке Шауфера. Отсюда следует, что оператор F  имеет
неподвижные точки, которые являются решениями краевой задачи (1) – (3).

Теорема доказана.
Теперь покажем непрерывную зависимость решений задачи (1) – (3) от правой

части  (2).
Теорема 3. Пусть выполняются условия (H1), (H2) и 1.L < Тогда для любых

1 2, nB B R∈ и для соответствующих решений 1 2,x x следующих краевых задач
[ ]( ) ( , ( )), 0, , , 1, 2,...,j j ix t f t x t t T t t i p= ∈ ≠ = ; (18)

( ) ( )
0

(0)
T

j j jAx n t x t dt B+ =∫ ; (19)

( ) ( ) ( ( )), 1, 2,..., , 1, 2,j i j i i j ix t x t I x t i p j+ − = = = (20)

выполняется оценка
( ) ( ) ( ) 1 1

1 2 1 21 .x t x t L N B B− −− ≤ − −

Доказательство: Пусть 1 2, nB B R∈  – любые точки и 1 2,x x  – соответствую-
щие решения задачи (18) – (20). Тогда мы имеем

( ) [ ]

[ ] [ ]

1
1 2 1 2

1 2 1 2
10

( )

( , ) ( , ( )) ( , ( )) ( , ) ( ( )) ( ( )) .
T P

k k k k k
k

x t x t N B B

K t s f s x s f s x s ds K t t I x t I x t

−

=

− = − +

+ − + −∑∫ (21)

Теперь, используя условия (H1) и (H2), из (21) получаем

( ) ( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( )1
1 2 1 2 1 2 1 2

10

T p

i k k
i

x t x t N B B SM x x d S l x t x t−

=
− ≤ − + τ − τ τ + −∑∫ .
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Отсюда

( ) ( ) ( ) ( )1
1 2 1 2 1 2

1

p

i
i

x t x t N B B S MT l x t x t−

=

⎛ ⎞
− ≤ − + + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ .

Так как 1,L < из последнего неравенства следует, что

( ) ( ) ( ) 1 1
1 2 1 21x t x t L N B B− −− ≤ − − .

Теорема доказана.
Отметим, что схему, предложенную в данной  работе, можно успешно приме-

нять в более сложных краевых задачах  с импульсными воздействиями. Напри-
мер, для краевой задачи, когда (2) сохраняет в себе двухточечные или многото-
чечные и интегральные слагаемые.
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The Green function is constructed and the considered problem is reduced to an equivalent in-
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boundary conditions is also established.

AMS Mathematical Subject Classification: 34B10, 34A37, 34B37.

MARDANOV Misir J. (Corr.-member of ANAS, Doctor of Physical and Mathematical Sciences,
Professor, Institute Mathematics and Mechanics of ANAS, Baku, Azerbaijan). E-mail:
misirmardanov@yahoo.com

SHARIFOV Yagub A. (Doctor of Physics and Mathematics, Professor, Baku State University,
Baku, Azerbaijan). E-mail: farahzeynalli@rambler.ru

ZEYNALLY Farah M. (Doctoral student Ganja State University, Ganja, Azerbaijan). E-mail:
sharifov22@rambler.ru



72 М.Дж. Марданов, Я.А. Шарифов, Ф.М. Зейналлы

REFERNCES

 1. Samoilenko A.M., Perestyuk N.A. (1987) Differentsial’nyye uravneniya s impul’snym
vozdeystviyem [Differential equations with impulse effect]. Kiev: Vishcha Shkola, 287 p.

 2. Halanay A., Wexler D. (1971) Qualitative theory of impulse systems. Moscow: Mir. 309 p. (in
Russian)

 3. Perestyuk N.A., Plotnikov V.A., Samoilenko A.M., Skripnik N.V. (2011) Differential equa-
tions with impulse effect: multivalued right-hand sides with discontinuities. DeGruyter Stud.
Math. V. 40. Berlin: Walter de Gruyter & Co.

 4. Samoilenko А.М., Perestyuk N.A. (1995) Impulsive differential equations. Singapore: World
Sci.

 5. Lakshmikantham V., Bainov D.D., Simeonov P.S.(1989) Theory of Impulsive Differential
Equations. Singapore: World Scientific. https://doi.org/10.1142/0906.

 6. Boichuk A.A., Samoilenko A.M. (2004) Generalized inverse operators and fredholm bound-
ary-value problems. Utrecht: Brill.

 7. Boichuk A.A., Samoilenko A.M. (2016) Generalized inverse operators and Fredholm bound-
ary-value problems (2nd ed.).  Berlin; Boston: Walter de Gruyter GmbH.

 8. Benchohra M., Henderson J., Ntouyas S.K. (2006). Impulsive differential equations and in-
clusions. Contemporary mathematics and its application. New York: Hindawi Publishing
Corporation.

 9. Mardanov M. J., Sharifov Yagub A., Molaei Habib H. (2014) Existence and uniqueness of
solutions for first-order nonlinear differential equations with two-point and integral boundary
conditions. Electronic Journal of Differential Equations. 2014(259). pp. 1–8.

 10. Anguraj A., Mallika Arjunan M. (2005) Existence and uniqueness of mild and classical solu-
tions of impulsive evolution equations. Elect. J. Differential Equations, 2005(111). pp. 1−8.

 11. Ji S., Wen S. (2010) Nonlocal Cauchy Problem for Impulsive Differential Equations in
Banach Spaces. International Journal of nonlinear Science. 10(1). P. 88−95.

 12. Li M., Han M. (2009) Existence for neutral impulsive functional differential equations with
nonlocal conditions. Indagationes Mathematicae. 20(3). pp. 435−451. doi.org/10.1016/
S0019-3577(09)80017-7.

 13. Liu B., Liu X., Liao X. (2005) Robust global exponential stability of uncertain impulsive
systems. Acta Mathematica Scientia. 25 B(1). pp. 161−169. doi.org/10.1016/S0252-
9602(17)30273-4.

 14. Sharifov Y.A. (2013) Optimal control problem for the impulsive differential equations with
non-local boundary conditions. Vestn. Samar. Gos. Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki. 4(33).
pp. 34– 45. doi.org/10.14498/vsgtu1134.

 15. Sharifov Y.A. (2013) Optimal control of impulsive systems with nonlocal boundary
conditions. Russian Mathematics.  57(2). pp. 65–72. doi.org/10.3103/S1066369X13020084.

 16. Ashyralyev A., Sharifov Y.A. (2013) Optimal Control Problems for Impulsive Systems with
Integral Boundary Conditions. EJDE. 2013(80). pp. 1−11. DOI: 10.1063/1.4747627.

 17. Sharifov Y.A., Mammadova N.B. (2014) Optimal control problem described by impulsive
differential equations with nonlocal boundary conditions. Differential equations. 50(3).
pp. 403−411. doi.org/10.1134/S0012266114030148.

 18. Sharifov Y.A. (2012) Conditions optimality in problems control with systems impulsive dif-
ferential equations under non-local boundary conditions. Ukrainian Mathematical Journal.
64(6). P. 836−847. doi.org/10.1007/s11253-012-0691-4.

 19. Ashyralyev A., Sharifov Y.A. (2013) Existence and uniqueness of solutions for nonlinear im-
pulsive differential equations with two-point and integral boundary conditions. Advances in
difference equations. 173. doi.org/10.1186/1687-1847-2013-173.

Received: April 27, 2019



ВЕСТНИК ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА

2019 Математика и механика № 60

МЕХАНИКА

УДК 532.529.5
DOI 10.17223/19988621/60/6

Е.И. Борзенко, Е.И. Хегай

ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАПОЛНЕНИЯ ЁМКОСТИ
НЬЮТОНОВСКОЙ ЖИДКОСТЬЮ С ПРИМЕНЕНИЕМ VOF-МЕТОДА1

Проведено исследование процесса заполнения плоской ёмкости с централь-
ным телом в присутствии силы тяжести. Течение описывается уравнениями
Навье – Стокса и неразрывности, на стенках выполняются условия прилипа-
ния. Жидкость подается через канал на верхней крышке с заданным расхо-
дом. Задача решается численно с использованием метода контрольного объ-
ема и корректирующей процедуры SIMPLE. Местоположение свободной
поверхности определяется с помощью метода PLIC VoF. Выявлены различ-
ные режимы заполнения ёмкости в зависимости от определяющих парамет-
ров. Получены кинематические характеристики течения.

Ключевые слова: заполнение, ёмкость, вязкая жидкость, свободная по-
верхность, численное моделирование, алгоритм SIMPLE, метод PLIC VoF,
режим.

Во многих промышленных областях важную роль играет течение жидкости со
свободной поверхностью, такое, как заполнение емкостей, растекание жидкости,
обтекание объектов и т.п. Для исследования используются методы математиче-
ского моделирования, которые позволяют получить сведения о поведении сво-
бодной поверхности жидкости и особенностях кинематических и динамических
характеристик потока.

К настоящему времени известны различные методы численного исследования
течения жидкости со свободной поверхностью. Обзор этих методов достаточно
подробно представлен в [1, 2]. Одним из широко распространённых методов в
вычислительной гидродинамике является метод VoF (Volume of Fluid), предло-
женный в [3]. Дальнейшее развитие этот метод получил в [4]. В этой работе пред-
ложена модификация метода, называемая PLIC VoF (Piecewise-Linear Interface
Calculation), которая позволяет представить свободную поверхность в виде на-
клонных отрезков.

Успешное применение PLIC VoF демонстрируется в [5−10]. В [5] с использо-
ванием метода PLIC VoF проводится моделирование процесса обрушения дамбы
жидкости. Сравнение результатов моделирования с результатами эксперимента
показало хорошее согласование. В [6] исследовалось влияние модели турбулент-
ности на поведение жидкости при обтекании плотины. Достоверность вычисли-
тельной методики подтверждена сравнением с многочисленными эксперимента-
ми. В [7] приводятся результаты моделирования процесса столкновения жидкости

                                                          
1 Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект №18-19-00021).



74 Е.И. Борзенко, Е.И. Хегай

с препятствием, полученные различными методами отслеживания свободной по-
верхности. В [8] разработана модификация алгоритма PLIC VoF, позволяющая
проводить расчеты с более высокой точностью. В [9], используя PLIC VoF, про-
водится исследование течения ньютоновской жидкости через пористую среду.
В [10] PLIC VoF применяется для моделирования процесса заполнения ёмкости
пенополиуретанами.

Методы вычислительной гидродинамики применяются для исследования те-
чения при заполнении емкостей. В работе [11] рассматривается медленное тече-
ние вязкой жидкости, реализующееся в технологии метода свободного литья на
этапах течения жидкости в массопроводе и заливки пресс-форм различной конфи-
гурации. Показано, что монолитность изделий может нарушаться за счет образо-
вания газовых включений и внутренних границ раздела в жидкости. Описаны ус-
ловия, при которых возможно появление таких дефектов: при течении жидкости в
массопроводе, при наличии в нем конструктивного элемента типа «диафрагма» и
при заполнении пресс-форм в струйном режиме. В [12] моделируется процесс ли-
тья под давлением при заполнении пресс-формы вязкой жидкостью. Показано,
что такой процесс может проходить с образованием воздушных полостей или ли-
ний спая. Это, в свою очередь, приводит к внутренним дефектам готового изде-
лия. При этом существуют отдельные диапазоны значений числа Стокса, обеспе-
чивающие бездефектный режим заполнения.

Авторы [13, 14] исследовали влияние метода литья топливной композиции на
производительность и надежность энергетических установок. Согласно проведен-
ным исследованиям, высказано предположение, что распределение порций топ-
ливной композиции внутри пресс-формы влияет на локальную скорость горения.
В [15, 16] с помощью математического моделирования проводился расчет рабо-
чих характеристик твердотопливного двигателя при различных вариантах литья

топливных композиций. Показано влияние
процесса изготовления топливных зарядов на
баллистические свойства твердотопливных
двигателей.

Целью настоящей работы является изуче-
ние процесса заполнения ёмкости вязкой
жидкостью и выявление особенностей кине-
матических и динамических характеристик
течения.

Постановка задачи

Рассматривается течение ньютоновской
жидкости, реализуемое при заполнении пло-
ской ёмкости с центральным телом в поле си-
лы тяжести. Область решения показана на
рис. 1. Жидкость поступает в ёмкость через
входное сечение Г2 с заданным расходом.
Вдоль плоскости симметрии имеется твердое
тело высотой h < H, и шириной l < L. Счита-
ется, что в начальный момент заполнен толь-
ко входной канал.

y

h
H

l

L

l

x

Г1

Г2

H0

Рис. 1. Область решения
Fig. 1. Solution domain
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Математическая постановка включает уравнения движения и неразрывности,
записанные в безразмерном виде

2 2
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где U и V – проекции вектора скорости на оси декартовой системы координат x и
y, соответственно; P – давление; Re – число Рейнольдса; W – параметр, характе-
ризующий соотношение гравитационных и вязких сил в потоке.

При обезразмеривании выбраны следующие масштабы: D – ширина входного
канала; U0 – среднерасходная скорость жидкости во входном сечении; μ – вяз-
кость жидкости; ρ – плотность жидкости; g – ускорение свободного падения.

В качестве граничных условий во входном сечении Г2 задан параболический
профиль, соответствующий установившемуся течению ньютоновской жидкости в
плоском бесконечном канале

( )( )
2 2

2
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На твердых стенках Г1 выполняется условие прилипания

1 1Г Г0, 0.U V= = (5)

На свободной поверхности должны выполняться условия отсутствия касатель-
ных напряжений и равенство нормального напряжения внешнему давлению.

В начальный момент времени свободная граница является прямой y = H.

Метод решения

Для численного решения сформулированной задачи используется вычисли-
тельная технология VoF-метода. Основные уравнения решаются методом кон-
трольного объема, с применением корректирующей процедуры SIMPLE. Положе-
ние свободной поверхности в каждый момент времени определятся с помощью
VoF-метода.

Идея метода заключается в том, что вводится функция F, значение которой
равно единице во всех точках, занятых жидкостью, и равно нулю в остальных
точках. При осреднении по контрольному объёму разностной сетки среднее зна-
чение F равно объёмной доле контрольного объёма, занятой жидкостью. В част-
ности, F = 1 соответствует контрольному объёму, полностью заполненному жид-
костью, а F = 0 указывает на то, что контрольный объём не содержит жидкости.
Контрольные объёмы, в которых F принимает значение от нуля до единицы, со-
держат свободную поверхность.

Значения этой функции с течением времени находятся из уравнения

0,F F FU V
t x y

∂ ∂ ∂
+ + =
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(6)
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которое дискретизируется на разностной сетке, и значения потоков через грани
рассчитываются, исходя из геометрических соображений и рассчитанных значе-
ний скорости на гранях контрольного объёма.

Нормаль к свободной поверхности направлена вдоль градиента функции F.
Когда известно значение F и направление нормали к свободной поверхности в
граничном контрольном объёме, можно провести линию, аппроксимирующую
свободную поверхность. Поэтому, помимо определения граничного контрольного
объёма, функция F используется для определения местоположения жидкости
внутри него. Классический метод VoF предполагает существование только двух
вариантов расположения свободной поверхности внутри контрольного объёма
(вертикально или горизонтально). При решении данной задачи использовалась
модификация оригинального метода – PLIC VoF, которая предполагает произ-
вольный наклон свободной поверхности [19].

Методические расчеты

Для тестирования разработанного алгоритма и программы расчета проведена
проверка аппроксимационной сходимости на последовательности сеток. В каче-
стве контролируемых характеристик выбраны форма свободной поверхности и
закон сохранения массы жидкости. Используемые значения определяющих пара-
метров Re = 1 и W = 20 обеспечивают картину течения, представленную на рис. 2
в момент времени t = 4.
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Рис. 2. Форма свободной поверхности на сетках с шагом по пространству h,

в момент времени t = 4 при Re = 1, W = 20: 1 – h = 1
10

, 2 – h = 1
20

, 3 – h = 1
40

 и 4 – h = 1
80

Fig. 2. Free surface shape calculated using the grid step, h, at time instant of t = 4

for Re = 1 and W = 20: h = (1) 1
10

, (2) 1
20

, (3) 1
40

, and (4) 1
80
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Ошибка в законе сохранения массы жидкости рассчитывалась по формуле
( ) ( )

( )
0

1
0

100 %.
M t M t

E
M t

−
= ⋅

Здесь ( )0M t  – масса жидкости, которая поступила в ёмкость через входное от-
верстие за время t; ( )M t  – вычисленная масса жидкости в ёмкости в момент вре-
мени t.

Максимальное различие формы свободной поверхности на ряде сеток наблю-
дается на линии трехфазного контакта жидкости и центрального тела. Различие
координаты формы свободной поверхности в узлах, лежащих на твердой стенке
центрального тела, вычислялось по формуле 2 2 100 %.h hE y y= − ⋅  hy  и 2hy  –
координаты y точек свободной поверхности в сечении x = 2 на сетках с шагами h
и h/2 соответственно.

Различие формы свободной поверхности по ширине стекающего слоя рассчи-
тывалось по формуле 3 2 100 %.h hE x x= − ⋅  hx  и 2hx  – координаты x точек сво-
бодной поверхности в сечении y = 3 на сетках с шагами h и h/2 соответственно.

В таблице приведены значения E1, E2 и E3 на последовательности сеток. Мак-
симальная ошибка в законе сохранения массы жидкости E1 получалась в момент
времени, соответствующий полному заполнению. E2 и E3 вычислялись при пара-
метрах, для которых реализуется ситуация, показанная на рис. 2.

Вычисленные значения E1, E2 и E3 на сетках с шагом h по пространству, %

h
1

10
1
20

1
40

1
80

E1 0.359 0.081 0.030 0.008
E2 0.060 0.038 0.013
E3 0.00207 0.00097 0.00020

Результаты, представленные в таблице, демонстрируют аппроксимационную
сходимость по выбранным величинам.

Аналогичная задача о заполнении ёмкости рассматривалась в [11] в прибли-
жении ползущего течения, а решение получено методом граничных элементов. На
рис. 3 демонстрируется сравнение результатов, полученных методом PLIC VoF
(рис. 3, b, d), с данными [11] (рис. 3, a, c). Наблюдается качественное согласова-
ние с небольшими количественными отклонениями.

Рис. 3. Эволюция свободной по-
верхности при H = 7.5, h = 2.5, L = 5,
и l = 0.5: a – ползущее течение,
W = 0.04 [11], b – Re = 0.1, W = 0.04,
c – ползущее течение, W = 0.4 [11],
d – Re = 0.1, W = 0.4
Fig. 3. Free surface evolution at
H = 7.5, h = 2.5, L = 5, and l = 0.5: (a)
a creeping flow at W = 0.04 [11], (b)
Re = 0.1 and W = 0.04, (c) a creeping
flow at W = 0.4 [11], and (d) Re = 0.1
and W = 0.4

a b c d
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В [17] исследовалась устойчивость струи высоковязкой жидкости, натекающей
на горизонтальную твердую поверхность (рис. 4). Приведен график (рис. 5) зави-
симости критической высоты входного канала над горизонтальной твердой стен-
кой H от параметра W, при превышении которой происходит потеря устойчивости
струи, выражающаяся в ее периодическом изгибании. При параметрах, соответст-
вующих точкам, лежащим выше кривой 1, струя неустойчивая (рис. 4, a), ниже –
устойчивая (рис. 4, b). Сравнение показывает согласование результатов.

  

a b

–3 –2 –1 0 lg W
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10

20
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Рис. 4. Эволюция свободной по-
верхности в случаях неустойчивого
и устойчивого режимов Re = 0.1,
W = 0.1: а – H = 15 и b – H = 10
Fig. 4. Free surface evolution in the
cases of unstable and stable regimes at
Re = 0.1, W = 0.1: H = (а) 15 and
(b) 10

Рис. 5. Зависимость критической высоты H от па-
раметра W: 1 – данные из [17], 2 – результаты на-
стоящей работы при Re = 0.1, 3 и 4 – эксперимен-
тальные данные из [18] и [19]
Fig. 5. Critical height H as a function of the parameter
W: (1) data from [17], (2) results from the current
work at Re = 0.1, (3) and (4) experimental data from
[18] and [19], respectively

Результаты

Все дальнейшие расчеты проводились при следующих размерах: L = 3, H = 5,
l = 1, h = 4; H0 выбиралась достаточной для исключения влияния входного сече-
ния на характер течения внутри ёмкости. Давление внутри ёмкости в начальный
момент времени считается равным нулю.

В ходе проведения параметрических исследований выявлены четыре режима
заполнения, которые качественно отличаются эволюцией свободной поверхности,
и продемонстрированы на рис. 6.

При доминировании вязких эффектов над гравитационными наблюдается ре-
жим сплошного заполнения, когда свободная поверхность полностью перекрыва-
ет боковые полости (рис. 6, a). Увеличение гравитационных эффектов приводит к
режиму стекающего по центральному телу слоя (рис. 6, b). В этом случае жид-
кость стекает по стенке центрального тела, достигает дна, а затем заполняется ос-
тальная часть ёмкости. Увеличение инерционных эффектов приводит к формиро-
ванию струи (рис. 6, c), и, в дальнейшем – к режиму стекания по внешним стен-
кам боковых полостей (рис. 6, d).
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Рис. 6. Четыре основных режима заполнения ёмкости: a – сплошное заполнение
(Re = 5, W = 0.1), b – стекание по центральному телу (Re = 1, W = 10), c – струя
(Re = 6, W = 10), d – стекание по боковым стенкам (Re = 15, W = 10)
Fig. 6. Four basic regimes of a reservoir filling: (a) draining all-over the lateral grooves
(Re = 5, W = 0.1), (b) draining down the central rod (Re = 1, W = 10), (c) draining as a jet
(Re = 6, W = 10), and (d) draining down the lateral grooves (Re = 15, W = 10)

На рис. 7 показано распределение кинематических и динамических характери-
стик в момент времени t = 8 в режиме сплошного заполнения. По мере заполнения
в местах обтекания центрального тела образуется двумерное течение, а вдоль бо-
ковых полостей – одномерное. Давление во входном канале увеличивается по

Рис. 7. Кинематика течения в режиме сплошного заполнения
(Re = 1, W = 1): U (a), V (b) и P (c)

Fig. 7. Flow kinematics in the regime of fluid draining all-over the lateral grooves
(Re = 1, W = 1): (a) U, (b) V, and (c) P
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мере заполнения. В боковых полостях, вдали от фронта свободной поверхности,
изолинии горизонтальны и параллельны друг другу, что соответствует одномер-
ному течению.

На рис. 8 показано распределение кинематических и динамических характери-
стик в момент времени t = 8 в режиме стекания по центральному телу. В этом
случае при заполнении боковых полостей образуются застойные зоны у дна ёмко-
сти, в которых скорость практически равна нулю и жидкость покоится.

Рис. 8. Кинематика течения в режиме стекания по центральному телу
(Re = 1, W = 10): U (a), V (b) и P (c)

Fig. 8. Flow kinematics in the regime of fluid draining down the central rod
(Re = 1, W = 10): (a) U, (b) V, and (c) P

Поля скоростей и давления в момент времени t = 8 в режиме струи и в режиме
стекания по боковым стенкам ёмкости показаны на рис. 9 и 10 соответственно.
Характер распределения полей продольной и поперечной скоростей и давления в
этих режимах качественно совпадает с предыдущим.

Исследование массораспределения жидкости в процессе заполнения ёмкости
позволяет оценивать неоднородность пространственного распределения свойств
материала конечного изделия. Поэтому в настоящей работе проведено исследова-
ние распределения порций жидкости, подаваемых через входное отверстие в
пресс-форму за единичный интервал времени. Топограммы распределения порций
для четырех режимов приведены на рис. 11 для момента времени, соответствую-
щего полному заполнению емкости. Видно, что в первом режиме заполнение име-
ет фонтанирующий характер [20], а в остальных режимах порции жидкости рас-
пределяются параллельными слоями.

Анализ истории деформации элементов жидкости позволяет прогнозировать ка-
чество конечного изделия. В связи с этим проведено исследование эволюции и ори-
ентации объёмов жидкости квадратной формы, подаваемых через входной канал.
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Рис. 9. Кинематика течения в режиме струи (Re = 6, W = 10):
U (a), V (b) и P (c)

Fig. 9. Flow kinematics in the regime of fluid draining as a jet
(Re = 6, W = 10): (a) U, (b) V, and (c) P

Рис. 10. Кинематика течения в режиме стекания по боковым стенкам
(Re = 15, W = 10): U (a), V (b) и P (c)

Fig. 10. Flow kinematics in the regime of fluid draining down the lateral grooves
(Re = 15, W = 10): (a) U, (b) V, and (c) P
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a b c d

Рис. 11. Топограммы распределения порций жидкости: a – сплошное заполнение (Re = 5,
W = 0.1), b – стекание по центральному телу (Re = 1, W = 10), c – струя (Re = 6, W = 10),
d – стекание по боковым стенкам (Re = 15, W = 10)
Fig. 11. Topograms of the fluid mass distribution: (a) draining all-over the lateral grooves
(Re = 5, W = 0.1), (b) draining down the central rod (Re = 1, W = 10), (c) draining as a jet
(Re = 6, W = 10), and (d) draining down the lateral grooves (Re = 15, W = 10)

В первом режиме сказывается влияние фонтанирующего характера процесса.
При этом объёмы жидкости вытягиваются вдоль боковых полостей. В остальных
режимах элементы жидкости меньше подвергаются деформации. Элементы рас-
полагаются параллельно. На рис. 12 показаны положения деформированных объ-
ёмов жидкости на момент полного заполнения ёмкости.

a b c d

Рис. 12. Деформация объёмов жидкости, подаваемых во входной канал через единичный
интервал времени поочередно в левую и правую половину: a – сплошное заполнение
(Re = 5, W = 0.1), b – стекание по центральному телу (Re = 1, W = 10), c – струя (Re = 6,
W = 10), d – стекание по боковым стенкам (Re = 15, W = 10)
Fig. 12. Strain of the fluid portions entering through the inlet channel per unit time alternately
into the left and right grooves: (a) draining all-over the lateral grooves (Re = 5, W = 0.1), (b)
draining down the central rod (Re = 1, W = 10), (c) draining as a jet (Re = 6, W = 10), and (d)
draining down the lateral grooves (Re = 15, W = 10)
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На рис. 13 представлена диаграмма режимов заполнения. При малых значениях
параметра W процесс заполнения проходит в режиме сплошного заполнения (об-
ласть I). При малых значениях числа Рейнольдса  жидкость стекает по центрально-
му телу (область II). Увеличение Рейнольдса приводит к отрыву потока от цен-
трального тела, процесс переходит в режим струи (область III) и при дальнейшем
росте Re в режим стекания по внешним стенкам боковых полостей (область IV).

Рис. 13. Диаграмма режимов:
I – сплошное заполнение, II –
стекание по центральному телу,
III – струя, IV – стекание по бо-
ковым стенкам
Fig. 13. Diagram of the regimes:
(I) draining all-over the lateral
grooves, (II) draining down the
central rod, (III) draining as a jet,
and (IV) draining down the lateral
grooves

Заключение

Исследован процесс заполнения ёмкости с центральным телом под действием
силы тяжести. Алгоритм решения основных уравнений, описывающих течение,
основан на совместном использовании метода PLIC VoF и корректирующей про-
цедуры SIMPLE. Параметрические исследования проводились в диапазоне чисел
Рейнольдса 0 < Re < 20 и значений параметра W, характеризующего соотношение
гравитационных и вязких сил в потоке 0 < W < 20.

В результате продемонстрированы четыре режима заполнения ёмкости. При
доминировании вязких эффектов над гравитационными наблюдается режим
сплошного заполнения, когда свободная поверхность полностью перекрывает бо-
ковые полости. Увеличение гравитационных эффектов приводит к режиму сте-
кающего по центральному телу слоя. В этом случае жидкость стекает по стенке
центрального тела, достигает дна, а затем заполняется остальная часть ёмкости.
Увеличение инерционных эффектов приводит к формированию струи и в даль-
нейшем – к режиму стекания по внешним стенкам боковых полостей. Проведен
анализ кинематики режимов заполнения. Показано, что в режиме сплошного за-
полнения реализуется одномерное течение в боковых полостях и двумерное – в
окрестности обтекания центрального тела, в остальных режимах образуются за-
стойные зоны в окрестности дна. Исследован характер массораспределения жид-
кости внутри ёмкости. В режиме сплошного заполнения проявляется фонтани-
рующий характер течения, а в остальных режимах порции жидкости распределя-
ются параллельными слоями. Проведен анализ деформации элементов жидкости в
процессе заполнения. Наибольшим деформациям элементы жидкости подверга-
ются в режиме сплошного заполнения. Построена диаграмма распределения ре-
жимов в зависимости от числа Рейнольдса и параметра W.
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In this paper, the filling of a plane reservoir, having a central rod, with a fluid under gravity is
studied. The flow is described by the Navier-Stokes and continuity equations. On the solid walls, the
no-slip boundary conditions are satisfied. The fluid with a fixed flow rate enters the reservoir
through the channel on the top. The problem is solved numerically using the control volume method
and SIMPLE procedure. The free surface location is determined using the PLIC-VOF method.
Mathematical formulation of the problem includes two non-dimensional parameters, namely, the
Reynolds number (Re) and the ratio of the gravity forces to the viscous forces in a fluid (W).

As a result, four regimes of the reservoir filling have been discovered. When viscous effects
dominate over gravitational effects, the regime characterized by draining all-over the lateral
grooves is observed, wherein the free surface completely overlaps the lateral grooves. An increase
in the gravitational effects leads to the regime characterized by draining down the central rod. In
this case, the fluid flows along the central rod walls, then reaches the bottom, and fills in the rest
part of the reservoir. Further increase in the inertial effects gives rise to the regime characterized
by draining as a jet, and, subsequently, to the regime of draining down the lateral grooves. The
kinematic characteristics of the flows are presented. It is shown that in the case of draining all-
over the lateral grooves, one-dimensional flow occurs in the lateral grooves and two-dimensional
flow occurs in the vicinity of the central rod. In other regimes, dead zones are formed in the
vicinity of the bottom. The behavior of the fluid mass distribution over the reservoir is studied. In
the regime of draining fluid all-over the lateral grooves, a fountain flow is observed, and in other
regimes, the portions of the fluid are distributed in parallel layers. The deformation of the fluid
portions during the filling is analyzed. The diagrams illustrating the reservoir filling regimes are
presented at various values of Reynolds number and parameter W.
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ОСОБЕННОСТИ КОНВЕКТИВНЫХ ТЕЧЕНИЙ
СЛОЖНЫХ ПО СОСТАВУ ЖИДКОСТЕЙ В ТОНКИХ ПОЛОСТЯХ1

При движении жидкостей по микроканалам возникают явления, наблюдаю-
щиеся только на этих масштабах. Эксперименты показывают, что парадоксы
наиболее ярко начинают проявляться при движении сложных по составу
жидкостей. Это могут быть молекулярные смеси, многокомпонентные рас-
плавы металлов или коллоидные растворы. Общая особенность рассматри-
ваемых процессов состоит в том, что при формировании массопереноса в
подобных полостях решающим является фактор взаимодействия жидкости с
границами. Обсуждаемые явления изначально были обнаружены экспери-
ментально, и долгое время отсутствовало их теоретическое объяснение.
В настоящее время они подробно изучены и имеют количественное описание.

Ключевые слова: концентрационная конвекция, термодиффузия, свобод-
ная поверхность, термо- и концентрационно капиллярные эффекты,
адсорбционно-десорбционные процессы.

Тепловая конвекция в ячейке Хеле-Шоу

Исторически одной из первых геометрий в гидродинамике, которая позволила
значительно сузить класс разрешенных движений при уменьшении одного из ха-
рактерных размеров полости стала так называемая ячейка Хеле-Шоу. В настоящее
время этот термин применяется довольно широко. В нашем случае рассматрива-
ется полость в форме прямоугольного параллелепипеда с вертикальными широ-
кими гранями, которая подогревается снизу. Применительно к тепловой конвек-
ции приближение Хеле-Шоу подразумевает, что толщина зазора d между широ-
кими гранями много меньше длины l и высоты полости h. Течение в ячейке Хеле-
Шоу остается трехмерным в том смысле, что поля, характеризующие конвектив-
ное движение, зависят от всех трех координат [1]. Упрощение касается только ха-
рактера движения. В силу подогрева снизу в полости реализуются течения, линии
тока которых лежат в плоскости широких граней. Далее представим картину дви-
жения для полости с соотношением сторон h = 40 мм, l = 20 мм, d = 2 мм [2, 3].
Численное моделирование проводилось двумя разными методами: конечных раз-
ностей и Галеркина – Канторовича на основе уравнений тепловой конвекции в
приближении Буссинеска [4]. Оба подхода показали хорошее согласие с экспери-
ментом при описании ламинарно-турбулентного перехода вплоть до нерегуляр-
ных колебательных течений с весьма сложным по структуре спектром. Не вдава-
ясь в детали расчета, опишем последовательность возникающих течений с ростом
управляющего параметра – числа Рэлея (рис. 1).

                                                          
1 Работа выполнялась под патронажем Правительства Пермского края в рамках программы финансо-
вой поддержки научных школ «Пермская школа гидродинамики» (грант № С-26/788).
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Рис. 1. Вид со стороны прозрачных широких граней: a, b – одновихревое
и двухвихревое стационарное течение: ∆Ra = 0.9−1.5, 1.5−1.9; c – авто-
колебательный пульсационный режим: ∆Ra = 1.9−2.1, d – регулярный
автоколебательный четырехвихревой режим с перезамыканием угловых
вихрей ∆Ra = 2.1−3.2 [2]. Здесь ∆Ra – интервал для числа Рэлея, которое
было определено через полутолщину ячейки. Сверху представлены ре-
зультаты расчетов, внизу – экспериментальные фотографии. Экспери-
мент проводился на трансформаторном масле, визуализация осуществ-
лялась с помощью алюминиевой пудры (Бабушкин И.А. [2, 3])
Fig. 1. The view from the wide transparent boundaries: (a), (b) one- and two-
vortex steady flow at ∆Ra = 0.9−1.5, 1.5−1.9, respectively, (c) self-oscillating
pulsation regime at ∆Ra = 1.9−2.1, and (d) regular self-oscillating four-vortex
regime with reunification of corner vortices at ∆Ra = 2.1−3.2 [2]. Here ∆Ra is
the variation interval for Rayleigh number defined on the basis of semi-
thickness of a cell. The calculated results are presented on top, and the ex-
perimental photos, below. The experiment was conducted using a transformer
oil. The aluminum powder was used for visualizing (Babushkin I.A. [2, 3])

Вследствие нагрева снизу сначала при малых числах Рэлея (Ra < 0.9) в полости
имеет место состояние механического равновесия. Затем при увеличении числа Рэ-
лея в результате потери устойчивости в жидкости устанавливается одновихревое
стационарное течение (рис. 1, a). При определенном числе Рэлея оно опять теряет
устойчивость и возникает двухвихревое течение (рис. 1, b). С ростом надкритично-
сти этот режим сменяется колебательным течением в виде пульсаций углового вих-
ря на фоне основного одновихревого течения (рис. 1, c). Данное автоколебательное
течение характеризуется тремя основными стадиями. Сначала на фоне одновихре-
вого течения в углу полости зарождается небольшой угловой вихрь с противопо-
ложной закруткой. Затем он начинает расти и достигает в высоту примерно 1/3 раз-
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меров полости. Далее увеличение углового вихря прекращается, и он поглощается
основным течением. После этого процесс повторяется. Пульсационный режим су-
ществует в довольно узком интервале чисел Рэлея. Он сменяется на более грубое по
динамической классификации течение в виде колебательного четырехвиревого
движения с переменным перезамыканием угловых вихрей (рис. 1, d). С ростом чис-
ла Рэлея (Ra > 3.2) спектральный состав этого течения становится все сложнее и
сложнее, но визуально оно все равно выглядит примерно так же, как на рис. 1, d.
Главной особенностью всех этих течений является то, что даже при больших значе-
ниях надкритичности, когда четырехвихревой режим с перезамыканием угловых
вихрей становится нерегулярным, все равно движение с высокой степенью точно-
сти можно считать двумерным в плоскости широких граней.

Таким образом, приближение Хеле-Шоу сильно упрощает класс возможных
конвективных движений и позволяет проследить за ламинарно-турбулентным пе-
реходом, не выходя за рамки приближения плоских траекторий. Тем не менее,
при внимательном рассмотрении можно увидеть, что уменьшение одного из ха-
рактерных размеров полости в гидродинамике до предельного состояния, когда
этот размер становится много меньше двух других, далеко не всегда приводит к
упрощению задачи. Более того, довольно часто это приводит к абсолютно проти-
воположному результату. А именно, задача от этого становится кардинально
сложнее.

Натекание слоев смешивающихся жидкостей
в тонкой прямоугольной полости

Пусть теперь такая же полость в виде прямоугольного параллелепипеда одно-
родна по температуре, но, по-прежнему, находится в статическом поле тяжести.
Изменим постановку эксперимента и сформируем неоднородное по плотности на-
чальное состояние иначе. Кювета в вертикальном положении наполовину запол-
няется некоторой жидкостью с плотностью ρ2, а затем поверх нее аккуратно без
перемешивания наливается другая жидкость с меньшей плотностью ρ1 и близкой
по своему значению вязкостью. В результате создается двухслойная система с ус-
тойчивой стратификацией. Затем полость быстро переворачивают на широкие
грани, и начинается процесс взаимного вытеснения жидкостей. Этот процесс схе-
матически изображен на рис. 2.

Посередине штрихом на верхней и нижней широких гранях нанесены линии
раздела жидкостей в начальный момент времени. Стрелки указывают направле-
ние движения фронтов вытеснения. На твердых границах полости равна нулю
нормальная компонента потока вещества. Задача изотермическая, поэтому дан-
ный поток является только диффузионным, в результате чего имеем на стенках
∂C/∂n|Γ = 0. Также должно выполняться обычное для тепловой конвекции условие
равенства нулю полной скорости v|Γ = 0. В описываемых экспериментах исполь-
зовались взаиморастворимые жидкости, поэтому некая граница раздела между
средами задавалась только в начальный момент времени. В любой другой момент
времени она естественным образом размывалась за счет диффузии и конвективно-
го массопереноса, так что в ходе численного моделирования во всем объеме ис-
пользовался метод сквозного счета. Иными словами, как таковых, граничных ус-
ловий между жидкостями ставить не требовалось.
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Рис. 2. Движение фронтов взаимного вытеснения жидкостей и обра-
зование валиковых концентрационно-конвективных структур в при-
граничных областях в результате неустойчивости Рэлея – Тэйлора
Fig. 2. The motion of the fronts of mutual displacement for a pair of fluids
and the formation of roller convective structures of the component con-
centration near the boundaries as a result of Rayleigh – Taylor instability

Возникающие вследствие условия прилипания приграничные к горизонталь-
ным широким граням клинообразные области являются источником конвектив-
ной неустойчивости. Это остатки старой жидкости, которые за счет условия при-
липания не в состоянии оттесниться фронтом другой жидкости к торцам полости.
В результате у верхней твердой грани имеем тонкий клин тяжелой жидкости над
легкой, а вблизи нижней пластины, наоборот, тяжелая жидкость натекает на тон-
кий клин легкой. Таким образом, в пристенных областях возникает неустойчи-
вость Рэлея – Тэйлора, порождающая систему продольных валов, характеристики
которых сложным образом изменяются в пространстве и во времени.

В теории тепловой конвекции под неустойчивостью Рэлея – Тейлора понима-
ют развитие деформаций поверхности раздела жидкостей либо газов с различны-
ми плотностями в поле тяжести, когда слой более плотной среды изначально на-
ходится над слоем менее плотной. В случае, когда в начальном состоянии поверх-
ность раздела перпендикулярна вектору силы тяжести, любое сколь угодно малое
возмущение поверхности раздела нарастает с течением времени. А именно, уча-
стки более плотной среды, оказавшиеся случайным образом ниже средней грани-
цы раздела, будут продолжать опускаться в менее плотной среде, а участки менее
плотной среды, оказавшиеся выше начальной границы раздела, продолжат всплы-
вать в более плотной среде. Такое взаимное проникновение ведет к уменьшению
потенциальной энергии системы, достигающей минимума, когда слои полностью
меняются местами. В результате система приходит в состояние устойчивого рав-
новесия.

В описываемых экспериментах полость имела следующие размеры: d = 4 мм,
L = 24 мм, H = 80 мм [5]. Оказалось, что фактически та же самая тонкая полость
(L, H >> d) демонстрирует качественно более сложное конвективное поведение
даже в случае изотермических условий. Система уравнений концентрационной
конвекции решалась численно методом конечных объемов в размерной форме в
пакете OpenFOAM. Результаты прямого 3D-численного моделирования представ-
лены на рис. 3 (тяжелая жидкость – 20 % водно-солевой раствор, легкая жидкость
– чистая вода). Исходная разность плотностей в расчете и эксперименте составля-
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ла ∆ρ = 0.02 г/см3. В начальный момент времени распределение примеси модели-
ровалось либо функцией Хевисайда, либо функцией ошибок. Остальные
параметры имели такие значения: коэффициент концентрационного изменения
плотности βс = 0.1, кинематическая вязкость ν = 10−6 м2/с, коэффициент диффузии
D = 10−9 м2/с, температуропроводность смеси χ = 10−9 м2/с.

На рис. 3 видны продольные пальцеобразные структуры, которые вытягивают-
ся по мере продвижения фронтов. В [7] было показано, что расчетная длина вол-
ны и время зарождения концентрационно-конвективных структур в пригранич-
ных областях хорошо согласуются с экспериментом.

Рис. 3. Вид сверху. Вверху – теория (сечение на расстоянии 0.5 мм от
верхней грани, t = 6 c) [6], внизу – экспериментальная интерферо-
грамма (Мошева Е.А., Мизев А.И. [5]). Результаты расчета показаны
только для правой половины полости, масштаб по y изменен. Сере-
дина полости в эксперименте показана меткой сверху.
Fig. 3. The view from above. The top figure is the theory (a cross-section
at a distance of 0.5 mm from the top boundary, t = 6 s) [6], the lower fig-
ure is an experimental interferogram (Mosheva E.A., Mizev A.I. [5]). The
calculated results are shown only for the right half of the cavity; the scale
of y-axis is changed. The middle of the cavity is indicated with a black la-
bel on top
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Процесс характеризуется определенной степенью хаотизации, что отражается
на картине течения в виде появления редких дислокаций по мере удлинения кон-
центрационно-конвективных валиков. Существенная трехмерность течения по-
требовала использования достаточно большого числа расчетных ячеек во всех
трех измерениях 159:55:103 (x, y, z).

Можно заметить, что в опыте была взята фактически та же самая полость, но
как только вблизи широких границ за счет вязкого трения сформировались круп-
ные по площади области с неустойчивой стратификацией, так сразу картина дви-
жения во всем объеме стала чрезвычайно сложной. Неустойчивость фронта вы-
теснения породила эволюционирующие концентрационно-конвективные структу-
ры во всем объеме, для адекватного описания которых сразу потребовалось тру-
доемкое трехмерное численное моделирование.

Термодиффузионное разделение молекулярных смесей
в конвективной петле

Удивительно, но при активном взаимодействии с твердыми границами слож-
ное временнóе поведение можно наблюдать даже в случае одномерного движения
жидкости. Рассмотрим теперь циркуляцию двухкомпонентной молекулярной сме-
си в длинных по вертикали связанных каналах (рис. 4.а). Конвективная система
нагревается снизу так, что на ее вертикальных границах формируется линейное
распределение температуры. Первая рабочая жидкость в экспериментах (Глухов
А.Ф. [8], 1992 г.) представляла собой смесь четыреххлористого углерода CCl4
в декане C10H22. Заметим, что число Прандтля для чистого декана равно Pr = 15.
В свою очередь четыреххлористый углерод в несущей жидкости играет роль тя-
желой примеси и характеризуется положительной термодиффузией. Число
Шмидта Sc = ν/D > 1000. Экспериментальные данные были получены для 5–15 %
растворов четыреххлористого углерода в декане. Однако термодиффузионные
свойства этой смеси до сих пор детально не изучены. Повторные более поздние
эксперименты [9, 10] проводились с водными растворами сульфата натрия Na2SO4
(тяжелая примесь). Термодиффузионные свойства этой смеси хорошо известны.
Параметр разделения смеси положителен и равен ε = 0.36, число Шмидта
Sc = 2100. Каналы имели квадратное сечение, толщина и высота которых в экспе-
риментах были равны d = 3.2 мм; h = 50 мм. В опытах было обнаружено, что при
малых значениях разности температур в жидкости имеет место состояние меха-
нического равновесия. С ростом градиента температуры равновесие теряет устой-
чивость и возникают колебания, форма которых резко меняется от синусоидаль-
ной до прямоугольной при совсем небольшом увеличении надкритичности. На-
блюдаемое поведение во времени подразумевает сначала длительное стационар-
ное одномерное движение жидкости, потом довольно быструю остановку и резкое
возникновение циркуляционного течения с противоположной закруткой. В на-
стоящее время эти П-образные колебания называются перебросовыми (рис. 5).
Удивительно, но далее, при еще более высоких надкритичностях, опять имеет ме-
сто монотонное одномерное циркуляционное течение, которое остается устойчи-
вым вплоть до очень больших значений теплового числа Рэлея.

Таким образом, вблизи порога устойчивости механического равновесия би-
нарный молекулярный раствор, характеризующийся положительной термодиффу-
зией, ведет себя неожиданно с точки зрения теории конвективной устойчивости.
Отметим дополнительно, что в случае чистых жидкостей никаких колебаний
вблизи порога устойчивости механического равновесия не наблюдалось.
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Рис. 4. Связанные каналы в медном массиве (а); схематичное пред-
ставление о перераспределении компонентов смеси в процессе движе-
ния (б). Левый канал постепенно обогащается тяжелым компонентом,
правый – обедняется. Черные стрелки поперек канала демонстрируют
направления термодиффузионных потоков тяжелой примеси в кана-
лах, оттенками серого показаны распределения температурных полей
вследствие подъемного или опускного течения. Белые стрелки указы-
вают направление движения в канале. Индексы r и l у полей концен-
трации, температуры и скорости отвечают правому и левому каналам
Fig. 4. Connected channels in a copper array (а); Schematic representation
of the redistribution of mixture components during the motion (b). The left
channel is gradually enriched with a heavy component, while the right one
is depleted. The black arrows across the channel show the directions of the
thermal diffusion fluxes of a heavy impurity in the channels; the color
background demonstrates the temperature field distribution due to the up-
ward or downward flow. The white arrows indicate the direction of motion
through the channel. The indices r and l for concentration, temperature, and
velocity fields correspond to the right and left channels, respectively

Объяснение подобной аномалии опять основывается на учете специфического
взаимодействия движущейся жидкости с длинными вертикальными стенками ка-
налов, вдоль которых происходит движение. При внимательном рассмотрении
выяснилось, что описанные эффекты наблюдаются в каналах с высокотеплопро-
водными металлическими границами. В ходе прямого численного моделирования
на основе уравнений термоконцентрационной конвекции [11] использовался ме-
тод, представляющий собой комбинацию методов Галеркина и конечных разно-
стей [9, 10]. В процессе расчета влиянием горизонтальных перемычек пренебре-
галось, а само движение по вертикальным каналам считалось одномерным и опи-
сывалось пуазейлевым профилем (схематичное изображение, рис. 4, б).

Оказалось, что в канале с подъемным движением в поперечном сечении воз-
никают термодиффузионные потоки тяжелого компонента к относительно более
холодным боковым границам полости, в результате чего пристеночные слои обо-
гащаются примесью. В то же время элементы жидкости, быстродвижущиеся
вдоль оси канала, теряют примесь и становятся легче. Поднявшись вверх, эти
элементы жидкости сначала охлаждаются, проходя мимо холодного теплообмен-
ника, а затем попадают в канал с опускным течением.
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Рис. 5. Форма перебросовых колебаний в молекулярных растворах
при нормальной термодиффузии. Результат численного моделирова-
ния: скорость (вверху) и температура (внизу) в середине канала как
функции времени
Fig. 5. Shape of the “flop-over” oscillations in molecular solutions for the
case of normal thermal diffusion. The numerical simulation results: ve-
locity (the top figure) and temperature (the lower figure) in the middle of
the channel as a function of time

В этом канале опять возникают термодиффузионные потоки в поперечном се-
чении, но они ориентированы в противоположном направлении от более горячих
боковых стенок к оси канала. Таким образом, более холодный элемент жидкости в
ходе опускного движения высасывает из пристенных слоев примесь, обогащается
тяжелым компонентом и переносит его в канал с подъемным течением. В какой-
то момент времени в канале с подъемным течением накапливается достаточное
количество тяжелого компонента, движение останавливается и возникает течение
с противоположной закруткой. Характерный горизонтальный градиент темпера-
туры, зафиксированный термопарами, равен θ/d = 3 К/см (рис. 4, b). В то время
как характерный вертикальный градиент температуры существенно меньше и со-
ставляет Θ/h = 0.3 К/см (Θ = T2 – T1). Время разделения смеси в горизонтальном
сечении d 2/D ~ 1 ч, что соответствует по порядку величины времени одного пере-
броса, а время разделения вдоль вертикали: h2/D ~ 100 ч. Неоднородности кон-
центрации, индуцируемые термодиффузией в поперечном сечении, являются
следствием теплового взаимодействия с боковыми границами каналов. Таким об-
разом, несмотря на то, что в данной задаче неоднородности плотности вызваны
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другими причинами (термодиффузией), тем не менее у двух последних рассмат-
риваемых примеров имеется некая общность в виде похожих принципов генера-
ции гидродинамической неустойчивости. В обоих случаях существенным являет-
ся взаимодействие жидкости с боковыми стенками полости. Каналы имеют малую
толщину, поэтому неоднородности плотности, генерируемые вблизи твердых гра-
ниц, достаточны, чтобы вызвать неустойчивость во всем объеме.

Термодиффузионное разделение феррожидкостей в конвективной петле

Как уже было отмечено выше, в работах [9, 10] была установлена ключевая
роль положительной термодиффузии в бинарных молекулярных растворах при
формировании специфических перебросовых колебаний в связанных каналах при
подогреве снизу в области малых надкритичностей. Принципиальным здесь ока-
зывается то, что управляющим механизмом является не термодиффузионное раз-
деление вдоль вертикали с продольным неустойчивым распределением по плот-
ности, которое гидродинамическая система не в состоянии породить за разумное
время. В нашем случае разделение смеси идет в динамике (когда жидкость дви-
жется) за счет термодиффузионного взаимодействия смеси с длинными верти-
кальными стенками каналов.

Удивительно, но позднее было выявлено подобие конвективных явлений в мо-
лекулярных бинарных смесях, которые характеризуются положительной термо-
диффузией, и феррожидкости на основе керосина. Феррожидкость представляет
собой коллоидный раствор феррочастиц нанометровых размеров в некоторой не-
сущей среде, роль которой, как правило, играет керосин или трансформаторное
масло [12]. Оказалось, что период перебросов в феррожидкости заметно превы-
шает таковой в молекулярных бинарных растворах и не зависит от концентрации
частиц для того диапазона, который имел место в опытах, а форма колебаний бо-
лее П-образная. Предложенная в [13] теоретическая модель феррожидкости как
коллоидного раствора со сложным носителем позволила объяснить результаты
опытов. Согласно этой модели, неоднородно нагретый керосин как сложная среда
разделяется вследствие термодиффузии подобно тому, как это было в молекуляр-
ных растворах. В то же время считается, что слабая седиментация феррочастиц
должна порождать с ростом концентрации частиц специфическое действие в виде
увеличения частоты перебросовых колебаний. С другой стороны, вязкость и, как
следствие, число Прандтля тоже увеличиваются с ростом концентрации, что дает
обратный эффект в виде уменьшения частоты колебаний. В результате эти два
фактора компенсируют друг друга и период перебросовых колебаний при добав-
лении феррочастиц в несущую жидкость остается неизменным, что было зафик-
сировано экспериментально и подтверждено прямым численным моделированием
[13]. Таким образом, в своей основе теоретическая модель, объясняющая сущест-
венно нелинейные перебросовые колебания в феррожидкости, остается прежней.
А именно, причина перебросов заключается в термодиффузионном взаимодейст-
вии многокомпонентной жидкости-носителя с высокотеплопроводными стенками
подогреваемой снизу конвективной петли. Дополнительные эксперименты с керо-
сином и трансформаторным маслом без примеси феррочастиц показали наличие
перебросовых колебаний в конвективной петле при малых надкритичностях, что
еще раз подтвердило описанную выше теоретическую модель.

Тем не менее известно, что наночастицы в неоднородно нагретой жидкости-
носителе тоже имеют свойство перемещаться под действием приложенного гра-
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диента температуры. Это движение наночастиц, направленное  противоположно
градиенту температуры, в большинстве ситуаций имеет термофоретическую при-
роду, но в западной литературе все равно это явление чаще всего называется тер-
модиффузией. Эксперименты показывают, что параметр разделения для наножид-
костей по величине, как правило, оказывается довольно большим. Поэтому не-
смотря на то, что все феррожидкости сильно отличаются друг от друга по своим
свойствам, полностью игнорировать эффект термодиффузии частиц нельзя.
В экспериментальной работе [14] было показано, что если взять наножидкость на
основе однородной среды, то перебросовые колебания в такой смеси тоже наблю-
даются. Для того чтобы отделить явления, связанные с многокомпонентностью
несущей жидкости, от эффектов, порождаемых наночастицами, авторами в упо-
мянутой выше работе [14] ферроколлоидный раствор был изготовлен на основе
однородного ундекана. Период перебросов при надкитичности μ ≈ 2 по порядку
величины оказался приблизительно равен 45 мин, т.е. заметно меньше чем в фер-
рожидкости на основе керосина, там период составлял 1−1.5 ч. Несмотря на то,
что в ундекане физической причиной разделения смеси может быть только тер-
модиффузия наночастиц, но не термодиффузия молекулярных компонентов, схо-
жее специфическое поведение во времени в виде Π-образных колебаний убеди-
тельно свидетельствует о подобии механики процессов массопереноса в конвек-
тивной петле. А именно, эффект разделения смеси начинает проявляться только в
ходе движения жидкости за счет термодиффузионного взаимодействия смеси с
длинными вертикальными высокотеплопроводными стенками каналов.

Разделение расплавов металлов в кварцевых и алундовых капиллярах

Еще одним примером превалирующего влияния границ на конвективное пере-
распределение компонентов в сложных по составу жидких смесях является разде-
ление жидких металлов с эвтектической диаграммой состояния в длинных капил-
лярах миллиметровой толщины. В исходных экспериментах [15, 16] с расплавами
металлов использовались алундовые или кварцевые капилляры диаметром
0.8−1.2 мм и высотой 40−220 мм. Опыты проводились с бинарными системами
Pb−Sn, Pb−Bi, Zn−Al, Al−Si, Bi−Sb, Cu−Cn. Известно, что в эвтектических систе-
мах температура солидификации меньше, чем у каждого из отдельных компонен-
тов. Так, для расплава Pb−Sn, с которым выполнялась бо́льшая часть эксперимен-
тов, точке эвтектики соответствует 38 % свинца и 62 % олова. Бинарные расплавы
приготавливались из чистых компонентов, состав которых надежно контролиро-
вался. Металлы перекладывались в открытый тигель, и при температуре, превы-
шающей точку ликвидуса для обоих элементов на 300–400 °C, расплав механиче-
ски перемешивался до однородного состояния. Сильный перегрев обеспечивал
полную растворимость компонентов друг в друге и предотвращал объединение
родственных атомов в кластеры. Далее расплав засасывался в обойму капилляров
без нарушения продольной сплошности образцов, так что длина жидких столби-
ков всегда существенно превышала диаметр. Затем капилляры аккуратно герме-
тизировались с торцов и ставились в вертикальном положении в печь при темпе-
ратуре выше точки плавления смеси (с перегревом приблизительно на 50 °C по
сравнению с точкой эвтектики). Также для выяснения природы явления неболь-
шая часть образцов помещалась в печь горизонтально. Через время 1–2 ч капил-
ляры доставались из печи и немедленно охлаждались. Алундовое или кварцевое
покрытие всегда легко удалялось и производилось исследование состава образцов
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в продольном и поперечном сечениях. Главным результатом опытов [15, 16] стало
обнаружение неожиданного эффекта в виде довольно сильного перераспределе-
ния компонентов расплава в продольном сечении образца, которое происходило
только в каналах, вертикально ориентированных в печи (в горизонтальных капил-
лярах распределение компонентов всегда оставалось однородным в пределах по-
грешности эксперимента). Один из компонентов (как правило, более тяжелый)
накапливался преимущественно в нижней части образца, в то время как более
легкий перемещался в верхнюю часть капилляра. Разница концентраций на тор-
цах могла достигать 10 – 20 %. Количественные данные по концентрации тяжело-
го компонента напоминали барометрическое распределение, поэтому в [16] было
сделано заключение о седиментационной природе эффекта разделения. Тем не
менее уже в работе [15] этими же авторами было отмечено, что на оседание не
только отдельных атомов, но даже целых конгломератов более тяжелого компо-
нента требуется гигантское время, измеряемое годами. Иными словами, аналити-
ческое решение седиментационной задачи  в виде барометрического распределе-
ния, хоть как-то совпадающее с экспериментальным, получается лишь в пределе
t → ∞.

Очевидно, что этот вывод находится в серьезном и неразрешимом противоре-
чии со всеми  наблюдениями, в ходе которых распределение, напоминающее экс-
поненциальное, устанавливается за характерное время равное 1–2 ч и далее прак-
тически не меняется с течением времени. Кристаллизация в обсуждаемых экспе-
риментах производилась практически мгновенно путем закалки, в результате бы-
строго погружения образцов в холодную воду, и всегда в опытах фиксировалось
непрерывное (гладкое) распределение тяжелого компонента по высоте, похожее
на барометрическое. Иными словами, образование продольной неоднородности
плотности в капилляре происходит в ходе выдержки образцов в печи, а не в мо-
мент закалки. Отсюда становится понятно, что объяснение крупномасштабного
регулярного осредненного массопереноса обоих компонентов вдоль капилляра во
время прогрева в печи должно основываться на законах механики сплошных сред
и неравновесной термодинамики.

Позднее эти эксперименты были воспроизведены и выполнен рентгенострук-
турный анализ образцов в поперечном сечении [17]. Оказалось, что измеренные в
капилляре зависимости концентрации компонентов от радиальной координаты
характеризуются большим разбросом данных, но демонстрируют явную тенден-
цию к уменьшению концентрации тяжелого компонента в направлении от оси ка-
нала к внешней границе на любой высоте среза. Процессы седиментации больших
кластеров и небольших конгломератов частиц отличаются по количественным ха-
рактеристикам, но ни тот, ни другой механизм, как показывают оценки, в бескон-
вективном приближении не могут привести к наблюдаемому в опыте специфиче-
скому распределению в поперечном сечении. Позднее разными авторами дела-
лись попытки «включить» в рассмотрение конвективный механизм переноса, но с
учетом условия прилипания на боковой поверхности даже при сильном подогреве
снизу интенсивность движения в каналах диаметром порядка 1 мм и длиной 50 –
200 мм оказывается ничтожно малой. С другой стороны, большинство атмосфер-
ных печей устроено так, что по нормативным характеристикам в них закладыва-
ется условие как можно более равномерного прогрева рабочего пространства. Из-
начально в [15, 16] как раз и предполагалось, что в рабочем пространстве печи
имеет место однородное распределение температуры по вертикали. Отклонения
температуры от некоторого реперного значения вдоль вертикальной координаты в
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соответствии с эксплуатационными характеристиками не выходили за рамки
± 5 °C. С точки зрения теплофизики понятно, что изменение температуры в этом
интервале должно представлять собой регулярную зависимость от вертикальной
координаты. И устранить эту неоднородность в атмосферной печи представляется
весьма проблематичным, так как в результате установления естественной страти-
фикации в верхней части рабочего пространства всегда образуется конвективная
шапка более горячего воздуха, что всегда соответствует условиям небольшого
подогрева сверху. Но в однородной по составу жидкости подогрев сверху отвеча-
ет абсолютно устойчивому состоянию [4] и гравитационная конвекция в этом
случае невозможна. Тем не менее в неоднородной жидкости сгустки одной из фаз,
как правило, могут существовать достаточно долго, так как характерное значение
коэффициента диффузии для жидкостей очень мало, поэтому даже при подогреве
сверху они все же могут оседать в более легкой несущей жидкости. Однако, если
жидкость хорошо перемешана, то неоднородности концентрации оказываются не-
существенными и скорость разделения при оседании небольших кластеров стано-
вится настолько низкой, что включение данного фактора в модель не позволяет
объяснить столь сильную концентрационную вилку на торцах капилляра.

Впервые количественное объяснение аномально быстрого и достаточно силь-
ного разделения бинарных эвтектических расплавов в вертикальных капиллярах
на основе закономерностей механики сплошных сред и неравновесной термоди-
намики было предложено в [18, 19]. В этих работах на основе уравнений межфаз-
ной гидродинамики [20] была построена физико-математическая модель и c ее
помощью было выполнено прямое численное моделирование процессов, ответст-
венных за крупномасштабный массоперенос компонентов смеси вдоль образца.
Разработанная модель основывалась на важном экспериментальном наблюдении,
согласно которому эффект разделения происходит в кварцевых или алундовых
капиллярах, но не наблюдается в точно таких же по размерам каналах, границы
которых изготовлены из тугоплавких металлов. Это наблюдение однозначно сви-
детельствует о том, что определяющим фактором в рассматриваемых процессах
должно быть взаимодействие расплава со стенками капилляра.

Для количественного описания эффекта разделения смеси жидких металлов на
компоненты было сделано предположение о совместном действии адсорбционно-
десорбционного и термокапиллярного механизмов переноса. Как уже подчерки-
валось выше, на вертикальных стенках рассматриваемого капилляра, вследствие
особенностей процессов теплообмена в печи, устанавливается градиент темпера-
туры, направленный вертикально вверх. В рамках неравновесной термодинамики
этот градиент температуры играет роль термодинамической силы. Считается, что
в силу специфики используемого в экспериментах материала капилляра (алунда
или кварцевого стекла), на вертикальных гранях имеет место условие полного не-
смачивания. На образованной таким образом вертикальной нагреваемой сверху
границе раздела возникает температурная неоднородность поверхностной энер-
гии, которая приводит к термокапиллярному эффекту. Дополнительно в модели
потребовалось учесть эффекты адсорбции и десорбции, за счет которых поверх-
ностно-активный компонент частично выталкивается на поверхность. Термока-
пиллярная сила порождает регулярное опускное движение вдоль поверхности, ко-
торое приводит к конвективному переносу поверхностно-активного компонента в
том же направлении. Этот компонент накапливается в нижней части капилляра и
вследствие эффекта десорбции проникает обратно в объем, после чего в меньшем
количестве переносится обратно вверх слабым возвратным подъемным течением
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вдоль оси канала. Расчеты показывают, что скорость подъемного течения в объе-
ме значительно ниже, чем у опускного движения вдоль поверхности, в результате
чего тяжелый компонент постепенно аккумулируется вблизи нижнего торца.

Очевидно, что центральным пунктом в описанной выше модели является ис-
пользование краевого условия полного несмачивания на границах капилляра. Это
положение требует физического обоснования. Действительно, алунд и кварцевое
стекло специфически контактируют с жидкими металлами за счет большой раз-
ницы в энергии межчастичного взаимодействия. Известно [21], что условием хо-
рошей смачиваемости поверхности является превосходство ван-дер-ваальсового
взаимодействия твердой границы с жидкостью над силами межчастичного взаи-
модействия внутри самой жидкости. В результате на низкоэнергетических по-
верхностях, коими являются алунд и кварцевое стекло, должно наблюдаться не-
полное смачивание в зависимости от выбранной жидкости. Если роль жидкости
играет расплав металла, то эффект несмачиваемости проявляется наиболее силь-
но. Это предположение косвенно подтверждается экспериментами с образцами
при разной температуре выдержки в печи, в ходе которых было показано, что с
ростом абсолютной температуры эффект разделения становится слабее.

В действительности в алундовых и кварцевых капиллярах на границе раздела
имеет место более сложная картина, чем полное несмачивание. Границы капилля-
ров указанных материалов характеризуются определенной степенью шероховато-
сти. Мельчайшие пузырьки газа оказываются запертыми в порах нанометровых
размеров, на которых имеет место свободная поверхность. Эти поры непрерыв-
ным образом в случайном порядке покрывают всю поверхность. На таких порах
возникает термокапиллярная сила, которая среднестатистически движет поверх-
ностно-активный компонент. Теоретическое описание подобного движения воз-
можно [22, 23], но требует специальных граничных условий, в которые должны
входить характеристики смачиваемости алунда, количественные данные о гео-
метрии пор, их распределении на поверхности и т.д. На сегодняшний день подоб-
ные данные для алунда или кварца не известны. По этой причине использовать
более точные и физически обоснованные краевые условия на границе раздела ме-
жду расплавом и твердой поверхностью не имеет смысла, так как подгоночных
параметров в этом случае будет только больше. Таким образом, модель полной
несмачиваемости на поверхности раздела расплав – твердая граница вполне при-
емлема для описания механики осредненного движения поверхностного слоя. Как
оказалось из результатов расчета, полученная картина явления неплохо согласу-
ется со всеми экспериментальными данными, имеющимися на сегодняшний день.

Система уравнений межфазной гидродинамики решалась методом конечных
разностей. Алгоритм был разработан в соответствии с явной схемой решения
уравнений в частных производных и основан на двухполевой методике [24]. В хо-
де расчетов использовался метод установления. Компьютерный код был реализо-
ван на языке программирования FORTRAN-90. Система уравнений решалась на
суперкомпьютере «ПГУ–Тесла» Научно-образовательного центра Пермского го-
сударственного национального исследовательского университета «Параллельные
и распределенные вычисления». При проведении численного моделирования
осуществлялась периодическая запись искомых полей на диск, что позволяло ко-
личественно анализировать структуру полей и эффект разделения в каждый мо-
мент времени.

Сначала расчеты были проведены для плоского канала с учетом только термо-
капиллярной силы на свободной поверхности и адсорбционно-десорбционного
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обмена поверхностно-активным компонентом между объемом и поверхностью
[22]. Затем модель была усложнена путем добавления в уравнения концентраци-
онно-капиллярного механизма [23]. Наиболее приближенные к эксперименту ре-
зультаты расчета для цилиндрического капилляра с учетом всех вышеперечис-
ленных факторов в случае осесиметричной постановки были получены в работе
[25]. Пример расчета полей концентрации, функции тока и температуры для ци-
линдрического канала приведен на рис. 6.

Рис. 6. Поля объемной концентрации
(a), функции тока (b) и температуры
(c) в момент времени t = 104 (время
измерялось в вязких единицах, r –
радиальная координата). Безразмер-
ные параметры имели следующие
значения: RaT = 0.015, RaC = 0.05
(тепловое и концентрационное числа
Рэлея), k+ = 2⋅10−5, k– = 6⋅10−3 (пара-
метры адсорбции и десорбции),
Sc = 300, Scs = 180 (объемное и по-
верхностное числа Шмидта),
MaT = 0.8, MaΓ = 0.4 (тепловое и кон-
центрационное числа Марангони),
Pr = 0.045 (число Прандтля), H = 30
(безразмерная высота канала), Де-
мин В.А., Петухов М.И., 2018

Fig. 6. The fields of (a) volume con-
centration, (b) stream function, and (c)
temperature at the time instant of t = 104

(the time is measured in terms of vis-
cous units, r is the radial coordinate).
Non-dimensional parameters are speci-
fied as follows: RaT = 0.015, RaC = 0.05
(the thermal and concentration Rayleigh
numbers), k+ = 2⋅10−5, k– = 6⋅10−3 (the
parameters of adsorption and desorp-
tion), Sc = 300, Scs = 180 (the volume
and surface Schmidt numbers),
MaT = 0.8, MaΓ = 0.4 (the thermal and
concentration Marangoni numbers),
Pr = 0.045 (the Prandtl number), H = 30
(the non-dimensional height of the
channel), Demin V.A., Petukhov M.I.,
2018



Особенности конвективных течений сложных по составу жидкостей в тонких полостях 101

Следует отметить, что численное моделирование выполнялось для реальных
значений материальных параметров, и оно показало, что в процессе разделения
устанавливается ожидаемый перепад концентрации компонентов ( ~ 20 %) и это
хорошо согласуется с экспериментальными данными [15, 16]. Также из рис. 6
видно, что конвективный перенос порождается приповерхностными силами, но
охватывает, в конечном счете, весь капилляр. Как и в экспериментах, наиболее
сильные неоднородности концентрации формируются в нижней части капилляра,
где накапливается тяжелый компонент смеси. Данный эффект объясняется тем,
что опускное течение вдоль поверхности относительно быстро конвективно пере-
мещает примесь к нижнему торцу капилляра, а затем за счет десорбции она воз-
вращается обратно в объем. Особенно хорошо согласуется с экспериментом про-
дольное распределение объемной концентрации, которое практически является
экспоненциальным за исключением торцов капилляра, на которых ставились мо-
дельные граничные условия. Термокапиллярная сила генерирует опускное тече-
ние на свободной поверхности, в то время как концентрационно-капиллярный ме-
ханизм является скорее вторичным. Действуя в противоположном направлении,
концентрационно-капиллярная сила вносит существенный позитивный вклад в
распределение концентрации в объеме, делая его менее градиентным. Распреде-
ление приобретает более гладкий, «барометрический» вид, что хорошо согласует-
ся с опытом. Характерная «концентрационная вилка» для максимума и минимума
концентраций в объеме, иллюстрирующая процесс разделения смеси в зависимо-
сти от времени изображена на рис. 7.
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Рис. 7. Максимальное (1) и минимальное (2) значения поля
объемной концентрации в зависимости от времени

Fig. 7. (1) Maximum and (2) minimum values of the field
of volume concentration versus time
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Полученный результат качественно и количественно повторяет подобные за-
висимости, представленные в [15, 16]. При достижении момента времени порядка
12000 безразмерных единиц (примерно 1 ч при переходе к размерным единицам)
система практически полностью выходит на стационарный режим. Заметим, что
окончательный профиль функции тока, а также профиль поверхностной концен-
трации формируются гораздо быстрее, чем профиль объемной концентрации.

Еще одним убедительным аргументом в пользу разработанной теории является
объяснение и расчет эксперимента, результаты которого ранее казались вообще
необъяснимыми. Один из опытов показал, что в результате высокотемпературно-
го разделения бинарного расплава алюминий – кремний в вертикальном канале
тяжелый компонент (кремний) может перераспределиться в верхнюю часть ка-
пилляра, а более легкий (алюминий), – наоборот, в нижнюю. Изначально каза-
лось, что здесь нет никакого противоречия, так как в твердом состоянии алюми-
ний имеет бо́льшую плотность, нежели кремний.

Однако в расплавленном состоянии при выдержке в печи выше точки ликви-
дуса уже кремний становится более тяжелым, и именно в это время происходит
постепенное разделение смеси на компоненты. Таким образом, в расплавленном
состоянии более тяжелый компонент накапливается в верхней части капилляра,
что является неустойчивым состоянием с точки зрения теории конвективной ус-
тойчивости. Это как если бы в поле тяжести математический маятник постепенно
стремился бы занять перевернутое вертикальное положение. Оказалось, что в за-
висимости от того, какой компонент является поверхностно-активным, уравнения
межфазной гидродинамики вполне допускают и такое аномальное, на первый
взгляд, распределение вещества по плотности [26]. Как было подтверждено в этой
работе, движущей силой, отвечающей за стратификацию в рассматриваемом
классе задач, является не сила тяжести, а термокапиллярный механизм, который
работает вдоль несмачиваемой поверхности канала в противоположном направ-
лении к вектору ускорения свободного падения. Описанные эффекты оказывают-
ся заметными только в тонких капиллярах диаметром порядка 1 мм. При увеличе-
нии диаметра канала количество поверхностно-активного компонента на поверх-
ности становится несущественным по отношению к общей массе вещества в объ-
еме и взаимодействие с границами полости приобретает вторичный характер по
отношению к объемным силам.

Выводы

Обобщая приведенные выше данные по движению жидкостей в тонких кана-
лах, можно сделать некоторое заключение. Оно касается общих причин возникно-
вения конвективной неустойчивости при движении сложных по составу жидко-
стей в тонких полостях и каналах, несмотря на различие в природе взаимодейст-
вия смесей с границами полости. Как было продемонстрировано в обзоре, это мо-
гут быть вязкие касательные напряжения на твердой широкой границе, термо-
диффузионные потоки в неоднородных по составу жидкостях, направленные к
границам высокой теплопроводности или адсорбционно-десорбционные явления
вблизи свободной границы. Иными словами, вне зависимости от типа взаимодей-
ствия жидкости с границами, как только количество жидкости, участвующее во
взаимодействии с границей, становится сравнимым с полным объемом жидкости
и условия эксперимента порождают ту или иную неустойчивость, так сразу сле-
дует ожидать возникновение каких-то особенностей в гидродинамическом пове-
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дении. Подобное поведение может наблюдаться только в полостях, когда один из
характерных размеров несопоставимо меньше двух других, притом, что сама гид-
родинамическая система остается макроскопической.

ЛИТЕРАТУРА

 1. Любимов Д.В., Путин Г.Ф., Чернатынский В.И. О конвективных движениях в ячейке
Хеле–Шоу // Докл. АН СССР. 1977. Т. 235. № 3. С. 554−556.

 2. Бабушкин И.А., Демин В.А. Экспериментальное и теоретическое исследование переход-
ных конвективных режимов в ячейке Хеле-Шоу // Изв. РАН. Механика жидкости и га-
за. 2006. № 3. С. 3−9.

 3. Бабушкин И.А., Глазкин И.В., Демин В.А., Платонова А.Н., Путин Г.Ф. Об изменчиво-
сти одного типичного течения в ячейке Хеле-Шоу // Изв. РАН. Механика жидкости и
газа. 2009. № 5. С. 3−14.

 4. Гершуни Г.З., Жуховицкий Е.М. Конвективная устойчивость несжимаемой жидкости.
М.: Наука, 1972. 392 с.

 5. Mizev A., Mosheva E., Kostarev K., Demin V., Popov E. Stability of solutal advective flow in
a horizontal shallow layer // Phys. Rev. Fluids. 2017. V. 2(10). P. 103903.

 6. Демин В.А., Попов Е.А. Конвективная неустойчивость вблизи границы раздела между
встречными потоками взаиморастворимых жидкостей // Математическое моделирова-
ние. 2015. Т. 27. № 2. С. 115−128.

 7. Попов Е.А. Трехмерные конвективные эффекты в узких полостях: канд. дис. Пермь:
Перм. гос. ун-т, 2014. 141 с.

 8. Глухов А.Ф. Экспериментальное исследование тепловой конвекции в условиях гравита-
ционного расслоения: канд. дис. Пермь: Перм. гос. ун-т, 1995. 140 с.

 9. Глухов А.Ф., Демин В.А., Путин Г.Ф. Конвекция бинарной смеси в связанных каналах
при подогреве снизу // Изв. РАН. Механика жидкости и газа. 2007. № 2. С. 13−23.

 10. Глухов А.Ф., Демин В.А., Путин Г.Ф. Разделение смесей и тепломассоперенос в связан-
ных каналах // Письма в ЖТФ. 2008. Т. 34. Вып. 17. С. 45−51.

 11. Шапошников И.Г. К теории конвективных явлений в бинарной смеси // Прикладная ма-
тематика и механика. 1953. Т. 17. Вып. 5. С. 604−606.

 12. Такетоми С., Тикадзуми С. Магнитные жидкости. М.: Мир, 1993. 272 с.
 13. Глухов А.Ф., Демин В.А., Попов Е.А. Тепловая конвекция магнитной наносуспензии в
узких каналах // Изв. РАН. Механика жидкости и газа. 2013. № 1. С. 41−51.

 14. Глухов А.Ф., Сидоров А.C., Арефьев И.М., Ладейщикова В.В., Шматко Н.Ю. О конвек-
тивных свойствах магнитной жидкости на основе ундекана // Вестник Пермского уни-
верситета. Физика. 2018. Вып. Т. 4(42). С. 19−24. DOI: 10.17072/1994-3598-2018-4-19-
24.

 15. Гаврилин И.В., Фролова Т.Б., Захаров В.П. О ликвации в жидких эвтектических распла-
вах // Изв. АН СССР. Металлы. 1984. № 3. С. 191−193.

 16. Гаврилин И.В. Седиментационный эксперимент при изучении жидких сплавов // Изв.
АН СССР. Металлы. 1985. № 2. С. 66−73.

 17. Углев Н.П., Дубровина Е.И. Радиальное распределение компонентов при расслоении
металлических расплавов в капиллярах // Вестник ПНИПУ. Сер. Химическая техноло-
гия и биотехнология. 2015. № 1. С. 50−59.

 18. Демин В.А., Петухов М.И. К вопросу о механизме крупномасштабного переноса ком-
понентов металлических расплавов в неоднородно нагретых тонких капиллярах //
Вестник Пермского университета. Физика. 2016. Вып. 3 (34). С. 65−71. DOI:
10.17072/1994-3598-2016-3-65-71.

 19. Демин В.А., Петухов М.И. Крупномасштабный перенос компонентов металлических
расплавов в тонких капиллярах // Вестник Томского университета. Математика и меха-
ника. 2017. № 48. С. 57−69. DOI: 10.17223/19988621/48/6.

 20. Братухин Ю.К., Макаров С.О. Гидродинамическая устойчивость межфазных поверхно-
стей. Пермь: Изд-во Пермск. ун-та, 2005. 240 с.

 21. De Gennes P.G. Wetting: statics and dynamics // Rev. Mod. Phys. 1985. V. 57. P. 827−863.



104 В.А. Демин

 22. Mongruel A., Chastel Th., Asmolov E.S., Vinogradova O.I. Effective hydrodynamic boundary
conditions for microtextured surfaces // Phys. Rev. E. Statistical, Nonlinear and Soft Matter
Physics. American Phys. Society. 2013. V. 87. P. 011002(R), DOI:
10.1103/PhysRevE.87.011002.

 23. Vinogradova O.I., Yakubov G.E. Surface roughness and hydrodynamic boundary conditions //
Phys. Rev. E. – Statistical, Nonlinear and Soft Matter Physics. American Phys. Society. 2006.
V. 73. P. 045302(R), DOI: 10.1103/PhysRevE.73.045302.

 24. Тарунин Е.Л. Вычислительный эксперимент в задачах свободной конвекции: учеб. по-
собие. Иркутск: изд-во Иркут. ун-та, 1990. 228 с.

 25. Демин В.А., Мизев А.И., Петухов М.И. Сепарация бинарных сплавов в тонких капилля-
рах // Вычислительная механика сплошных сред. 2018. Т. 11. № 2. С. 125−136. DOI:
10.7242/1999-6691/2018.11.2.10.

 26. Демин В.А., Мизев А.И., Петухов М.И., Шмыров А.В. О необычном поведении расплава
Al – Si в тонких капиллярах // Вестник Пермского университета. Физика. 2018. № 1
(39). С. 26−35. DOI: 10.17072/1994-3598-2018-1-26-35.

Статья поступила 09.01.2019 г.

Demin V.A. (2019) THE FEATURES OF THE CONVECTIVE FLOWS OF
MULTICOMPONENT FLUIDS IN THIN CAVITIES. Vestnik Tomskogo gosudarstvennogo
universiteta. Matematika i mekhanika [Tomsk State University Journal of Mathematics and
Mechanics]. 60. pp. 87−106

DOI 10.17223/19988621/60/7

Keywords: concentration-induced convection, thermal diffusion, free surface, thermo- and
concentration-capillary effects, adsorption and desorption processes.

It is known that the specific hydrodynamic phenomena take place during the fluid motion
through micro-channels. These effects can be observed only at a microscale level. However, the
boundary between microfluidic effects and macroscopic hydrodynamic phenomena is
indecipherable. It is quite difficult to predict a real behavior of hydrodynamic system in the case
of gradual change in the cavity proportions due to decrease in the size in one of the directions.
The problem is to determine the main physical aspects that define the heat and mass transfer
under given conditions. The conducted experiments show that the hydrodynamic paradoxes
occurring in thin cavities and channels become evident during the motion of multicomponent
fluids. These flows can be represented as a multicomponent molecular solution flow through non-
uniformly heated thin connected channels, a binary metal melt flow in a capillary with non-
wettable boundaries, and a ferrocolloid flow in a convective loop. Sometimes the fluidic media
demonstrate unexpected behavior as a result of viscous interaction with solid boundaries during
the mixing of initially homogeneous fluids. It is worth emphasizing that anomalous behavior
takes place in thin cavities and channels even when their dimensions are macroscopic. The
common feature of the considered processes is that the fluid interaction with the cavity boundaries
has a great effect on the heat and mass transfer. All the described hydrodynamic phenomena have
been found experimentally, and many of them had no explanation for a long time. Currently, these
processes with multicomponent fluids involved have been studied in details and have a
quantitative description. It is possible to combine the theoretical and experimental results, and to
understand these phenomena clearly.
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Задача о движении жидкости является актуальной во многих областях челове-
ческой деятельности, таких, как судостроение, океанология, гидравлика. Часто
при решении практических задач достаточно использовать приближение идеаль-
ной жидкости. Это касается чаще всего движения жидкости в больших емкостях.

Для длительного хранения и транспортировки больших объемов жидкости ис-
пользуются баки, содержащие горизонтальные и вертикальные перегородки, ока-
зывающие значительное влияние на ее движение. Потребности изготовления та-
ких баков требуют знания характеристик этого движения.

К настоящему времени опубликовано достаточно много работ, в которых ис-
следуются вопросы движения жидкости в сосудах с перегородками (например, [1
– 8]). В большинстве этих работ рассматриваются вопросы, связанные с частота-
ми колебаний жидкости в сосудах. Для практических целей, однако, гораздо важ-
нее знать (хотя бы приближенно) общую картину поведения жидкости в сосуде и
прежде всего, – как меняется со временем форма ее свободной поверхности

В данной работе рассматривается один из возможных случаев движения иде-
альной жидкости в сосуде с перегородками – колебательное  движение под дейст-
вием силы тяжести. Задача решается аналитически в линейном приближении. За
основу был взят подход, изложенный в работе [1]. Результатом работы является
форма свободной поверхности жидкости в сосуде в различные моменты времени.

Математическая постановка задачи

Движение идеальной несжимаемой жидкости в плоском случае описывается
уравнениями Эйлера (см. [9]):

1 1, , 0.y yx xdv vdv vP PX Y
dt x dt y x y

∂∂∂ ∂
= − = − + =

ρ ∂ ρ ∂ ∂ ∂
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где vx,и vy – проекции вектора скорости жидкости на оси декартовой системы ко-
ординат; X и Y – проекции внешних сил на оси Ох, Оу соответственно; Р – давле-
ние, ρ – плотность, t – время.

В силу потенциальности движения идеальной жидкости можно ввести потен-
циал скорости жидкости ϕ, для которого v = ∇ϕ . Тогда вместо уравнений Эйлера
для описания движения жидкости можно использовать уравнение Лапласа для по-
тенциала ϕ:

2 2

2 2 0
x y
∂ ϕ ∂ ϕ

∆ϕ = + =
∂ ∂

. (1)

Граничные условия для него:
- на твердой стенке – условие непротекания:

0,
n
∂ϕ

=
∂

(n – направление нормали к границе);
- на свободной поверхности – интеграл Коши – Лагранжа:

2 2

П ( )
2

x yv v P f t
t

+∂ϕ
+ + + =

∂ ρ
,

где П – потенциал внешних сил, действующих на жидкость, f(t) – произвольная
функция времени.

Рассмотрим движение идеальной жидкости в прямоугольном сосуде шириной
а и глубиной с, в котором находится горизонтальная проницаемая перегородка на
высоте b от дна (см. рис. 1).

y z
S

a

b

O

c

1

2

O1

Г5Г1

Г2

Г3

Г4

x

Рис. 1. Расчетная область задачи
Fig. 1. Computational domain of the problem

Перегородка разделяет сосуд на две расчетные области: 1 и 2. Движение жид-
кости в каждой области будет определяться путем решения уравнение Лапласа (1)
для потенциала скорости в этой области.

Для области 1 уравнение Лапласа записывается так:
2 2

1 1
2 2 0

x y
∂ ϕ ∂ ϕ

+ =
∂ ∂

. (2)
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Граничные условия для него:

- на твердых границах Г2 и Г4 – условия непротекания 1 0,
x

∂ϕ
=

∂

- на твердой границе Г3 – условие непротекания 1 0
y

∂ϕ
=

∂
.

Для области 2 уравнение Лапласа следующее:
2 2

2 2
2 2 0

x y
∂ ϕ ∂ ϕ

+ =
∂ ∂

. (3)

Граничными условиями для него являются:

на твердых границах Г1 и Г5 – условия непротекания 2 0
x

∂ϕ
=

∂
.

На свободной поверхности в качестве граничного условия ставится интеграл
Коши – Лагранжа со следующими дополнениями. Единственной массовой силой,
действующей на жидкость, является сила тяжести. Если ввести величину z- от-
клонение точки свободной поверхности от равновесного положения (соответст-
вующая координата представлена на рис. 1),  то потенциал силы тяжести, дейст-
вующей на единицу массы, определяется формулой: П = gz, где g – ускорение
свободного падения.

При решении поставленной задачи предполагается, что отклонение свободной
поверхности жидкости от положения равновесия настолько мало, что область, за-
нятая жидкостью, сохраняет прямоугольную форму. Из-за этого в формуле можно
пренебречь квадратами скоростей. Cчитается, что давление над поверхностью
жидкости P является постоянной величиной, поэтому соответствующее слагаемое
можно включить в потенциал. Произвольную функцию f(t) можно сделать равной
0. Поэтому граничное условие на свободной поверхности примет следующий вид:

2 0gz
t

∂ϕ
+ =

∂
. (4)

На проницаемой перегородке в обеих областях ставятся условия для потока
жидкости через перегородку в форме, выведенной в работе [10]: нормальная ско-
рость жидкости вблизи перегородки пропорциональна разности значений потен-
циалов скорости жидкости по обе стороны от перегородки. Для области (1) это
условие выглядит так:

2 1
1 ( ) y b

y b
q

y =
=

∂ϕ
= ϕ −ϕ

∂
. (5)

Для области (2):

2 1
2 ( ) y b

y b
q

y =
=

∂ϕ
= ϕ −ϕ

∂
. (6)

Здесь q – проницаемость перегородки для жидкости.
В качестве начальных условий задачи задаются начальная форма свободной

поверхности и начальная скорость точек свободной поверхности. Начальная фор-
ма свободной поверхности в рассматриваемой задаче считается некоторой функ-
цией от координаты х, т.е.

( ) ( )0, tz t x x= = ζ . (7)
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Начальная скорость точек свободной поверхности жидкости считается равной
нулю, т.е.

2 2

0, 0, 0
0

z ty c ty z = == =

∂ϕ ∂ϕ
= =

∂ ∂
. (8)

Meтoд решения

В области 1 уравнение Лапласа (2) решается методом разделения переменных
(см. [11]), согласно которому потенциал вектора скорости представляется в виде
следующего произведения:

1 1 1 1( ) ( ) ( )T t X x Y yϕ = ⋅ ⋅ ,

где T1(t) – функция, зависящая только от времени, X1(x) – только от координаты х,
Y1(y) – только от координаты у.

После подстановки этого произведения в уравнение (2), уравнение принимает
следующий вид:

1 1 1 1 1 1 0T X Y T X Y′′ ′′+ = .
Деление этого уравнения на произведение TXY приводит его к следующему

виду:

21 1

1 1

X Y
X Y
′′ ′′
= − = −λ ,

где λ2 – некоторое положительное число.
Из данного равенства получаются дифференциальные уравнения для опреде-

ления функций Х1 и Y1.
Уравнение для X1 – задача Штурма – Лиувилля – сводится к следующему:

2
1 1 0X X′′ + λ = .

Решение данного уравнения выглядит так:
( ) ( )1 1 1cos sinX A x B x= λ + λ .

Постоянные А и В определяются из граничных условий, которые заданы на
границах Г2 и Г4. Согласно им,

1 1
1 1

0
(0) 0,  ( ) 0.

x x a
X X a

x x= =

∂ϕ ∂ϕ′ ′= = = =
∂ ∂

Из первого условия следует В1 = 0; из второго условия – n
n

a
π

λ = , где n – целое

число. Поэтому выражение для функции Х1 – собственная  функция задачи
Штурма – Лиувилля – выглядит так:

1 cosn
nX x

a
π⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
.

Уравнение для Y1 сводится к следующему:
2

1 1 0Y Y′′ − λ = .
Решение данного уравнения

( ) ( )1 1 1ch shY C y D y= λ + λ .
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Согласно граничному условию на границе Г3

1
1

0
(0) 0

y
Y

y =

∂ϕ ′= =
∂

.

Из этого условия следует D1=0. Поэтому выражение для функции Y

( )1 ch chn n
nY y y

a
π⎛ ⎞= λ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
.

Таким образом, для произвольно заданного натурального номера n решение
уравнения Лапласа будет выглядеть так:

( )1 1 ch cosn n
n nT t y x

a a
π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞ϕ = ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
,

а общее решение – так:

( )1 1
0

ch cosn
n

n nT t y x
a a

∞

=

π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞ϕ = ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∑ .

В области 2 уравнение Лапласа (3) решается также методом разделения пере-
менных, согласно которому потенциал вектора скорости представляется в виде
следующего произведения:

2 2 2 2( ) ( ) ( )T t X x Y yϕ = ⋅ ⋅ ,
где T2(t) – функция, зависящая только от времени, X2(x) – только от координаты х,
Y2(y) – только от координаты у.

Преобразования, аналогичные вышеописанным, приводят уравнение (3) к сле-
дующему виду:

22 2

2 2

X Y
X Y
′′ ′′
= − = −λ ,

где λ2 – некоторое положительное число.
Уравнение для X2 – задача Штурма – Лиувилля – получается точно такой же,

как в области 1:
2

2 2 0X X′′ + λ = .

Уравнение совпадает с аналогичным уравнением для области 1, граничные ус-
ловия для него – такие же из-за равенства ширины областей. Поэтому и решение
данного уравнения выглядит точно также:

2; cosn n
n nX x

a a
π π⎛ ⎞λ = = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
.

Уравнение для Y2 сводится к следующему:
2

2 2 0Y Y′′ − λ = .
Решение данного уравнения выглядит так:

( ) ( )2 2 2ch shY A y B y= λ + λ .
Таким образом, для произвольно заданного натурального номера n решение

уравнения Лапласа будет выглядеть так:
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( )2 2 2 2ch sh cosn n n n
n n nT t A y B y x

a a a
π π π⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎞ ⎛ ⎞ϕ = +⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎠ ⎝ ⎠
,

а общее решение – так:

( )2 2 2 2
0

ch sh cosn n n
n

n n nT t A y B y x
a a a

∞

=

π π π⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎞ ⎛ ⎞ϕ = +⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎠ ⎝ ⎠∑ .

Для определения постоянных A2n и В2n и функций T1n и T2n необходимо вос-
пользоваться граничными условиями на перегородке (5) и (6). Подстановка выра-
жений для ϕ1 и ϕ2 в эти условия и подстановка значения координаты у перегород-
ки приводит к системе уравнений:

1
0

2 2 2 1
0

2 2 2
0

2 2

sh cos

ch sh ch cos ,

sh cos

ch

ch

n
n

n n n n
n

n n n
n

n n

n n nT b x
a a a

n n n nq T A b B b T b x
a a a a

n n n nT A b B b x
a a a a

nq T A b
a

∞

=
∞

=
∞

=

π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

π π π π⎡ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎤ ⎛ ⎞= + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎦ ⎝ ⎠
π π π π⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎞ ⎛ ⎞+ =⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟ ⎜

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝

⎟
⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎠

⎠ ⎝ ⎠
π⎛ ⎞= ⎜

⎝

∑

∑

∑

2 1
0

sh ch cos .n n
n

n n nB b T b x
a a a

∞

=

π π π⎡ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎤ ⎛ ⎞+ −⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎦
⎛ ⎞
⎜
⎝ ⎝ ⎠

⎟
⎠∑

Если перенести все слагаемые в каждом уравнении в одну сторону, объеди-
нить их одинаковым суммированием, вынести общие множители (косинусы) и
приравнять коэффициенты при них нулю, получатся следующие уравнения для
определения функцийТ1n и Т2n:

1 2 2 2 1

2 2 2

2 2 2 1

sh ch sh ch ,

sh ch

ch sh ch .

n n n n n

n n n

n n n n

n n n n nT b q T A b B b T b
a a a a a

n n nT A b B b
a a a

n n nq T A b B b T b
a a a

π π π π π⎛ ⎞ ⎡ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎤= + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎦

π π π⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎞+ =⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟
⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎠
π π π⎡ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎤= + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎝ ⎠ ⎝

⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎠ ⎝⎝ ⎠ ⎠⎦

Если разделить уравнения на произведение qT2n и сделать замену 1

2

n
n

n

T
C

T
= , то

после простейших преобразований уравнения будут выглядеть так:

2 2

2 2

ch sh sh ch ,

1 1ch sh sh ch  ch .

n
n n n

n n n

Cn n n n nA b B b b C b
a a q a a a

n n n n n n nA b b B b b C b
a q a a a q a a a

π π π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

π π π π π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
При n = 0 оба уравнения сводятся к виду A20 = C0, что является признаком пра-

вильности преобразований. Очевидно, что произведения 1 1 1n n nT Y X⋅ ⋅  и

2 2 2n n nT Y X⋅ ⋅  при n = 0 в выражениях для обоих потенциалов являются функция-
ми только времени, которые в выражения для потенциала включать необязатель-
но. В дальнейшем по этой причине все рассуждения и суммирование будут про-
водиться для n > 0.
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Если разделить оба уравнения на ch n b
a
π⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 и исключить из них Сn, то в ре-

зультате получится выражение
2

2 2 2
2

1th th 1

1 th
n n n n

n n nb b
a q a aA B k B

n n b
q a a

π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠= =

π π⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

,

где 

2

2

1th th 1

1 th
n

n n nb b
a q a ak

n n b
q a a

π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠=

π π⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (9)

Таким образом, после подстановки полученного результата выражение для по-
тенциала ϕ2 выглядит следующим образом:

2 2
1

ch sh cosn n
n

n n nT k y y x
a a a

∞

=

π π π⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎞ ⎛ ⎞ϕ = +⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎠ ⎝ ⎠∑ , (10)

где 2 2 2n n nT T B= ⋅ .
Для определения функции 2nT  используется граничное условие на свободной

поверхности (4). Если его продифференцировать по времени и использовать соот-
ношение

2
y

z v
t y

∂ϕ∂
= =

∂ ∂
,

то получится выражение
2

2 2
2 0

y c

g
yt =

ϕ ∂ϕ
∂

∂
+ =

∂
.

Подстановка в него формулы (10) дает равенство

1
2

2
1

ch sh cos

h ch cos 0.s

n
n

n
n

n

n

T

T

n n nk c c x
a a a

n n n ng k c c x
a a a a

∞

=
∞

−

π π π⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎞ ⎛ ⎞′′ + +⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎠ ⎝ ⎠

π π π π⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎞ ⎛ ⎞+ + =⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎠ ⎝ ⎠

∑

∑
Объединение под одной суммой, перегруппировка, вынесение общих множи-

телей (косинусов) и приравнивание коэффициентов при них нулю приводит к
системе дифференциальных уравнений следующего вида:

2 2ch sh sh ch 0n nn nT Tn n n n nk c c g k c c
a a a a a
π π π π π⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎞ ⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎞′′ + + + =⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟

⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎠ ⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎠
.

Если разделить это уравнение на коэффициент у второй производной и ввести
обозначение

2
2

sh ch

ch
,

sh

n

n

n

n nk c c
na a g

n n ak c c
a a

π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟ π⎝ ⎠ ⎝ ⎠ = ω
π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(11)
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квадрат частоты колебаний жидкости, то дифференциальное уравнение примет
следующую форму:

22
2

2 0nn nT T⋅′′ + ω = .
Общее решение этого уравнения выглядит так:

( ) ( )2 2 22 2cos sinn n n nn CT t D t= ω + ω ,
а выражение для потенциала второй области – так:

( ) ( )( )2 2 2 2 2
1

cos sin ch sh cosn n n n n
n

n n nC t D t k y y x
a a a

∞

=

π π π⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎞ ⎛ ⎞ϕ = ω + ω +⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎠ ⎝ ⎠∑ . (12)

Константы C2n и D2n определяются из начальных условий (7) и (8). Подстанов-
ка формулы (12) в выражение (8) приводит к равенству

( ) ( )( )2 2 2 2
1

0 0cos sin cos 0n n n n n
n

n n n nC D k ch c sh c x
a a a a

∞

=

π π π π⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎞ ⎛ ⎞ω + ω + ⋅ =⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎠ ⎝ ⎠

⋅ ⋅ ⋅∑ ,

откуда сразу же вытекает C2n = 0, а выражение для потенциала становится таким:

( )2 2 2
1

sin ch sh cosn n n
n

n n nD t k y y x
a a a

∞

=

π π π⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎞ ⎛ ⎞ϕ = ω +⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎠ ⎝ ⎠∑ . (13)

Форма свободной поверхности жидкости (зависимость z(t, x)) определяется из
выражения (4):

( ) 21,
y c

z t x
g t =

∂ϕ
= −

∂
.

Подстановка в это выражение формулы (13), в правую часть – выражения для
начальной формы свободной поверхности (7), а в левую – t = 0 приводит к выра-
жению для определения D2n:

2 2
1

1( ) ch sh cosn n n
n

n n nx D k c c x
g a a a

∞

=

π π π⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎞ ⎛ ⎞ζ = − ω +⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎠ ⎝ ⎠∑ .

Для определения коэффициента с произвольным номером n необходимо это

выражение умножить на cos n x
a
π⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 и проинтегрировать от 0 до а. В результате

получается равенство

2 2
0

( ) cos ch sh
2

a

n n n
n a n nx x dx D k c c

a g a a
π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎞ζ = − ω +⎜ ⎟ ⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎠∫ ,

откуда 0
2

2

2 ( ) cos

ch sh

a

n

n n

ng x x dx
a

D
n na k c c

a a

π⎛ ⎞ζ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

= −
π π⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎞ω +⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟

⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎠

∫
.

Подстановка этого выражения в (13) позволяет получить значения потенциала
во всей области 2, а также формулу, определяющую текущую форму свободной
поверхности в любой момент времени:
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=
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=
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∑

∑ ∫ (14)

При выполнении данной работы начальная форма свободной поверхности

жидкости задавалась в виде наклонной плоскости с уравнением 2( ) dx x d
a

ζ = − ,

где d – отклонение поверхности жидкости от равновесного положения на краях
сосуда. Интегрирование и последующая подстановка в (14) привели к оконча-
тельному выражению для формы свободной поверхности в данной задаче:

( )( )
( )

( )2 2
1

( , ) c
1

c os
4 1

os n

n

n

nz t x t x
d

an

∞

=

π⎛ ⎞= ω ⎜ ⎟
⎝

− −

π ⎠∑ . (15)

Результаты проверки метода

Рассмотрим пример расчета формы свободной поверхности идеальной жидко-
сти, совершающей свободные колебания под действием силы тяжести в сосуде с
горизонтальной пористой перегородкой. Исходными данными в задаче являются:
ширина сосуда а = 1 м, расстояние от дна до перегородки b = 0.5 м, полная высота
сосуда с = 1 м, начальное отклонение свободной поверхности жидкости от равно-
весного положения на краях сосуда d = 0.01 м. Проницаемость q принимала раз-
личные значения. Расчеты проводились по формуле (13) с использованием про-
граммы Mathcad. Для контроля были выполнены расчеты формы свободной по-
верхности жидкости в двух предельных случаях: когда перегородки нет (прони-
цаемость бесконечно велика) и когда перегородка сплошная (проницаемость ну-
левая). Форма свободной поверхности в этих случаях рассчитана по классическим
формулам для колебаний идеальной жидкости в прямоугольном сосуде, приве-
денным, например, в [12]. Выражение для определения формы свободной поверх-
ности из этой работы совпадает с выражением (14), частоты колебаний определя-
ются по формуле

2 thn
n ng h

a a
π π⎛ ⎞ω = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
, (16)

где h – глубина сосуда.
На рис. 2 представлена форма свободной поверхности жидкости в начальный

момент времени (а) и через 2 с после начала колебаний (b). Сплошной линией по-
казана свободная поверхность в сосуде с проницаемой перегородкой (q = 5),
пунктирной – в сосуде с непроницаемой перегородкой (глубина сосуда 0.5 м),
штриховой – в сосуде без перегородки (глубина сосуда 1 м). Хорошо видно, что
колебания в более глубоком сосуде отстают от колебаний в мелком сосуде, а ко-
лебания в сосуде с проницаемой перегородкой происходят между ними, что явля-
ется подтверждением правильности решения задачи.

Для контроля были проведены расчеты формы свободной поверхности по
формуле (13) для очень маленького значения проницаемости (q = 0,001) и очень
большого значения (q = 1000). В первом случае сплошная линия на рисунке сов-
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пала с пунктирной, во втором – со штриховой. Данные совпадения также под-
тверждают правильность предложенной методики.

a b
z

x0 0.2 0.4 0.6 0.8

–0.01

0

0.01

x0 0.2 0.4 0.6 0.8

Рис. 2. Форма свободной поверхности жидкости
Fig. 2. Shape of the free surface of a fluid

Этот же факт подтверждается анализом предельных случаев для частот коле-
баний ω2n.

Если рассмотреть предельный случай 0q → , то формула (9) приведет к ре-
зультату

cth .n
nk b

a
π⎛ ⎞= − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
После подстановки этого выражения в (11) и последующего преобразования

получим формулу для частоты:

( )2
2 th .n

n ng c b
a a
π π⎛ ⎞ω = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
Разность c – b – глубина верхней части сосуда (см. рис. 1). Поэтому получен-

ная формула совпадает с (16).
Если рассмотреть предельный случай q →∞ , то формула (9) приведет к ре-

зультату
.nk →∞

При подстановке этого выражения в (11) и предельном переходе получаем

2
2 th .n

n ng c
a a
π π⎛ ⎞ω = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
Величина c – глубина всего сосуда (см. рис. 1). Поэтому полученная формула

также совпадает с (16).
Оба предельных перехода подтвердили правильность полученных выражений.
Таким образом, проведенные испытания показали эффективность предложен-

ной методики; полученные с ее помощью результаты могут быть использованы
для решения практических задач и проверки более общих численных методов ис-
следования колебаний идеальной жидкости.
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The study aims to determine the shape of the free surface of an ideal fluid executing free
oscillations in a rectangular vessel divided by a horizontal partially permeable membrane. The
plane problem is solved analytically. The motion of the ideal fluid is simulated by solving
Laplace’s equation for the fluid velocity potential in the region occupied by fluid. Two regions are
considered: the area between the bottom of the vessel and membrane and the area between
membrane and free surface. On the solid boundary, the impermeability conditions are used; on the
free surface, the Cauchy–Lagrange integral. On the membrane, the boundary condition is set as
follows: the normal velocity of the fluid near membrane in both regions is proportional to the
difference in the values of fluid velocity potential on either side of membrane. In the considered
regions, the Laplace’s equation is solved using the method of separation of variables. To
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determine the dependence of the velocity potential on time, the boundary condition on the free
surface is used, which is transformed for the case of small oscillations. This same condition yields
the formula for determining the shape of the free surface of fluid at any time instant in terms of
deviation of the free surface points from equilibrium position. The method described in this paper
has been applied for the cases of different permeability of horizontal membrane. The obtained
results have been compared with currently available solutions to similar problems.
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ОБРУШЕНИЯ СТОЛБА ЖИДКОСТИ
В РЕЗЕРВУАРАХ РАЗНОЙ ФОРМЫ

Выполнено численное моделирование обрушения столба жидкости в куби-
ческом и цилиндрическом резервуарах. Математическое моделирование
движения двухфазной среды основано на методе объема жидкости. Получе-
ны зависимости положения фронта жидкости, уровня жидкости, давления в
контрольной точке на стенку резервуара от времени в процессе обрушения
столба жидкости в форме гексаэдра, цилиндра, кольца.

Ключевые слова: численное моделирование, обрушение столба жидкости,
метод объема жидкости.

Исследование движения жидкости со свободной поверхностью несомненно
актуально и имеет как теоретическую, так и практическую значимость при реше-
нии таких экологических задач, как обрушение дамбы, прорыв плотины, сход се-
лей, разлив загрязнений; в химической технологии – при нанесении функцио-
нальных покрытий; в машиностроении – при литье металлов, для определения ве-
личины нагрузок на стенки при конструировании топливных баков автотранс-
портных средств; при проектировании мостов и водохранилищ.

Задачи моделирования течений со свободной поверхностью выделены в от-
дельный класс задач механики сплошной среды [1]. Их особенностью является
наличие свободной поверхности, форма которой неизвестна, при этом движение
вязкой жидкости, как правило, является нестационарным, трехмерным, сопрово-
ждается натеканием потока на различные препятствия, характеризуется сильной
деформацией свободной поверхности вплоть до таких явлений, как опрокидыва-
ние волн, образование пузырей и брызг.

Классической тестовой задачей для течений со свободной поверхностью явля-
ется задача обрушения столба жидкости. Одним из первых лабораторный экспе-
римент обрушения столба жидкости в прямоугольном канале был выполнен авто-
рами [2]. Эти результаты используются для верификации математических моде-
лей и алгоритмов при расчете течений со свободной поверхностью. Эксперимен-
тальные исследования приведены также в работах [3–5].

Для класса течений со свободной поверхностью, как правило, получение ана-
литических решений и проведение лабораторных экспериментов затруднительно.
В большинстве случаев именно математическое моделирование оказывается ин-
формативным инструментом исследования, который позволяет, меняя входные
параметры в широком диапазоне, изучать процесс движения сред, анализируя
численный эксперимент прогнозировать последствия крупномасштабных техно-
генных катастроф, связанных с разрушением дамб и плотин. Математическое мо-
делирование по сравнению с натурным экспериментом имеет такие преимущест-
ва, как экономичность, возможность воссоздания опасных и трудновоспроизво-
димых в натуре режимов, анализа и выявления общих закономерностей.
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К настоящему времени для математического моделирования движения жидко-
сти со свободной поверхностью в пакетах программ с открытым исходным кодом
реализованы следующие методы [1]: Volume of Fluid (метод объема жидкости),
Smoothed Particle Hydrodynamics (метод сглаженных частиц), Particle Finite
Element Method (метод конечных элементов с частицами).

Математическое моделирование обрушения столба жидкости представлено в
работах [1, 4–11].

В работе [1] для расчета используются следующие пакеты программ: Open-
FOAM, Gerris, pySPH, DualSPHysics, Kratos. В [6] расчет проводится на Open-
FOAM с использованием ( k − ε )-модели турбулентности.

Задача о разрушении плотины при наличии слоя жидкости в нижнем бьефе
рассматривается в [7]. Нестационарные уравнения Навье – Стокса решаются ме-
тодом SPH. Его основная идея состоит в дискретизации сплошной среды конеч-
ным набором лагранжевых частиц, которые движутся со скоростью потока и до-
пускают произвольную связность между собой, что позволяет отказаться от ис-
пользования сеток и называть метод бессеточным.

Задача об обрушении столба слабосжимаемой жидкости в изотермическом
случае описывается уравнениями неразрывности и Навье – Стокса в [8]. При этом
система замыкается уравнением состояния в форме Тэта, используются техноло-
гии параллельных вычислений Nvidia CUDA.

Необходимость учета эффектов турбулентности при моделировании течений
со свободной поверхностью обсуждается в [9].

Ряд работ посвящен натеканию потока на препятствия различной формы [9 –
13]. Взаимодействие длинной гравитационной волны типа цунами с подводными
преградами исследуется в [14].

Отметим, что в названных лабораторных экспериментах и численных расчетах
в качестве рабочей среды рассматривалась только вода, а резервуар выбирался
прямоугольной формы. Целью данной работы является численное исследование
обрушения столба жидкости в форме цилиндра и кольца в цилиндрическом ре-
зервуаре; сравнение зависимостей положения фронта и уровня жидкости от
времени, давления в контрольных точках и других параметров процесса.

Постановка задачи

Рассмотрим три различных схемы резервуара и столба жидкости (рис. 1).
Первый вариант показан на рис. 1, a. В заполненном воздухом кубическом ре-

зервуаре со стороной H = 0.584 м находится столб жидкости в форме гексаэдра
высотой b =0.292 м, шириной a = 0.146 м в гидростатическом равновесии. Столб
жидкости ограничен тонкой непроницаемой перегородкой, установленной верти-
кально. В начальный момент времени перегородка удаляется, а столб жидкости
под действием силы тяжести начинает обрушиваться.

Второй вариант схемы (рис. 1, b) представляет собой цилиндрический резер-
вуар высотой H , радиусом 2r H= , в центре которого размещен столб жидкости
высотой b  за перегородкой в форме круглой трубы радиусом a . После удаления
перегородки жидкость растекается в радиальном направлении от оси к периферии
резервуара.

Третий вариант – также цилиндрический резервуар (рис. 1, c). Однако в отли-
чие от второго варианта, где жидкость размещается в центре, в третьем варианте
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схемы столб жидкости высотой b , шириной a  имеет форму кольца и в началь-
ный момент находится вдоль стенки цилиндрического резервуара за перегородкой
в форме круглой трубы радиусом 2r a− . После устранения перегородки жидкость
устремляется в направлении от стенки цилиндрического резервуара к его оси.

Рис. 1. Схемы областей: a – кубический резервуар со столбом жидкости в форме гексаэдра;
b – цилиндрический резервуар с цилиндрическим столбом жидкости в центре; c – цилинд-
рический резервуар со столбом жидкости на периферии у стенки в форме кольца
Fig. 1. Design of the reservoirs: (a) cubic reservoir with a hexahedral liquid column; (b) cylindri-
cal reservoir with a cylindrical liquid column in the center; and (c) cylindrical reservoir with a
ring-shaped liquid column on the periphery near the wall

Для моделирования нестационарного движения вязкой несжимаемой жидкости
со свободной поверхностью выбран метод объема жидкости (Volume of Fluid)
[15], согласно которому течение среды моделируется единым набором уравнений
движения для всех фаз. Предполагается, что движение жидкости является турбу-
лентным.

Рассматривается двухфазная среда, которая состоит из жидкой и газовой фаз.
Обозначим через α  объемную долю жидкой фазы. Если контрольный объем за-
нят жидкостью, то 1α = , если газом – 0α = , если через контрольный объем про-
ходит фазовая граница, то 0 1< α < .

Плотность ρ , динамический коэффициент вязкости среды рассчитываются по
соответствующим значениям жидкости (индекс l ) и газа (индекс g ) с использо-
ванием маркерной функции α :

( )1l gρ = ρ α +ρ −α , ( )1l gμ = μ α +μ −α .

Для описания нестационарного турбулентного движения вязкой несжимаемой
жидкости записываются трехмерные осредненные уравнения Рейнольдса. Урав-
нение неразрывности

( ) 0i

i

u
t x

∂ ρ∂ρ
+ =

∂ ∂
. (1)

Уравнение количества движения имеет вид

( ) ( )
eff

2
3

i j ji i k
i ij

j i j j i k i

u u uu u upg
t x x x x x x x

∂ ρ ∂⎡ ⎛ ⎞ ⎤∂ ρ ∂ ∂⎛ ⎞∂ ∂ ∂α
+ = ρ − + μ + − δ + σκ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎝ ⎠ ⎦

. (2)
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Здесь iu  – компонента осредненного вектора скорости u , t  – время, p  – давле-
ние, eff tμ = μ +μ  – эффективная вязкость, tμ  – турбулентная, или вихревая вяз-
кость, ijδ  – символ Кронекера, ig  – компоненты ускорения свободного падения,

κ = −∇ ⋅n  – кривизна свободной поверхности, = ∇α ∇αn  – единичная нормаль
к поверхности раздела фаз, σ  – коэффициент поверхностного натяжения.

Для определения положения свободной поверхности записывается уравнение
конвективного переноса

( ) ( )( ),1
0r ii

i i

uu
t x x

∂ −α α∂ α∂α
+ + =

∂ ∂ ∂
. (3)

Необходимое сжатие поверхности осуществляется путем введения дополни-
тельного искусственного члена сжатия ru  по формуле

r l g= −u u u .

По повторяющимся индексам предполагается суммирование. Уравнения (1) –
(3) дополняются моделью замыкания, начальными и граничными условиями.

Моделирование турбулентности осуществляется на основе зональной модели
Ментера SST [16], получившей широкое распространение при решении научных и
прикладных задач, поскольку она обеспечивает качественный результат с разум-
ной точностью. Большой опыт ее эксплуатации свидетельствует о том, что она по
совокупности своих качеств является одной из лучших среди существующих мо-
делей турбулентности. SST модель представляет собой комбинацию (k−ε)-модели,
которая хорошо зарекомендовала себя при расчете свободных течений, и (k−ω)-
модели, обеспечивающей существенно более точное описание пристеночных по-
граничных слоев [17]. Она реализована с использованием специально сконструи-
рованной эмпирической функции переключения. Модель Ментера SST включает
уравнения для транспорта кинетической энергии турбулентности k  и скорости
диссипации турбулентной энергии ω :

( ) ( )
( )* *

t
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k
j j j

u kk kP k
t x x x

∂ ρ ⎡ ⎤∂ ρ ∂ ∂
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, (4)
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(5)

В уравнениях (4) и (5) используются следующие обозначения для вспомога-
тельных соотношений и коэффициентов замыкания: ( )* *min , 20P P k= β ω ,

i
ij

j

u
P

x
∂

= τ
∂

, тензор вязких напряжений t
22
3ij ij ijS kτ = μ − ρ δ , тензор скоростей

деформации 1
2

ji
ij

j i

uu
S

x x
∂⎛ ⎞∂

= +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
. Коэффициент турбулентной вязкости
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, d  – расстояние от узла сетки до стенки.

Константы ωγ , ωβ , ωσ  рассчитываются по формулам

( )1 1 1 21F Fω ω ωγ = γ + − γ , ( )1 1 1 21F Fω ω ωβ = β + − β , ( )1 1 1 21F Fω ω ωσ = σ + − σ ;
*2

11
1 * *

ωσ κβ
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β β
, 
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22
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ωσ κβ

γ = −
β β

; 1 0.85kσ = , 2 1.0kσ = , 1 0.5ωσ = , 2 0.856ωσ = ,

1 0.075β = , 2 0.0828β = , * 0.09β = , * 0.41κ = , 1 0.31a = .
На стенках резервуара задаются граничные условия
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здесь 1 0.075β = , 1d  – пристеночный шаг, n  – нормаль. В начальный момент
времени 0t =  значения компонент скорости равны нулю, движение отсутствует.
Движение среды начинается после открытия перегородки.

Решение задачи (1) – (5) осуществляется методом конечных объемов с по-
мощью OpenFOAM [18]. Открытая интегрируемая платформа OpenFOAM явля-
ется мощным современным эффективным инструментом для численного модели-
рования задач механики сплошных сред. Для решения системы линейных урав-
нений для давления используется алгебраический многосеточный метод, для
скорости – метод бисопряженных градиентов. Шаг по времени t∆  подбирается
в процессе вычислений таким образом, чтобы число Куранта Co  для всех ячеек
расчетной области не превосходило 0.25. Число Куранта ячейки ( )Co= t u x∆ ∆
определяется по величине скорости жидкости через ячейку u , размеру ячейки
в направлении скорости x∆ .

Результаты расчетов

Поскольку решение тестовой задачи является неотъемлемой частью исследо-
ваний, в которых основным инструментом являются методы математического мо-
делирования, перед проведением основных вычислительных экспериментов по
изучению обрушения столба жидкости в цилиндрическом резервуаре  рассмотрим
модельную задачу об обрушении столба жидкости в кубическом резервуаре, для
которой имеются многочисленные экспериментальные данные, в том числе [2–5].
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При расчете задаются следующие параметры жидкости и газа: плотность
310lρ =  кг/м³, 1.2gρ =  кг/м³; коэффициент кинематической вязкости

610l
−ν =  м²/с, 51.48 10g

−ν = ⋅  м²/с. Коэффициент поверхностного натяжения σ
равен 0.072 Н/м.

Результаты расчетов представим в безразмерном виде. Для этого обозначим
через 1X x a=  безразмерное положение фронта жидкости для схем, показанных
на рис. 1, a, b, и через ( )1X H x a= −  – для схемы на рис. 1, c, ее уровень

3Y x a= , безразмерное время t a gτ = , скорость 1U u gH= , давление

P p gH= ρ . Число Рейнольдса Re lH gH= ν , определяемое по характерному

размеру H , скорости gH  и вязкости жидкости lν  составляет 6Re 1.4 10= ⋅ .
Дискретизация расчетной области осуществляется гексаэдральными элемен-

тами. Рис. 2 иллюстрирует результаты численного расчета поля маркер-функции
α  в центральном поперечном сечении области. Полагается, что форма свободной
границы определяется изоповерхностью 0.5α = . В начальный момент времени
( 0τ = ) столб жидкости ограничен перегородкой и находится в гидростатическом
равновесии. После удаления перегородки столб жидкости под действием силы
тяжести начинает обрушиваться, вода устремляется вправо к противоположной
стенке резервуара. Отметим, что на межфазной границе «вода-воздух» наблюда-
ются волны. После взаимодействия с противоположной стенкой резервуара жид-
кость поднимается вверх ( 3.0τ = ), затем гребень волны отклоняется влево и вол-
на опрокидывается ( 6.56τ = ).

Рис. 2. Обрушение столба жидкости в кубическом резервуаре
Fig. 2. Collapse of the liquid column in a cubic reservoir

Результаты исследования сеточной сходимости на четырех сгущающихся сет-
ках представлены в таблице. Оценивается влияние числа элементов расчетной об-
ласти на безразмерное время *τ , за которое волна жидкости достигает противопо-
ложную стенку резервуара, и максимальное безразмерное давление жидкости

maxP  при взаимодействии волны со стенкой резервуара, замеренное на высоте
0.12.
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Исследование сеточной сходимости

№ Сетка τ∗ Pmax
1 100×100×1 2.102 1.1171
2 250×250×1 2.104 1.1709
3 500×500×1 2.106 1.1927
4 1000×1000×1 2.106 1.1987

Видно, что для получения качественного решения достаточно 500 узлов по
высоте области и 500 – в направлении движения волны. Для дальнейших расчетов
выбрана сетка № 3. При моделировании процесса обрушения столба жидкости в
цилиндрическом резервуаре конструируется расчетная область в форме цилинд-
рического сектора с углом 4°, строится сетка с количеством узлов 500 в осевом
и радиальном направлениях.

Анализ поля скоростей показывает, что движение жидкости вызывает в свою
очередь вихревое движение воздуха. Рис. 3 демонстрирует изменение компоненты
скорости среды в направлении ее движения в разные моменты времени на отрезке
CD , пролегающем вдоль дна кубического резервуара. Характерно, что макси-
мальные значения скорость двухфазной среды достигает на фронте жидкости.

U

X

Рис. 3. Продольная компонента скорости среды вдоль отрезка CD
Fig. 3. The longitudinal component of the velocity of medium along the segment CD

Численный эксперимент, в отличие от натурного, позволяет оценить влияние
любого параметра на изучаемый процесс. Так, в случае с кубическим резервуа-
ром, установлено, что изменение плотности жидкости в диапазоне от 200 до
5000 кг/м³ не влияет существенно на положение фронта жидкости X. Разница зна-
чений X  при этом составляет не более 2 %.

Изменение коэффициента кинематической вязкости жидкости νl в диапазоне
от νl = 10−7 до 10−5 м²/с фактически не влияет на положение фронта жидкости, од-
нако жидкости с высокой вязкостью (νl > 10−5 м²/с), например многие виды масел,
растекаются медленнее. Так, волна жидкости с коэффициентом кинематической
вязкости νl = 10−3 м²/с достигает противоположную стенку за время τ∗ = 2.48, а во-
да за время τ∗ = 2.106.
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Далее проведены расчеты при следующих значениях безразмерной высоты
столба жидкости в начальный момент времени B = b/a = 0.5; 1.0; 1.5; 2.0; 2.5; 3.0;
3.5. Установлено, что чем меньше высота столба жидкости B , тем позже фронт
жидкости достигнет противоположной стенки резервуара (рис. 4).

X

τ

B = 3.5

B = 2.0

B = 1.0

B = 0.5

Рис. 4. Положение фронта жидкости с течением времени при обрушении
столба в форме гексаэдра с разной высотой столба жидкости

Fig. 4. Position of the leading edge as a function of time during collapse
of the hexahedral liquid column of different heights

На рис. 5 слева показано положение фронта жидкости X с течением времени τ
при обрушении столба жидкости в форме гексаэдра (кривая 1). Наблюдается хо-
рошее согласие расчетных значений для кубического резервуара и эксперимен-
тальных данных [2 и 5]. В ходе численного эксперимента установлено, что

1

2
3

2
3

1

Рис. 5. Продвижение фронта жидкости при обрушении столба в форме гексаэдра (1), ци-
линдра (2), кольца (3); ● – эксперимент [2], ○ – [4], □ – [5] (слева) и изменение высоты
столба (справа)
Fig. 5. The motion of the leading edge during collapse of the (1) hexahedral, (2) cylindrical, and
(3) ring-shaped liquid columns; ● – experimental results from [2], ○ – data from [4], □ – data
from [5] (on the left) and the variation in the column height (on the right)
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скорость движения фронта жидкости зависит от формы столба в начальный мо-
мент времени, в частности фронт воды при обрушении столба в форме гексаэдра
(кривая 1) движется быстрее, чем при обрушении столба в форме цилиндра (кри-
вая 2), но медленнее, чем в форме кольца (кривая 3). Заметим, что безразмерное
расстояние равное 3.00 расходящаяся волна (кривая 2) проходит за время τ = 2.58,
а сходящаяся (кривая 3) – за время τ = 1.76.

Функции ( )X τ  можно аппроксимировать методом наименьших квадратов за-
висимостями вида c · mτ. Так, при обрушении столба жидкости в форме кольца
(рис. 5, кривая 3)

0.92 2.24rX τ= ⋅ ; (6)
в форме гексаэдра (рис. 5, кривая 1)

0.94 2.02hX τ= ⋅ ; (7)
в форме цилиндра (рис. 5, кривая 2)

0.96 1.77cX τ= ⋅ . (8)
Следует отметить, что зависимости (6) – (8) справедливы при высоте столба
1.5B ≥  и плотности жидкости νl < 10−5 м²/с. Полученные аппроксимационные

выражения (6) – (8) могут быть полезны для инженерной практики при решении
ряда прикладных задач в области экологии и машиностроения.

Форма столба жидкости в начальный момент времени влияет и на изменение
уровня жидкости с течением времени Y(τ) (рис. 5 справа). При этом уровень
жидкости замерялся для кривых 1 и 3 на расстоянии 0.2 от стенки, а для кри-
вой 2 на расстоянии 0.2 от оси резервуара. При обрушении цилиндрического
столба падение уровня жидкости происходит быстрее, чем в других случаях, а на-
текающий на стенку поток является менее глубоким и менее скоростным.

Безразмерное давление жидкости при взаимодействии волны со стенкой ре-
зервуара, замеренное на высоте 0.12, приведено на рис. 6. При натекании жид-
кости на стенку давление резко повышается до максимального значения.

1

2

Рис. 6. Давление жидкости на стенку резервуара при обрушении столба
в форме гексаэдра (1), цилиндра (2) в контрольной точке на высоте 0.12

Fig. 6. Pressure exerted by a liquid on the reservoir wall during collapse of the
(1) hexahedral and (2) cylindrical liquid column at the control point at a height of 0.12
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Следует отметить, что значения Pmax = 0.40, замеренное на стенке цилиндри-
ческого резервуара в 2.98 раза ниже, чем в кубическом резервуаре (Pmax = 1.19).
В дальнейшем, в процессе подъема жидкости вдоль стенки, давление падает. За-
тем в момент падения волны наблюдается локальный максимум величины P, по-
сле которого жидкость устремляется от стенки в обратном направлении. В про-
цессе обрушения столба жидкости в форме кольца образуется сходящаяся волна.
Рассчитанное максимальное безразмерное давление жидкости Pmax, замеренное
на оси резервуара, составляет 102.5, что в 86 раз больше, чем на такой же высо-
те от дна на стенке кубического резервуара.

Заключение

Представленные результаты численного эксперимента показали, что чем
меньше высота столба жидкости, тем позже фронт жидкости достигнет противо-
положной стенки резервуара, максимальные значения скорость жидкости дости-
гает на фронте. Установлено, что скорость движения фронта жидкости зависит от
формы столба в начальный момент времени, в частности безразмерное расстояние
равное 3.0 в цилиндрическом резервуаре расходящаяся волна проходит за интер-
вал времени на 23.5 % больше, а сходящаяся на 15.7 % меньше, чем волна в куби-
ческом резервуаре. Получены аппроксимационные зависимости для определения
положения фронта жидкости от времени. Показано, что при обрушении цилинд-
рического столба падение уровня жидкости происходит быстрее, чем в других
случаях, а натекающий на стенку поток является менее глубоким и менее скоро-
стным. Значение максимального давления, замеренное на стенке цилиндрическо-
го резервуара в 2.98 раза ниже, чем в кубическом резервуаре. Рассчитанное мак-
симальное безразмерное давление жидкости в сходящейся волне, замеренное на
оси резервуара в 86 раз больше, чем на такой же высоте от дна на стенке кубиче-
ского резервуара. Таким образом, представленные результаты численного экспе-
римента позволили проанализировать влияние формы столба жидкости на про-
цесс обрушения.
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The numerical simulation of three different cases of liquid column collapse is carried out.
These are the collapses of hexahedral liquid column in a cubic reservoir, cylindrical liquid
column, and ring-shaped liquid column in a cylindrical reservoir. Mathematical modeling is based
on the volume of fluid method. The obtained results show that the lower the liquid column, the
longer the liquid front reaches the opposite wall of the reservoir. The velocity maximum is
observed at the flow front. The velocity of the front depends on the shape of liquid column in
the initial stage. The dimensionless time of passing dimensionless distance of 3.0 in a
cylindrical reservoir is equal to 2.58 and 1.76 for diverging and converging waves,
respectively, while in a cubic reservoir, the time is equal to 2.09. The time dependences for
position of the liquid front, liquid level, pressure value at the control point on the reservoir wall in
the process of liquid column collapse are obtained. It is shown that the liquid level drop occurs
faster in the case of cylindrical column collapse, and the flow flowing onto the wall is less deep
and less speedy.
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ЭФФЕКТИВНОСТЬ ЭКРАНИРУЮЩЕЙ СПОСОБНОСТИ
РАСПЫЛЕННОЙ ВОДЫ ПРИ ПОЖАРЕ

Рассматривается экранирующая способность капель воды, подаваемой из
оросителей автоматических установок пожаротушения. Описаны результаты
экспериментальных исследований дисперсного состава распыленной воды
при различных значениях давления подачи воды на оросители. Показано,
что способ подачи воды оказывает существенное влияние на эффективность
тушения пожара. Эффективной защитой от распространения пожара являет-
ся подача распыленной воды из оросителей, расположенных на уровне пола.

Ключевые слова: тепловой поток, пожар, распыленная вода, экранирую-
щая способность.

Для предотвращения распространения пожара помещения зданий и сооружений,
в том числе автостоянки, подлежат оборудованию системами пожаротушения [1].
Однако ввиду особенностей конструкции автомобилей с наличием горючих мате-
риалов в местах, закрытых для доступа огнетушащих веществ, работа систем пожа-
ротушения в автостоянках зачастую позволяет только замедлить распространение
пожара, но не обеспечивает его локализации и полной ликвидации [2, 3].

В связи с этим при обеспечении пожарной безопасности объектов с различной
пожарной нагрузкой особую актуальность приобретают исследования эффектив-
ности тушения распыленной воды, подаваемой автоматическими установками
пожаротушения.

Целью работы являются экспериментальные исследования влияния распылен-
ной воды, подаваемой из оросителей, на тепловой поток модельного очага пожара.

Для достижения цели были поставлены следующие задачи:
– разработать экспериментальную установку и методику, которые позволят

исследовать параметры работы оросителей и изменение теплового потока под
действием распыленной воды различной дисперсности;

– исследовать параметры работы оросителей при различном давлении (расход,
интенсивность орошения, диаметры капель);

– изучить влияние распыленной воды, подаваемой из оросителей на тепловой
поток, излучаемый модельным очагом пожара.

Экспериментальная установка

Созданная экспериментальная установка состоит из следующих основных
блоков: системы подачи воды; источника теплового излучения; прибора измере-
ния теплового потока; измерительных приборов; защитных щитов. Схема экспе-
риментальной установки представлена на рис. 1.

Система подачи воды – это баллон объемом 50 л, заполненный водой (1), к ко-
торому подсоединен баллон со сжатым воздухом (2) через редуктор (3) и шланг
высокого давления. В нижней части баллона установлен штуцер, к которому под-
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соединен шланг высокого давления для подачи воды. К шлангу через тройник
присоединены манометр (4) и ороситель (7).

2
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Рис. 1. Схема экспериментальной установки для исследования влияния распыленной воды
на тепловой поток, излучаемый модельным очагом пожара: 1 – баллон с водой; 2 – баллон
с газом-вытеснителем; 3 – редуктор; 4 – шланги высокого давления; 5 – запорный вентиль;
6 – манометр; 7 – ороситель; 8 – измеритель плотности теплового потока; 9 – модельный
очаг пожара; 10 – защитные щиты
Fig. 1. Design of the experimental setup for studying the effect of sprayed water on the heat flux
emitted by the model fire source: 1, cylinder with water; 2, cylinder with a gas-displacer; 3, re-
ducer; 4, high pressure hoses; 5, shut-off valve; 6, pressure gauge; 7, sprinkler; 8, meter of the
heat flux density; 9, model of a fire source; and 10, protective shields

Для экспериментов были выбраны оросители тонкораспыленной воды, пред-
назначенные для тушения пожаров в помещениях: «А» – ороситель дренчерный
тонкораспыленной воды со сплошным конусом распыла, диаметр ¾ дюйма; «Б» –
ороситель дренчерный тонкораспыленной воды с полым конусом распыла, диа-
метр ½ дюйма.

В качестве источника теплового излучения для экспериментов использовался
модельный очаг пожара, который представлял собой круглый противень, изготов-
ленный из листовой стали с внутренним диаметром 450 мм, толщиной стенки
1.5 мм и высотой борта противня 100 мм. В качестве горючего материала приме-
нялся автомобильный бензин марки АИ-92. Выбор источника теплового излуче-
ния обусловлен параметрами проемов в защитных щитах (проекция поверхности
пламени модельного очага должна полностью покрывать площадь проема).

Для определения значений плотности теплового потока использовался измери-
тель плотности теплового потока ИПП-2. Давление в баллонах с водой и воздухом
измерялось с помощью манометров редуктора БКО-50-4 в диапазоне давлений на
входе от 0 до 25 МПа, на выходе от 0 до 2.5 МПа. Давление у оросителя измеря-
лось водяным манометром в диапазоне давлений от 0 до 1.6 МПа. С целью опре-
деления интенсивности орошения использовались емкости 0.25×0.25×0.15 м в ко-
личестве 12 шт. и мерный цилиндр объемом 1 л с ценой деления 10 мл. Фиксация
времени экспериментов производилась с помощью секундомера с дискретностью
отсчета времени 0.01 с.
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Экспериментальные исследования состояли из двух основных этапов и выпол-
нялись в следующей последовательности. Вначале определялись параметры рабо-
ты оросителей в диапазоне давлений от 0.2 до 0.8 МПа с шагом в 0.2 МПа с изме-
рением расхода воды из оросителей, интенсивности орошения оросителей, диа-
метра капель воды. Затем исследовалось влияние на тепловой поток распыленной
воды различной дисперсности, подаваемой из оросителей в этом же диапазоне
давлений.

Исследования параметров распыленной воды

Определение дисперсности распыленной струи воды проводилось в соответст-
вии со стандартом [4] методом улавливания капель воды на смесь, состоящую
из 1/4 весовой части технического вазелина и 3/4 частей вазелинового масла.
Подложки с нанесенным на них слоем этой смеси (массой не менее 3 г, площадью
захвата не менее 7 см2 каждая) расставляли в плоскости, перпендикулярной к оси
распылителя, на расстоянии, равном половине дальности эффективного действия
струй, равномерно от центра к максимальному радиусу факела струи. Подложки
накрывали отсекателем, который убирался после выхода распылителя на рабочий
режим на время, необходимое для фиксирования в плошке не менее 100 капель, и
при этом оставалось свободное пространство между каплями. Давление подачи
соответствовало условиям проведения экспериментов.

На рис. 2 представлено изменение расхода воды оросителей в зависимости от
давления. С увеличением давления повышается средний расход принятых для ис-
пытаний оросителей, однако расход воды через ороситель «А» превышает расход
оросителя «Б» в среднем в 4 раза.

Давление оросителя, МПа
0.2 0.4 0.6 0.8

0

0.2

0.4

0.6

Ра
сх
од

, л
/с

Рис. 2. Изменение расхода воды через оросители в зависимости от давления:
● – ороситель «А»;  ■ – ороситель «Б»

Fig. 2. Variation in the water flow rate in the sprinklers as a function of pressure:
● – sprinkler «A» and ■ – sprinkler «B»
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Анализ результатов измерений средней интенсивности орошения оросителей
(рис. 3) показал, что с увеличением давления у оросителя «А» наблюдается сни-
жение интенсивности даже при условии повышения среднего расхода. Данный
факт объясняется увеличением угла распыла, зафиксированного при проведении
измерений. У оросителя «Б» изменения угла распыла не наблюдалось, поэтому
средняя интенсивность орошения возрастает с увеличением давления.
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Рис. 3. Изменение средней интенсивности орошения оросителей
в зависимости от давления: ● – ороситель «А»; ■ – ороситель «Б»

Fig. 3. Variation in the average intensity of irrigation of sprinklers
as a function of pressure:  ● – sprinkler «A» and ■ – sprinkler «B»

Результаты измерения диаметра капель показали, что диаметр капель оросите-
ля «А» в зависимости от давления изменяется незначительно и составляет в сред-
нем 430 мкм. Напротив, у оросителя «Б» с увеличением давления до 0.8 МПа на-
блюдалось уменьшение диаметра капель более чем в 4.5 раза от диаметра при
давлении 0.2 МПа.

Исследования влияния распыленной воды на тепловой поток

Условия проведения экспериментов по исследованию влияния распыленной
воды на тепловой поток следующие. Фиксация значений плотности теплового по-
тока начиналась с момента зажигания модельного очага. На 90-й секунде начина-
лась подача воды и работа оросителей. После 210 с проведения экспериментов
подача воды прекращалась, при этом значения плотности теплового потока фик-
сировались до затухания очага пожара. Оценки систематической и случайной по-
грешностей показали, что измерения плотности теплового потока q проводились с
погрешностью q ± 0.3 кВт/м2.
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Во время проведения первых двух экспериментов направление распыла было
сверху вниз. Результаты измерений плотности теплового потока при различных
значениях давления представлены на рис. 4 и 5.
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Рис. 4. Изменение плотности теплового потока под воздействием распыленной воды,
подаваемой сверху вниз при различном давлении из оросителя «А»:

 0.2 МПа;  0.4 МПа;   0.6 МПа;  0.8 МПа
Fig. 4. Variation in the heat flux density under effect of the sprayed water

supplied from the top downward at various pressures of sprinkler «А»:
 0.2 MPa;  0.4 MPa;   0.6 MPa;  0.8 MPa

Видно, что подача распыленной воды после 90 с вызывает незначительное ос-
лабление теплового потока на 3.0 % при давлении 0.6 МПа у оросителя «А» и на
5.8 % при 0.4 МПа у оросителя «Б». В остальных случаях снижения тепловых по-
токов не наблюдалось. При этом было зафиксировано увеличение значений плот-
ности теплового потока и интенсивности горения модельного очага пожара, вы-
раженное в увеличении высоты пламени. Снижение значений тепловых потоков
после 210 с связано с прекращением подачи распыленной воды, а также с даль-
нейшим выгоранием топлива и затуханием очага горения.
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Рис. 5. Изменение плотности теплового потока под воздействием распыленной воды,
подаваемой сверху вниз при различном давлении из оросителя «Б»:

 0.2 МПа;  0.4 МПа;   0.6 МПа;  0.8 МПа
Fig. 5. Variation in the heat flux density under effect of the sprayed water

supplied from the top downward at various pressures of sprinkler «B»:
 0.2 MPa;  0.4 MPa;   0.6 MPa;  0.8 MPa

Увеличение интенсивности горения и, как следствие, повышение значений те-
пловых потоков объясняется попаданием дополнительного потока воздуха в зону
горения бензина. Очевидно, что данный поток воздуха формировался потоком
распыленной воды, так как повышение плотности теплового потока было зафик-
сировано в период работы оросителей. Увеличение интенсивности горения бензи-
на может наблюдаться при попадании в зону горения капель воды, однако по-
средством использования защитных щитов это было исключено.

По результатам экспериментов, рассматривающих распространение пожара в
автостоянках закрытого типа по принятому сценарию, можно заключить, что ра-
бота традиционной системы пожаротушения с подачей воды сверху вниз не обес-
печивает в полной мере снижение тепловых потоков и нераспространение огня на
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рядом стоящий транспорт. При этом большая часть воды попадает на кузов авто-
мобиля, а не в горящий салон или подкапотное пространство.

При изменении условий проведения экспериментов, когда подача воды произ-
водилась снизу вверх (оросители были установлены на уровне пола помещения),
удалось добиться существенного снижения интенсивности теплового излучения
от очага пожара. При этом движение теплового потока от очага пожара и потока
распыленной воды происходит в одном направлении – вверх. В результате дви-
жения двух потоков в одном направлении область турбулентного режима смеща-
ется вверх по вертикали от уровня пола. Это способствует дополнительному сни-
жению интенсивности теплового излучения. Результаты измерений плотности те-
плового потока для этого случая представлены на рис. 6.
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Рис. 6. Изменение плотности теплового потока под воздействием распыленной воды
с направлением подачи снизу вверх:  0.2 МПа ороситель «А»;  0.4 МПа
ороситель «Б»;  0.6 МПа ороситель «Б»;    0.8 МПа ороситель «Б»

Fig. 6. Variation in the heat flux density under effect of the sprayed water supplied f
rom the bottom upwards:  sprinkler «A» at 0.2 MPa;   sprinkler «B» at 0.4 MPa;

 sprinkler «B» at 0.6 MPa; and  sprinkler «B» at 0.8 MPa



Эффективность экранирующей способности распыленной воды при пожаре 139

При испытаниях с применением оросителя «А», имеющего сплошной конус
распыла с углом распыла, превышающим 180°, было зафиксировано попадание
капель воды в зону горения бензина. Этот факт объясняет увеличение плотности
теплового потока после 90 с эксперимента.

При работе оросителя «Б» (полый конус распыла, угол распыла не более 80°)
попадания капель воды в зону горения не наблюдалось. В результате было зафик-
сировано значительное снижение плотности теплового потока: на 44.6 % при дав-
лении 0.4 МПа; на 48.4 % при давлении 0.6 МПа; на 48.5 % при давлении 0.8 Мпа.

Прекращение подачи воды после 210 с вызвает возрастание тепловых потоков,
которое прекращается по мере выгорания топлива модельного очага пожара.

Выводы
Экспериментально установлено, что поток распыленной воды из оросителей,

подаваемый сверху, за счет эжектируемого потока воздуха в очаг пожара, может
привести к увеличению интенсивности горения и, как следствие, к увеличению теп-
лового потока, воздействующего на расположенную рядом пожарную нагрузку.

Наиболее эффективной защитой от распространения пожара за счет теплового
потока является их оборудование системой пожаротушения распыленной водой с
расположением оросителей на уровне пола и направлением потока распыленной
воды снизу вверх.

Эффективность применения предлагаемого способа пожаротушения обусловлена:
– локализацией пожара в пределах очага пожара за счет снижения воздействия

теплового потока от горящего автомобиля на соседние транспортные средства до
50 % в зависимости от технических характеристик оросителей;

– повышением вероятности успеха ликвидации горения на ранней стадии по-
жара вследствие увеличения объема воды, попавшей непосредственно в очаг (ши-
ны, декоративные элементы отделки кузова автомобиля, салон автомобиля через
разрушенное остекление);

– увеличением времени безопасной эвакуации людей за счет вовлечения про-
дуктов горения потоком распыленной воды и сосредоточения их в припотолочном
пространстве.

Реализация предложенного способа наиболее актуальна для защиты мест ав-
томобильных парковок с использованием механизированных средств доставки и
установки автомобиля. Разработанный способ пожаротушения может быть при-
менен также на объектах защиты складского и производственного назначения.
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In this paper, the screening capacity of water droplets supplied from the sprinkler automatic
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investigate dispersion and screening capacity of sprayed water, is given. The results of the study
on the particle size distribution of sprayed water at various pressures of water flow in the
sprinklers are presented. The effect of sprayed water on the density of heat flux emitted from the
model fire source is studied. It is shown that the method of water supply (top or bottom) has a
significant impact on the efficiency of fire extinguishing. It is established that the flow of sprayed
water supplied from the top may lead to an increase in the combustion intensity due to the air
flow involved into the fire during supply. An effective prevention of fire from spreading is a
sprayed water supply from the sprinklers located at the floor level ducting the water from the
bottom upwards. An alternative method of fire protection is proposed.

KHASANOV Irek Ravilevich (Doctor of Technical Sciences, All-Russian Research Institute for
Fire Protection of Emercom of Russia, Balashikha, Moscow Region, Russian Federation). E-mail:
irhas@rambler.ru

ORLOV Oleg Ivanovich (Head of the expert-consulting division, Ivanovo Fire and Rescue
Academy of Emercom of Russia, Ivanovo, Russian Federation). E-mail: orlov.iigps@gmail.com

REFERENCES

 1. Set of rules SP 5.13130.2009 (2009) Sistemy protivopozharnoy zashchity. Ustanovki pozharnoy
signalizatsii i pozharotusheniya avtomaticheskie. Normy i pravila proektirovaniya [Fire pro-
tection systems. Installation of the automatic fire alarm and fire extinguishing systems. Rules
and regulations of design]. Moscow: FGU VNIIPO.

 2. Zhao B., Kruppa J. (2004) Structural behavior of an open car park under real fire scenarios.
Fires and Materials. 28(2-4). pp. 269–280. DOI: 10.1002/fam.867.

 3. Orlov O.I. (2018) Osobennosti pozharov v avtostoyankakh zakrytogo tipa. Matematicheskaya
model' vosplameneniya materialov avtomobilya pod vozdeystviem teplovogo potoka v uslovi-
yakh ekraniruyushchego vozdeystviya raspylennoy vody [Features of the fires in closed park-
ing lots. Mathematical model of the ignition of car materials resulting from a heat flux under
the shielding effect of sprayed water]. Pozharnaya bezopasnost’ – Fire Safety. 1. pp. 55–63.

 4. Standard GOST R 51043-2002 (2002) Ustanovki vodyanogo i pennogo pozharotusheniya
avtomaticheskie. Orositeli. Obshchie tekhnicheskie trebovaniya. Metody ispytaniy [Installation
of the automatic water and foam fire-fighting systems. Sprinklers. General technical require-
ments. Test methods]. Moscow: IPK Izdatel'stvo standartov.

Received: October 18, 2018



ВЕСТНИК ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА

2019 Математика и механика № 60

УДК 539.3
DOI 10.17223/19988621/60/11

Д.В. Янов, А.С. Бодров, Н.В. Пахнутова, С.А. Зелепугин

МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА ДИНАМИЧЕСКОГО
КАНАЛЬНО-УГЛОВОГО ПРЕССОВАНИЯ МЕДНЫХ ОБРАЗЦОВ
С УЧЕТОМ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ УСЛОВИЙ НАГРУЖЕНИЯ1

Численно моделируется процесс интенсивной пластической деформации об-
разца из меди при динамическом канально-угловом прессовании. В качестве
исходных данных использованы экспериментальные значения скорости и
давления, действующего на образец. Численные расчеты проводились с по-
мощью модифицированного метода конечных элементов с использованием
модели разрушения активного типа. В результате определены значения ско-
рости и давления, действующего на тыльную часть образца, при которых
возможно успешное прохождение динамического канально-углового прес-
сования медного образца.

Ключевые слова: интенсивная пластическая деформация, динамическое
канально-угловое прессование, метод конечных элементов.

Одним из основных направлений в области материаловедения является полу-
чение материалов с улучшенными физико-механическими свойствами. На данный
момент уровень развития технологий дает возможность получать наноструктур-
ные и ультрамелкозернистые (УМЗ) металлы и сплавы с размером зерна порядка
50−150 нм [1]. Металлы с УМЗ-структурой имеют уникальные свойства и приме-
няются во многих областях науки и техники. Повышенная прочность, хладнолом-
кость, устойчивость к радиации и многие другие характеристики тесно связаны с
УМЗ-металлами, но отдельно стоит вопрос о способах получения такой структу-
ры. Широкое развитие получила технология компактирования порошков, в том
числе взрывного [2], из дисперсных частиц металла, полученных при помощи га-
зовой конденсации, химического синтеза и т.д. При этом методика компактирова-
ния порошков имеет серьезные недостатки, такие, как остаточная пористость, за-
грязнённость порошков при их подготовке, небольшие размеры конечного изде-
лия.

Активные исследования в области интенсивных пластических деформаций
(ИПД) дают возможность взглянуть по-новому на процесс измельчения и образо-
вания УМЗ-структуры металла [1]. Известно, что при таких технологических про-
цессах, как прокатка, вытяжка, прессовка, размер зерна металла уменьшается в
несколько раз, но границы зерен имеют малоугловую разориентировку, поэтому
для получения большеугловых границ зерен используют специальные схемы
ИПД: кручение под высоким давлением, равнокальное угловое прессование
(РКУП) [1], динамическое канально-угловое прессование (ДКУП) [3].

                                                          
1 Работа выполнена в рамках государственного задания Минобрнауки РФ (проект № 0365-2019-0004)
при частичной поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проект № 18-48-
700041 р_а).
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Работы различных авторов в области интенсивной пластической деформации
можно разделить на два направления: экспериментальные исследования процес-
сов ИПД и численное моделирование. Например, в работе [4] представлено ис-
следование особенностей деформирования образцов из меди, легированных цир-
конием, гафнием и оловом, прошедших ДКУП. Было выявлено, что в процессе
динамического прессования образец из сплава циркониевой бронзы, подвергну-
тый предварительному гомогенизационному отжигу при температуре 800 °С, бо-
лее устойчив к появлению трещин, чем образец, не прошедший отжиг. При дина-
мическом прессовании образца из сплава гафниевой бронзы, также подвергнутого
гомогенизационному отжигу при температуре 800 °С, во всем сечении по плоско-
сти сдвига наблюдаются трещины. То есть в результате легирования медного об-
разца происходит его интенсивное упрочнение в процессе ДКУП и, как следствие,
проявляется тенденция к появлению трещин, но в зависимости от легирующей
добавки и предварительных технологических операций разрушение образца в
процессе ДКУП может быть предотвращено. Также авторами работы [5] подроб-
но изучено изменение микроструктуры и свойств образца из сплава меди с хро-
мом и цирконием при ДКУП. Был выявлен значительный рост механических ха-
рактеристик сплава после ДКУП, а именно, увеличение микротвердости
Cu−0.14Cr−0.04Zr с 700 до 1600 МПа, увеличение предела текучести с 100 до
464 МПа.

В работе [6] представлены результаты численного моделирования процесса
РКУП методом сглаженных частиц (SPH) и методом конечных элементов (МКЭ),
а также проведен сравнительный анализ двух подходов к решению задачи. Идея
применения метода сглаженных частиц к динамическому прессованию связана с
тем, что в процессе ИПД конечные элементы в МКЭ подвергается значительным
деформациям, в результате чего конечные элементы начинают вытягиваться и
вырождаться. В таком случае говорить о сходимости численного решения нельзя.
Метод SPH относится к бессеточным методам и лишен такого недостатка, так как
модель исследуемой среды состоит из частиц определённого радиуса, взаимодей-
ствие между которыми описывается с помощью функции ядра. В работе делается
вывод о пригодности метода SPH к описанию процессов интенсивного пластиче-
ского деформирования.

Авторами [7] исследована структура и механические свойства образца из алю-
миниевого сплава 1560 после ИПД методом прессования с рифлением. Данный
метод ИПД позволяет в несколько раз увеличить механические характеристик
легких сплавов за счет изменения зеренной структуры. Особенность такого под-
хода заключается в том, что обрабатываемые образцы имеют форму в виде лент
или пластин. В результате механических испытаний алюминиевого сплава 1560,
прошедшего четыре цикла прессования, получено, что микротвердость увеличи-
лась в 2.8 раза и составляет 112 HV, а предел текучести возрос в 1.4 раза и состав-
ляет 177 МПа.

В настоящее время большой интерес представляют работы в области числен-
ного моделирования микроструктуры материалов. В [8] представлен метод моле-
кулярной динамики, описывающий поведение зеренной структуры в процессе
ИПД. В основе метода лежит уравнение Ньютона и потенциал Леннарда – Джон-
са, описывающий взаимодействие молекул. В двумерной постановке рассмотрено
поведение четырехзеренной модели при различных стадиях нагружения: упругая
деформация, пластическая деформация и изменение зерен, разгрузка. Было выяв-
лено, что при достижении критических напряжений в четырехзеренной модели
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возникают дефекты, которые в дальнейшем разрастаются по обширной площади
зерна. Также происходят изменения в самой структуре, измельчение и перестрой-
ка зерен.

В данной работе рассматривается процесс ДКУП, который является модифи-
каций РКУП. Процесс РКУП проводится при помощи прессового оборудования,
при этом приходится неоднократно пропускать металлический образец через пе-
ресекающиеся каналы для достижения однородной УМЗ-структуры в объеме об-
разца. В процессе ДКУП вместо пресса используется, как правило, пороховой за-
ряд, вследствие чего происходит быстрый рост давления, действующего на тыль-
ную часть образца, а сам образец может быть разогнан до высоких скоростей.
Применение метода ДКУП дает возможность снизить количество проходов об-
разца в несколько раз за счет высоких скоростей деформаций с сохранением пла-
стических свойств материала образца. При этом размеры образцов могут быть
достаточно большими. Динамическое канально-угловое прессование применимо
ко многим металлам и сплавам, интерметаллидам, конструкционным, функцио-
нальным материалам [3, 4], поэтому необходим более глубокий анализ этого тех-
нологического процесса со стороны механики деформируемого твердого тела и
механики разрушения, в том числе методами математического моделирования.

Целью данной работы является численное моделирование и анализ процесса
ДКУП с учетом параметров давления и ускорения, определенных из эксперимен-
тов [9], а также определение величины скорости, при которой возможно успешное
прохождение образцом пересекающихся каналов. Принципиальным отличием от
предыдущих работ в области численного моделирования [10−14] является иссле-
дование процесса ДКУП в условиях нагружения, приближенных к реализующим-
ся в экспериментах [9].

Постановка задачи. Выбор экспериментальных значений

Рассматривается задача о движении медного (М1) образца квадратного сече-
ния в процессе ДКУП. Длина образца 65 мм, размеры в сечении 16 × 16 мм. В на-
чальный момент времени образец находится в вертикальном канале оснастки и
имеет начальную скорость υ0 и давление P0, действующие на тыльную часть об-
разца. Стенки оснастки считаются абсолютно жесткими.

На рис. 1 изображена схема пересечения каналов оснастки в продольном сече-
нии, наклонная площадка находится под углом 45°, высота наклонной площадки
составляет 4 мм.

На рис. 2 изображена кривая, интерполирующая экспериментальные данные
изменения во времени давления, действующего на тыльную часть образца [9].
С учетом представленных на рис. 2 экспериментальных результатов вопрос о вы-
боре величины давления, действующего на тыльную часть образца, в качестве на-
чального параметра для расчета процесса прохождения образцом пересечения ка-
налов, является нетривиальным. Из анализа результатов численных расчетов про-
цессов ДКУП [10−14] можно определить продолжительность основной стадии
прохождения каналов, составляющей 0.8−1.0 мс. Экспериментальные данные,
приведенные на рис. 2, показывают, что в течение данного интервала процесса
давление изменяется не столь значительно. Это позволяет выбрать для расчетов
постоянную величину давления, осредненную на интервале в 1 мс. На рис. 2
штриховыми вертикальными линиями определен такой интервал, в качестве ос-
редненного давления выбрано значение P0 = 310 МПа.
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Рис. 1. Постановка задачи, размеры указаны в мм
Fig. 1. Statement of the problem (the sizes are given in mm)
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Рис. 2. График зависимости давления от времени.
1 – экспериментальные данные [9], 2 – интерполяционная кривая

Fig. 2. Pressure as a function of time:
1, experimental data from [9] and 2, interpolation curve

Используя результаты измерений скорости движения образца [9], построена
интерполяционная кривая изменения скорости образца во времени (рис. 3). На
рис. 3 можно наблюдать практически линейную часть графика в интервале време-
ни 4−10 мс, которую можно аппроксимировать прямой. Вычислив тангенс угла
наклона аппроксимирующей прямой, можно определить ускорение образца
2.7·105 м/с2. Определив его ускорение, можно варьировать скорость образца, с ко-
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торой он начинает прохождение пересечения каналов, в широких пределах
0−1800 м/с (согласно рис. 3) в зависимости от пройденного образцом расстояния
по вертикальному каналу до начала процесса ДКУП. Таким образом, на основании
экспериментальных данных [9] в данной работе выбраны давление P0 = 310 МПа,
действующее на тыльную поверхность образца в течение всего процесса ДКУП, и
интервал изменения начальной скорости образца 0−1800 м/с.
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Рис. 3. Скорость движения образца в зависимости от времени:
1 – экспериментальные данные [9], 2 – интерполяционная кривая,

3 – аппроксимирующая прямая
Fig. 3. Velocity of the sample as a function of time: 1, experimental data from [9],

2, interpolation curve, and 3, approximating line

Физико-математическая модель

Решение задачи проводилось модифицированным методом конечных элемен-
тов в трехмерной постановке. В качестве базовых уравнений используется урав-
нение неразрывности (1), движения (2) и энергии (3) [10 – 13]:

1 0i

i

d
dt x

∂υρ
+ =

ρ ∂
; (1)

1 iji

j

d
dt x

∂συ
=
ρ ∂

; (2)

ij ij
dE
dt

ρ = σ ε , (3)

где ρ – плотность, t – время, υi – компоненты скорости, xi – компоненты простран-
ственных переменных, E – удельная внутренняя энергия, σij  = – Pδij+Sij – компо-
ненты тензора напряжений, P = Pc(ρ/ρc) – среднее давление, δij – символ Кронеке-
ра, Pc – давление в неповрежденной части среды, Sij – девиатор напряжений, εij –
компоненты тензора скоростей деформаций.

Объем повреждаемой среды W состоит из объема конденсированной фазы Wc
и объема пор Wf. Для описания степени поврежденности среды вводится удель-
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ный объем микроповреждений Vf и средняя плотность повреждаемой среды
ρ = ρс(Wс/W). Моделирование разрушения материала осуществляется c использо-
ванием модели разрушения активного типа [15], где P* = PkV1/(Vf +V1), V1, V2, Kf,
Pk – константы:

*
c cf

* *
c f 2 f

*0, если или ( и 0),
*sign( ) ( )( ), если или ( и 0).

f

c c c f

P P P P VdV
dt P K P P V V P P P P V

⎧ ≤ > =⎪= ⎨
⎪− − + < − > >⎩

Для описания пластического деформирования используется условие текучести
Мизеса, модуль сдвига и динамический предел текучести зависят от степени по-
вреждения материала и температуры.

Для описания поведения материала под нагрузкой используется уравнение со-
стояния типа Ми – Грюнайзена

2 2 2
0 0 0c

2 2 3
0 0 0 0

[1 / 2 2( 1)]
[2(1 / 2)(b 1) 3( 1) ]

P a a b
a b E
= ρ μ +ρ − γ + − μ +

+ ρ − γ − + − μ + γ ρ , (4)
где ρ0 – начальная плотность материала, μ = V0/(V − Vf) − 1, γ0 – коэффициент
Грюнайзена, V0 – начальный объем, V – текущий объем, a, b – константы адиаба-
ты Гюгонио.

В работе использованы представления, согласно которым на изменение порис-
тости влияет только шаровая компонента напряжений или давление, а компонен-
ты девиатора напряжений ограничены независимой девиаторной функцией теку-
чести

012 ( )
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Производная по Яуману определяется следующим образом:
0
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dS dS
S W S W
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= − − , (6)

где G – модуль сдвига, σ – динамический предел текучести, параметр λ равен 0
при упругих деформациях, а при пластических определяется с помощью критерия
текучести Мизеса:
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Тепловой коэффициент KT вычисляется следующим таким образом:
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(9)

где Tm – температура плавления вещества, c, V3, V4, T1 – константы материала.
Значения параметров материала: ρ = 8930 кг/м3, a = 3940 м/с, b = 1.49, γ0 = 2.04,
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G0 = 41 ГПа, σ0 = 0.43 ГПа, Tm = 1358 К, T1 = 1154 К, c = 280 ГПа−1, Kf = 0.005,
Pk = −0.7 ГПа, V1 = 5.6·10−4 см3/г, V2 = 5.6·10−5 см3/г, V3 = 0.0224 см3/г,
V4 = 0.0672 см3/г.

Результаты расчетов

Основная задача численных расчетов – выбор начальной скорости образца, не-
обходимой для успешного прохождения каналов оснастки при выбранном посто-
янном давлении P0 = 310 МПа. Серия численных расчетов показала, что рацио-
нальное значение скорости для медного образца составило 170 м/с. При повыше-
нии данного значения скорости движения происходят критические деформации
образца и рост микроповреждений, а при меньших скоростях образец застревает в
пересекающихся каналах [14].

На рис. 4 представлена динамика процесса прессования и поля удельной энер-
гии сдвиговых деформаций. Из анализа результатов видно, что значительным
пластическим деформациям подвергается почти весь образец из меди, кроме пе-
редней и тыльной частей, где пластическая деформация несущественна. Также в
процессе ДКУП происходит равномерное распределение деформаций и удлине-
ние образца в продольном направлении.

a b

c d

Рис. 4. Поля удельной энергии сдвиговых деформаций, кДж/кг,
в различные моменты времени при P0 = 310 МПа, υ0 = 170 м/с:
 t = 250 мкс (а), t = 350 мкс (b), t = 550 мкс (c), t = 795 мкс (d)

Fig. 4. Fields of a specific energy of shear deformations, kJ/kg, for P0 = 310 MPa,
υ0 = 170 m/s at various time instants: t = a) 250, b) 350, c) 550, and d) 795 µs
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На рис. 5, а изображено распределение температуры по образцу. Максималь-
ная температура T = 600 К соответствует области интенсивного взаимодействия
образца со стенками каналов и находится в нижней части образца. Важно, что при
данной температуре не происходит рост зерен [3]. При приближении тыльной по-
верхности образца к пересекающимся каналам оснастки происходит образование
выступа, такой характер деформирования согласуется с экспериментальными
формами образца, полученными в процессе ДКУП [3].

На рис. 5, b представлены поля удельного объема микроповреждений. Из ри-
сунка видно, что максимальным повреждениям подвергаются в основном не-
сколько областей на верхней плоскости образца, расположенные в его передней и
тыльной частях. Рост микроповреждений в передней части связан с особенностя-
ми деформирования на начальном этапе ДКУП, в том числе с образованием сво-
бодной поверхности образца между верхней плоскостью образца и верхней гра-
ницей горизонтального канала. Рост микроповреждений в тыльной части связан с
особенностями деформирования на заключительном этапе ДКУП при образова-
нии выступа на верхней плоскости образца и растяжении материала в данной об-
ласти.

a b

Рис. 5. Параметры процесса при P0 = 310 МПа, υ0 = 170 м/с, t = 795 мкс:
а – поля распределения температуры, К, b – удельный объем микроповреждений, см3/г

Fig. 5. Process parameters at P0 = 310 MPa, υ0 = 170 m/s, t = 795 μs:
(a) fields of temperature distribution (K) and (b) specific volume of microdamages (cm3/g)

Заключение

В результате проведенных исследований с использованием эксперименталь-
ных данных подобраны значения давления P0 = 310 МПа и ускорения 2.7·105 м/с2,
которые позволили провести численное моделирование ДКУП в условиях нагру-
жения, приближенных к реализующимся в экспериментах. Определено значение
начальной скорости движения медного образца перед попаданием в область пере-
сечения каналов, равное 170 м/с, при котором возможно успешное прохождение
ДКУП. При увеличении скорости образца происходит критическая деформация и
разрушение в начальный период (0.1–0.15 мс) процесса ДКУП, а при уменьшении
– возрастает вероятность того, что образец застрянет в пересекающихся каналах.
Уменьшение давления также приводит к застреванию при неизменной начальной
скорости 170 м/с. Таким образом, образец из меди практически полностью прохо-
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дит пересекающуюся оснастку со значительными пластическими деформациями,
обеспечивающими измельчение зеренной структуры, при параметрах: скорость
υ0 = 170 м/с, давление P0 = 310 МПа.
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One of the urgent problems in the field of materials science is producing of metals and alloys
with an ultrafine-grained (UFG) structure. Metals with UFG structure are characterized by
improved physical and mechanical properties, such as increased strength, cold brittleness, and
radiation stability. This paper considers a method of dynamic channel-angular pressing (DCAP)
which is used to obtain the UFG structure. The purpose of this work is to simulate numerically the
DCAP process of a copper sample using experimental data of loading. The experimental data
available in the scientific literature have been analyzed to specify the initial conditions as follows:
the pressure acting on the rear part of the sample is P0=310 MPa and the initial velocity of the
sample can be varied in a wide range. Numerical simulation is performed using a modified finite
element method within the framework of elastoplastic model of a damaged medium. The
numerical computations have shown that the copper sample successfully undergoes the DCAP
process at the following initial parameters: υ0 = 170 m/s and P0 = 310 MPa. Almost the entire
sample is exposed to uniform intense plastic deformations, except for the front and rear parts.
Also, a slight elongation of the sample occurs along the longitudinal axis, and the temperature
rises up to 600 K in the contact region of the sample with the walls of the horizontal part of the
channel.
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