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О НУЛЯХ КОМБИНАЦИИ ПРОИЗВЕДЕНИЙ ФУНКЦИЙ БЕССЕЛЯ

Исследуются функции, являющиеся суммой или разностью произведений
функции Бесселя и модифицированной функции Бесселя с разными индек-
сами. Изучается множество нулей таких функций. С помощью теоремы
Штурма о разделении корней дифференциального уравнения доказано, что
такая комбинация имеет счетное множество положительных нулей и счетное
множество чисто мнимых нулей с положительной мнимой частью.

Ключевые слова: функция Бесселя, модифицированная функция Бесселя,
множество нулей функции, теорема Штурма.

При исследовании краевых или спектральных задач (например, [1]) для урав-
нений смешанного типа со степенным вырождением возникает необходимость
(при нахождении собственных значений) нахождения нулей функции вида

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 0 1,f t J t I t I t J tν ν −ν ν −ν= + < ν < (1)

при Re 0t > , где ( )Jν ⋅  – функция Бесселя первого рода порядка ν, ( )Iν ⋅  – моди-
фицированная функция Бесселя первого рода порядка ν.

Изучению нулей комбинаций произведений цилиндрических функций посвя-
щено относительно небольшое количество исследований. Например, в справочни-
ке [2] приведены таблицы нескольких первых корней уравнения

( ) ( ) ( ) ( ) 0J x N kx J kx N xν ν ν ν− =  для некоторых значений k и ν, а также первых кор-
ней уравнения ( ) '( ) ( ) '( ) 0n n n nI x J x J x I x− =  для 0,1, 2,3.n =

В некоторых случаях комбинации произведений функций Бесселя представ-
ляют собой элементарные функции, и тогда вопрос об их корнях решается эле-
ментарно, например [3, с. 91]:
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В книге [4] приведен обзор работ, посвященных изучению нулей функций, со-
держащих произведения бесселевых функций, но функция (1) или аналогичные ей
не исследованы.

                                                          
1 Работа первого автора поддержана  грантом РФФИ-РБ (проект 17-41-020516).
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В большой обзорной статье [5] приведены классические результаты по теории
бесселевых функций, основные сведения о нулях функций Бесселя и их произ-
водных и методах их вычисления. Описан метод Эйлера вычисления малых нулей
функций Бесселя, метод Стокса вычисления больших нулей функций Бесселя, а
также другие методы. Отмечено, что можно использовать теорему Штурма [6,
с.136] о разделении нулей решений обыкновенного дифференциального уравне-
ния второго порядка, и показано ее применение для функций Бесселя. Однако там
не рассматриваются комбинации вида (1).

В [4, с.336] приведен ряд формул, позволяющих свести произведения бесселе-
вых функций к обобщенной гипергеометрической функции, например

4

0 3

4

0 32

sin( ) 1( ) ( ) 1;1 ,1 , ;
2 2 2 64

sin( ) 3 3 31; , , ; ,
2 2 2 642 (1 )

zJ z I z F

zF

−ν ν
⎛ ⎞πν ν ν

= − + − −⎜ ⎟πν ⎝ ⎠
⎛ ⎞πν − ν + ν

− −⎜ ⎟
π − ν ⎝ ⎠

(2)

где 0 3 ( ; , , ; )F a b c d z  – обобщенная гипергеометрическая функция. С учетом фор-
мулы (2) функцию (1) можно привести к виду

4

0 3
2sin( ) 1( ) 1;1 ,1 , ; .

2 2 2 64
tf t Fν

⎛ ⎞πν ν ν
= − + −⎜ ⎟πν ⎝ ⎠

 (3)

Однако обобщенная гипергеометрическая функция очень мало изучена, и в лите-
ратуре нет утверждений о ее нулях.

Есть ряд работ, посвященных численным алгоритмам вычисления нулей бес-
селевых функций (например, [7]), однако и в этих работах не рассматриваются
комбинации произведений цилиндрических функций. Кроме того, численные ме-
тоды позволяют найти лишь конечное число нулей какой-либо функции.

Таким образом, в известных нам классических или современных работах нет
каких-либо результатов о нулях функции (1).

В настоящей работе при помощи теоремы о разделении корней будет получена
теорема о множестве нулей функции более общего вида, чем (1), а также рассмот-
рены конкретные примеры.

Утверждения о нулях функций

Рассмотрим функцию (1)
, ( ) ( ) ( ) ( ), , , , .f J t I t I t J tν μ ν −μ μ −ν= + ν μ∈ ν μ∉R N

Теорема. Уравнение
( ) ( ) ( ) ( ) 0J t I t I t J tν −μ μ −ν+ = (4)

имеет счетное множество действительных положительных корней и счетное
множество чисто мнимых корней с положительной мнимой частью. При этом
каждый положительный корень находится на интервале между двумя последо-
вательными нулями функции ( )J tν  (равно как и между двумя последовательными
нулями функции ( )J t−ν ), а каждый чисто мнимый корень – между двумя после-
довательными нулями функции ( )I tμ  (или ( )I t−μ ).

Доказательство. 1) Пусть t x += ∈R . В силу того, что

( 0)( ( ) 0, ( ) 0),x I x I xμ −μ∀ > > >
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из уравнения (4) получим
( ) ( )

.
( ) ( )

J t J t
I t I t
ν −ν

μ −μ
= − (5)

При этом функция 1( ) ( ) / ( )f t J t I tν μ=  имеет те же нули, что и функция ( )J tν , а

функция 2 ( ) ( ) / ( )f t a J t I t−ν −μ= −  имеет такие же нули, что и функция ( )J t−ν .
Далее применим теорему о разделении корней [6, с.136]. В силу того, что

функции ( )J tν  и ( )J t−ν  при нецелом ν  являются линейно независимыми реше-
ниями уравнения Бесселя, нули функций ( )J tν  и ( )J t−ν  взаимно разделены. Сле-

довательно, и нули функций 1f  и 2f  также взаимно разделены. Это означает, что

между любыми двумя соседними корнями функции 1f  найдется ровно один ко-

рень функции 2f , и наоборот. Отсюда, в силу непрерывности обеих этих функ-
ций, получим, что их графики пересекаются ровно в одной точке на каждом ин-
тервале между любыми двумя соседними корнями функции ( )J tν  (а также между
любыми двумя соседними корнями функции ( )J t−ν ).

Это означает, что уравнение (5) имеет счетное множество положительных
корней. А зная нули функций ( )J tν  и ( )J t−ν , можно отделить промежутки, на ко-
торых находятся корни уравнения (5).

2) Пусть , .t iy y += ∈ ∈C R  Рассуждая аналогично, получим, что уравнение
( ) / ( ) ( ) / ( )I iy J iy I iy J iyμ ν −μ −ν= −  имеет счетное множество чисто мнимых кор-

ней. ■
Замечание 1. Остается невыясненным вопрос, имеет ли уравнение (4) другие

комплексные корни, отличные от найденных чисто мнимых. Можно предполо-
жить, что других комплексных корней нет. Ниже будет разъяснено это предполо-
жение.

Замечание 2. Аналогично можно получить утверждение о счётности множест-
ва нулей функции (2)

, ( ) ( ) ( ) ( ).f J t I t I t J tν μ ν −μ μ −ν= −

Пример 1. Пусть требуется найти положительные нули функции

1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ).f x J x I x I x J x− −= +

На основании доказанной теоремы (где 1/ 2ν = μ = ) можем утверждать, что
функция имеет счетное множество положительных нулей. Из известных пред-
ставлений [2, с. 198] бесселевых функций с полуцелым индексом в виде элемен-
тарных функций:

1/ 2 1/ 2
2 2( ) sin , ( ) cosJ x x J x x
x x−= =
π π

,

можем выписать неотрицательные корни функции 1/ 2 ( )J x  и 1/ 2 ( )J x− : kπ  и
/ 2 kπ + π  соответственно, где {0}k ∈ ∪N . Тогда первый положительный нуль

функции 1/ 2 ( )f t  будет находиться на интервале ( / 2, )π π , второй – на интервале
(3 / 2, 2 )π π , …, k -й корень – на интервале (( 1/ 2) , )k k− π π .
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С другой стороны, учитывая представления для модифицированных функций

1/ 2 1/ 2
2 2( ) sh , ( ) chI x x I x x
x x−= =
π π

, функцию 1/ 2 ( )f x  можем записать в виде

1/ 2
2( ) (sin ch cos sh ),f x x x x x
x

= ⋅ + ⋅
π

 то есть для нахождения нулей этой функции

следует решить уравнение tg th .x x= −  Корни последнего уравнения найдены в
работе [8]:

0,x =  2( ) , ,
4

kx k O e k− ππ⎛ ⎞= ± − + π + ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

N

2( ) , .
4

kx i k O e k− ππ⎛ ⎞= ± − + π + ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

N

Итак, положительные нули функции 1/ 2 ( )f x  задаются формулой

2( ).
4

kx k O e− ππ
= − + π +

Также в работе [8] доказано, что нет других комплексных корней, кроме най-
денных чисто мнимых. Учитывая, что для частного случая функции (1) – функции

1/ 2 ( )f x  – нет других комплексных корней, можно предположить, что их не будет

и в общем случае для функции (1)
, ( )f tν μ .

Замечание 3. Полученные в примере 1 результаты о нулях функции 1/ 2 ( )f x
дают новые сведения и об обобщенной гипергеометрической функции (3) при
ν = 1/2.

Пример 2. Аналогично можно найти положительные нули функции

1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2
ˆ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).f x J x I x I x J x− −= −

Преобразуем функцию к виду 1/ 2
2ˆ ( ) (sin ch cos sh ),f x x x x x
x

= ⋅ − ⋅
π

 тогда на ос-

новании результатов работы [9] можем записать положительные нули функции

1/ 2
ˆ ( )f x : 2( ).

4
kx k O e− ππ

= + π +

Пример 3. Оценить первый положительный корень функции

1/ 4 1/ 4 1/ 4 1/ 4 1/ 4( ) ( ) ( ) ( ) ( ).f x J x I x I x J x− −= +

Используя таблицу значений функций 1/ 4 ( )J x  и 1/ 4 ( )J x− , можно убедиться,
что первый положительный корень функции 1/ 4 ( )f x  находится в интервале
(2;2,7). В этом случае более точную оценку можно найти только с помощью чис-
ленных алгоритмов.

Выводы

Показано применение теоремы Штурма о разделении нулей к исследованию
функции, являющейся комбинацией произведений функций Бесселя. Отмечено,
как можно отделить промежутки нахождения нулей такой функции. Это позволит
вместе с применением численных алгоритмов провести более полное изучение
функций.
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In this paper, the function ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 0 1,f t J t I t I t J tν ν −ν ν −ν= + < ν <  Re 0t > , is
investigated. Such functions were little studied in the literature. It is proved that more general

functions 
(1),(2)

, ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f t J t I t I t J tν μ ν −μ μ −ν= ±  have a countable set of real zeros and a countable
set of pure imaginary zeros. The proof uses the well-known Sturm theorem for second-order
differential equations. The statement is applied to specific examples. In the case 1/ 2ν = , the
function 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x J x I x I x J x− −= +  is reduced to an elementary function

1/ 2
2( ) (sin cosh cos sinh ),f x x x x x
x

= ⋅ + ⋅
π

 and an asymptotic formula for its positive zeros

2( )
4

kx k O e− ππ
= − + π +  is found. Function 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2

ˆ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x J x I x I x J x− −= −  has the

following positive zeros: 2( ).
4

kx k O e− ππ
= + π +
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