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P.V. Danchev

COMMUTATIVE FEEBLY INVO-CLEAN GROUP RINGS

A commutative ring R  is called feebly invo-clean if any its element is of the form
v e f+ − , where v  is an involution and e f,  are idempotents. For every com-
mutative unital ring R  and every abelian group G  we find a necessary and suffi-
cient condition only in terms of R , G  and their sections when the group ring

[ ]R G  is feebly invo-clean. Our result improves two recent own achievements
about commutative invo-clean and weakly invo-clean group rings, published in
Univ. J. Math. & Math. Sci. (2018) and Ural Math. J. (2019), respectively.

Keywords: invo-clean rings, weakly invo-clean rings, feebly invo-clean rings,
group rings.

1. Introduction and Conventions

Throughout the current paper, we will assume that all groups G  are multiplicative
abelian and all rings R  with Jacobson radical ( )J R  are associative, containing the
identity element 1  which differs from the zero element 0 . The standard terminology
and notation are mainly in agreement with [9 and 10], whereas the specific notion and
notation shall be explained explicitly below. As usual, both objects R  and G  form the
group ring [ ]R G  of G  over R .

The next concepts appeared in [1, 2, and 3], respectively.
Definition 1.1. A ring R  is said to be invo-clean if, for each r R∈ , there exist an

involution v  and an idempotent e  such that r v e= + . If r v e= +  or r v e= − , the ring
is called weakly invo-clean.

The next necessary and sufficient condition for a commutative ring R  to be invo-
clean was established in [1, 2], namely: A ring R  is invo-clean if, and only if,

1 2R R R≅ × , where 1R  is a nil-clean ring with 2 2z z=  for all 1( )z J R∈ , and 2R  is a

ring of characteristic 3  whose elements satisfy the equation 3x x= . Moreover, it was
proved in [6] that a ring R  is weakly invo-clean ⇔  either R  is invo-clean or R  can
be decomposed as 5R K= × , where {0}K =  or K  is invo-clean.

The above two notions could be expanded as follows:
Definition 1.2. A ring R  is said to be feebly invo-clean if, for each r R∈ , there

exist an involution v  and idempotents e f,  such that r v e f= + − .
We will give up in the sequel an useful criterion for a commutative ring to be feebly

invo-clean in order to be successfully applied to commutative group rings (compare
with Proposition 2.2).
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It was asked in [6] to find a suitable criterion only in terms of the commutative uni-
tal ring R  and the abelian group G  when the group ring [ ]R G  is feebly invo-clean. So,
the goal of this short article is to address that question in the affirmative. Some related
results in this area can also be found in [4 and 7].

2. The Characterization Result

We begin here with the following key formula from [8] which will be freely used
below without concrete citation: Suppose that R  is a commutative ring and G  is an
abelian group. Then

( [ ]) ( )[ ] ( 1) ( )pJ R G J R G r g g G pr J R= + − | ∈ , ∈ ,

where pG  designates the p -primary component of G .
The next two technicalities are crucial for our further considerations.
Lemma 2.1. Let K  be a commutative ring of characteristic 5 . Then K  is feebly

invo-clean ⇔  5x x=  holds for any x K∈ .
Proof. The "left-to-right" implication is almost trivial as writing x v e f= + −  with

2 1v = , 2e e=  and 2f f= , we have that 5 5 5 5 5( )x v e f v e f v e f x= + − = + − = + − = , as
asserted.

As for the "right-to-left" implication, we process like this: Given an arbitrary non-
identity element x  in K . Then the subring, S , generated by 1  and x  will have the
same property, namely its characteristic is again 5  and 5y y=  for all y S∈ . So, with
no harm of generality, we may replace K  by this subring S , and thus it needs to prove
the wanted representation property in S  only. To that purpose, we claim that S  is iso-
morphic to a quotient of the factor-ring 5

5 5 5 5 5 5[ ] ( )X X X/ − ≅ × × × ×  of
the polynomial ring 5[ ]X  over 5 . In fact, we just consider the map 5[ ]X S→ ,
defined by mapping X x→ , which is elementary checked to be a surjective homomor-
phism with kernel which contains the ideal generated by 5X X− , and henceforth the
classical Homomorphism Theorem works to get the desired claim. Working now in the
direct product of five copies of the five-element field 5 {0 1 2 3 4 5 0}= , , , , | = , a plain
technical argument gives our wanted initial assertion that S  and hence K  are both fee-
bly invo-clean. This is subsumed by the presentations 0 1 0 1= + − , 1 1 0 0= + − ,
2 1 1 0= + − , 3 4 0 1= + −  and 4 4 0 0= + − , where 24 1= , 21 1=  and 20 0= . 

Proposition 2.2. A commutative ring R  is feebly invo-clean ⇔  R P K= ×  for two
rings P K, , where {0}P =  or P  is invo-clean, and {0}K =  or K  possesses charac-

teristic 5  such that 5x x= , x K∀ ∈ .
Proof. " ⇒ ". It follows from the corresponding characterization method used in [3,

Theorem 2.6].
" ⇐ ". Firstly, it needs to show that K  is feebly invo-clean. This, however, follows di-

rectly from Lemma 2.1. Furthermore, one suffices to observe again with [3, Theorem 2.6]
at hand that the direct product of such a ring K  with an invo-clean ring remains a feebly
invo-clean ring, thus getting resultantly that R  is feebly invo-clean, as expected. 

We are now ready to proceed by proving the following preliminary statement (see
[5] as well).
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Proposition 2.3. Suppose R  is a non-zero commutative ring and G  is an abelian
group. Then [ ]R G  is invo-clean if, and only if, R  is invo-clean having the decomposi-
tion 1 2R R R= ×  such that precisely one of the next three items holds:

(0) {1}G =
or
(1) 2G| | > , 2 {1}G = , 1 {0}R =  or 1R  is a ring of char 1( ) 2R = , and 2 {0}R = , or

2R  is a ring of char 2( ) 3R =
or
(2) 2G| |= , 2

1 12 2r r=  for all 1 1r R∈  (in addition 4 0=  in 1R ), and 2 {0}R =  or 2R
is a ring of char 2( ) 3R = .

Proof. If G  is the trivial i.e., the identity group, there is nothing to do, so we shall
assume hereafter that G  is non-identity.

"Necessity." Since there is an epimorphism [ ]R G R→ , and an epimorphic image of
an invo-clean ring is obviously an invo-clean ring (see, e.g., [1]), it follows at once that
R  is again an invo-clean ring. According to the criterion for invo-cleanness alluded to
above, one writes that 1 2R R R= × , where 1R  is a nil-clean ring with 2 2a a=  for all

1( )a J R∈  and 2R  is a ring whose elements satisfy the equation 3x x= . Therefore, it
must be that 1 2[ ] [ ] [ ]R G R G R G≅ × , where it is not too hard to verify by [1] that both

1[ ]R G  and 2[ ]R G  are invo-clean rings.
First, we shall deal with the second direct factor 2[ ]R G  being invo-clean. Since

char 2( ) 3R = , it follows immediately that char 2( [ ]) 3R G =  too. Thus an application of
an assemble of facts from [1, 2] allows us to deduce that all elements in 2[ ]R G  also

satisfy the equation 3y y= . So, given [ ]g G R G∈ ⊆ , it follows that 3g g= , that is,
2 1g = .

Next, we shall treat the invo-cleanness of the group ring 1[ ]R G . Since char 1( )R  is a
power of 2  (see [1]), it follows the same for 1[ ]R G . Consequently, utilizing once again
an assortment of results from [1, 2], we infer that 1[ ]R G  should be nil-clean, so that

2 2z z=  for all 1( [ ])z J R G∈ . That is why, invoking the criterion from [7], we have that

G  is a 2 -group. We claim that even 2 1G = . In fact, for an arbitrary g G∈ , we derive
with the aid of the aforementioned formula from [8] that 11 ( [ ])g J R G− ∈ , because

12 ( )J R∈ . Hence 2(1 ) 2(1 )g g− = −  which forces that 21 2 2 2g g g− + = −  and that
2 1g = , as desired. We now assert that char 1( ) 2R =  whenever 2G| |> . To that pur-

pose, there are two nonidentity elements g h≠  in G  with 2 2 1g h= = . Furthermore,
again appealing to the formula from [8], the element 1 1 2g h g h− + − = − −  lies in

1( [ ])J R G , because 12 ( )J R∈ . Thus 2(2 ) 2(2 )g h g h− − = − −  which yields that

2 2 2 2 0g h gh− − + = . Since 1gh ≠ as for otherwise 1g h h−= = , a contradiction, this
record is in canonical form. This assures that 2 0= , as wanted.
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However, in the case when 2G| |= , i.e. when 2{1 1}G g g g= , | = = , we can con-

clude that 22 2r r=  for any 1r R∈ . Indeed, in view of the already cited formula from
[8], the element (1 )r g−  will always lie in 1( [ ])J R G , because 12 ( )J R∈ . We therefore

may write 2[ (1 )] 2 (1 )r g r g− = −  which ensures that 2 22 2 2 2r r g r rg− = −  is canoni-

cally written on both sides. But this means that 22 2r r= , as pursued. Substituting
2r = , one obtains that 4 0= . Notice also that 22 2r r=  for all 1r R∈  and 2 2a a=  for

all 1( )a J R∈  will imply that 2 0a = .
"Sufficiency." Foremost, assume that (1) is true. Since 1R  has characteristic 2 ,

whence it is nil-clean, and G  is a 2 -group, an appeal to [7] allows us to get that 1[ ]R G

is nil-clean as well. Since 2 2 0z z= =  for every 1( )z J R∈ , it is routinely checked that
2 2 0δ = δ =  for each 1( [ ])J R Gδ ∈ , exploiting the formula from [8] for 1( [ ])J R G  and

the fact that 1[ ]R G  is a modular group algebra of characteristic 2 . That is why, by a
consultation with [1], one concludes that 1[ ]R G  is invo-clean, as expected. Further, by a
new usage of [1], we derive that 2[ ]R G  is an invo-clean ring of characteristic 3 . To see

that, given 2[ ]x R G∈ , we write gg Gx r g
∈

= ∑  with 2gr R∈  satisfying 3
g gr r= .

Since 2 1G =  will easily imply that 3g g= , one obtains that
3 3 3 3( )g g gg G g G g Gx r g r g r g x

∈ ∈ ∈
= = = =∑ ∑ ∑ , as needed. We finally conclude with

the help of [1] that 1 2[ ] [ ] [ ]R G R G R G≅ × is invo-clean, as expected.

Let us now point (2) be fulfilled. Since 2 1G = , similarly to (1), 2R  being invo-
clean of characteristic 3  implies that 2[ ]R G  is invo-clean, too. In order to prove that

1[ ]R G  is invo-clean, we observe that 1R  is nil-clean with 12 ( )J R∈ . According to [7],
the group ring 1[ ]R G  is also nil-clean. What remains to show is that for any element δ

of 1( [ ])J R G  the equality 2 2δ = δ  is valid. Since in conjunction with the explicit for-
mula quoted above for the Jacobson radical, an arbitrary element in 1( [ ])J R G  has the
form (1 )j j g r g′+ + − , where 1( )j j J R′, ∈  and 1r R∈ , we have that

2 2 2 2
1 1[ (1 )] ( ( ) 2 ( ))[ ] (1 )j j g r g J R J R G r g′+ + − ∈ + + − . However, using the given con-

ditions, 2 22 2z z z= =  and thus 2 2 0z z= =  for any 1( )z J R∈ . Consequently, one
checks that

2 2 2 2[ (1 )] (1 ) 2 (1 ) 2 (1 ) 2[ (1 )]j j g r g r g r g r g j j g r g′ ′+ + − = − = − = − = + + − , because
22 2r r= , as required. Therefore, 1[ ]R G  is invo-clean with [1] at hand. Finally, again

[1] gives that 1 2[ ] [ ] [ ]R G R G R G≅ ×  is invo-clean, as promised. 
It is worthwhile noticing that concrete examples of an invo-clean ring of character-

istic 4 , such that its elements are solutions of the equation 22 2r r= , are the rings 4

and 4 4× .
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We thereby come to our main theorem which states the following:
Theorem 2.4. Let G  be an abelian group and let R  be a commutative non-zero

ring. Then the group ring [ ]R G  is feebly invo-clean if, and only if, at most one of the
next points is valid:

(1) {1}G =  and R  is feebly invo-clean.
(2) {1}G ≠  and R P K≅ × , where 1 2P R R≅ ×  is an invo-clean ring and either

{0}K =  or K  is a ring of char ( ) 5K =  which is a subdirect product of a family of
copies of the field 5  such that either

(2.1) {0}P =  and 4 {1}G =
or
(2.2) 2G| |> , 2 {1}G = , {0}P ≠  with 1 {0}R =  or 1R  is a ring of char 1( ) 2R =  and

2 {0}R =  or 2R  is a ring of char 2( ) 3R =
or
(2.3) 2G| |= , {0}P ≠  with 2

1 12 2r r=  for all 1 1r R∈  (in addition 4 0=  in 1R ) and

2 {0}R =  or 2R  is a ring of char 2( ) 3R = .
Proof. If G  is trivial, there is nothing to prove because of the validity of the iso-

morphism [ ]R G R≅ , so let us assume hereafter that G  is non-trivial.
"Necessity." As the feebly invo-cleanness of the group ring [ ]R G  implies the same

property for R , utilizing Proposition 2.2 we come to the fact that [ ] [ ] [ ]R G P G K G≅ ×
will imply feebly invo-cleanness of both group rings [ ]P G  and [ ]K G  whence [ ]P G  is
necessarily invo-clean whereas [ ]K G  is either zero or a subdirect product of a family of
copies of the field 5 . After that, under the presence of [ ] {0}P G ≠ , we just need apply
Proposition 2.3 to deduce the described above things in points (2), (2.2) and (2.3). Let-
ting now [ ] {0}P G = , we shall deal only with [ ]K G . To that goal, what we now assert

is that the group ring [ ]K G  having the property 5x x=  for all [ ]x K G∈  with

char ( [ ]) 5K G =  yields that K  has the property 5y y=  for all y K∈  with char ( ) 5K =

and 4 {1}G = . Indeed, since [ ]K K G⊆  and [ ]G K G⊆ , this can be extracted elemen-
tarily thus substantiating our initial statement after all.

"Sufficiency." Item (2) ensures that [ ] [ ] [ ]R G P G K G≅ ×  and so it is simple verified
that the feebly invo-cleanness of both [ ]P G  and [ ]K G  will assure feebly invo-
cleanness of [ ]R G  as well. That is why, we will be concentrated separately on these
two group rings. Firstly, the stated above conditions are a guarantor with the aid of
Proposition 2.3 that [ ]P G  is invo-clean. Secondly, it is pretty easily seen that as 5y y=

and 5g g=  for all y K∈  and g G∈ , because K  is a subdirect product of copies of

the field 5  possessing characteristic 5  and 4 {1}G = , we may conclude that 5x x=

holds in [ ]K G  too, as required. This substantiates our former assertion after all. 
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КРИТЕРИЙ БИНАРНОЙ РАЗЛОЖИМОСТИ
АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ ОПЕРАЦИИ

Исследуется свойство разложимости операции, не являющейся бинарной, в
композицию бинарных операций. Получены необходимые и достаточные
условия, которым должен удовлетворять структурный тензор 3-арной алгеб-
раической операции для того, чтобы эта операция являлась бинарно-
разложимой.

Ключевые слова: бинарная операция, n-арная операция, тензор, бинарная
разложимость.

Как правило, чаще всего в алгебре изучаются унарные и бинарные операции.
Множество работ посвящено исследованиям групп гомоморфизмов ( , )Hom A B
и колец эндоморфизмов E(A), напр. [1−3]. Также известна группа умножений

( )Mult A . При изучении гиперкомплексных числовых систем и конечномерных
алгебр тоже идёт речь о бинарных операциях. Конечномерные алгебры тесно свя-
заны с группой ( )Mult A . Однако, кроме них, существуют и n -арные алгебраиче-
ские операции, причём это вовсе не редко используемые абстракции, лишённые
геометрического смысла, а напротив, довольно часто встречающиеся в геометрии.
Так, к примеру, обобщённое векторное произведение в пространстве 1nR + ,
в результате которого может быть образован общий перпендикуляр к исходным
n  векторам, является n -арной операцией.

Представим некоторый обзор работ, связанных с n -арными операциями. Не-
смотря на то, что n -арные группы занимают в алгебре не столь значительное ме-
сто, как группы с обычными бинарными операциями, тем не менее присутствует
довольно большая серия работ по данной тематике. В основном исследования
движутся по пути обобщения некоторых свойств, ранее известных для групп с
бинарными операциями [4−13]. Эта тематика развивается ещё с первой половины
XX века [4]. Также существует множество работ зарубежных авторов, например
[6−8]. В XXI веке n -арные группы изучаются в Белоруссии (Гальмак А.М. и дру-
гие) [9−13].

Несмотря на обилие работ по обобщениям различных свойств на n -арный
случай, непосредственно самим взаимосвязям между n -арной и бинарными опе-
рациями посвящено мало работ, и данная статья, следует надеяться, заполнит этот
пробел. Бинарные алгебраические операции наиболее изучены. В связи с этим, ес-
тественно, возникает вопрос, какие из n -арных операций сводятся к композиции
бинарных.

Автором исследовались некоторые свойства n-арных алгебраических операций
[14]. Были найдены примеры бинарно-неразложимых операций и поставлен во-
прос о нахождении необходимых и достаточных условий бинарной разложимо-
сти. В данной статье получает развитие предложенный автором в [15] матрично-
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тензорный подход, а также решаются некоторые из проблем, поставленных в [14].
Исторически сложившееся использование символьной таблицы умножения (вме-
сто структурного тензора) при построении гиперкомплексных систем и конечно-
мерных алгебр, до настоящего времени присутствующее в данной области, не по-
зволило бы ставить и решать подобного рода задачи. Таким образом, можно с
уверенностью предположить, что данное исследование обладает новизной.

Операция ( , , )f a b c  называется бинарно-разложимой, если существуют две та-
кие бинарные операции ,g h , что ( , , )f a b c  = ( ( , ), )h g a b c . Отдельный интерес
представляет изучение необходимых и достаточных условий бинарной разложи-
мости полилинейных операций в связи с тем, что всякое нелинейное отображение
из : n nf R R→  представимо в виде обобщённого ряда Тейлора, состоящего из
полилинейных отображений. В данной работе ставится задача выполнить такую
базовую задачу: найти необходимые и достаточные условия, которым должен
удовлетворять структурный тензор трилинейной операции так, что существует
пара билинейных операций, композицией которых является исходная трилиней-
ная операция.

Пусть трилинейная алгебраическая операция в nR  задана с помощью своего
структурного тензора. Каждой тройке базисных векторов , ,i j ke e e  поставлен в со-

ответствие вектор 
1

n

ijks s
s

e
=

γ∑ . Таким образом, имеется 4-мерная матрица С  поряд-

ка n  с элементами ijksγ . Пусть существуют две билинейные операции g  и h , за-
данные матрицами A  и B  соответственно. При этом матрица A  состоит из эле-
ментов ijkα  таким образом, что

( , )i jg e e  = 
1

n

ijm m
m

e
=

α∑ ,

а для матрицы B  и её элементов mksβ  соответственно выполняется

( , )m kh e e  = 
1

n

mks s
s

e
=

β∑ .

Тогда из равенства ( ), ,i j kf e e e  = ( )( ), ,i j kh g e e e  следует

1
,

n

ijm m k
m

h e e
=

⎛ ⎞
α⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  = ( )

1
,

n

ijm m k
m

h e e
=

α∑  = 
1 1

n n

ijm mks s
m s

e
= =

⎛ ⎞
α β⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑  = 

1 1

n n

ijm mks s
s m

e
= =

⎛ ⎞
α β⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ .

Таким образом, 
1

n

ijks s
s

e
=

γ∑  = 
1 1

n n

ijm mks s
s m

e
= =

⎛ ⎞
α β⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑  для всякого 1,...,s n= .

В итоге, имеется 4n  равенств: 
1

n

ijm mks ijks
m=

α β = γ∑ .

Нахождение чисел ,ijm mksα β  возможно в данном случае с помощью прибли-

жённого решения получившейся системы нелинейных уравнений, содержащей 4n
уравнений и 32n  неизвестных. Однако итерационные методы не могут дать ответ
о существовании или не существовании точного решения. Поэтому наибольший



Критерий бинарной разложимости алгебраической операции 13

интерес представляет не приближённое, а точное решение, а также способ нахо-
дить однозначный ответ о существовании или не существовании бинарного раз-
ложения, зная структуру матрицы, состоящей из коэффициентов .ijksγ  Для нахож-
дения такого критерия используем некоторые взаимосвязи между уравнениями в
данной системе, возникающие вследствие специфики нелинейных уравнений этой
системы.

Определение. Пусть С  – четырёхмерная матрица, задающая трилинейную
операцию в nR . Её развёрткой назовём матрицу Ω  порядка 2n , построенную
следующим образом: в каждой строке содержатся все элементы того или иного
двумерного сечения матрицы C , т. е. все элементы, полученные при фиксирован-
нии двух последних индексов. В столбце при этом расположены элементы из
двумерного сечения при двух других фиксированных индексах:

1111 1 11 111 11

111 1 1 11 1

11 1 1 1 1 1 1

11 1 1

... ...
...

... ...
...

n n nn

n n n n n nn n

n nn n n nnn

nn nnn n nn nnnn

γ γ γ γ⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎞
⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎟
⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎟γ γ γ γ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟
⎜ ⎟Ω =
⎜ ⎟γ γ γ γ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟γ γ γ γ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

.

Теорема. Трилинейная операция, заданная матрицей С , состоящей из струк-
турных констант ijksγ , является разложимой в композицию двух билинейных
тогда и только тогда, когда развёртка матрицы С  является матрицей ранга не бо-
лее n .

Доказательство.
1. Необходимость. Запишем какие-либо 2n  из 4n  имеющихся уравнений, за-

ранее задавая некоторые ,i j , изменяя при этом лишь ,k m . Если существуют та-

кие две трёхмерные матрицы ,A B , что выполняются равенства 
1

n

ijm mks ijks
m=

α β = γ∑ ,

то для любых ,i j  от 1 до n  верно

1 111 11 11

1 11 1 1

... ,
...

... ,

ij ijn n ij

ij n ijn n n ij n

α β + + α β = γ⎧
⎪
⎨
⎪α β + + α β = γ⎩

...

1 1 1 1 1

1 1

... ,
...

... .

ij n ijn nn ijn

ij nn ijn nnn ijnn

α β + + α β = γ⎧
⎪
⎨
⎪α β + + α β = γ⎩

В каждой из таких систем участвуют все 3n  элементов β  . Если при этом рас-
сматривать элементы β  в качестве коэффициентов, каждая такая система ра-
венств может рассматриваться как система линейных уравнений на n  неизвест-
ных 1,...,ij ijnα α , состоящая из 2n  уравнений. Ранг основной матрицы этой систе-
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мы, очевидно, меньше или равен n , так как здесь всего n  столбцов. Существуют
базисные строки в количестве меньше или равном, чем n . Линейная зависимость
между векторами-строками выражается с помощью некоторого набора коэффици-
ентов msK . Для удобства записи расположим координаты этих 2n  векторов по
столбцам:

111 11 1 1 1

11 1 1

11 1 1

0
... ... ...

0

n n nn

n n nn

n n n nn nnn

K K K K
β β β β⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎞ ⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟+ + + + + + =
⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟β β β β⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎠ ⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎠ ⎝ ⎠

.

Но в этом случае ранг расширенной матрицы должен быть равен рангу основной
матрицы, то есть эта линейная зависимость должна сохраняться и для строк рас-
ширенной матрицы. В таком случае для любых , 1,...,i j n=  верно

( ) ( )11 11 1 1 1 1... ... ... 0ij n ij n n ijn nn ijnnK K K Kγ + + γ + + γ + + γ = .

При этом данная зависимость распространяется на все столбцы матрицы Ω ,
ведь для элементов β  всегда будут одни и те же коэффициенты msK , независимо
от , 1,...,i j n= . Таким образом, имеет место линейная зависимость строк матрицы
Ω , определяемая коэффициентами msK . Ранг системы строк матрицы Ω  в таком
случае равен рангу основной матрицы, определяемой коэффицентами β , а значит,
он меньше или равен n . Необходимость доказана.

2. Достаточность. Пусть ранг матрицы Ω  меньше или равен n  и пусть для
определённости базисный минор расположен в первых n  столбцах. Укажем спо-
соб построения матриц A  и B . Система нелинейных уравнений может иметь
бесконечно много решений, поэтому, если мы зафиксируем часть неизвестных и
укажем точный способ вычисления остальных, этого будет достаточно для суще-
ствования хотя бы одного решения. Зададим одно сечение 3-мерной матрицы A
в количестве 2n  элементов таким способом:

111 11

1 1 1

n

n nn

E
α α⎛ ⎞

⎜ ⎟ =
⎜ ⎟α α⎝ ⎠

.

Тогда для первой системы имеем

111 111 11 11 1111,

111 11 11 1 111

...
...

... ,

n n

n n n n n

α β + + α β = γ⎧
⎪
⎨
⎪α β + + α β = γ⎩

111 1111

11 111

0... 0 ,
...

0... 0 ,n n

β + + = γ⎧⎪
⎨
⎪β + + = γ⎩

... ⇒ ...

111 1 1 11 1 11 1

111 1 11 11

... ,
...

... ,

n n nn n

nn n nnn nn

α β + + α β = γ⎧⎪
⎨
⎪α β + + α β = γ⎩

  
1 1 11 1

1 11

0... 0 ,
...

0... 0 .

n n

nn nn

β + + = γ⎧⎪
⎨
⎪β + + = γ⎩

Отсюда получаем значения первых 2n  из 3n  элементов матрицы B .
Изменяя индекс j  от 1 до n , с помощью n  подобных систем получим в итоге

значения всех 3n  элементов матрицы B . Последняя из систем равенств, к приме-
ру, имеет вид
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1 1 111 1 11 1 11

1 1 11 1 1 1 1

... ,
...

... ,

n nn n n

n n nn n n n n

α β + + α β = γ⎧⎪
⎨
⎪α β + + α β = γ⎩

   
11 1 11

1 1 1

0 ... 0 ,
...

0 ... 0 ,

n n

n n n n

+ + + β = γ⎧⎪
⎨
⎪ + + + β = γ⎩

... ⇒ ...
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

... ,
...

... ,

n n nn nn nn

n nn nn nnn nnn

α β + + α β = γ⎧⎪
⎨
⎪α β + + α β = γ⎩

  
1 1 1

1 1

0 ... 0 ,
...

0 ... 0 .

nn nn

nn nnn

+ + + β = γ⎧⎪
⎨
⎪ + + + β = γ⎩

Далее, зная матрицу B , вычислим оставшиеся элементы матрицы A  (одно её
сечение мы заранее задали с помощью чисел 0 и 1).

Основная матрица каждой такой системы состоит из первых n  столбцов мат-
рицы Ω , а правая часть системы – какой-либо столбец этой же матрицы Ω , ранг
которой меньше или равен n . Каждая такая система совместна, и можно найти
значения ( )1,...,ij ijnα α  для заданных номеров ,i j .

Пара чисел ,i j  определяет переменные ( )1,...,ij ijnα α  в системе уравнений, при
этом правая часть – столбец матрицы Ω , такой, что первыми двумя индексами
элемента γ  являются ,i j . Изначально мы присваивали значения элементам
( )111 11,..., nα α , ..., ( )1 1 1,...,n nnα α , то есть пары ,i j  были от (1,1)  до (1, )n , потому
что полагали базисный минор находящимся в первых n  столбцах матрицы Ω .
Если же он расположен иначе, то первоначальное присвоение будет производить-
ся для другой совокупности из 2n  элементов матрицы A , после чего нахождение
остальных элементов производится аналогичным образом.

Итак, если ранг матрицы Ω , построенной для 3-арной операции, меньше или
равен n , то существуют две бинарные операции, в композицию которых разло-
жима исходная 3-арная операция. Достаточность доказана. □

Таким образом, для получения ответа о бинарной разложимости той или иной
трилинейной операции достаточно найти ранг матрицы Ω . Проблема определе-
ния наличия бинарного разложения может быть решена без использования при-
ближённых методов решения систем нелинейных уравнений, данная проблема
сводится к линейным системам.

Пример. Рассмотрим пример из [5], докажем бинарную неразложимость спо-
собом, полученным в данной работе. Рассматривалось обобщённое векторное по-
липроизведение в пространстве 4R . Получающийся результат такой операции –
вектор, ортогональный всем трём исходным и вычисляемый с помощью опреде-
лителя следующим образом:

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4
( , , )

x x x x
y y y yx y z
z z z z
i j k l

ω = .

При этом для базисных элементов , , ,i j k l  выполняются равенства:
ω(i,j,k) = ω(j,k,i) = ω(k,i,j) = l, ω(j,i,k) = ω(i,k,j) = ω(k,j,i) = −l,
ω(k,j,l) = ω(l,k,j) = ω(j,l,k) = i, ω(j,k,l) = ω(k,l,j) = ω(l,j,k) = −i,
ω(k,l,i) = ω(l,i,k) = ω(i,k,l) = j, ω(l,k,i) = ω(i,l,k) = ω(k,i,l) = −j,
ω(i,l,j) = ω(l,j,i) = ω(j,i,l) = k, ω(l,i,j) = ω(i,j,l) = ω(j,l,i) = −k.
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Таким образом, 24 из 64 произведений отличны от 0, остальные соответствуют
наборам элементов, содержащим хотя бы пару совпадающих, и поэтому равны 0.
Тогда развёртка тензора для этой операции является матрицей порядка 16, в об-
щем виде она выглядит так:

1111 1211 1311 1411 2111 2211 2311 2411 3111 3211 3311

1112 1212 1312 1412 2112 2212 2312 2412

1113 1213 1313 1413 2113 2213 2313 2413

1114 1214 1314 1414 2114 2214 2314 2414

γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟γ γ γ γ γ γ γ γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟γ γ γ γ γ γ γ γ
⎜ ⎟ ⎜ ⎟γ γ γ γ γ γ γ γ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

3411 4111 4211 4311 4411

3112 3212 3312 3412 4112 4212 4312 4412

3113 3213 3313 3413 4113 4213 4313 4413

3114 3214 3314 3414 4114 4214 4314 4414

1121 1221 1321 1421

1122 1222 1

γ γ γ γ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟γ γ γ γ γ γ γ γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟γ γ γ γ γ γ γ γ
⎜ ⎟ ⎜ ⎟γ γ γ γ γ γ γ γ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

γ γ γ γ
γ γ γ

2121 2221 2321 2421 3121 3221 3321 3421

322 1422 2122 2222 2322 2422 3122 3222 3322 3422

1123 1223 1323 1423 2123 2223 2323 2423 3123 32

1124 1224 1324 1424 2124 2224 2324 2424

γ γ γ γ γ γ γ γ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟γ γ γ γ γ γ γ γ γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ
⎜ ⎟ ⎜ ⎟γ γ γ γ γ γ γ γ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

4121 4221 4321 4421

4122 4222 4322 4422

23 3323 3423 4123 4223 4323 4423

3124 3224 3324 3424 4124 4224 4324 4424

1131 1231 1331 1431

1132 1232 1332 1432

1133 1233 1333 1433

113

γ γ γ γ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟γ γ γ γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟γ γ γ γ γ γ
⎜ ⎟ ⎜ ⎟γ γ γ γ γ γ γ γ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

γ γ γ γ
γ γ γ γ
γ γ γ γ
γ

2131 2231 2331 2431 3131 3231 3331 3431

2132 2232 2332 2432 3132 3232 3332 3432

2133 2233 2333 2433 3133 3233 3333 3433

4 1234 1334 1434 2134 2234 2334 2434 3134 3234 3334 3434

γ γ γ γ γ γ γ γ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟γ γ γ γ γ γ γ γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟γ γ γ γ γ γ γ γ
⎜ ⎟ ⎜ ⎟γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

4131 4231 4331 4431

4132 4232 4332 4432

4133 4233 4333 4433

4134 4234 4334 4434

1141 1241 1341 1441 214

1142 1242 1342 1442

1143 1243 1343 1443

1144 1244 1344 1444

γ γ γ γ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟γ γ γ γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟γ γ γ γ
⎜ ⎟ ⎜ ⎟γ γ γ γ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

γ γ γ γ γ⎛ ⎞
⎜ ⎟γ γ γ γ⎜ ⎟
⎜ ⎟γ γ γ γ
⎜ ⎟γ γ γ γ⎝ ⎠

1 2241 2341 2441 3141 3241 3341 3441 4141 4241 4341 4441

2142 2242 2342 2442 3142 3242 3342 3442

2143 2243 2343 2443 3143 3243 3343 3443

2144 2244 2344 2444 3144 3244 3344 3444

γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟γ γ γ γ γ γ γ γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟γ γ γ γ γ γ γ γ
⎜ ⎟ ⎜ ⎟γ γ γ γ γ γ γ γ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

4142 4242 4342 4442

4143 4243 4343 4443

4144 4244 4344 4444

.

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟γ γ γ γ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟γ γ γ γ
⎜ ⎟⎜ ⎟γ γ γ γ⎝ ⎝ ⎠⎠
Отличными от нуля являются лишь те элементы, где нет двух совпадающих
индексов. Так, например, ω(i,j,k) = l, или в других обозначениях

1 2 3 4( , , )e e e eω =  = 1 2 3 40 0 0 1e e e e+ + + , вследствие чего 1231 1232 1233 0γ = γ = γ = ,

1234 1γ = . Аналогично строятся структурные константы и для остальных произве-
дений. В итоге для исследуемой операции эта матрица имеет вид

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠Ω =

0 0 1 0
0 0 0 0
1 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎟ ⎜ ⎟−⎟ ⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜−⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

0 1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎠

.

Перечислим, где расположены ненулевые элементы:
2-й и 5-й столбцы: 12, 15 строки, 3-й и 9-й столбцы: 8, 14 строки,
4-й и 13-й столбцы: 7, 10 строки, 7-й и 10-й столбцы: 4, 13 строки,
8-й и 14-й столбцы: 3, 9 строки, 12-й и 15-й столбцы: 2, 5 строки.



Критерий бинарной разложимости алгебраической операции 17

Базисный минор состоит из 6 столбцов, ранг данной матрицы равен 6, что больше 4,
поэтому операция, ей соответствующая, не может быть представлена в виде ком-
позиции двух бинарных.

Данный способ установления бинарной разложимости 3-арной операции явля-
ется легко программируемым на любом алгоритмическом языке.
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problem to find out conditions under which a ternary operation can be decomposed into a
composition of two binary ones. Not every third operation is decomposed into such a
composition. An example of an indecomposable operation was built by the author earlier, in a
previous article in 2009. Now the problem has been solved, a criterion that establishes the
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relationship between decomposability of a ternary operation into two binary operations and the
rank of the auxiliary matrix which can be constructed has been proved.

Initially, each ternary operation is associated with a 4-dimensional matrix consisting of its
structural constants. However, the idea is to reduce the calculation to flat matrices, for which such
concepts as rank and determinant are well applied.

The resulting criterion can be widely used to construct computer programs that can answer
questions about whether an operation is decomposable into a composition of two binary
operations.
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REGIONAL GRADIENT COMPENSATION WITH MINIMUM ENERGY

In this paper we interest to the regional gradient remediability or compensation
problem with minimum energy. That is, when a system is subjected to
disturbances, then one of the objectives becomes to find the optimal control which
compensates regionally the effect of the disturbances of the system, with respect
to the regional gradient observation. Therefore, we show how to find the optimal
control ensuring the effect compensation of any known or unknown disturbance
distributed only on a subregion of the geometrical evolution domain, with respect
to the observation of the gradient on any given subregion of the evolution domain
and this in finite time. Under convenient hypothesis, the minimum energy
problem is studied using an extension of the Hilbert Uniqueness Method (HUM).
Approximations, numerical simulations, appropriate algorithm, and illustrative
examples are also presented.

Keywords: gradient; optimal control; regional remediability; disturbance;
efficient actuators.

1. Introduction

The control problem of distributed parameter systems arises in engineering
applications and many different contexts, which are characterized by a spatiotemporal
evolution. Systems analysis consists of a set of concepts as controllability, observability,
remediability,…that allows a better understanding of those systems and consequently
enables to conduct them in a better way. Moreover, the analysis itself has to deal not
with the whole domain, but with its specific subdomain of interest. Thus, motivated by
practical applications, El Jai and Zerrik have introduced and studied the so-called
regional analysis [1−5]. Such analysis aims to analyze or control a system in which an
objective function is defined only on a prescribed subregion. Therefore, the system
dynamics is defined in the whole the domain Ω , whilst the objective is focused on a
given subregion ω , where ω ⊂ Ω . An extension of this study that is very important in
practical applications is that of regional analysis of the gradient developed in [6−10].
This study is of great interest from a more practical and control point of view since there
exist systems that cannot be controllable but gradient controllable or that cannot be
observable but gradient observable or that cannot be detectable but gradient detectable
and they provide a means to deal with some problem from the real world. With the same
preoccupation, the regional gradient remediability and regionally efficient gradient
actuators are introduced and characterized recently for linear distributed systems in [11].

In this work, we show how to find practically the optimal control (convenient
regionally gradient efficient actuators) ensuring the gradient compensation regionally,
based on a result of characterization obtained in our previous work [11]. In addition, it
constitutes also an extension of our previous work [12] to the regional case.

This paper is organized as follows. In the second section, we start by presenting the
considered problem. After, we recall the definitions of exact and weak regional gradient
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remediability, the notion of regional gradient efficient actuators, and a characterization
which shows that the regional gradient remediability of any system may depend on the
structure of the actuators and sensors.

In section 3, under a condition on the structure of the actuators and the weak
regional gradient remediability hypothesis, using an extension of Hilbert Uniqueness
Method (HUM), we examine the problem of gradient remediability with minimum
energy regionally. Then, we give the optimal control which compensates an arbitrary
disturbance.

In the last section, approximations, simulations, and numerical results are presented.

2. Considered problem, definitions, and characterization

Let Ω  be an open and bounded subset of nIR ( ( )1,2,3n =  with a regular
boundary ∂Ω . Fix 0T >  and let denoted by ] [0,Q T= Ω× , ] [0,T∑ = ∂Ω×  . Consider
the system described by the parabolic equation

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

0

, , , ,

,0 ,
, 0 ,

y x t A y x t Bu t f x t Q
t

y x y x
y t

∂⎧ = + + −⎪ ∂⎪
⎨ = − Ω⎪

ξ = − Σ⎪⎩

(2.1)

where A  is a second order linear differential operator which generates a strongly
continuous semi-group ( )( ) 0tS t ≥  on the Hilbert space ( )2L Ω . ( )( )*

0t
S t

≥
 is considered

for the adjoint semi-group of ( )( ) 0tS t ≥ . ( ) ( )2L , , 0, ;B U X u L T U∈ ∈  where U  is a

Hilbert space representing the control space and ( )1
0X H= Ω  the state space. The

disturbance term ( )2 0, ;f L T X∈  is generally unknown.
In system (2.1), the disturbance function f  has a space support which can be, in

practical applications, a part ω of the domain Ω  ( )ω ⊂ Ω . The system (2.1) admits a

unique solution ( )( ) ( )( )1 1 2
00, ; 0, ;y C T H C T L∈ Ω Ω∩  [13] given by

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
,

0 0

t t

u fy t S t y S t s Bu s ds S t s f s ds= + − + −∫ ∫ .

For ω ⊂ Ω  an open subregion of Ω  with a positive Lebesgue measure, we consider
the operators

( )( ) ( )( )2 2:
n n

L Lωχ Ω → ω , and ( ) ( )2 2: L Lωχ Ω → ω ,

 y y ω→ , y y ω→ ,

while their adjoints denoted by *
ωχ  and *

ωχ  respectively, are defined by

 ( )( ) ( )( )* 2 2:
n n

L Lωχ ω → Ω , and ( ) ( )* 2 2: L Lωχ ω → Ω ,

{* on ,
0 on \ ,
yy yω

ω
→ χ =

Ω ω
 {* on ,

0 on \ .
yy yω

ω
→ χ =

Ω ω
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Consider also the operator ∇  defined by

( ) ( )( )1 2
0

1 2

: ,

, , , ,

n

n

H L

y y yy y
x x x

∇ Ω → Ω

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
→ ∇ = ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

…

while *∇ its adjoint operator.
The system (2.1) is augmented by the regional output equation

( ) ( ), ,u f u fz t C y tω
ω= χ ∇ , (2.2)

where C ∈ L ( )( )( )2 ,
n

L Oω , O  is a Hilbert space (observation space). In the case of

an gradient observation on [ ]0,T  with q  sensors, we take generally qO IR=  . In the
autonomous case, without disturbance ( 0f = ) and without control ( 0u = ), the gradient
observation in ω  is given by

( ) ( ) 0
0,0z t C S t yω

ω= χ ∇ ,

it is then normal. However, if 0f ≠  and 0u ≠ , the regional gradient observation is
disturbed.

The problem consists to study the existence of an input operator B  (actuators), with
respect to the output operator C  (sensors), ensuring the gradient compensation at finite
time T , of any disturbance acting on the system, that is to say:

For any ( )2 0, ;f L T X∈ , there exists ( )2 0, ;u L T U∈ , such that

( ) ( ) 0
,u fz t C S T yω

ω= χ ∇ ,

this is equivalent to
0C Hu C Ffω ωχ ∇ + χ ∇ = ,

where H  and F  are two operators defined by

( )

( ) ( )

2

0

: 0, ; ,

,
T

H L T U X

u Hu S T s Bu s ds

→

→ = −∫
 and 

( )

( ) ( )

2

0

: 0, ; ,

.
T

F L T X X

f Ff S T s f s ds

→

→ = −∫
This leads to the following definitions.

Definition 1.
1) We say that the system (2.1) augmented by the output equation (2.2) is exactly

regionally f-remediable in ω , if there exists a control ( )2 0, ;u L T U∈ , such that

0C Hu C Ffω ωχ ∇ + χ ∇ = .
2) We say that the system (2.1) augmented by the output equation (2.2) is weakly

regionally f-remediable in ω  on [ ]0,T , if for every 0,ε > there exists a control

( )2 0, ;u L T U∈  such that

0qIRC Hu C Ffω ωχ ∇ + χ ∇ < .
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3) We say that the system (2.1) augmented by the output equation (2.2) is regionally
exactly (resp. weakly) remediable in ω , if for every ( )2 0, ;f L T X∈  the system (2.1) –
(2.2) is exactly (resp. weakly) f-remediable in ω .

We suppose that the system (2.1) is excited by p  zone actuators

( ) ( )2
1, ,i i i ii pg g L≤ ≤Ω ∈ Ω , iΩ ⊂ ω , 1, ,i p∀ = …  , in this case the control space is

pU IR=  and the operator B  is given by

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 2
1

: ,

, , , .
i

p

p

p i i
i

B IR X

u t u t u t u t Bu x g x u tΩ
=

→

= = χ∑…

Its adjoint is given by

( )1 2

*
1 2, , , , , ,

p

T
p

pB z g z g z g z IRΩ Ω Ω
= ∈… .

Also suppose that the output of the system (2.1) is given by q  sensors

( ) ( )2
1, ,i i i ii qD h h L D≤ ≤ ∈ , being the spatial distribution, suppi iD h= ⊂ ω , for

1, ,i q= …  and i jD D = φ∩  for i j≠ , then the operator C  is defined by

( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

2

1 2
1 1 1

: ,

, , , , , , ,
q

n q

Tn n n

i i q iD D D
i i i

C L IR

y t Cy t h y t h y t h y t
= = =

ω →

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑…

its adjoint is given by *C  with for ( )1 2, , , T q
q IRθ = θ θ θ ∈… ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )* 2

1 1 1
, , ,

i i i

q q q n
D i i D i i D i i

i i i
C x h x x h x x h x L

= = =

⎛ ⎞
θ = χ θ χ θ χ θ ∈ ω⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑… .

We recall the following notion of the regionally gradient efficient actuator [11].
Definition 2. The actuators ( ) ( )2

1, ,i i i ii pg g L≤ ≤Ω ∈ Ω  are said to be regionally

gradient efficient, if the system (2.1) – (2.2) so excited is weakly regional gradient
remediable.

For 1m ≥ , let mM  be the matrix of order ( )mp r×  defined by

( )( )2, , 1
i

m i m j L i j
M g w i p

Ω
= ≤ ≤  and 1 mj r≤ ≤

and let mG  be the matrix of order ( )mq r×  defined by

( )21
, , 1

i

n
m j

m i
kk L D i j

w
G h i q

x=

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟= ≤ ≤
⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∑  and 1 mj r≤ ≤ .

Corollary 1 [11]. If there exists 0 1m ≥ , such that

0
rank T

mG q= , (2.3)
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then the actuators ( ) ( )2
1, ,i i i ii pg g L≤ ≤Ω ∈ Ω  are regionally gradient efficient if and

only if

( ) { }
1
ker 0T

m m
m

M G
≥

=∩ .

3. Regional gradient remediability with minimum energy

Under a condition (2.3) and the weak regional gradient remediability hypothesis, we
study in this section the problem of the exact regional gradient remediability with
minimal energy.

For ( )2 0, ;f L T X∈ , we study the existence and the unicity of an optimal control

( )2 0, ;u L T U∈  ensuring, at the time T  , the exact regional gradient remediability of
the disturbance f , such that

0C Hu C Ffω ωχ ∇ + χ ∇ = .
That is the set defined by

( ){ }2 0, ; / 0pD u L T IR C Hu C Ffω ω= ∈ χ ∇ + χ ∇ = (3.1)

is non empty.
We consider the function

( ) ( )2
2 2

0, ;q pIR L T IRJ u C Hu C Ff uω ω= χ ∇ + χ ∇ + .

The considered problem becomes
( )min

u D
J u

∈
.

For its resolution, we will use an extension of the Hilbert Uniqueness Methods
(HUM).

For qIRθ∈ , let us note

( )

1
22* * * * *

*
0

p

T

IR
B S T s C dsω

⎛ ⎞
θ = − ∇ χ θ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ .

The corresponding inner product is given by

( ) ( )* * * * * * * * * *
*

0

, ,
T

B S T s C B S T s C dsω ωθ σ = − ∇ χ θ − ∇ χ σ∫

and the operator : q qIR IRΛ →  defined by

( ) ( )* * * * * * * * *

0

T

C HH C C S T s BB S T s C dsω ω ω ωΛθ = χ ∇ ∇ χ θ = χ ∇ − − ∇ χ θ∫ .

Then, we have the following proposition:
Proposition 1. If the condition (2.3) is satisfied, then * is a norm on qIR  if and

only if system (2.1) – (2.2) is weakly regional gradient remediable on [ ]0,T  and the
operator Λ is invertible.
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Proof. We have

( )

1
22* * * * *

*
0

0P

T

IR
B S T s C dsω

⎛ ⎞
θ = − ∇ χ θ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ( ) ( )2

* * * * *
0, ;

0PL T IR
B S T s Cω⇒ − ∇ χ θ =

( ) ( )( ) ( )* * * * * * * * * * * * * * *. 0 ker . kerB S T C B S T C B F Cω ω ω⇒ − ∇ χ θ = ⇒ θ∈ − ∇ χ = ∇ χ .

But ( )* * * * *ker B F Cω∇ χ = ( )
1
ker m m

m
M f ω

≥
∩ ,

where, for 1m ≥ ,

( ) ( )* * * * * * * * *
1 2: , , , , , , m

m

T rq
m m m m mrf IR f C w C w C w IRω ω

ω ω ωθ∈ → θ = ∇ χ θ ∇ χ θ ∇ χ θ ∈… .

Indeed, let qIRθ∈ , we have

( )* * * * * * * * * *.B F C B S T Cω ω∇ χ θ= − ∇ χ θ

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

22
1

22
2

22

. * * *
1

1 1

. * * *
2

1 1

. * * *

1 1

, ,

, ,

, ,

m
m

m
m

m
m

p

r
T

mj mj LL
m j

r
T

mj mj LL
m j

r
T

mj P mj LL
m j

e C w g w

e C w g w

e C w g w

λ −
ω ΩΩ

≥ =

λ −
ω ΩΩ

≥ =

λ −
ω ΩΩ

≥ =

⎛ ⎞
∇ χ θ⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟∇ χ θ

=⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

∇ χ θ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

and we have 1m∀ ≥

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

22
1

22
2

22

* * *
1

1

* * *
2

1

* * *

1

; ,

; ,

; ,

m

m

m

p

r

mj mj LL
j
r

mj mj LLm m j

r

mj P mj LL
j

C w g w

C w g w
M f

C w g w

ω ΩΩ
=

ω ω ΩΩ
=

ω ΩΩ
=

⎛ ⎞
∇ χ θ⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟∇ χ θ

θ = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

∇ χ θ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

∑

∑

.

If we assume that ( )
1
ker m m

m
M f ω

≥
θ∈ ∩ , then

( ) ( )
{ }2

* * *

1
ker , 1 ; , 0, 1,2, , , 1

mr

m m mj i mjL
j

M f m C w g w i p mω
ω Ω

=
θ∈ ∀ ≥ ⇒ ∇ χ θ = ∀ ∈ ∀ ≥∑ …

( ) { }. * * *

1 1
, , 0, 1, 2, , , 1

m
m

r
T

m j i mj
m j

e C w g w i p mλ −
ω

≥ =
⇒ ∇ χ θ = ∀ ∈ ∀ ≥∑ ∑ …

( )* * * * * * * * * *0 kerB F C B F Cω ω⇒ ∇ χ θ = ⇒ θ∈ ∇ χ ,

where

( ) ( )* * * * *

1
ker kerm m

m
M f B F Cω

ω
≥

⊂ ∇ χ∩ ,



Regional gradient compensation with minimum energy 25

that is

( ) ( )* * * * *

1
ker kerm m

m
M f B F Cω

ω
≥

= ∇ χ∩

and we have also ( )
1
ker T

m m
m

M G
≥

=∩ ( )
1
ker m m

m
M f ω

≥
∩ . Indeed, let qIRθ∈ , then

( )
1
ker T

m m
m

M G
≥

θ∈ ∩  ( ) 0, 1T
m mM G m⇔ θ = ∀ ≥ ,

( )21 1 1
, , 0, 1, 1, ,

m

l

rq n
m j

i m j l l
kl j k L D

w
g w h m i p

x= = =

∂
⇔ θ = ∀ ≥ ∀ =

∂∑∑ ∑ … ,

( )2
* * *

1
, , 0, 1, 1, ,

mr

i m j mj L
j

g w C w m i pω Ω
=

⇔ ∇ χ = ∀ ≥ ∀ =∑ … ,

( ) 0, 1m mM f mω⇔ θ = ∀ ≥ ( )
1
ker m m

m
M f ω

≥
⇔ θ∈ ∩ .

Where ( )* * * * *ker B F Cω∇ χ = ( )
1
ker T

m m
m

M G
≥
∩ , this gives θ∈ ( )

1
ker T

m m
m

M G
≥
∩  and

since the Corollary 1, we obtain the result.
On the other hand, the operator Λ  is symmetric, indeed,

* * * *, ,q qIR IR
C HH Cω ωΛθ σ = χ ∇ ∇ χ θ σ * * * *, , qq IRIR

C HH Cω ω= θ χ ∇ ∇ χ σ = θ Λσ

and positive definite, indeed,

( )

( ) ( )

2

* * * *

* * * * * * * *
0, ;

* * * * * * * * * *

0
2
*

, ,

,

,

0, 0

q q

P

P

IR IR

L T IR

T

IR

C HH C

H C H C

B S T s C B S T s C ds

for

ω ω

ω ω

ω ω

Λθ θ = χ ∇ ∇ χ θ θ

= ∇ χ θ ∇ χ θ

= − ∇ χ θ − ∇ χ θ

= θ > θ ≠

∫

and then Λ is invertible. □
We give hereafter the expression of the optimal control ensuring the regional

gradient remediability of a disturbance f at the timeT .

Proposition 2. For ( )2 0, ;f L T X∈ , there exists a unique q
f IRθ ∈  such that

f C FfωΛθ = − χ ∇

and the control

( ) ( )* * * * *. .
f fu B S Cθ ω= ∇ χ θ

verifies
0

f
C Hu C Ffω θ ωχ ∇ + χ ∇ = .

Moreover, it is optimal and

( )2 *0, ; Pf fL T IR
uθ = θ .
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Proof. From Proposition 1, the operator Λ  is invertible; then, for ( )2 0, ;f L T X∈ ,

there exists a unique q
f IRθ ∈ , such that f C FfωΛθ = − χ ∇  and, if we put

( ) ( )* * * * *. .
f fu B S Cθ ω= ∇ χ θ , we obtain

( ) ( )* * * * *

0
f

T

f fC S T s BB S T s C ds C Huω ω ω θΛθ = χ ∇ − − ∇ χ θ = χ ∇∫

f
C Ff C Huω ω θ⇒ − χ ∇ = χ ∇ ⇒ 0

f
C Hu C Ffω θ ωχ ∇ + χ ∇ = .

The set D  defined by (4.1) is closed, convex, and not empty. For u D∈ , we
have ( ) ( )2

2
0, ; PL T IRJ u u= . J  is strictly convex on D , and then has a unique minimum

at *u D∈ , characterized by

( )2
* *

0, ;
, 0;PL T IR

u v u− ≥  v D∀ ∈ .

For v D∈ , we have

( ) ( ) ( ) ( )22
* * * * * * * * * *

0, ;0, ;
, . , . PPf f f f L T IRL T IR

u v u B S C v B S Cθ θ ω ω− = ∇ χ θ − ∇ χ θ

, 0qf f IR
C Hvω= θ χ ∇ − Λθ = .

Since *u is unique, then *
f

u uθ= and 
f

uθ is optimal with

( ) ( ) ( )22

2 2 2* * * * *
*0, ;0, ;

. PPf f fL T IRL T IR
u B S Cθ ω= ∇ χ θ = θ . □

4. Approximations and numerical simulations

This section concerns approximations and numerical simulations of the problem of
gradient remediability.

First, we give an approximation of fθ as a solution of a finite dimension linear

system Ax b=  and then the optimal control
f

uθ , with a comparison between the

corresponding observation noted ,fu fz
θ

ω  and 0,0zω  the observation corresponding to the

autonomous case.

4 . 1 .  A p p r o x i m a t i o n s

Coefficients of the system: For , 1,i j ≥ let , qi j i j IR
a e e= Λ , where ( )1i i qe ≤ ≤  is the

canonical basis of qIR , we have

( ) ( )* * * * *

0

T

i ie C S T s BB S T s C e dsω ωΛ = χ ∇ − − ∇ χ∫ .

And for ,M N  sufficiently large, we have
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( )

( ) ( )

( ) ( )

' '

22

2 2

'
'1 1 ' 1 1 1

'

'' 1 1

1 , ,

, ,

m m m m

i j

r r TpM N

i j ml m h LL
m mm l m h

n n
mlm h

i j
k kk kL D L D

ea g w g w

ww
h h

x x

ττ

λ +λ

τ τ ΩΩ
= = = = τ=

= =

⎛ ⎞−
≈ ⎜ ⎟

λ + λ⎝ ⎠
∂∂

×
∂ ∂

∑ ∑ ∑ ∑∑

∑ ∑  (4.1)

and f C FfωΛθ = − χ ∇ , then , qj j IR
b C Ff eω= − χ ∇ .

For N  sufficiently large, we have

( )

( ) ( ) ( )

'
' 2

2

'
'

' 1 1 1 0

, ,
m

m

j

TrN n
T sm h

j j m h L
km h k L D

w
b h e f s w ds

x
λ −

ω
= = =

∂
≈ −

∂∑ ∑∑ ∫ . (4.2)

The optimal control: In this part, we give an approximation of the optimal control

f
uθ which is defined by ( ) ( )* * * * *. .

f fu B S T Cθ ω= − ∇ χ θ . Its function coordinates

( ), .
fju θ  are given by

( ) ( )* * * *
, . , .

fj j fu g S T Cθ ω= − ∇ χ θ

( )
( )

( )

'
'

2
2

. '
, '

' 1 1 1 1
, ,

m
m

j
i

r qN n
T m h

i f j m h iL
km h k i L D

w
e g w h

x
λ −

Ω
= = = =

∂
≈ θ

∂∑ ∑∑∑  (4.3)

for a large integer N .
Cost: The minimum energy (cost) is defined by

( ) ( )

( )

( )
( )

2

'

2
2

1
22* * * * *

0, ;
0 1

2 2
'

, '
1 ' 1 1 1 10

, ,

ppf

m
m

j
i

T

f IRL T IR

T rp qN n
T s m h

i f i j m h L
kj m h k i L D

u B S T s C ds

w
e h g w ds

x

θ ω

λ −
Ω

= = = = =

⎛ ⎞
= − ∇ χ θ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞∂⎜ ⎟⎜ ⎟≈ θ

⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎝ ⎠

∫

∑ ∑ ∑∑∑∫

for N sufficiently large.
The corresponding observation: The observation corresponding to the control is

given by

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
,

0 0
ff

t t

u fz t C S t y C S t s Bu s ds C S t s f s ds
θ

ω
ω ω θ ω= χ ∇ + χ ∇ − + χ ∇ −∫ ∫ . (4.4)

Its coordinates ( )( ), ,
1

.
fj u f

j q
z

θ

ω

≤ ≤
 are obtained for a large integer N  as follows:

( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

'
'

2
2

'
'2

2

'
' 2

2

0 '
, , '

' 1 1 1

'
' ,

' 1 1 1 1 0

'
'

' 1 1 1 0

, ,

, ,

, , .

m
m

f
j

m
m

fi
j

m
m

j

rN n
t m h

j u f m h jL
km h k L D

tr pN n
t sm h

i m h j iL
km h k i L D

trN n
t sm h

j m h L
km h k L D

w
z t e y w h

x

w
g w h e u s ds

x

w
h e f s w ds

x

θ

λω
ω

= = =

λ −
θΩ

= = = =

λ −
ω

= = =

∂
≈

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∑ ∑∑

∑ ∑∑∑ ∫

∑ ∑∑ ∫

(4.5)
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4 . 2 .  N u m e r i c a l  s i m u l a t i o n s

We recall the problem considered above:

( ) ( )2Find 0, ; , such that
0.

u L T UP
C Hu C Ffω ω

⎧ ∈
⎨

χ ∇ + χ ∇ =⎩
Based on Proposition 2 and using the above results, we can develop an algorithm

which allows us to determine a sequence of controls which converges to the solution *u
of ( )P . The output is given by (4.4) – (4.5).

Algorithm
Step 1: Data: the domain Ω , the subregion ω , the final time T , the initial state 0y ,

the disturbance function f , the sensors ( ),D h , the efficient gradient actuators ( ), gσ ,
and the accuracy threshold ε .

Step 2: Choose a low truncation order M N= .
Step 3: Compute 0, 0zω : the output, when 0f =  and 0u =  (an autonomous case).

Step 4: Compute 0, fzω : the output, when 0f ≠  and 0u =  (a disturbed case).

Step 5: Solve a finite dimension linear system bΑθ = , where these coefficients are
given by (4.1) – (4.2).

Step 6: Calculate u  given by (4.3).
Step 7: Compute ,u fzω : the output when 0f ≠  and 0u ≠  (a disturbed and

controlled case, that is to say a compensate case).
Step 8: If 

( )2, 0, 0u f L
z zω ω

ω
− ≤ ε , then stop. Otherwise,

Step 9: 1M M← +  and 1N N← + and return to step 3.
Step 10: the optimal control u  corresponds to the solution *u  of ( )P .
Now, we give a numerical example, which illustrates the efficiency of the approach

given in the above section.
Illustrative example. We consider without loss of generally the following diffusion

system

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ] [

( ) ( )
( ) ] [

1
0

, , , 0,

,0
, 0 0,

i

p

i i
i

y x t y x t g x u t f x t T
t

y x y x
y t T

Ω
=

⎧∂
= ∆ + χ + Ω×⎪ ∂⎪

⎨
= Ω⎪

⎪ ξ = ∂Ω×⎩

∑

with ] [0,1Ω =  and a Dirichlet boundary condition. In this case, the functions ( ).mw  are
defined by

( ) ( )2 sin ; 1mw x m x m= π ≥ .
The associated eigenvalues are simple and given by

2 2 ; 1m m mλ = − π ≥ .

Let ] [ ( )0.15,0.25ω = ω ⊂ Ω  be the geometrical support or the disturbance.
Then in the case of:
- an initial state: ( )0 . 0,y =
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- a sensor: ( ),D h  with D = ω  and ( ) 22h x x=  ( )1q = ,

- an efficient actuator: ( ), gσ  with σ = ω and ( ) 32g x x= ( )1p = ,
- a disturbance function: defined by ( ) 240cosf x x= .
For 10M N= =  and 0.5T = , we obtain numerical results illustrating the theoretical

results established in previous sections. Hence, in Fig. 1, we give the representations of the
discrete observation ,u fz  corresponding to the control 

f
u uθ=  and the disturbance f

and 0,0z , which represent the normal observation, that is 0u =  and 0f = .
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Fig. 1. Representation of zu,f (line 1), z0,f (line 2)
and z0,0 (line 3)

This figure shows that the disturbance f  is compensated by the optimal control

f
u uθ= at the time T  that is, we have ( ) ( ), 0, 0u fz T z Tω ω= .

The optimal control 
f

uθ ensuring the regional gradient remediability of the

disturbance f  is represented in Fig. 2.
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Fig. 2. Representation of the optimal control 
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Table 1 shows that if we want to eliminate the effect of the disturbance in a short
time T , the cost increases.

T a b l e  1

Evolution cost with respect to the finite time T

T Cost
0.3 1.06·105

0.4 1.05·105

0.5 1.03·105

1 9.46·104

2 8.99·104

3 8.89·104

5 8.85·104

10 8.84·104

100 8.84·104

Conclusions

Under a condition on the sensors and the weak regional gradient remediability
hypothesis, we have studied the problem of exact regional gradient remediability with
minimal energy. That is to say, when a system is subjected to disturbances, we have
shown how to find the optimal control, which compensate the effect of the disturbance
that can be located in a given subregion of the space domain, with respect to the
regional gradient observation and this using an extension of the Hilbert Uniqueness
Method. Illustrative examples, numerical approximations, and results are also presented.
These results are developed for a class of discrete linear distributed parabolic systems,
but the considered approach can be extended to regional or bounded gradient
remediability of other class of systems with a convenient choice of space.
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ПРОЦЕССЫ СЛОЖНОГО НАГРУЖЕНИЯ
КОНСТРУКЦИОННОЙ СТАЛИ ПО ПЯТИЗВЕННОЙ

КУСОЧНО-ЛОМАНОЙ ТРАЕКТОРИИ ДЕФОРМИРОВАНИЯ

Для верификации математической модели теории процессов проведены чис-
ленные расчёты сложного упругопластического деформирования стали 45
по пятизвенной кусочно-ломаной траектории. Выполнено сравнение полу-
ченных результатов расчета с данными физического эксперимента, прове-
денного на автоматизированном испытательном комплексе СН-ЭВМ на тон-
костенных трубчатых образцах из стали 45. Программа эксперимента реали-
зована в девиаторном пространстве деформаций (жесткое нагружение) при
совместном действии на образец осевой силы и крутящего момента. Показа-
но, что используемая математическая модель качественно и количественно
удовлетворительно описывает основные эффекты сложного пластического
деформирования для рассматриваемого класса траекторий.

Ключевые слова: пластичность, теория процессов, сложное нагружение,
многозвенная ломаная траектория деформирования, моделирование процес-
сов, экспериментальные данные.

Проведение экспериментальных исследований по непропорциональному упру-
гопластическому деформированию материалов при сложном напряженно-
деформированном состоянии (НДС) является важной частью создания новых и
верификации существующих математических моделей теории пластичности. Аде-
кватность математической модели определяется её способностью описывать эф-
фекты и закономерности поведения конструкционных материалов, наблюдаемые
в физических экспериментах. Результаты большого количества эксперименталь-
ных исследований при сложном нагружении материалов и варианты математиче-
ских теории пластичности частично представлены в работах [1–14].

Основные соотношения предлагаемой в работе математической модели, а так-
же методика проведения экспериментальных исследований базируются на век-
торном представлении деформаций и напряжений А.А. Ильюшина в рамках тео-
рии упругопластических процессов [3, 4], где девиаторам напряжений и деформа-
ций ставятся в соответствие векторы напряжений и деформаций формоизменения.
При таком подходе история изменения напряжений и деформаций с течением
времени представляется соответствующими траекториями в пятимерных вектор-
ных (девиаторных) пространствах. В качестве материалов в теории рассматрива-
ются поликристаллические металлы и сплавы, которые перед нагружением (в на-
чальном состоянии) с достаточной точностью подчиняются постулату изотропии
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А.А. Ильюшина [3], что подтверждается многочисленными экспериментами [1, 2,
15−17]. В соответствии с постулатом изотропии связь между напряжениями и де-
формациями определяется скалярными и векторными свойствами материалов.
Скалярные свойства характеризуют связь между инвариантами девиаторов на-
пряжений и деформаций, а векторные свойства – несоосность девиаторов напря-
жений, деформаций и их приращений.

В настоящей работе представлены данные эксперимента при совместном рас-
тяжении и кручении (P–M-опыт) тонкостенного трубчатого образца при его де-
формировании по сложной плоской траектории, состоящей из пяти прямолиней-
ных участков (звеньев) с различными углами излома. Данная траектория относит-
ся к классу многозвенных кусочно-ломаных траекторий и демонстрирует весьма
нетривиальную связь между напряжениями и деформациями. Для верификации
предлагаемой математической модели теоретические расчёты сравниваются с ре-
зультатами эксперимента, проведенного авторами на автоматизированном испы-
тательном комплексе на сложное нагружение СН-ЭВМ. Ранее математическая
модель была использована для описания процессов деформирования по двузвен-
ной [18] и многозвенной (4 звена) ломаной траектории с одинаковыми углами из-
лома в 135° [14] .

1. Основные положения

Тензоры напряжений и деформаций, являющиеся симметричными тензорами
второго ранга и характеризующие НДС точки тела, можно разделить на шаровые
тензоры и девиаторы [1−4]

* *
0 0( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ),ij ij ij ij ij ijS Э Э= σ = σ δ + σ = ε = ε δ +σ εT Т  (1)

где δij − символ Кронекера, (i, j = 1, 2, 3);

0 0
1 1, , ,
3 3ij ij ij ij ij ij ij ijS S Э Э Эσ = σ δ ε = ε δ σ = =  (2)

– модули шаровых тензоров и девиаторов. Компоненты девиаторов напряжений и
деформаций имеют вид

0 0, ,ij ij ij ij ij ijS Э= σ − δ σ = ε − δ ε  (3)

а компоненты направляющих тензоров

* *,ij ij
ij ij

S Э
S Э

Э
= =

σ
. (4)

При простом (пропорциональном) нагружении * *( ) ( )ij ijS Э= , и определяющие

соотношения с учетом упругости объемной деформации имеют вид [1−4]

0 03 , 2 , ( ),ij ij p ijK S Э G Э Ф Э
Э
σ

σ = ε = = σ =  (5)

где K − модуль объемной упругости, Gp – пластический модуль сдвига, Ф(Э) −
универсальная единая диаграмма деформирования материалов при простом на-
гружении. Она определяет только скалярные свойства материалов для произволь-
ного НДС. При сложном нагружении направляющие тензоры * *( ) ( )ij ijS Э≠  и учет в
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определяющих соотношениях только скалярных свойств материалов недостато-
чен. Тензорное изложение теории пластичности не позволяет отобразить геомет-
рически наглядно векторные свойства материалов в физическом пространстве,
поэтому в работах А.А. Ильюшина [3, 4] тензоры Тσ и Тε представляются в виде
векторов в линейном совмещенном евклидовом пространстве E6 с ортонормиро-
ванным неподвижным базисом { }îk  в виде

ˆ ˆ, , , ( 1, 2,...,5).k kS Э k= + = = + = =0 0S S σ σ i ε ε Э Э ik k  (6)

Правомерность такого представления подробно рассмотрена в [6]. Здесь

0
ˆS=0
0S i , 0

ˆЭ=0
0ε i  − векторы напряжений и деформаций в одномерном подпро-

странстве объемного растяжения и сжатия с гидростатической осью, характери-
зуемой единичным вектором ˆ

0i ; ,σ Э  − векторы напряжений и деформаций фор-
моизменения в пятимерном девиаторном подпространстве E5. Координаты векто-
ров связаны с компонентами тензоров и девиаторов взаимно-однозначными фор-
мулами [1−4]

22 33
0 0 1 11 2 3 12 4 23 5 13

22 33
0 0 1 11 2 3 12 4 23 5 13

33 , , , 2 , 2 , 2 ,
2 2

33 , , , 2 , 2 , 2 .
2 2

S S
S S S S S S S S S S

Э Э
Э Э Э Э Э Э Э Э Э Э

−
= σ = = = = =

−
= ε = = = = =

 (7)

Модули векторов в пятимерном подпространстве E5 равны модулям девиаторов
напряжений и деформаций соответственно

, .k k ij ij k k ij ijS S S S Э Э Э Э Эσ = = = =  (8)

Общие определяющие соотношения теории процессов получены в работах
[1, 2]. Они отражают связь между векторами напряжений σ  и деформаций Э
формоизменения с учетом скалярных и векторных свойств материалов. Для слу-
чая плоских траекторий определяющие соотношения в скалярной форме имеют
вид

1 1 1

1 1
1 1

cos ( 1, 3),

sin ,

k k kdS dЭ SdM M k
ds ds ds

d M
ds

σ⎧ ⎛ ⎞= + − ϑ =⎜ ⎟⎪⎪ σ⎝ ⎠⎨ ϑ⎪ + κ = − ϑ⎪⎩ σ

(9)

где 1, dM
ds
σ  – функционалы процесса деформирования, зависящие от параметров

внутренней геометрии траектории деформации: s – длины дуги траектории де-
формирования, ее кривизны κ1 и углов излома; ϑ1 – угол между векторами напря-
жения и скорости деформации, называемый углом сближения (запаздывания).
Этот угол характеризует отклонение σ  от касательной к траектории деформиро-
вания в каждой ее точке и отражает влияние векторных свойств материала на
процесс деформирования.
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2. Математическая модель

В дополнение к определяющим соотношениям (9) в математической модели
теории процессов предлагается использовать аппроксимации функционалов [1, 2]

( ) ( ) к0( ) ps Ф s Af sσ = + Ω ∆ − ∆σ ; (10)

( )0
1 2 2 2 ,q

р рM G G G f= + −  (11)

где Ф(s) – универсальная функция нагружения Одквиста – Ильюшина для процес-
сов, близких к простым, без учета их истории; т

кs s s∆ = −  – приращение длины

дуги траектории после ее излома в некоторой точке K; т т
к к к( )Ф s∆σ = − σ  – разница

в точках излома между значениями универсальной функции Одквиста – Ильюши-
на и реальным значением модуля вектора напряжений т

кσ ; G – модуль сдвига
(модуль упругости второго рода); 2Gp = Ф(s) / s – удвоенный пластический мо-
дуль при простом нагружении; индекс «нолик» у пластического модуля сдвига
соответствует значению Gp в точке излома траектории;

( ) ( )1s ss s e b e−γ∆ −γ∆⎡ ⎤Ω ∆ = − γ∆ + −⎣ ⎦  (12)

− функция, описывающая скалярный нырок напряжений, то есть явление умень-
шения модуля вектора напряжений, возникающее после излома траектории при
сложной разгрузке и последующем вторичном пластическом деформировании ма-
териала;

0
01 1

0 1
1 cos 1 cos

; ( )
2 2

f f f
− ϑ − ϑ

= = ϑ =  (13)

– функция, учитывающая ориентацию вектора напряжений в процессе деформи-
рования и ее значение в точке излома при значении угла сближения 0

1ϑ  каждого
из участков неаналитической траектории; A, b, γ, p, q – параметры аппроксима-
ций, определяемые по существующей методике [14].

Для аппроксимации универсальной функции упрочнения Одквиста – Илью-
шина Ф(s) при простом нагружении использовались выражения [1]

( )
( )т

т

т т ( ) т
* *

2 1 , при 0 ,
( )

2 ( ) 1 , при ,

s

s s

G e s s
Ф s

G s s e s s

−α

−β −

⎧ − ≤ ≤⎪ ασ = = ⎨
⎪σ + − + σ − >⎩

 (14)

где т
т2 / 3σ = σ ; σт – предел текучести при растяжении; sт – граница участков

диаграммы деформирования, разделяющая упругую часть диаграммы и площадку
текучести (0 ≤ s ≤ sт) от участка самоупрочнения материала (s > sт); σ*, G*, α, β –
материальные параметры, экспериментально определяемые из опытов на простое
нагружение.

При заданных начальных условиях для координат Эk (k = 1, 3) вектора дефор-
маций и начальных значениях угла 0

1ϑ  определяющие соотношения (9) с конкре-
тизированными функционалами (10), (11), приводятся к задаче Коши, где задан-
ными являются траектории вектора деформаций, а траектории вектора напряже-
ний можно получить в результате интегрирования определяющих соотношений.



36 В.Г. Зубчанинов, А.А. Алексеев, В.И. Гультяев, Е.Г. Алексеева

Для численного решения и определения координат Sk (k = 1, 3) вектора напряже-
ний и угла сближения ϑ1 использовался метод Рунге – Кутты четвертого порядка
точности в программе компьютерной алгебры MathWorks MATLAB.

3. Материалы и методика эксперимента

Экспериментальное исследование было выполнено на автоматизированном
расчетно-экспериментальном комплексе СН-ЭВМ имени А.А. Ильюшина, реали-
зующем трехпараметрическое воздействие на образец (осевое растяжение-сжатие,
кручение и внутреннее давление) в лаборатории кафедры «Сопротивление мате-
риалов, теории упругости и пластичности» Тверского государственного техниче-
ского университета. Процесс нагружения предполагался изотермическим, а де-
формации – малыми. В качестве образцов для серии экспериментальных исследо-
ваний были использованы тонкостенные цилиндрические оболочки из стали 45 в
состоянии поставки, имеющие в рабочей части: длину l = 110 мм, толщину
h = 1 мм и радиус срединной поверхности r = 15.5 мм. Материал образцов считал-
ся однородным и начально изотропным. Начальная изотропия материала образцов
с достаточной степенью точности была подтверждена в опытах на простое нагру-
жение (растяжение, сжатие и кручение), где после обработке этих диаграмм были
приняты следующие значения материальных параметров для стали 45 в аппрокси-
мации (14): σт = 285 МПа, sт = 0.9·10–2, 2G = 1.57·105 МПа, β = 70, α = 900,
σ* = 78.8 МПа, 2G* = 1618.9 МПа.

Для определения компонент тензоров деформаций εij и напряжений σij в авто-
матизированном комплексе СН-ЭВМ используются формулы [1, 2]
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l r r
l r l

∆ ∆ ψ
ε = ε = ε = ε = ε =

( ) ( )0
33 11 22 0 11 22 33

1, ;
3K
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ε = − ε + ε + ε = ε + ε + ε (15)
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rh h r h

σ = σ = σ = σ ≈ σ = σ =
π π

( )0 11 22 33
1 , ,
3 3(1 2 )

EKσ = σ + σ + σ =
− μ

(16)

где ∆l и ∆r − приращения l и r; ψ − угол закручивания поперечного сечения; P −
осевая сила; q − внутреннее давление; M − крутящий момент; E − модуль про-
дольной упругости; μ − коэффициент Пуассона. При обработке эксперименталь-
ных данных принималось условие несжимаемости (ε0 = 0), достаточно точное вне
упругой области, так как значение μ с появлением пластических деформаций бы-
стро стремилось к 0.5.

Компоненты векторов деформаций и напряжений формоизменения определя-
лись через компоненты тензоров по формулам (7). Для определения угла сближе-
ния ϑ1 использовалось выражение [1]

0 0
1 1 1 1 3 3 3

1cos ( ) ( ) ,S Э Э S Э Э
s

⎡ ⎤ϑ = − + −⎣ ⎦σ∆
 (17)

где 0
1Э , 0

3Э  – значения Э1, Э3 в начале каждого участка траектории.
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Программа эксперимента (рис. 1) реализована в девиаторном пространстве
деформаций Э1 – Э3 (жесткое нагружение, в котором координаты вектора дефор-
маций изменялись по заданным зависимостям), и представляет плоскую кусочно-
ломаную траекторию, состоящую из пяти прямолинейных участков (звеньев).

1 

2 

3 

0 1 2 3 Э3, %

Э1, % 

1

2

Рис. 1. Траектория деформирования на плоскости Э1 – Э3:
1 – экспериментальные данные; 2 – модельные данные

Fig. 1. Strain path on the plane Э1 – Э3: 1, experimental data and 2, calculated results

На первом участке реализовывалось пропорциональное растяжение по компо-
ненте Э1 до значения *

1 2%Э = ; на втором участке при изломе траектории на угол
56.3º реализовывалось комбинированное растяжение и кручение до значений

* *
1 33 %, 1,5 %Э Э= = ; на третьем участке с изломом на угол 33.7º при
*
1 3 % constЭ = =  осуществлялось кручение до значения *

3 3 %Э = ; на четвертом

участке при ортогональном изломе траектории и *
3 3 % constЭ = =  осуществлялось

сжатие до значения *
1 1,3 %Э = ; на последнем пятом участке с углом излома 121º

реализовывалось комбинированное растяжение с кручением до значения компонент
* *
1 32,84 и 0, 43 %Э Э≈ = .

4. Результаты физического и численного экспериментов

На рис. 2 приведен отклик на реализованную траекторию деформирования в
виде траектории нагружения в плоскости S1 – S3 совмещенного девиаторного под-
пространства E5. На рис. 3 и 4 приведены результаты расчета и эксперименталь-
ные данные для диаграмм σ – s и σ – Э, характеризующих скалярные свойства ма-
териалов, на рис. 5 – диаграмма ϑ1 – s, характеризующая векторные свойства ма-
териалов. На рис. 6 и 7 приведены локальные диаграммы деформирования растя-
жения-сжатия по компонентам S1 – Э1 и чистого сдвига по компонентам S3 – Э3.
Экспериментальные данные на рис. 1–7 отмечены точками (кружочки); модель-
ные расчетные данные – сплошными кривыми.
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Рис. 2. Отклик по напряжениям на плоскости S1 – S3:
1 – экспериментальные данные; 2 – модельные данные

Fig. 2. Stress response on the plane S1 – S3:
1, experimental data and 2, calculated results
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Рис. 3. Диаграмма деформирования σ – s:
1 – экспериментальные данные; 2 – σ = Ф(s); 3 – модельные данные

Fig. 3. Stress-strain curve σ – s:
1, experimental data, 2, σ = Ф(s), and 3, calculated results
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Рис. 4. Диаграмма деформирования σ – Э:
1 – экспериментальные данные; 2 – модельные данные

Fig. 4. Stress-strain curve σ – Э:
1, experimental data and 2, calculated results
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Рис. 5. Диаграмма характеристики векторных свойств материала ϑ1 – s:
 1 – экспериментальные данные; 2 – модельные данные

Fig. 5. Diagram for characteristics of the vector material properties ϑ1 – s:
 1, experimental data and 2, calculated results

В расчете использовались параметры аппроксимаций в формулах (10) – (12),
значения которых были определены по методике, предложенной в [14]. Эти зна-
чения представлены в таблице.
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№ участка b A, МПа γ p q
2 0.28 504.63 250.6 2 0.5
3 1.45 139.53 468.15 1 0.5
4 1.05 305.11 255.88 1.8 0.7
5 0.05 580.84 261.35 1.5 0.5
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Рис. 6. Локальная диаграмма деформирования S1 – Э1:
1 – экспериментальные данные; 2 – модельные данные

Fig. 6. Local stress-strain curve S1 – Э1:
1, experimental data and 2, calculated results
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Рис. 7. Локальная диаграмма деформирования S3 – Э3:
1 – экспериментальные данные; 2 – модельные данные

Fig. 7. Local stress-strain curve S3 – Э3:
1, experimental data and 2, calculated results
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В работе [14] отмечается, что начальное отклонение 0
1ϑ  вектора напряжений

не всегда равно углу излома траектории θ. Например, для двузвенных ломаных,
при реализации на первом звене простого (пропорционального) нагружения,
перед точкой излома направление вектора напряжений совпадает с касательной
к траектории деформирования с достаточной точностью, и в этом случае 0

1ϑ = θ .
В случае изломов, реализуемых после предварительного сложного нагружения
при численном моделировании это обстоятельство учитывалось в виде начально-
го условия для участка траектории 0 к

1 1ϑ = θ ± ϑ , где к
1ϑ −  расчетное значение угла

сближения в конце предшествующего участка перед изломом траектории. Знак
плюс или минус определяется направлением излома по отношению к имеющему-
ся отклонению вектора напряжений. В реализованной траектории все изломы
производились в сторону, противоположную отклонению вектора напряжений, то
есть угол 0

1ϑ  увеличивается. В начале третьего участка (второй излом) принима-

лось 0
1 33.7 8.9 42.6ϑ = + = ; в начале четвертого участка (третий излом) прини-

малось 0
1 90 11.2 101.2ϑ = + = ; а в начале пятого участка (четвертый излом) –

0
1 121 17.5 138.5ϑ = + = .
Как видно, принятые для модели данные качественно, и с приемлемой точно-

стью для практических расчетов количественно, соответствуют данным экспери-
мента по скалярным свойствам и смогли достаточно адекватно описать нырки на-
пряжений (рис. 3 и 4), наблюдаемые после изломов траектории деформирования
на различные по величине углы. Также наблюдается (рис. 5) хорошее соответст-
вие расчетной и экспериментальных кривых векторных свойств материала, что
говорит о правильности моделирования процесса сложного упругопластического
деформирования материала.

Заключение

Проведенная верификация математической модели теории процессов путём
сопоставления результата численного моделирования с данными физического
эксперимента при упругопластическом деформировании материала сталь 45 по
плоской пятизвенной кусочно-ломаной траектории подтверждает правильность
моделирования процесса сложного нагружения материала для данного класса тра-
екторий деформирования. Это показывает достаточную для практических задач
точность построенных аппроксимаций функционалов процессов используемой
математической модели теории процессов.
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The paper proposes a mathematical model of the theory of elastoplastic processes for the
variety of strain paths such as multi-link straight-line polygonal paths. The constitutive equations
of the proposed mathematical model, as well as the methodology of experimental studies, are
based on the vector representation of the strain and stress proposed by Ilyushin. In the
mathematical model, the approximations of the functional are used, which depend on all
parameters of the inner geometry of the strain path. The governing equations of the mathematical
model are reduced to the Cauchy problem. A numerical solution to the latter and the calculated
results are obtained using the fourth-order Runge-Kutta method.

The experimental data on the complex loading (combined tension-compression and torsion) of
a thin-walled tubular sample made of steel 45 according to a deformation program consisting of
five straight sections with different break angles of the strain path are presented. The vector and
scalar properties of the material are studied.

A mathematical model of the theory of elastoplastic processes is verified by comparing the
calculated results with the data of a physical experiment. It is shown that the applied mathematical
model gives a qualitatively and quantitatively satisfactory description of the main effects of a
complex plastic straining for the variety of strain paths such as multi-link polygonal strain paths.
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С МАССОВЫМИ СИЛАМИ1

Сформулирован подход на основе метода граничных состояний, позволяю-
щий определить напряженно-деформированное состояние для анизотропных
тел вращения с заданными на границе перемещениями и находящимися под
действием массовых сил. Особенность решения состоит в том, что след ис-
комого упругого поля удовлетворяет одновременно заданным граничным
условиям и условиям внутри области (массовым силам), а не представляет
собой сумму решений частных задач.

Ключевые слова: метод граничных состояний, анизотропия, массовые си-
лы, краевые задачи, вторая основная задача, пространство состояний, ани-
зотропный цилиндр.

Современные материалы, такие, как эластомеры, поликристаллические металлы,
керамика, а также композитные материалы, применяемые в конструкциях, меха-
низмах и машинах, часто пребывают в сложных кинематических условиях. Данные
материалы обладают значительной анизотропией в отношении упругих свойств. На
тела, находящиеся в таких условиях, действуют массовые силы, а на перемещения
точек границы наложены ограничения. Определение напряженно-деформирован-
ного состояния (НДС) от совокупности таких воздействий в силу сложной физиче-
ской природы материалов составляет актуальную научную задачу.

В механике объемные или массовые силы рассматривались в задачах разного
направления. Например, в работе [1] построено численно-аналитическое решение
плоской задачи теории упругости с использованием метода взвешенных невязок в
форме метода граничного решения. Найдено распределения напряжений и сме-
щений в упругом теле, подверженном действию заданной системы объемных сил
и заданных напряжений или смещений на границах. В работе [2] исследовались
вынужденные деформации в виде суммы воздействий поверхностных и объемных
сил. В работе [3], используя фиктивные расчетные схемы, основанные на эквива-
лентности воздействий в механике деформируемого твердого тела, получены на-
пряженно-деформированные состояния для балки на двух опорах, находящейся
под действием массовых сил; вращающегося тонкого круглого диска; плотины
треугольного поперечного сечения, находящейся под действием объемных
фильтрационных сил. Авторы работы [4] рассматривали задачи теории упругости
с заданными объемными и поверхностными силами в функциональных энергети-
ческих пространствах тензоров напряжений и деформаций. Методом ортогональ-
ных проекций решены конкретные задачи. Объемные силы рассматривались и в
механике разрушения [5]; дается решение задачи о зарождении трещин в метал-

                                                          
1 Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ и Липецкой области в рамках научного
проекта № 19-41-480003 "р_а".
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лическом круговом диске под действием объемных сил. В работе [6] для переме-
щений получено условие эквивалентности поверхностных и объемных сил при
использовании вариационного уравнения Лагранжа. Авторами работы [7] было
построено поле перемещений для изотропного упругого тела, ограниченного кон-
центрическими сферами и находящегося под действием осесимметричных неста-
ционарных объемных сил. Автором [8] получены точные аналитические решения
задач о равновесии толстостенных трансверсально-изотропных составных сфер с
жестко закрепленной или закрепленной только в радиальном направлении внешней
поверхности, находящихся под действием массовых сил и внутреннего давления.

В работах [9, 10] редуцирован обратный метод определения напряженно-
деформированного состояния изотропных упругих тел от действия непрерывных
непотенциальных объемных сил. Метод граничных состояний (МГС) с участием
объемных сил для изотропной среды применен в работе [11]. А в работе [12] про-
демонстрирован прием включения в круг расчетных вопросов МГС объемных
сил, составляющих линейную комбинацию «эталонных» воздействий на одно-
связное ограниченное тело. В работе [13] разработана методика получения полно-
параметрических решений для анизотропных тел, где возникновение фиктивных
массовых сил являлось следствием применения метода Пуанкаре. Методом гра-
ничных состояний вопрос кручения анизотропных стержней сложного сечения
исследовался в работе [14]. Этот метод оперирует понятием внутренней энергии
упругой деформации. C помощью метода минимизации полной энергии деформа-
ции в работе [15] решена задача по определению напряженно-деформированного
состояния, возникающего при осадке жесткопластической тонкой квадратной за-
готовки. Авторами [16] представлено решение уравнения Лапласа в осесиммет-
ричных областях с осесимметричными граничными условиями с помощью не-
прямого метода граничных элементов рассмотрено в работе. В работе [17] рас-
смотрены контактные задачи для трансверсально-изотропного цилиндра в усло-
виях одновременного действия массовых сил и условий на границе.

В рамках настоящей работы предполагается применение энергетического ме-
тода граничных состояний для решения осесимметричной второй основной зада-
чи теории упругости с массовыми силами для трансверсально-изотропных тел
вращения. Особенность искомого упругого поля состоит в том, что его след одно-
временно удовлетворяет заданным условиям на границе и внутри области, т.е.
массовым силам, а не представляет собой сумму отдельных полей в задаче эла-
стостатики и в задаче от действия массовых сил.

1. Постановка задачи

Рассматривается трансверсально-изотропное те-
ло, ограниченное одной или несколькими коакси-
альными поверхностями вращения с заданными пе-
ремещениями точек границы { , }u w=u и массовыми
силами { , }R Z=X , симметричными относительно
оси вращения (рис. 1).

Решение поставленной задачи можно провести
простым путем: сначала решить краевую задачу ме-
ханики в зависимости заданных на границе переме-
щений [18], затем отдельно решить задачу по опре-
делению упругого состояния под действием массо-

w

u

z

О

X

Рис. 1. Трансверсально-
изотропное тело вращения

Fig. 1. A transversely isotropic
body of revolution
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вых сил и полученные поля характеристик напряженно-деформированного со-
стояния сложить. Однако в этом случае сложно проводить анализ полученного
результата исходя из теорий прочности и жесткости, возникает необходимость
дискретно корректировать граничные условия в краевой задаче, что составляет
непростую и трудоемкую задачу, особенно если граница тела частично или пол-
ностью защемлена. Например, естественно, что напряжения внутри тела, находя-
щегося, например, под действием сил инерции со свободной границей, отличают-
ся от напряжений в том же теле с защемленной границей, вопрос состоит в том,
каким образом происходит это перераспределение.

Целью работы является создание подхода на основе метода граничных состоя-
ний, позволяющего получить заданное перераспределение напряжений, деформа-
ций и перемещений.

2. Определяющие соотношения для среды

Для однородной трансверсально-изотропной среды в цилиндрических коорди-
натах имеют место следующие соотношения [19]:

Дифференциальные уравнения равновесия в цилиндрической системе коорди-
нат z , r , θ :

1 0r rzr r R
z r r r

θ θ∂τ σ − σ∂τ ∂σ
+ + + + =

∂ ∂ ∂θ
;

1 0zz zr zr Z
z r r r

θ∂τ∂σ ∂τ τ
+ + + + =

∂ ∂ ∂θ
; (1)

1 2 0z r r Q
z r r r

θ θ θ θ∂τ ∂τ ∂σ τ
+ + + + =

∂ ∂ ∂θ
,

где R, Z, Q – массовые силы.
Соотношения Коши:
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∂
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∂
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u
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∂
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∂
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∂
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w u
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∂ ∂
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γ = + −
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∂ ∂
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.

Обобщенный закон Гука:

[ ]1 ( )z z z r
zE θε = σ − ν σ + σ ;

1 ( ) z
r r r z

r zE Eθ
ν

ε = σ − ν σ − σ ; (3)

1 ( ) z
r r z

r zE Eθ θ
ν

ε = σ − ν σ − σ ;

1
zr zr

zG
γ = τ ; 1

z z
zGθ θγ = τ ; 

2(1 )1 r
r r r

r rG Eθ θ θ
+ ν

γ = τ = τ ,
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где zE  и rE  – модули упругости соответственно в направлении оси z и в плоско-
сти изотропии; zν  – коэффициент Пуассона, характеризующий сжатие вдоль r
при растяжении вдоль оси z; rν  – коэффициент Пуассона, характеризующий по-
перечное сжатие в плоскостях изотропии при растяжении в этих же плоскостях;

rG  и zG  – модуль сдвига в плоскостях изотропии и перпендикулярных к ним.

3. Задача эластостатики

С помощью метода интегральных наложений установлена зависимость между
пространственным напряженным и деформированным состоянием упругого
трансверсально-изотропного тела и определенными вспомогательными двумер-
ными состояниями, компоненты которого зависят от двух координат z и y (пере-
менных) [19].

В качестве плоских вспомогательных состояний используется плоская дефор-
мация, возникающая в цилиндрах бесконечной длины, имеющих в каждой точке
плоскость упругой симметрии, параллельную плоскости zy (направление η  ⊥
плоскости zy):

( ) ( )2 ' 2 '
1 1 1 2 2 2Re[ ]pl

zσ = − γ ϕ ς + γ ϕ ς ;

( ) ( )' '
1 1 2 2Re[ ]pl

yσ = ϕ ς + ϕ ς ;

( ) ( )' '
1 1 1 2 2 2Re[ ]pl

zyσ = − γ ϕ ς + γ ϕ ς ; (4)

pl pl plr
r y z z

z

E
Eησ = ν σ + ν σ ; 0zθτ = ; 0rθτ = ;

( ) ( )1 1 1 2 2 2Re[ ]pl
zu p p= ϕ ς + ϕ ς ;

( ) ( )1 1 1 2 2 2Re[ ]pl
yu iq iq= ϕ ς + ϕ ς ,

где константы 1q  и 1p  определены упругими параметрами материала,
/j jz iyς = γ + , jγ  – комплексные корни характеристического уравнения, функ-

ции ( )j jϕ ς  – аналитические по своим переменным.
Переход к осесимметричному пространственному состоянию в цилиндриче-

ских координатах осуществляется по зависимостям [18]
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4. Метод решения

Для решения поставленной задачи прибегнем к понятиям метода граничных
состояний (МГС) [20]. Основу метода составляют пространства внутренних Ξ  и
граничных Г  состояний:

{ }1 2 3, , ,..., ,...kΞ = ξ ξ ξ ξ ; { }1 2 3, , ,..., ,...kГ = γ γ γ γ . (6)
Внутреннее состояние определяется наборами компонент вектора перемеще-

ний, тензоров деформаций и напряжений:
{ , , }k k k

k i ij ijuξ = ε σ . (7)

Воспользуемся при построении решения основных задач механики уравнени-
ем Клапейрона [21]:

0ij ij
V S V

dV dS dV+ − σ ε =∫ ∫ ∫v vXu P u . (8)

Придавая перемещениям возможные вариации δu , последнее уравнение пре-
образуется в вариационное уравнение Лагранжа [21].

Скалярное произведение в пространстве Ξ  внутренних состояний выражается
через внутреннюю энергию упругого деформирования (отсюда и принадлежность
метода к классу энергетических). Например, для 1-го и 2-го внутренних состояний
тела, занимающего область V:

1 2
1 2( , ) ij ij

V

dVξ ξ = ε σ∫ , (9)

причем в силу тождества Бетти:
1 2 2 1

1 2 2 1( , ) ( , ) ij ij ij ij
V V

dV dVξ ξ = ξ ξ = ε σ = ε σ∫ ∫ .

Граничное состояние kγ , в зависимости от традиционного { , }k k
k vi iu pγ = , оп-

ределяемого в [20], будем формировать наборами компонент вектора перемеще-
ния точек границы viu , поверхностными усилиями ip  и массовыми силами iX
(последнее условно в силу того, что массовые силы не относятся к элементу по-
верхности тела):

{ , , }k k k
k vi i iu p Xγ = , k k

i ij jp n= σ , (10)

где jn  – компонента нормали к границе.
В пространстве граничных состояний Г , согласно (8), скалярное произведе-

ние выражает работу внешних сил по поверхности тела S  и работу массовых сил
на перемещениях iu  внутренних точек тела:

1 2 1 2
1 2( , ) i vi i i

S V

p u dS X u dVγ γ = +∫ ∫ ,

причем свойство коммутативности выполняется:
1 2 1 2 2 1 2 1

1 2 2 1( , ) ( , ) i vi i i i vi i i
S V S V

p u dS X u dV p u dS X u dVγ γ = γ γ = + = +∫ ∫ ∫ ∫ .

В случае гладкой границы и в силу (8) оба пространства состояний являются
гильбертовыми и сопряжены изоморфизмом. По определению, каждому элементу
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kξ ∈ Ξ  соответствует единственный элемент k Гγ ∈ , причем это соответствие
взаимно-однозначное: k kξ ↔ γ . Это позволяет поиски внутреннего состояния
свести к построению изоморфного ему граничного состояния. Последнее сущест-
венно зависит от граничных условий (ГУ).

Ортонормирование базиса пространства Ξ  осуществляется по разработанному
рекурсивно-матричному алгоритму ортогонализации [22], где в качестве перекре-
стных скалярных произведений принимается (9).

Проблема сводится к разрешающей системе уравнений относительно коэффи-
циентов Фурье и разложению искомых внутреннего ξ  и граничного γ  состояний
в ряд по элементам ортонормированного базиса
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или в развернутом виде

1

k
i k i

k
p c p

∞

=
= ∑ ; 

1

k
i k i

k
u c u

∞

=
= ∑ ; 

1

k
ij k ij

k
c

∞

=
σ = σ∑ ; 

1

k
ij k ij

k
c

∞

=
ε = ε∑ ; 

1

k
i k i

k
X c X

∞

=
= ∑ . (11)

В случае второй основной задачи заданы массовые силы { , }R Z=X  и переме-
щения точек границы тела { , }v vu w=vu .

Ортонормированность базиса граничных состояний позволяет для его элемен-
тов записать

2i j j i j i i j
v v v v ij

V S V S

dV dS dV dS+ + + = δ∫ ∫ ∫ ∫X u p u X u p u , (12)

причем i j j i j i j i
v v v v

V S V S

dV dS dV dS
⎡ ⎤

+ = − +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫ ∫ ∫X u p u X u p u , i j≠ .

Заменяя в (12) базисные характеристики jX , j
vu  заданными X , vu  и осуще-

ствляя перебор по индексу j, образуем матрицы коэффициентов:
i j j i

ij v v
V S

dV dSβ = +∫ ∫X u p u ; [ ]ij N N×Β = β ; (13)

j j
j v v

V S

dV dSα = +∫ ∫Xu p u ; [ ]j NΑ = α ,

где ju  – вектор перемещения в j-м элементе базиса внутренних состояний (7);
iX  – вектор массовых сил в i-м элементе базиса граничных состояний (10); j

vp ,
i
vu  – вектор усилий и перемещений на границе тела в элементах базиса гранич-

ных (10) состояний.
Следует отметить, что матрица Β  является кососимметричной ( ij jiβ =−β , i j≠ ).

Коэффициенты Фурье { }k Nc c=  рассчитываются так:

{ } 1
k Nc c −= = Β Α , (14)

где N – число используемых элементов базиса.
Окончательно решение имеет вид (11).
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5. Формирование базиса

Основной сложностью формирования решения в МГС является конструирова-
ние базиса внутренних состояний, который опирается на общее или фундамен-
тальное решение для среды. Также возможно использование каких-либо частных
или специальных решений.

В работе [9] изложена методика определения напряженно-деформированного
состояния изотропных тел от объемных сил.

Для построения поля перемещений от массовых сил для плоских вспомога-
тельных состояний применяется фундаментальная ортонормированная система
многочленов y zα β , которую можно поместить в любую позицию вектора пере-

мещения ( ),pl y zu , образуя некоторое допустимое упругое плоское вспомога-
тельное состояние:

{ } { }{ },0, , 0,pl y z y zα β α β=u .

Перебор всевозможных вариантов в пределах nα + β ≤ , (n = 1, 2, 3, …) позво-
ляет получить множество состояний. Далее по формулам (5) определяются ком-
поненты вектора перемещения ( ),r zu  пространственного осесимметричного со-
стояния и по цепочке (2), (3), (1) определяются соответствующие тензоры дефор-
маций, напряжений и массовые силы, образуя конечномерный базис в задаче от
массовых сил:

{ }1 2 3, , ,..., ,...Х Х Х Х Х
kΞ = ξ ξ ξ ξ .

Базисные наборы в задаче эластостатики можно конструировать, генерируя
возможные варианты для двух аналитических функций ( )1 1ϕ ς  и ( )2 2ϕ ς  плоско-
го вспомогательного состояния (4).

Базисные наборы плоских вспомогательных состояний в этом случае генери-
руются согласно

( )
( )

1 1 1 1

2 22 2

0 0
, , , ,... , 1, 2,3,...

0 0

n n

n n
i n

i
⎛ ⎞ϕ ς ⎧⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎫ς ς∈ =⎜ ⎟ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ς ςϕ ς ⎩⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎭⎝ ⎠

 .

Далее определяются все механические характеристики плоского вспомога-
тельного состояния, и затем следует переход к трехмерному состоянию по зави-
симостям (5), образуя конечномерный базис в задаче эластостатики:

{ }1 2 3, , ,..., ,...S S S S S
kΞ = ξ ξ ξ ξ .

Результирующий базис (6) представляет собой объединение:

{ }1 2 3 4 1, , ,. ,., , ,...S Х S Х S Х
k k−Ξ = ξ ξ ξ ξ ξ ξ . (15)

Окончательный базис представляет собой объединение двух базисов в силу
того, что перемещения, задаваемые на границе тела, могут вызывать одновремен-
но как «уравновешенные» так и «неуравновешенные» (удовлетворяющие уравне-
ниям равновесия с массовыми силами) напряжения и после восстановления по-
следних потребуется наличие «уравновешенных» элементов, в противном случае
будет наблюдаться расходимость решения. Окончательный базис граничных со-
стояний редуцируется из (15).
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6. Решение задачи для цилиндра

Апробацию предложенной методики проведем на исследовании упругого со-
стояния трансверсально-изотропного кругового в плане цилиндра из горной по-
роды алевролита крупного темно-серого [21]. После процедуры обезразмерива-
ния, аналогия которой приведена в работе [23], упругие характеристики материа-
ла: 6.21zE = ; 5.68rE = ; 2.55zG = ; 0.22zν = ; 0.24rν =  и цилиндр занимает об-
ласть {( , ) 0 1, 2 2}V z r r z= ≤ ≤ − ≤ ≤  (рис. 2).

r

z

0

2

S3

S2

S1−2

1−1

Рис. 2. Меридианное сечение тела вращения
Fig. 2. A meridian section of the body of revolution

Цилиндр находится под действием массовых сил 3{ , }r z=X , граница защем-
лена 0v =u . После процедуры ортонормирования и исключения линейно-
зависимых элементов, базисный набор для компонент вектора перемещения пред-
ставлен в табл. 1 (показано 9 элементов).

Т а б л и ц а  1

Перемещения ортонормированного базиса

u w

1ξ 0 0.26389z

2ξ 0.18528r 0.10429z−

3ξ 0 20.11427z

4ξ 0.14435rz 2 20.06455 0.04062r z−

5ξ 0.07007rz 2 20.31671 0.01972r z− −

6ξ 3 20.09006 0.02311 0.08488r r rz− − + 2 30.18204 0.08488 0.05612z r z z+ −

7ξ 3 20.05853 0.01502 0.05516r r rz− − + 2 30.23356 0.05516 0.05149z r z z− + +

8ξ 3 20.19119 0.03733 0.11539r r rz− − 2 30.2256 0.278 0.02165z r z z− + +

9ξ 3 20.23702 0.23608 0.00071r r rz− + + 2 30.01291 0.0269 0.000133z r z z− + −
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Усеченная до 8N =  матрица коэффициентов ijβ  представлена в табл. 2 (i оп-
ределяется по строке, j – по столбцу).

Т а б л и ц а  2

Матрица коэффициентов ijβ

1 0 0 0 0 0 −2.666 −1.167 −0.198 0

0 1 0 0 0 0 1.054 0.461 −2.255 0

0 0 1 −0.496 0.269 0 0 0 0 0.404

0 0 0.496 1 −0.641 0 0 0 0 −0.032

0 0 −0.269 0.641 1 0 0 0 0 −0.504

0 0 0 0 0 1 −0.907 −0.391 −0.164 0

2.666 −1.054 0 0 0 0.907 1 0.014 0.001 0

1.167 −0.461 0 0 0 0.397 −0.014 1 −0.129 0

0.198 2.255 0 0 0 0.164 −0.001 0.129 1 0

0 0 −0.404 0.032 0.504 0 0 0 0 1

При решении использовался базис в 55 элементов. На рис. 3 приведен график,
иллюстрирующий «насыщение» суммы Бесселя (левая часть неравенства Бессе-
ля). Это является косвенным признаком сходимости решения.

N
5

10

15

20

10 200 30 40

∑
N

k=1

2
kc

Рис. 3. Сумма Бесселя в задаче для цилиндра
Fig. 3. The Bessel sum in the problem for a cylinder

Коэффициенты Фурье рассчитываются по зависимости (14), искомые характе-
ристики НДС – по зависимостям (11). Проверка результата и оценка точности
осуществляется сопоставлением заданных ГУ с восстановленными в результате
решения (рис. 4), а также сопоставлением полученного поля массовых сил с за-
данным полем.

Здесь и далее, заданные ( ) и восстановленные ( ) ГУ изобра-
жены на графиках в масштабе. Например, истинное значение на графике рис. 4, а
равно значению на графике, умноженному на коэффициент κ. Аналогично и для
выражений.
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Рис. 4. Верификация перемещений на границе: а – компоненты u на участке S1, b – компо-
ненты w на участке S1, c – компоненты u на участке S3, d – компоненты w на участке S3
Fig. 4. Verification of displacements on the boundary: (a) the components of u in the section S1,
(b) the components of w in the section S1, (c) the components of u in the section S3, and (d) the
components of w in the section S3

Приведем восстановленные массовые силы (κ = 10−5):
3 597140.3 11750.7 9911.8R r r r= + − +

2 3 2394.636 786.119 35.973rz r z rz+ − + ;
2 4294.709 570.086 412.157Z z r z r= − + − +

3 2 3 5100228 14.666 56.777z r z z+ − − .
Остальные характеристики НДС представим в виде изолиний (в явном виде

необозримы) (рис. 5). В силу осевой симметрии показана область
0 1, 0 2r z≤ ≤ ≤ ≤ . Относительно плоскости 0z =  компоненты u , rrσ  обладают
симметрией, w  и zzσ  – косой симметрией.

Полученные поля удовлетворяют уравнениям (1) – (3), а также уравнениям со-
вместности деформаций [24].

При практической реализации приема решения второй основной задачи для
цилиндра и его тестирования при различных видах функций заданных массовых
сил наблюдалась следующая особенность. Если область интегрирования V сим-
метрична относительно плоскости 0z = , то задачи с несимметричной и не косо-
симметричной относительно этой плоскости компонентой Z , например 1Z z= + ,
сходимостью решения в области восстановления массовых сил не обладают. Для
получения корректного решения в этом случае необходимо задать несимметрич-
ную относительно плоскости 0z =  область цилиндра V, например с координатой
0 4z≤ ≤ .
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а b

 

c d

Рис. 5. Механические характеристики: а – компонента вектора
перемещения u (κ = 10−3), b – компонента вектора перемещения
w (κ = 10−3), c – компонента тензора напряжений rrσ  (κ = 10−2),

d – компонента тензора напряжений zzσ  (κ = 10−1)
Fig. 5. Mechanical characteristics: (а) a component of the dis-
placement vector u (κ = 10−3), (b) a component of the displacement
vector w (κ = 10−3), (c) a component of the stress tensor rrσ

(κ = 10−2), and (d) a component of the stress tensor zzσ  (κ = 10−1)
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Заключение

Таким образом, сформулирован метод решения второй основной задачи для
трансверсально-изотропных тел вращения, находящихся под действием стацио-
нарных массовых сил. Заданные перемещения на границе и массовые силы носят
осесимметричный характер. Особенность решения заключается в том, что наибо-
лее трудоемкие вычисления, а именно построение ортонормированного базиса и
матрицы коэффициентов βij строятся для тела один раз и могут быть использова-
ны при решении задач с различными краевыми условиями и массовыми силами.
Сложность задачи обусловлена тем, что восстановление искомого упругого поля
осуществляется одновременно по двум направлениям (два интеграла в выражении
для αj (13)): массовые силы X и перемещения точек границы u.

Основным преимуществом представленного метода перед численными мето-
дами заключается в том, что в своей структуре метод оперирует квадратурами,
которые берутся средствами компьютерной алгебры с абсолютной точностью.
Это ликвидирует причину формирования результирующей ошибки вычислений,
связанной с промежуточным характером численного счета. Также предложенный
подход позволяет получить численно-аналитическое решение задачи теории уп-
ругости.
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The aim of the paper is to assess the stress-strain state of anisotropic bodies of revolution with
specified displacements of the boundary points and acting mass forces. The problem solution is
intended to develop the method of boundary states. A theory is elaborated for constructing a basis
of the internal state space, including displacements, strains, and stresses within the body, and a
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basis of the boundary state space, including forces at the boundary, displacements of the boundary
points, and mass forces. The bases are formed using a general solution of the boundary value
problem for a transversely-isotropic body of revolution and a method for creating basis vectors of
displacement, which is similar to the one usually employed in problems dealing with stress
conditions caused by non-conservative mass forces. The internal area and the boundaries are
conjugated by isomorphism. This property allows one to reduce the analysis of the whole body
state to the analysis of its boundary state. The characteristics of the stress-strain state are
presented using the Fourier series. Eventually, a determination of the stress-strain state is reduced
to solving an infinite system of algebraic equations.

The paper proposes a solution to the second fundamental problem of a circular plane cylinder
made of rock, as well as the relevant steps of the study and conclusions. The obtained results are
visualized graphically.
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Исследовано влияние поверхностного армирования на несущую способность
ледяного покрова. Представлены результаты эксперимента по исследованию
разрушения ледовых балок с заданной схемой армирования и выполнено со-
поставление полученных результатов с численными расчетами. Приведены
численные исследования армированных ледовых балок, усиленных различ-
ными композиционными материалами. Численные расчеты выполнены в про-
граммном комплексе ANSYS. Результаты оригинальные.

Ключевые слова: ледовая балка, поверхностное армирование, нагрузка,
чистый изгиб, несущая способность, численное исследование, критерий
прочности.

Ледовые переправы на автомобильных дорогах организуются в зимний период
времени при образовании на водных преградах ледяного покрова требуемой тол-
щины, в случаях отсутствия мостовых сооружений, а также при невозможности
устройства паромных переправ. Как отмечается в монографии Н.Н. Бычковского
и Ю.А. Гурьянова [1], ледяной покров должен обладать достаточной несущей
способностью (грузоподъемностью), а глубина воды подо льдом на переправе в
течение всего периода ее работы должна быть не менее 1 м при самом низком
уровне воды и наибольшей толщине льда. Стоит отметить трудности прогнозиро-
вания поведения льда при различных видах нагружения (статическом и динами-
ческом). Разрушения льда от нормальных, наклонных и радиальных трещин ис-
следовали в своих работах W.J. Lu, R. Lubbad, S. Loset [2]; C.E. Renshaw,
E.M. Schulson, S.J.G. Sigward [3]; J.D. Tippmann, H. Kim, J.D. Rhymer [4].

 Если толщина ледяного покрова не достаточна для безопасной эксплуатации
переправы, могут быть использованы традиционные методы повышения несущей
способности льда, такие, как намораживание льда снизу, намораживание льда свер-
ху или усиление льда деревянным копейным настилом [5]. Однако, как показывает
практический опыт, физико-механические свойства ледяного покрова могут сильно
зависеть от наличия снега и ветра в момент намораживания, температуры окру-
жающей среды и других факторов. С учетом ненадежности физико-механических
свойств льда из-за вышеперечисленных факторов актуальной становится задача по-
вышения несущей способности льда альтернативными методами, например внедре-
нием в лед армирующих элементов из различных материалов.

Внедрению усиливающих элементов в ледовые переправы посвящено множест-
во работ. Достаточно перспективным является армирование ледовых переправ гео-

                                                          
1 Работа выполнена в рамках проекта 9.4934.2017/БЧ «Определение влияния ледовых условий на не-
сущую способность ледяного покрова при использовании его в качестве ледовых переправ» задания
на выполнение государственных работ в сфере научной деятельности в рамках базовой части госу-
дарственного задания вузу.
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синтетическими материалами. Результаты экспериментальных исследований такого
армирования представлены в работе Якименко [6−8]. П.Е. Никитин [9] предлагает
способ создания ледовой переправы для широких водоемов путем вмораживания
стальных сеток. Известен ряд решений, в которых для увеличения несущей способ-
ности в ледяной покров вмораживаются стальные элементы [10−13]. Внедрение в
тонкий ледяной покров стальных цельносварных каркасов толщиной 0.3−0.4 м –
достаточно перспективный метод усиления ледовых переправ.

Цель работы – выяснить, как ведет себя лед на переправах в условиях чистого
изгиба. Для этого были выполнены модельные эксперименты армированных об-
разцов, сопоставленные с численными расчетами в ПК ANSYS. В работе исследо-
вались зависимости нагрузка – прогиб, а также напряженно-деформированное со-
стояние ледовых образцов, усиленных поверхностными армирующими каркасами
из различных материалов и с заданной схемой армирования.

Методика проведения экспериментальных и численных исследований

Для выполнения модельных экспериментов была спроектирована и собрана
универсальная нагружающая установка (рис. 1), которая состояла из силовой ра-
мы, состоящей из стоек, станин, верхней и нижней балок, нагружающего устрой-
ства и измерительного модуля. Нагружающее устройство представляло собой
гидроцилиндр 3 с номинальным давлением 9 атм и распределительную силовую
балку 2. Усилие нагружающего устройства передавалось на образец 1 через шар-
нирные опоры 6. Нагружающая система была устроена так, что обеспечивала в
средней части пролета ледяного образца чистый изгиб. Вертикальные перемеще-
ния сечения образца в середине пролета измерялись с помощью бесконтактного
лазерного датчика LAS-Z компании «Way Con» (Германия) 5, закреплённого на

7

4
3

5

2

6 1

Рис. 1. Схема экпериментальной установки: 1 – ледяная балка; 2 – распределительная
балка; 3 – гидроцилиндр; 4 – весовой терминал SH-20; 5 – датчик вертикальных перемеще-
ний LAS-Z; 6 – шарнирные опоры распределительной балки; 7 – шарнирные опоры
ледяной балки
Fig. 1. Diagram of the experimental setup: 1, ice beam; 2, distributing beam; 3, hydraulic
cylinder; 4, weighing indicator SH-20; 5, vertical displacement sensor LAS-Z; 6, hinged supports
of the distributing beam; and 7, hinged supports of the ice beam
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независимой стойке. Нагрузка, которую испытывал образец, фиксировалась с по-
мощью весового электронного терминала SH-20 компании ТОКВЕС (Россия) 4.
Скорость нагружения для всех образцов была постоянной и составила 135 кПа/с.

Для приготовления ледяных образцов была изготовлена деревянная опалубка
из досок толщиной 40 мм. Опалубка позволяла приготавливать ледяные балки
размерами L×B×H = 2000×200×200 мм. В собранную опалубку укладывалась
двухслойная полиэтиленовая плёнка толщиной 0.03 мм и армирующий каркас.
После этого опалубка заливалась водой. Жидкость подвергалась воздействию
низких атмосферных температур (t < 0 °C) до её полного замерзания. Время
приготовления образца в зависимости от погодных условий составляло от 5 до
7 сут при температуре окружающей среды от −16 до −28 °C. Структура льда
преимущественно сплошная, кристаллическая.

Для армирования ледяных балок использовался цельносварной каркас из
стальной арматуры периодического профиля диаметром 6 мм. Схема каркаса
представлена на рис. 2.

Эксперименты на ледяных
балках проводились с целью
оценки влияния поверхностно-
го усиления растянутой зоны
армирующим каркасом на их
(балок) несущую способность
в условиях чистого изгиба.

Численный расчет напря-
женно-деформированного со-
стояния ледяных образцов вы-
полнялся в программном ком-
плексе ANSYS Workbench v15,
с использованием модуля
ANSYS Mechanical. Для льда
использовались нелинейные
конечные элементы SOLID 65
в форме гексаэдра, предназначенные для моделирования элементов, допускающих
трещинообразование при растяжении, а также позволяющих выполнять расчеты
по нелинейной модели с учетом разрушения материалов на основе критерия
прочности Willam – Warnke [14]. Для отображения трещин были введены функ-
ции пользователя, применяющие деформационный критерий Базанта [15].

Конечный элемент BEAM188 использовался для моделирования работы арми-
рующих материалов. Это балочный элемент с изгибной жесткостью. Каждый
продольный стержень модели был разделен на 180 конечных элементов (КЭ), ка-
ждый поперечный стержень на 18 элементов.

Для расчета армированных ледяных балок использовались следующие меха-
нические характеристики льда: начальный модуль упругости E = 700 МПа, одно-
осная прочность на сжатие Rb = 0.55 МПа, одноосная прочность на растяжение
Rbt = 0.4 МПа, плотность ρ = 930 кг / м3, коэффициент Пуассона μ = 0.3. Характе-
ристики арматуры: начальный модуль упругости Es = 2·105 МПа, расчетное со-
противление Rs = 355 МПа.

Механические характеристики материалов, используемых для усиления льда в
численных экспериментах, представлены в таблице: горячекатаная арматура А400
(образец № 1); стеклопластиковая композитная арматура (образец № 2); углерод-
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45

Рис. 2. Схема армирования ледяной балки
Fig. 2. Scheme of the ice beam reinforcement
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ная арматура (образец №3); арамидокомпозитная арматура (образец № 4); комби-
нированная сочетанием стекла и базальта арматура (образец № 5). В дальнейшем
образец без усиления будет обозначаться №0

Расчетные механические характеристики стальной и композитной арматуры

Наименование показателя № 1 № 2 № 3 № 4 № 5
Предел прочности при растяжении, σbt,n, МПа 365 168 840 448 320
Предел прочности при сжатии, σbc,n, МПа 365 63 180 96 96
Модуль упругости, E, МПа 20·104 50·103 130·103 70·103 100·103

Результаты экспериментального и численного исследования.

Была проведена предварительная серия экспериментов по загрузке неармиро-
ванных ледяных балок для оценки влияния поверхностного армирования на не-
сущую способность образцов. Во время проведения экспериментов фиксирова-
лись результаты прогибов w, вызванные возрастающей нагрузкой F, приложенной
к испытуемому образцу. Согласно экспериментальным данным, разрушающая на-
грузка составляла 3.6 кН при численном расчете около 3.9 кН [13].

На рис. 3 представлены данные результатов модельного эксперимента при ис-
пытании армированного образца. Видно, что максимальная нагрузка, которую
выдержали образцы в эксперименте, составила порядка 12 кН, что существенно пре-
высило предельную нагрузку, которую смог выдержать неармированный образец.

0 2 4 6 8 10

2

4

6

8

10

12

14

w, мм

F,
 к
Н

Рис. 3. Диаграмма зависимости прогиба армированного об-
разца (А400) от нагрузки (  – результаты эксперимен-
тальных исследований,  – результаты численных иссле-
дований в ANSYS Workbench 17.2.)
Fig. 3. Diagram for a dependence of the reinforced sample A400
deflection on the load (  – experimental study results and

 – numerical calculation results obtained using the ANSYS
Workbench 17.2.)
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При этом происходило образование сквозных трещин в испытуемых образцах, а
максимальное значение прогиба составило около 10 мм, после чего происходило
полное разрушение балок.

Как можно заметить, результаты модельных экспериментов и численных рас-
четов хорошо согласуются в упругой зоне. В качестве критерия разрушения ледя-
ной балки был принят резкий рост деформаций, характеризующийся потерей не-
сущей способности и разрушением большей части сечения. При этом арматура не
достигала предела текучести, а разрушение происходило с образованием обшир-
ных сквозных трещин во льду, в результате действия изгибающего момента в се-
редине пролета балки. На рис. 4 представлены фото разрушений ледовых балок
под действием разрушающей нагрузки.

a

b c

Рис. 4. Разрушение ледовых балок на экспериментальной установке под действием чистого
изгиба: а – ледяная балка без армирования, b – формирование нормальных и наклонных
трещин в армированной балке (А400), c – полное разрушение армированной балки (А400)
Fig. 4. Destruction of the ice beams under the action of pure bending on the experimental setup:
(a) unreinforced ice beam, (b) appearance of the normal and inclined cracks in the reinforced
beam A400, and (c) a complete destruction of the reinforced beam A400

На рис. 5, а представлена схема трещин в программном комплексе ANSYS, на
рис. 5, b – напряжения в арматурном каркасе, смоделированном в программном
комплексе ANSYS.

Схема трещин в соответствии с критерием Базанта [15] представлена значе-
ниями от −0.00017 до 0.018 (см. рис. 5, а). Значения критерия больше нуля соот-
ветствуют возникновению и открытию трещин в растянутой зоне балки.

Как видно из рис. 5, b, напряжения в арматуре растянутой зоны ледовой балки
не достигали предела текучести и составляли около 117 МПа.
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а

b

Рис. 5. Результаты численных расчетов в ПК ANSYS: а – схема трещин
при разрушении ледовой балки, b – напряжения в арматуре (А400) при разрушении

Fig. 5. Numerical calculation results obtained by PC ANSYS: (a) diagram of the cracks during
the ice beam destruction and (b) stresses in the reinforced sample А400 during destruction

Основные результаты численных расчетов, представленные в виде диаграмм
зависимости нагрузки от прогиба для образцов, армированных различными мате-
риалами, показаны на рис. 6, а.

С учетом того, что нагрузка, при которой разрушился неармированный обра-
зец, составила 3.6 кН, можно судить о том, что несущая способность армирован-
ного образца намного выше. Напряжения в средних сечениях каждого из армиро-
ванных образцов представлены на рис. 6, b.
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σz, МПа

H
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a b

Рис. 6. Результаты численных расчетов: а – зависимость нагрузка-прогиб,
б – распределение нормальных напряжений σz в сечении балки при нагрузке 3.6 кН

Fig. 6. Numerical calculation results: (a) load-deflection dependency
and (b) normal stress σz distribution along the beam section at a load of 3.6 kN
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Анализ данных показывает, что использование армирующих каркасов из раз-
личных композитных материалов приводит к существенному увеличению несу-
щей способности льда. Наибольшую несущую способность по сравнению с неар-
мированным показал образец, армированный стальной арматурой А400. Наи-
меньшей несущей способностью обладали армированные образцы № 2 и 4. Мак-
симальные напряжения при нагрузке 3.6 кН (предельная нагрузка, при которой
неармированный образец №0 сохранял свою несущую способность) для образцов,
армированных материалом № 1, 2, 3, 4, 5, составляли −0.23, −0.38, −0.26, −0.33 и
−0.29 МПа соответственно. Самый быстрый рост нормальных напряжений с уве-
личением нагрузки наблюдался в армированном образце № 2, самый медленный
рост – в армированном образце № 1.

Выводы

В результате исследования можно сделать следующие выводы:
При проведении экспериментальных и численных исследований было уста-

новлено, что использование поверхностного упрочнения льда различными мате-
риалами по данной схеме армирования позволяет увеличить несущую способ-
ность с 92 до 178 %.

Разрушение образцов во всех случаях происходило в результате образования
обширных трещин во льду, вызванных действием изгибающего момента в сере-
дине пролета балки. При этом арматура не достигала предела текучести.

Результаты модельного эксперимента и численного расчета (см. рис. 3) хоро-
шо согласуются в упругой зоне. Что касается прогибов и разрушающих нагрузок,
отклонения в сравнении данных не превышали 19 и 2 % соответственно. Это по-
зволяет считать численные расчеты ледовых балок, армированных различными
композитами, достаточно корректными.
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The aim of the paper was an experimental and numerical investigation of the stress-strain
state of the ice samples strengthened by surface reinforcement. The ice samples were reinforced
with the welded reinforcing cages in a series of experiments performed in the winter of
2015/2016. The reinforcing steel A400 was used in the experimental study. A multifunctional
loading unit was developed and assembled for the model experiments to be carried out. The unit
consisted of a power frame, loading device, and measuring module. The results of experiments on
the loading of the samples were compared with those obtained numerically using the ANSYS
software suite. The samples were loaded under conditions of pure bending. The resulting load-
deflection diagrams showed a high convergence when comparing experimental data to numerical
results for a specified reinforcement scheme with steel A400. The simulation of ice beams and the
corresponding calculations were performed by the ANSYS software. The beam samples were
reinforced with various composite materials in accordance with a given scheme of reinforcement.
The load-deflection diagrams for the ice samples reinforced with steel were compared with those
for the samples reinforced with considered composite materials. The stress-strain state of the
samples was determined at each loading step. The numerical calculations were performed on the
basis of a nonlinear deformation model with account for appearance of the cracks in the samples.
The authors assessed an increase in the load-bearing capacity of ice when using different
composite materials, and analyzed their effect on the stress-strain state of the ice samples at
various loading steps. The numerical model efficiency was tested using the ANSYS software
suite at the specified physical and mechanical characteristics of the materials.
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ФИЗИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА
КОНТАКТНОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ РАБОЧЕГО ОРГАНА

ЗЕМЛЕРОЙНОЙ МАШИНЫ С МЕРЗЛЫМ ГРУНТОМ

Представлены методика проведения и анализ результатов эксперименталь-
ных исследований по определению аналитических зависимостей и числен-
ных значений коэффициентов, входящих в математическую модель кон-
тактного взаимодействия рабочих органов землеройных машин с мерзлым
грунтом. Моделирование процесса проводилось с целью учета физико-
механических свойств мерзлых грунтов и установления нелинейности ха-
рактера распределения напряжений на контактной поверхности рабочего ор-
гана. В результате проведенных исследований раскрыта сущность проте-
кающих явлений, что позволяет обосновать конструктивные параметры ра-
бочих органов и технологические параметры процесса разработки мерзлых
грунтов землеройными машинами.

Ключевые слова: мерзлый грунт, рабочий орган, землеройная машина,
прочность, напряжение, энергоемкость.

Одним из дорогостоящих и энергозатратных видов земляных работ, произво-
димых землеройными или землеройно-транспортными машинами, является раз-
работка мерзлых или сезонно-промерзающих грунтов. Такие виды работ осущест-
вляются при добыче полезных ископаемых арктического шельфа, освоении Севе-
ра России, развитии транспортной инфраструктуры, реализации строительных и
производственных проектов. Отказы в работе используемой техники, в том числе
и в результате износа деформации рабочих органов землеройных машин, приво-
дят к значительным экономическим потерям, вынужденному простою машин и
оборудования [1−15].

Основные аспекты математической модели

Нормальная составляющая силы сопротивления мерзлого грунта разработке
определяется как поверхностный интеграл

( ) ( )0
σ

σN p P x Q y d= ∫∫ , (1)

где σ – площадь контактной поверхности рабочего органа землеройных машин;
p0 – величина нормального давления, действующего на элементарную площадку
лобовой поверхности рабочего органа; P(x), Q(y) – характеристические нормиро-
ванные функции, описывающие закономерности распределения давления по по-
верхности рабочего органа землеройных машин в продольной XOZ и поперечной
YOZ плоскостях соответственно (рис. 1).

На процесс разрушения мёрзлых грунтов в значительной мере влияют их фи-
зико-механические свойства (плотность, влажность, температура, льдистость, ме-
ханическая прочность и др.) [17−22]. Они определяют не только характер распре-
деления функций P(x), Q(y), но и величину p0.
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Рис. 1. Расчетная схема взаимодействия плоской контактной
поверхности рабочего органа землеройной машины с мерз-
лым грунтом: 1 – мерзлый грунт; 2 – рабочий орган земле-
ройной машины
Fig. 1. Computational diagram for interaction of the flat contact
surface of the working body of digging machine with a frozen
soil: 1, frozen soil and 2, a working body of digging machine

Значение p0 изменяется по поверхности рабочего органа землеройных машин в
зависимости от физико-механических свойств разрабатываемого грунта и режи-
мов разработки [23−25] от минимального значения  min

0p до величины, численно
равной максимальному значению сопротивления грунтов сжатию gσ⎡ ⎤⎣ ⎦ :

min
0 0 σgp p≤ ≤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ . (2)

Распределение давления, действующего на поверхность рабочего органа зем-
леройных машин по его ширине в поперечной его движению плоскости, можно
представить в виде [26]

2

2
2

1( ) ,
1

2

ayQ y
a y

a

+
=

⎛ ⎞+⎜ ⎟+⎝ ⎠

(3)

где a – коэффициент, определяемый из начальных условий.
Характер изменения функции распределения давлений в продольной плоско-

сти P(x) имеет нелинейный характер и подчиняется зависимости

( )
2

3
2 31 2 ,a xP x a a x e −⎡ ⎤= + ⋅ ⋅ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

(4)

где a2, a3 – коэффициенты пропорциональности, зависящие от физико-механи-
ческих свойств разрабатываемого мерзлого грунта и режимов рыхления.
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Исходя из условий глобального максимума функций, нормируем функцию P(x):
( )

( )
( )

max
*

0
( )

P x P x
P x

P x p
= = , (5)

где P*(x) – нормированная функция P(x), P*(x) < 0 < 1; Pmax(x) – значение функции
P(x) в точке глобального максимума при 0 max

gx x= .
После ряда преобразований зависимость (1) преобразуется в следующий вид:

( )
( )

( ) ( )max

1,N P x y dx dy P x Q y dx dy
P x

= =
σ σ
∫∫ ∫∫ . (6)

Далее возникает необходимость в экспериментальном определении коэффици-
ентов, входящих в основные зависимости представленной выше математической
модели и подтверждения ее адекватности.

Экспериментальные исследования

Разработана программа и методика проведения экспериментальных исследо-
ваний с использованием специально созданных экспериментальной установки и
модели рабочего органа землеройной машины (рис. 2).

Рис. 2. Экспериментальная установка с моделью рабочего органа
Fig. 2. Experimental setup with a working body model

На подвижной тележке грунтового канала закрепляется экспериментальная
модель рабочего органа землеройной машины (модель зуба рыхлителя мерзлых
грунтов). Модель представляет собой металлическую конструкцию, в которой
по всей длине режущей кромки выфрезерованы 5 канавок размером 20×20 мм.
В каждой канавке высверлено по четыре сферических углубления, в которых раз-
мещены на одном уровне стальные шарики. В канавки модели зуба помещаются
сменные элементы (алюминиевые пластины), которые при проведении экспери-
мента с одной стороны опираются на четыре шарика, а с другой – контактируют с
разрабатываемым грунтом. Алюминиевые пластины в данном эксперименте яв-
ляются индикаторами сил воздействия грунта на рабочий орган (рис. 3). В качест-
ве модели мерзлого грунта использовался предварительно замороженный супес-
чаный грунт, размещенный в металлическом коробе.
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Рис. 3. Экспериментальные пластины с шариками
Fig. 3. Experimental plates with balls

При передвижении подвижной тележки в грунтовом канале эксперименталь-
ный зуб внедрялся в грунт (рис. 4). При этом металлические шарики вдавливались
в алюминиевые пластины, оставляя на последних отпечатки определенного диа-
метра.

Рис. 4. Процесс внедрения экспериментального зуба в мерзлый грунт
Fig. 4. Introducing of experimental tooth into the frozen soil

Следующей задачей являлось определение величины силы, возникающей при
рыхлении мерзлого грунта по всей длине рабочей поверхности эксперименталь-
ного зуба по пятну контакта на алюминиевой пластине от шариков (рис. 5). Для
этого были замерены диаметры отпечатков шариков на пластинах. Результаты за-
меров показаны в табл. 1 [26].
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Рис. 5. Пластины с отпечатками
Fig. 5. Plates with impressions

Т а б л и ц а  1

Диаметры отпечатков на пластинах экспериментального зуба

Номер пластины 1 2 3 4 5
Диаметр отпечатка d, мм 0.8 1 2 2 1.25

Соотношение Герца [27] для определения величин сил внедрения независимых
внедряемых сфер при упругом контакте выглядит следующим образом:

( )1 2 3 2 2
с

4 η 1 ν
3sQ r E N= − , (7)

где r – радиус сферического выступа; η – перемещение под отдельным выступом;
Nc – количество внедряемых сферических выступов; E, ν – модуль упругости и
коэффициент Пуассона соответственно.

Для получения аппроксимирующей зависимости между величиной силы рых-
ления мерзлого грунта и диаметром пятна контакта на алюминиевой пластине с
помощью лабораторного комплекса ЛКСМ-1К (рис. 6) были проведены следую-
щие лабораторные замеры [28].

Рис. 6. Лабораторный комплекс ЛКСМ-1К
Fig. 6. Laboratory facility LKSM-1K
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Экспериментальные шарики вдавливались в алюминиевые пластины под дей-
ствием заранее известной величины силы Qs, создаваемой вертикальным переме-
щением траверсы лабораторного комплекса. После этого определялись диаметры
отпечатков пятен контактов шариков с пластинами. На одном отпечатке опреде-
лялись два взаимно перпендикулярных диаметра d1 и d2.

Полученные в результате замеров экспериментальные данные были подверг-
нуты математической обработке. Таким образом, были получены регрессионная
зависимость величины силы Qs от диаметра отпечатка экспериментального шари-
ка и график экспериментальных данных и результатов их обработки (рис. 7):

2
1sQ b d= , (8)

где b1 – коэффициент пропорциональности (b1 = 298.45); d – диаметр отпечатка
шарика.
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Рис. 7. Сравнительные графики теоретической регрессионной зависимости (линия)
и экспериментальных данных (точки) Qs = f (d)

Fig. 7. Comparative graphs for theoretical regression dependence (the solid line)
and experimental data (the circles) Qs = f (d)

Анализ графика (рис. 7) и регрессионной зависимости (8) показывает, что ко-
эффициент b1 имеет ярко выраженный физический смысл: он пропорционален
удельному сопротивлению, оказываемому пластиной при внедрении эксперимен-
тального шарика. Величина b1 является постоянной и может быть найдена из вы-
ражения

14 380bP = =
π

[МПа], (9)

где Р – сила сопротивления рыхлению мерзлого грунта (см. рис. 1).
Для нахождения следующих экспериментальных значений используем выра-

жение для определения значения нормального усилия на рабочий орган земле-
ройных машин, полученное с учетом зависимостей (1), (3), (4):
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∫ ∫ (10)

где L, l – длина и полуширина рабочего органа землеройных машин соответствен-
но; X, Y – абсолютные координаты произвольной точки поверхности рабочего ор-
гана землеройных машин; x, y – относительные координаты точек поверхности
рабочего органа землеройных машин.

В результате преобразований получим

( )2
3

1 2 1 a x
yN a x a e Ll k−⎡ ⎤= + −⎢ ⎥⎣ ⎦

, (11)

где

( )
( ) ( )

( ) ( )1 2 2 arctg 6arctg 2 2 .
2 2 2y

a ak a a a a a a
a a a a

⎡ ⎤
= + + − + +⎢ ⎥

+ +⎣ ⎦
(12)

Для каждого значения абсциссы X (координаты центра тяжести пластины)
экспериментально определены значения суммарной нормальной силы, действую-
щей на рабочий орган землеройных машин (табл. 2).

Т а б л и ц а  2

Значения суммарной нормальной силы по длине экспериментальной модели
рабочего органа землеройных машин

X, м 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
N, Н 764 1978 6733 11508 133743

Так как значение параметра a зависит от геометрических размеров рабочего
органа землеройных машин и для заданных условий проведения эксперимента
неизвестно, то задаемся значениями a в интервале [0; 20] и находим Pmax. При
этом учитываем, что уравнение для определения величины давления в произволь-
ной точке рабочего органа может быть представлено в следующем виде:

( )
( )

2
0,5

1 2 3 22

1
1 2 ,

1

a y
p a a a x e

by

+
= +⎡ ⎤⎣ ⎦

+
(13)

где a1 = p0.
Максимальное значение давления на рабочем органе землеройных машин дос-

тигается при глобальном максимуме функций P(x), Q(y) в точках с координатами
max
gx x= , y = ± l.

Значение max
gx  находится приравниванием дифференциала функции (4) нулю:

( ) ( )
2 23

2 3 32 1 2 0.a xd P x
a a e a x

dx
−= − = (14)

Откуда следует, что

max
3

1
2

gx
a

= . (15)
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Максимальное значение давления грунта на экспериментальный зуб найдем из
зависимости

( )
( )

2
0,5

max 1 2 3
3

1 211 2 .
2 4 1

a
p a a a e

a a
⎡ ⎤ +

= +⎢ ⎥ +⎣ ⎦
(16)

Из графика зависимости pmax = f (a) (рис. 8) находим значение коэффициента
a = 1, зная предел прочности мерзлого грунта на сжатие (для мерзлого песка
[σg]  = 10 МПа).
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Рис. 8. График зависимости pmax = f (a)
Fig. 8. Dependency diagram for pmax = f (a)

Задаваясь значением коэффициента a, определяем значения коэффициентов a1,
a2, a3, входящих в выражения (13) – (16), путем аппроксимации этой зависимо-
стью данных табл. 2. Аппроксимация проведена с помощью встроенной в про-
граммный продукт «MathLab» функции «lsqcurvefit». При известном значении
параметра a «lsqcurvefit» определяет вектор [a1 a2 a3]. Соответствующие найден-
ному значению коэффициента a = 1 величины остальных коэффициентов
равны: a1 = 1.58·105 Па, a2 = 63.56, a3 = 1.01. Следует отметить, что значение
a1 = 1.58·105 Па для данного эксперимента соответствует минимальному значе-
нию давления в верхней точке контакта. Значения a2, a3 справедливо для мерзлого
песчаного грунта.

Анализ теоретических и экспериментальных исследований

В результате проведенных исследований и с учетом экспериментально полу-
ченных значений коэффициентов, входящих в математическую модель, установ-
лено графическое изображение пространственной эпюры распределения напря-
жений по контактной поверхности рабочего органа землеройной машины при
разработке мерзлого грунта (рис. 9).
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Рис. 9. Пространственная эпюра распределения напряжений по поверхности
рабочего органа землеройной машины при взаимодействии с мерзлым грунтом

Fig. 9. Three-dimensional diagram for stress distribution over the surface
of the working body of digging machine when interacting with frozen soil

Анализ эпюры подтверждает адекватность теоретических исследований (по-
грешность составляет 6−8 %) и позволяет с большой достоверностью определить
значения глобального максимума функций распределения напряжений на кон-
тактной поверхности рабочего органа землеройных машин. Зоны глобального
максимума находятся выше режущей кромки по длине и смещены к крайним точ-
кам профиля лобовой поверхности рабочего органа землеройных машин. Доказа-
но, что координаты нахождения зон глобального максимума зависят от физико-
механических свойств разрабатываемого грунта, условий его разработки, пара-
метров рабочего органа землеройных машин. Необходимо стремиться к сниже-
нию напряжений именно в этих зонах рабочего органа путем конструктивного его
усиления.

Заключение

Проведенные экспериментальные исследования по физическому моделирова-
нию процесса взаимодействия рабочего органа землеройных машин с мерзлым
грунтом позволили адаптировать теоретические исследования к реальным усло-
виям эксплуатации и режимам работы техники, установить значения коэффици-
ентов, входящих в математическую модель процесса взаимодействия рабочих ор-
ганов землеройных машин с мерзлым грунтом. Полученное графическое изобра-
жение пространственной эпюры распределения напряжений по длине рабочего
органа землеройных машин согласуется с аналитическими зависимостями рас-
пределения напряжений по контактной поверхности их рабочего органа.
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ВРЕМЕННЫХ И ПРОСТРАНСТВЕННЫХ ПЕРЕМЕННЫХ

Целью настоящей работы является построение итерационных процедур ре-
шения краевых задач линейной вязкоупругости для случаев, в которых инте-
гральный оператор, обратный оператору релаксации, либо неизвестен, либо
расчет соответствующего ядра сопряжен с вычислительными трудностями.
Преимущества использованного подхода состоят в том, что, во-первых, при
его применении возможно распараллеливание процессов расчета простран-
ственных и временных компонент напряженно-деформированного состоя-
ния, во-вторых, отпадает необходимость интегрирования истории изменения
напряжений и перемещений во времени.

Ключевые слова: линейная вязкоупругость, интегральные операторы,
вспомогательные определяющие уравнения, сходимость, итерационный ал-
горитм.

Многие конструкционные материалы проявляют вязкоупругие свойства. Чаще
всего необходимость учета таких свойств возникает в отношении полимеров и
композиционных материалов с полимерной матрицей. Тем не менее вязкоупругие
свойства проявляют также и традиционные материалы, например дерево, бетон
или стекло. Помимо этого, необходимость учета ползучести и/или релаксации в
механически нагруженных телах может возникать в самых разных областях, та-
ких как, например, дорожное строительство, геология, разработка автомобильных
шин, биомедицинские исследования [1], аэрокосмические разработки [2] и т.д.

Начало изучения влияния времени на напряженно-деформированное состоя-
ние изделий из металлов, резины и стекла положено в конце девятнадцатого – на-
чале двадцатого веков Кельвином, Максвеллом, Больцманом и другими [3]. Мак-
свелл сформулировал закон деформирования с течением времени в дифференци-
альном виде [4, 5]. Несколько позже разработан Больцманом и развит Вольтерра
общий математический аппарат для описания линейной ползучести [4, 6–8].
В связи с развитием индустрии полимерных материалов с начала 30-х годов
XX века началось более интенсивное изучение вязкоупругости [1]. К настоящему
моменту математический аппарат линейной и нелинейной вязкоупругости в зна-
чительной степени разработан. Формулировка определяющих соотношений и ме-
тодов анализа для вязкоупругих тел содержится в фундаментальных монографиях
различных авторов, например [1, 4, 9−15].

Для вязкоупругих тел связь между напряжениями и деформациями описывает-
ся с помощью интегральных уравнений Вольтерра, содержащих ядра того или
иного вида. На сегодняшний день наиболее популярными являются интегральные
ядра ползучести и релаксации в виде суммы убывающих экспонент (рядов Прони)
[1, 16−18]. Такой вид ядра позволяет достичь высокой точности анализа путем
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аппроксимации большого объема экспериментальных данных за счет увеличения
числа слагаемых. Кроме того, представление ядер ползучести и релаксации в виде
рядов Прони удобно для программирования при численном анализе.

Построение точных решений для краевых задач напряженно-деформирован-
ного состояния вязкоупругого тела возможно только в некоторых простейших
случаях. Поэтому при анализе изделий из вязкоупругих материалов главным об-
разом применяются приближенные методы, большинство из которых можно от-
нести к одной из трех следующих групп. В первую группу входят методы, подра-
зумевающие прямое интегрирование физических уравнений [19, 20], во вторую –
использующие замену тем или иным способом вязкоупругой задачи на упругую
[21, 22], и третью группу составляют итерационные методы [23 –28].

Целью настоящей работы является развитие итерационного метода решения
краевых задач напряженно-деформированного состояния вязкоупругих тел, при-
веденного, в [27, 29]. В основе метода лежит разделение временных и пространст-
венных переменных. Последнее, в свою очередь, позволяет ускорить решение за
счет разделения его на два параллельных процесса на этапе постановки задачи.

Формулировка граничной задачи линейной вязкоупругости

В настоящей работе при записи уравнений используется общепринятое поло-
жение о суммировании по повторяющимся индексам.

Физические соотношения для изотропного вязкоупругого материала в общем
виде можно представить, например, следующим образом:

* * *2 2
3

K G Gαβ αβ αβ
⎛ ⎞σ = − θδ + ε⎜ ⎟
⎝ ⎠

, (1)

где σαβ, εαβ – компоненты тензоров напряжений и деформаций соответственно, ин-
дексы α, β соответствуют номерам пространственных координат; δαβ – символ
Кронекера; θ = εαβδαβ – объемная деформация; K*, G* – операторы объемной и
сдвиговой релаксации соответственно.

( ) ( )*

0

t

K K t dθ ≡ − τ θ τ∫ ; (2)

( ) ( )*

0

t

G R t dαβ αβε ≡ − τ ε τ∫ . (3)

Здесь K(t), R(t) – функции объемной и сдвиговой релаксации, R(0) = G0, K(0) = K0,
где K0, G0 – упругомгновенные модули объемного сжатия и сдвига.

Уравнения равновесия в области и условия на границе

* * *1 ,
3

K G G u Pα α α
⎛ ⎞+ θ + ∆ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

; (4)

21

0 0,n S u uαβ β α α αΓΓ
σ = = . (5)

Здесь ∆ – оператор Лапласа, Pα, S0
α – соответственно массовые и поверхностные

силы; nβ – направляющие косинусы нормали к границе; Γ1, Γ2 – участки гранично-
го контура, на которых заданы усилия S0

α и перемещения u0
α  соответственно.

Заменив в вязкоупругой задаче (1), (4), (5) операторы K* и G* на специальным
образом выбранные константы k и g, получим вспомогательную задачу, в которой
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левые части уравнений равновесия и граничных условий соответствуют задаче
линейной упругости, тогда как правые содержат слагаемые, определяемые дейст-
вием вязкоупругих операторов на искомые перемещения. Конкретный вид правых
частей вспомогательной задачи зависит от способа определения упругих констант
k, g и подчиняется требованию тождественности решений основной и вспомога-
тельной задач. Если правые части уравнений вспомогательной задачи определе-
ны, то решение вязкоупругой задачи сводится к решению вспомогательной ли-
нейно упругой задачи. Это условие, вообще говоря, не выполняется, так как ис-
комые перемещения находятся в обеих частях уравнений. Однако возможно орга-
низовать итерационный процесс, в котором правые части уравнений на текущем
шаге вычисляются через решение, полученное на предыдущем. Формулировка и
доказательство теоремы о сходимости алгоритмов такого типа имеются в [30].
Скорость сходимости зависит от конкретного вида вспомогательных упругих
констант и будет обсуждаться далее.

Формулировка итерационного алгоритма для случая упругих объемных
свойств материала

Будем рассматривать случай, когда объемная релаксация отсутствует, то есть
K* = K0 = K. Вспомогательные физические соотношения зададим в виде

0 2 2
3

K g gαβ αβ αβ
⎛ ⎞σ = − θδ + ε⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (6)

Здесь g – некоторый заранее выбранный модуль сдвига для вспомогательного уп-
ругого тела. Уравнения равновесия (4), с использованием (6) могут быть записаны
в эквивалентном виде:

* *1 1 1, , ,
3 3 3

K G G u K g g u K g g u Pα α α α α α α
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ θ + ∆ + + θ + ∆ − + θ − ∆ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. (7)

Или, в отсутствие массовых сил Pα,

( )1 1, ,
3 3

K g g u g G u∗
α α α α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ θ + ∆ = − θ +∆⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. (8)

Правая часть (8) является невязкой основной и вспомогательной задач. Анало-
гично записываются граничные условия

( )0 0 2 2
3

n S G g n∗
αβ β α αβ αβ β

⎡ ⎛ ⎞⎤σ = + − θδ − ε⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎝ ⎠⎦
. (9)

Далее можно записать соотношения для итерационного процесса, снабдив
входящие в (8), (9) параметры напряженно-деформированного состояния соответ-
ствующими верхними индексами

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 1, ,
3 3

n n n nK g g u g G u+ + ∗
α α α α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ θ + ∆ = − θ +∆⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

; (10)

( ) ( ) ( ) ( )0 1 0 2 2
3

n nnn S G g n+ ∗
β α αβ βαβ αβ

⎡ ⎛ ⎞⎤σ = + − θ δ − ε⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎝ ⎠⎦
. (11)

Решение исходной задачи определяется как суперпозиция всех n+1 решений,
полученных на соответствующих итерациях. Начальное приближение может быть
выбрано из произвольных соображений.
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Следует обратить внимание на то, что в левых частях (10), (11) отсутствуют
интегральные операторы. Кроме того, можно показать, что в случае представле-
ния каждого из граничных условий исходной вязкоупругой задачи в виде произ-
ведения двух функций, одна из которых зависит только от пространственных пе-
ременных, а другая – только от времени, в задачах (10), (11) пространственные и
временные переменные оказываются разделенными на каждой итерации.

В качестве критерия сходимости авторы предлагают использовать значение
функционала работы напряжений на деформациях за время нагружения t:

( ) ( ) ( )
0

t

W dαβ αβε = σ τ ε τ τ∫ . (12)

При практическом решении задач значения производных по времени от ком-
понент тензора деформаций, как правило, неизвестны. При этом, если положить в
каждой точке вязкоупругого тела представление εαβ(t) в виде кусочно-постоянной
функции

( ) ( ) ( )[ ]1
0

m
i

m m i m i
i

t h t t h t t + αβ
=

ε = − − − ε∑ , (13)

где εi
αβ – некоторые постоянные величины, а m – целое число, то значение функ-

ционала (12) будет приближенно равно удельной потенциальной энергии дефор-
маций

( ) ( ) ( )0W t tαβ αβ αβε = σ ε . (14)

Пример реализации алгоритма

Поясним реализацию сформулированного алгоритма на простом примере. Для
этого зададим оператор сдвиговой релаксации в виде

( )* *
0 01G x G Э x⎡ ⎤≡ − λ λ + γ⎣ ⎦ , (15)

где λ, γ – материальные константы; Э0
* – интегральный оператор вида

( ) ( ) ( )*
0

0

t
tЭ x e x d−ζ −τζ ≡ τ τ∫ . (16)

Оператор невязки правых частей (10), (11) принимает наиболее простой вид,
если в качестве вспомогательного модуля сдвига g использовать мгновенный мо-
дуль G0. Тогда выражения невязок, входящих в (9), будут

( )* * *
0 0 0G g G G G Э− = − = −λ λ + γ . (17)

В этом случае уравнения (10), (11) принимают вид

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 *
0 0 0 0

1 1, ,
3 3

n n n nK G G u G Э u+ +
α α α α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ θ + ∆ = λ γ + λ θ +∆⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

; (18)

( ) ( ) ( ) ( )0 1 0 *
0 0

22
3

n n nn S G Э n+
β α αβ βαβ αβ

⎡ ⎛ ⎞⎤σ = + λ γ + λ ε − θ δ⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎝ ⎠⎦
. (19)

Также будем считать, что заданные на соответствующих участках границы пе-
ремещения всюду нулевые. В этом случае они остаются таковыми на каждой ите-
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рации, В свою очередь, силовые граничные условия заданы в виде произведения
функций координат на функцию времени:

( ) ( )0 0 0,S S x y tα α= φ . (20)
В качестве начального приближения будем рассматривать недеформированное

состояние, то есть при n = 0, uα(0) = 0. Тогда

( ) ( )1 1
0 , 0

1 0
3

K G G uα α
⎛ ⎞+ θ + ∆ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

; (21)

( )0 1 0n Sβ ααβσ = . (22)

Решение вязкоупругой задачи (21), (22) в силу (20) может быть представлено в
виде

( ) ( )1 1
1u uα α= φ , (23)

где ϕ1 = ϕ0(t), ũα(1) – решение упругой задачи

( ) ( )1 1
0 , 0

1 0
3

K G G uα α
⎛ ⎞+ θ + ∆ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

; (24)

( )0 1 0n Sβ ααβσ = . (25)

Таким образом, на первой итерации достигнуто разделение временных и про-
странственных переменных. На второй итерации необходимо получить решение
задачи

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 1*
0 0 0 0

1 1, ,
3 3

K G G u G Э uα α α α
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ θ + ∆ = λ γ + λ θ +∆⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

; (26)

( ) ( ) ( ) ( )0 2 1 1*
0 0

22
3

n G Э nβ αβ βαβ αβ
⎡ ⎛ ⎞⎤σ = λ γ + λ ε − θ δ⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎝ ⎠⎦

. (27)

Уравнения (26), (27) с учетом (23) представляются в виде

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 1*
0 0 0 0 1

1 1, ,
3 3

K G G u G Э uα α α α
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ θ + ∆ = λ γ + λ θ +∆ φ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

; (28)

( ) ( ) ( ) ( )0 2 1 1*
0 0 1

22
3

n G Э nβ αβ βαβ αβ
⎡ ⎛ ⎞ ⎤σ = λ γ + λ ε − θ δ φ⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎝ ⎠ ⎦

. (29)

Решение граничной задачи (28), (29) может быть найдено как
( ) ( )2 2

2u uα α= φ , (30)

где ( )*
2 0 1Эφ = γ + λ φ . (31)

Соответственно ũα(2) есть решение упругой задачи, получаемой из (28), (29), так
же, как (24), (25) получено из (21), (22). Таким образом, на второй итерации также
разделяются на две независимых процедуры операции с пространственными и
временными переменными.

Третья и последующие итерации выполняются аналогично. При этом замеча-
тельно, что

( ) ( )* *
1 0 0 1

n
n nЭ Э+φ = γ + λ φ = γ + λ φ . (32)
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Возведение оператора в степень осуществляется в соответствии с [31] сле-
дующим образом:

( )
( )

( )1 *
* 0
0 1

1
1 !

n
n

n
Э

Э
n

−

−

∂ ζ
ζ =

− ∂ζ
. (33)

В результате искомые параметры напряженно-деформированного состояния
находятся как

( )
1

1

n
i

i
u u

+

α α
=

= ∑ ; (34)

( )
( ) ( )1 1

1 1

1
2

iin n
i

i i

uu
x x

+ +
βα

αβ αβ
β α= =

⎛ ⎞∂∂
⎜ ⎟ε = ε = +
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∑ ∑ ; (35)

( ) ( ) ( )
1 1

* *

1 1

2 2
3

n n
i ii

i i
K G G

+ +

αβ αβαβ αβ
= =

⎛ ⎞σ = σ = − θ δ + ε⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ ∑ . (36)

Условие остановки итерационного процесса можно записать в виде
( ) ( )

( )

1
0 0

0

n n

n
W W

W

+ −
≤ μ , (37)

где W0 определяется по (14); μ – некоторое наперед заданное число.

Вычислительная процедура для использования совместно
с методом конечных элементов

Для успешного применения предлагаемого в настоящей работе итерационного
алгоритма, необходимо на каждой итерации располагать решением упругой зада-
чи. Получить такое решение в общем случае возможно разными способами, одна-
ко для практических расчетов наиболее применяемым является метод конечных
элементов. При этом чаще всего используются линейные элементы, то есть такие,
в которых функция формы элемента является линейной. Коэффициентами этой
функции являются значения рассматриваемых параметров в узлах элемента. Так-
же в большинстве случаев решение задачи определения напряженно-деформиро-
ванного состояния получается вначале в перемещениях, а затем по ним вычисля-
ются компоненты тензоров деформаций и напряжений, для чего необходимо вы-
числить в каждом узле первые производные функции перемещений по координа-
там. Однако при использовании предлагаемого итерационного метода, необходи-
мо для определения невязки уравнений равновесия вычислять вторые производ-
ные от перемещений. В пределах одного линейного элемента вторая производная
от линейной функции формы всегда равна нулю.

Поскольку для реализации алгоритмов метода конечных элементов требуется
сравнительно большой объем работ, связанных с программированием, в инженер-
ной практике широкое распространение получили универсальные программные
средства для прикладного конечно-элементного анализа. В их число входят как
«тяжелые» программные комплексы ANSYS, Abaqus, NX, CalciliX и т.п., так и ав-
торские проекты, например Z88Aurora, или специальные программы, разрабаты-
ваемые инженерными коллективами для собственных нужд. В абсолютном боль-
шинстве случаев в таком программном обеспечении не предусмотрена процедура
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вычисления вторых производных функций формы элемента даже в случае исполь-
зования конечных элементов высших порядков.

Исходя из сказанного, для реализации сформулированного выше итерационно-
го алгоритма совместно с методом конечных элементов необходимо решить зада-
чу вычисления вторых производных от функций перемещений. Особенную важ-
ность этот вопрос приобретает при использовании готового программного обес-
печения конечно-элементного анализа. Одним из возможных способов является
использование конечно-разностной схемы дифференцирования, однако такой
подход влечет за собой ряд неудобств, особенно на нерегулярных сетках. Более
рациональным представляется использование схемы дифференцирования, реали-
зованной в используемом программном обеспечении метода конечных элементов.
При этом процедуре дифференцирования следует подвергать компоненты дефор-
маций, через которые выражаются невязки уравнений равновесия. Так, выраже-
ние под оператором в правой части (10), определяющее величины массовых сил
(невязки) в упругих задачах итерационного процесса, записывается через произ-
водные от деформаций следующим образом:

1 4 2, 2 ,
3 3 3

u
x x x

β αβα
α α

α α β

∂ε ∂γ∂ε
θ +∆ = − + α ≠ β

∂ ∂ ∂
. (38)

Рассмотрим пример решения задачи чистого изгиба консольной балки из вяз-
коупругого материала, подчиняющегося общему линейному закону деформиро-
вания [4]

( ) ( ) ( ) ( )
0

1
0

1 t

t

t t K t d
E

⎡ ⎤
⎢ ⎥ε = σ + σ τ − τ τ
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ , (39)

где t0 и t соответствуют времени начала нагружения и рассматриваемому момен-
ту; E0 – мгновенный модуль упругости; K1 (t – τ) – ядро ползучести.

В случае, когда изгибающий момент может быть представлен в виде
( ) ( )0 0M t M t= φ , (40)

где M0 – постоянная, а ( )0 tφ  – некоторая функция времени, уравнение прогибов
для такой балки запишется следующим образом:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

2 2
* 10 0

0 1 0 02 2

t

t

M y M y
w t t K t t d E t

EJ J
−

⎡ ⎤
⎢ ⎥= φ + − τ φ τ = φ
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ . (41)

Здесь w – величина прогиба; y – координата поперечного сечения, откладываемая
от жестко защемленного конца; J – осевой момент инерции балки; E*−1 – оператор
ползучести.

Полагая t0 = 0 и объемную релаксацию отсутствующей, оператор ползучести
E*−1 представим через заданные G*, K следующим образом:

( )
* 1 * 1

* 1 * 13
9 3 9

G GE x K G x x
K K

− −
− ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

≡ + = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. (42)

Следует отметить, что (42) получено вне каких-либо суждений о виде ядра
ползучести K1(t – τ). Далее, принимая оператор сдвиговой релаксации в виде (15),
(16), получим вид оператора G*−1:
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( )* 1 *
0

0

1 1G x Э x
G

− ⎡ ⎤≡ + λ γ⎣ ⎦ . (43)

Теперь, для случая статического нагружения, положим функцию ( )0 tφ  как функ-
цию Хевисайда, и решение (40) принимает вид

( ) ( )
2 2

0 0

0
1 1

6 18
tM y M y

w t e
G J K J

−γλ⎡ ⎤= + − +⎢ ⎥γ⎣ ⎦
. (44)

Последнее выражение является точным решением. Также решение этой задачи
получено итерационным методом совместно с методом конечных элементов, реа-
лизованным в ANSYS.

При численной реализации в качестве балки рассматривалась квадратная пло-
ская пластина с длиной стороны равной 1. Для удобства принято, что все значе-
ния соответствуют системе СИ. Схема нагружения и разбиения на конечные эле-
менты приведена на рис. 1. Момент M0 и сила F0 связаны соотношением

0
0

12M
F

l3
= . (45)

Рис. 1. Схема граничных условий балки
Fig. 1. Diagram of the boundary conditions for a beam

Параметры оператора сдвиговой релаксации вида (11): G0 = 6·108, λ = 0.002,
γ = 0.009, объемный модуль K = 14·108, время t = 1000. Сравнение численного и
аналитического решения проведено по величине перемещения центра пластины,
теоретически равной прогибу x, определенному по (38) при y = 0.5. На рис. 2 по-
казаны результаты сравнения точного и численных решений, полученных на раз-
личных конечно-элементных сетках.

На рис. 3 приведен график сходимости итерационного процесса при разбиении
стороны квадрата на 40 элементов. Критерий сходимости μ = 10−6.
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Рис. 2. Зависимость перемещения центральной точки пласти-
ны от числа разбиений стороны квадрата (Пунктир – точное
решение; крестики – численное решение; сплошная линия –
аппроксимация численного решения)
Fig. 2. Displacement of the plate central point as a function of the
number of cells on the square side (the dashed line is the analytical
solution; the crosses, the numerical solution; and the solid line, the
numerical solution approximation)
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Рис. 3. Зависимость энергии упругой деформации от номера итерации
Fig. 3. Elastic-strain energy as a function of iteration number

Заключение

Сформулированы соотношения для итерационной процедуры решения задач
линейной вязкоупругости на основе использования вспомогательной упругой зада-
чи, в которой механические свойства среды описываются мгновенными упругими
характеристиками вязкоупругого тела. Также предложен способ использования ал-
горитма совместно с методом конечных элементов, при этом для вычисления невя-
зок итерационного алгоритма могут быть использованы процедуры, являющиеся
частью программного обеспечения конечно-элементного анализа. Таким образом,
возможно применение предлагаемого в работе алгоритма совместно с прикладными
программными средствами конечно-элементного моделирования.

Другой важной особенностью приведенной формулировки итерационного ал-
горитма является возможность определения всех параметров напряженно-дефор-
мированного состояния вязкоупругого тела с использованием только оператора
релаксации. В том числе при решении задач ползучести.

Апробация алгоритма на модельных задачах показала эффективность предла-
гаемого подхода.
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Designing of the structures made of polymeric and composite viscoelastic materials requires
development of the efficient and cost-effective methods for calculating stress-strain state. This
paper proposes an iterative algorithm for solving such problems. The advantages of the algorithm
over existing methods are the following: firstly, there is a possibility to parallelize the calculations
of spatial and time components of the stress-strain state; secondly, this algorithm eliminates the
need to integrate the history of stress and displacement variation in time. Moreover, the
formulated iterative algorithm allows one to obtain the parameters of the stress-strain state of a
viscoelastic solid without using integral operator inverse to the relaxation operator.

The proposed method involves the following concept. The integral operators of the shear and
volume relaxation are replaced by some values of the elastic shear and volume moduli. The
identity of the obtained elastic problem with initially stated viscoelastic problem is ensured by
supplementing right-hand sides of the equilibrium equations and boundary conditions with the
corresponding residuals. In addition, each residual involves the result of viscoelastic operator
effect on the required parameters, and, therefore, it cannot be found directly. The numerical
implementation assumes the iteration process to be built, in which the residuals on the current
step are calculated using the solutions obtained on the previous one.

The paper describes the formulated iterative algorithm, as well as its application in
conjunction with commercial or free computer software employed for a finite element analysis.
The paper also includes an example of the model problem solution.
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ КОЛЕБАНИЙ
ВЯЗКОУПРУГИХ ТРУБОПРОВОДОВ, ТРАНСПОРТИРУЮЩИХ
ДВУХФАЗНУЮ СРЕДУ В РЕЖИМЕ ПРОБКОВОГО ТЕЧЕНИЯ

Предложена математическая модель колебаний горизонтальных вязкоупру-
гих трубопроводов, транспортирующих двухфазную среду, учитывающая
внутреннее давление. При исследовании колебаний трубопроводов с проте-
кающей внутри газосодержащей жидкостью используется вязкоупругая мо-
дель теории балок. Для описания вязкоупругих свойств материала трубо-
провода использована наследственная теория вязкоупругости Больцмана –
Вольтерра со слабосингулярными ядрами наследственности. Получено, что
с увеличением давления внутри трубопровода происходит уменьшение кри-
тической скорости газового потока.

Ключевые слова: математическая модель, вычислительный алгоритм,
вязкоупругость, трубопровод, двухфазное течение, критическая скорость.

Трубопроводное транспортирование жидкостей и газов играет значительную
роль для экономического развития промышленности и производственной отрасли
многих стран мира. Транспортировка по трубопроводам отличается от других
способов транспортировки своей относительно высокой экологической безопас-
ностью и непрерывным обеспечением продуктов в назначенные объекты отрасли
экономики. При эксплуатации трубопроводов часто возникают случайные аварии,
которые могут нанести ущерб людям и/или окружающей среде. Поэтому вибра-
ции трубопроводов с протекающей жидкостью привлекают большое внимание
исследователей. Вибрации отдельных участков трубопроводов с протекающей
жидкостью являются сложными для изучения. В настоящее время имеется значи-
тельное число публикаций, посвященных решению задач о колебаниях и динами-
ческой устойчивости трубопроводов, транспортирующих жидкость [1−8].

В работе [9] предлагается численный подход для прогнозирования вибрации
трехмерного трубопровода c протекающей жидкостью двухфазного потока. Ре-
зультаты моделирования были подтверждены экспериментальными данными. На
основе результатов моделирования предложен численный метод измерения ско-
ростей двухфазного потока.

Моделирование сопряженных колебаний изогнутых труб, транспортирующих
двухфазную среду в режиме слоистого течения, изучено авторами [10]. Для полу-
чения уравнения вибрации трубы используется уравнение Эйлера. Исследовано
влияние основного радиуса, толщины и внутреннего радиуса трубы на критиче-
ские скорости потока.

В настоящее время объекты нефтегазовой промышленности, жилищно-
коммунального хозяйств и другие часто сталкиваются с проблемами ремонта и
восстановления металлических трубопроводов из-за воздействия на них различ-
ных внешних факторов [11]. Одним из способов решения данной проблемы явля-
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ется создание и применение новых видов материалов, в том числе композицион-
ных, которые обладают рядом преимуществ.

Влияние функции частотной характеристики для вязкоупругих трубопроводов
представлено в работе [12]. При рассмотрении упругих систем внутреннее трение
материала учитывается с помощью обобщенной многоэлементной модели Кель-
вина-Фойгта. В ней исследовано влияние вязкоупругих свойств материала трубо-
провода на резонансные частоты и на частотно-зависимое демпфирование резо-
нансных пиков.

Моделирование процессов деформирования трубы с учетом оснований на ос-
нове теории балок Эйлера – Бернулли было предложено в [13]. Для описания про-
цессов деформирования вязкоупругого основания используется модель Кельвина.
С применением принципа Гамильтона получены уравнения движения трубы. Оп-
ределены критические скорости потока.

Для описания процессов деформирования вязкоупругих материалов исполь-
зуются различные модели наследственной теории вязкоупругости. Необходи-
мость учета вязкоупругих свойств материалов в инженерных расчетах отразилось
в появлении большого количества более или менее простых теорий.

В работе [14] приведены дифференциальные и интегральные модели, опреде-
ляющие связь между напряжениями и деформациями наследственной теории вяз-
коупругости по определенным критериям, проанализированы их преимущества и
недостатки.

В данной работе при решении динамических задач колебания трубопроводов
из композиционных материалов применяется интегральная модель связи между
напряжением и деформацией со слабосингулярными ядрами наследственности с
учетом особенности Абеля.

При транспортировании по трубопроводам двухфазное пробковое течение со-
провождается вибрационными нагрузками на трубопровод, которые ослабляют
мощность потока транспортирования, а также может привести в отдельных слу-
чаях к ускоренному разрушению трубопроводов.

Исследование поведения различных видов и форм элементов вязкоупругого
трубопровода в широком диапазоне внешних физических условий и внутренних
нагрузок приводит к применению в этих задачах методов математического моде-
лирования как основного средства решения проблемы. Таким образом, успешное
решение вибрации вязкоупругих трубопроводов, транспортирующих двухфазную
среду в пробковом режиме, зависит от наличия адекватных математических моде-
лей соответствующих физических процессов, эффективных численных методов,
алгоритмов и программных средств для реализации моделей.

Настоящая работа посвящена решению колебательных процессов вязкоупру-
гих трубопроводов, транспортирующих газосодержащую жидкость.

Постановка задачи

Рассмотрим прямой участок трубопровода длиной L в виде стержня, состоя-
щего из композиционного материала, транспортирующего газожидкостную среду
(рис. 1). Выберем прямоугольную систему координат так, чтобы ось х проходила
через центры тяжести сечений трубы, а начало оси совместим с левым концом
трубы (рис. 2). Перемещения точек оси трубопровода по оси y представляют не-
известную функцию прогибов w(x, t). Скорость течения жидкости вдоль оси тру-
бопровода – U. Продольные колебания трубопровода не рассматриваются. Пред-
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полагается, что движение плоское, а труба горизонтальна. Площадь поперечного
сечения потока считается постоянной. Кроме того, в поперечной вибрации труба
ведет себя как балка Эйлера – Бернулли и режим течения жидкости пробковый.

Масса жидкости Масса газа

Рис. 1. Пробковый режим течения газосодержащей жидкости
Fig. 1. Slug flow of a gas-containing fluid

y

x

L

L1 L2

ULUg

Рис. 2. Геометрия трубопровода
Fig. 2. Pipeline geometry

Интегральная модель Больцмана – Вольтерра, которая характеризует закон за-
висимости напряжения σ от деформации ε в одномерном случае, определяется из
уравнения [15]

0

σ (1 )ε ε ( ) (τ) τ .
t

E R E R t d∗
ε

⎧ ⎫⎪ ⎪= − = − − τ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ (1)

Здесь E – модуль упругости материала; ( )R t − τ – ядро релаксации; t – время на-
блюдения; τ – предшествующее моменту наблюдения время.

Геометрическая зависимость зададим уравнением
2

2ε wz
x

∂
= −

∂
, (2)

где ( , )w w x t= −  поперечный прогиб трубопровода типа стержня; z – расстояние
от точки перечного сечения стержня до нейтральной оси.

Изгибающий момент

σ ,
р

р
A

M z dA= ∫ (3)

где А0 – площадь поперечного сечения трубы.
Подставляя (1) и (2) в (3), получим

2
*

2(1 ) ,wM EI R
x

∂
= − −

∂
(4)

где 2 .
р

р
A

I z dA= ∫
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Основываясь на работах [16, 17], уравнение движения трубопроводов, транс-
портирующих двухфазную среду, с учетом свойств вязкости материала конструк-
ций и внутреннее давление имеет вид

( ) ( )
4 2

41 2 L L g g
w wEI R m U m U

t xx
∗ ∂ ∂

− + + +
∂ ∂∂

( )
2 2

2 2
0 2 2( ) 0.L L g g Lp i L g p

w wm U m U N А P m m m
x t

∂ ∂
+ + − + + + + =

∂ ∂
Здесь E – модуль упругости материала; EI – жесткость изгиба; L – длина трубы; х
– независимая переменная, продольная осевая координата трубы; w(x, t) – прогиб
в сечении x в момент времени t; Lm , gm  и pm – масса жидкости, газа и трубы со-

ответственно, отнесенная к единице длины трубопровода; рA  – площадь попереч-

ного сечения трубы; LU , gU  – скорости потока жидкости и газа соответственно;

iР  – внутреннее давление; 2
1LpА r= π ; 1r , LpА – внутренний радиус и площадь

проходного сечения трубопровода соответственно; 0N  – растягивающее (сжи-

мающее) усилие; R∗  – интегральный оператор вида

0

( ) ( ) ( )
t

R t R t d∗ϕ = − τ ϕ τ τ∫ ;

( )R t − τ  – ядро релаксации Колтунова – Ржаницына [15]:

( ) ( ) 1τ exp ( τ) ( τ) ,R t A t t α−− = −β − −

0, β 0, 0 α 1А > > < < ;
A  – параметр вязкости; β – параметр затухания; α – параметр сингулярности, оп-
ределяемый экспериментом.

Будем изучать решения уравнение (1) при следующих граничных условиях:

( ) ( )2

2
,

, 0
w x t

w x t
x

∂
= =

∂
 при х = 0, х = L;

и начальных условиях
( ) ( ),0 ( ), ,0 ( ),w x x w x x= ϑ = ψ

где ( )xϑ , ( )xψ – заданные достаточно гладкие функции в области изменения сво-
их аргументов.

Метод решения

Приближенное решение уравнения (1) будем искать в виде

( )
1

( , ) ( )
N

n n
n

w x t w t x
=

= ϕ∑ , (5)

где ( )nw t  – некоторые функции, подлежащие к определению, при этом функции
( )n xϕ  подобраны так, чтобы каждый член суммы (5) удовлетворял граничным

условиям. В случае шарнирно опертой по краям трубы в разложении мето-
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да Бубнова – Галеркина (5) аппроксимирующие функции прогиба выбираем
в виде 

( ) sinn
n xx
L
π

ϕ = . (6)

Подставим функцию (5) в уравнение (1) и применим к последнему процедуру
Бубнова – Галеркина. В процессе интегрирования уравнения (1) от 0 до L пара-
метры потока, включая массу на единицу длины и скорость потока для газовой и
жидкой фазы в зоне газового пузыря и зоне жидкой фазы, интегрируются отдель-
но в интервале от нуля до L1, и от L1 до L (рис. 1). После несложных преобразова-
ний получим систему интегродифференциальных уравнений относительно коэф-
фициентов (5).

Введя следующие безразмерные величины

,x
L

,w
L 2

L g p

t EI
m m mL + +

(7)

и сохраняя при этом прежние обозначения, получим систему интегро-
дифференциальных уравнений относительно nw :

( )

,
1 1

2
0, 0 0

1

2

α α (1 ) 0,

N N

kn n Lg kn n
n n

N

Lg kn n k o k k k
n

w G w

P w N P w R w

= =

∗

=

∆ + −

+ − π + − =

∑ ∑

∑
(8)

0 0(0) ; (0) ; 1, 2,..., . n nm n nmw w w w k N= = =

Здесь
θ θ ;kn Lkn gkn∆ = + 2 2

, , 0β γ β γ ; α (θ θ );Lg kn L L Lkn g g gkn Lg kn n Lkn L gkn gG u u P u u= + = +

1 1

1

1

0 0

1θ ( ) ( ) ; θ ( ) ( ) ; γ ( ) ( ) ;
L L

gkn n k Lkn n k gkn n k
L

x x dx x x dx x x dx
n

′= ϕ ϕ = ϕ ϕ = ϕ ϕ
π∫ ∫ ∫

1

11γ ( ) ( ) ;Lkn n k
L

x x dx
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′= ϕ ϕ
π ∫  β ;g
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+ +
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r L P
P

EI
=  ;L

L L
m
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m
u LU

EI
=  β ;L
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m
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=
+ +

 
2

2 2
00α ; ;o

k
L N

k N
EI

= π =  1
1 .

L
L

L
=

Точки над переменными означают взятие производной по времени соответст-
вующего порядка.

Интегрирование системы (8) на основе многочленной аппроксимации прогиба
с учетом различных факторов, выполнялось с помощью численного метода, пред-
ложенного в [14, 18, 19]. Дважды интегрируя систему (8) по t, запишем ее в инте-
гральной форме и с помощью рационального преобразования исключим сингу-
лярные особенности интегрального оператора R*. Затем, полагая t = ti, ti = i∆t,
i = 1, 2,…(∆t = const) и заменяя интегралы квадратурными формулами трапеций
для вычисления wikl = wkl(ti), получим формулы для ядра Колтунова – Ржаницына

( ) ( )( )α 1exp β , 0 1R t A t t −= − < α < :
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( ) ( ), 0 0 , 0
1 1 1

N N N

kn i Lg kn in kn n n i Lg kn n i
n n n

C G w w w t G w t
= = =

∆ + = ∆ + + −∑ ∑ ∑

( ) ( )
1

00, , 0
0 1 1

i N N

j Lg kn jn i j Lg kn jn k jk
j n n

C G w t t P w N P w
−

= = =

⎧
− − − + α − π +⎨

⎩
∑ ∑ ∑

2
0 ,

0
α exp( β ) ,

α

j

k jk s s j s k
s

Aw B t w −
=

⎛ ⎞ ⎫
+ − − ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎭
∑ (9)

i = 1, 2, 3,…; где Сj , Bs – числовые коэффициенты применительно к квадратурным
формулам трапеции [19−23]:

0 ; , 1, 1;   C ;
2 2j i
t tC C t j i∆ ∆

= = ∆ = − =

α α α α

0
( ( 1) ); , ;  

2 2j
t t j jB s j B∆ ∆ − −

= = =
α α(( 1) ( 1) ) .
2s

t s sB
α∆ + − −

= (10)

Обсуждение результатов

Результаты вычислений представлены в таблице и изображены на графиках
(рис. 3−10). В таблице приведены критические скорости потока в зависимости от
физико-механических и геометрических характеристик трубопровода. Как видно
из таблицы, критическая скорость crgu  при значениях параметра А = 0 имеет зна-
чение 3.133, а при А = 0.1, составляет 1.911. Коэффициент критического значения
скорости газовой фазы для вязкоупругих трубопроводов уменьшается относи-
тельно упругих трубопроводов на 39 %.

Исследовано влияние сингулярного параметра α на критические значения ско-
рости двухфазного потока. Увеличение реологического параметра α приво-
дит к росту критических значений скорости потока. При α = 0.02 критиче-
ская скорость газовой фазы составляет 2.159, а при α = 0.75 равна 3.062. Критиче-
ские скорости потока отличаются друг от друга на 41.8 %.

Из таблицы видно, что влияние параметра затухания β, массы жидкости βL  и
массы газа βg  на критическую скорость газовой фазы двухфазного потока незна-
чительно.

Исследовано влияние параметра 1L , характеризующего длину зоны газовой
фазы, на критические скорости потока. Расчеты показали, что с увеличением дли-
ны зоны газовой фазы уменьшается значение критической скорости потока.

Изучено влияние параметра внутреннего давления на критическую скорость
потока. Исследования были проведены при iP  = 0.5; 1; 2: 2.5. Из таблицы видно,
что с ростом внутреннего давления критическая скорость потока снижается. Это
объясняется тем, что внутреннее давление приводит к появлению поперечных
сил, действующих на трубопровод, так как трубопровод, расположенный на опо-
рах имеет прогиб от веса трубопровода и веса жидкости, протекающей через нее.

Изучено влияние скорости жидкости на критическую скорость газовой фазы.
Анализ результатов показывает следующее: увеличение скорости жидкости Lu
приводит к уменьшению критической скорости газа crgu  на 21.8 %.
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Зависимость критической скорости двухфазного потока
от физико-механических и геометрических параметров трубопровода

A α β βL βg 1L oN iP Lu crgu

0
0.005
0.05
0.1

0.25 0.05 0.02 0.01 0.27 0.025 - 0.3

3.133
3.086
2.610
1.911

0.01

0.02
0.05
0.1
0.4
0.75

0.05 0.02 0.01 0.27 0.025 - 0.3

2.159
2.760
2.942
3.055
3.062

0.01 0.25 0.01
0.08 0.02 0.01 0.27 0.025 - 0.3 3.031

3.037

0.01 0.25 0.05
0.001
0.1
0.7

0.01 0.27 0.025 - 0.3
3.044
3.051
3.034

0.01 0.25 0.05 0.02
0.007
0.1
0.5

0.27 0.025 - 0.3
3.038
3.041
3.055

0.01 0.25 0.05 0.02 0.01
0.2
0.3
0.32

0.025 - 0.3
3.042
3.033
3.027

0 0.25 0.05 0.02 0.01 0.27

0
5
10
20

- 0.3

3.125
3.812
4.447
5.346

0.01 0.25 0.05 0.02 0.01 0.27

0
0.1
3
6
15

- 0.3

3.027
3.051
3.489
3.894
4.918

0.01 0.25 0.05 0.02 0.01 0.27 0.025

0.5
1
2

2.5

0.3

2.771
2.472
1.717
1.189

0.01 0.25 0.05 0.02 0.01 0.27 0.025 30
0.2
0.5
0.8
1.2

1.738
1.679
1.588
1.359

Исследовалось влияние вязкоупругих свойств материала на амплитуды и час-
тоты колебаний трубопровода (рис. 3). Для упругого трубопровода колебание ме-
няется по периодическому закону (кривая 1). Для вязкоупругих трубопроводов
( 0.01А = (кривая 2); 0.1А = (кривая 3)) амплитуда колебаний затухает.

На рис. 4 изображены кривые w = w(0.5, t), построенные для различных значе-
ний параметров β. Кривые вычислены для трубопровода с параметрами A = 0.1;
α = 0.25; β 0.02;L =  β 0.01;g =  1 0.27;L =  5;oN =  0;iP =  0.3;Lu = 1.5.gu = Как
видно из графиков, влияние параметра β незначительно. Это объясняется тем, что
экспоненциальное ядро релаксации не способно описать полностью наследствен-
ные свойства материала конструкций.



102 Б.А. Худаяров, Х.М. Комилова

t, c

Рис. 3. Зависимость прогиба трубы w от времени t при различных параметрах вязкости:
A = 0 (1); A = 0.01 (2); A = 0.1 (3); α = 0.25; β = 0.05; β 0.02;L = β 0.01;g =

 1 0.27;L =  0;iP =  5;oN =  0.3;Lu =  1.5gu =

Fig. 3. Tube flexure w as a function of time t at various viscosity parameters:
A = (1) 0, (2) 0.01, and (3) 0.1; α = 0.25; β = 0.05; β 0.02;L = β 0.01;g =

1 0.27;L =  0;iP =  5;oN = 0.3;Lu = 1.5gu =

t, c

Рис. 4. Зависимость прогиба трубы w от времени t при β = 0.01 (1); β = 0.5 (2); A = 0.1;
α = 0.25; β 0.02;L = β 0.01;g =  1 0.27;L = 0;iP = 5;oN = 0.3;Lu = 1.5gu =

Fig. 4. Tube flexure w as a function of time t at β = (1) 0.01 and (2) 0.5; A = 0.1; α = 0.25;
β 0.02;L =  β 0.01;g =  1 0.27;L = 0;iP =  5;oN = 0.3;Lu = 1.5gu =
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Изучено влияние параметра растягивающего усилия на поведение трубопро-
вода (рис. 5). При отсутствии растягивающего усилия (кривая 1) амплитуда коле-
баний уже с момента t ≥ 2.4 резко возрастает. Подобные колебания являются не-
желательными, так как приводят к зарождению и развитию усталостных трещин.

Изучено влияние внешных растягивающих усилий в продольном направлении
трубопровода. Из таблицы видно, что рост растягивающих усилий в продольном
направлении трубопрода приводит к увеличению критической скорости потока
для газовой фазы. При oN  = 0 и oN  = 20 критическая скорость потока для газо-
вой фазы соответственно равна 3.125 и 5.36. Напротив, сжимающие усилия oN
приводят к такому же пропорциональному снижению критической скорости по-
тока для газовой фазы.

t, c

Рис. 5. Зависимость прогиба трубы w от времени t при 0;oN =  (1); 5;oN =  (2); 10;oN =  (3);

A = 0.1; α = 0.25; β = 0.05; β 0.02;L =  β 0.01;g =  1 0.27;L =  0;iP =  5;oN =  0.3;Lu =  2.5gu =

Fig. 5. Tube flexure w as a function of time t at ( ) 0, ( ) 5, and ( ) 10;oN 1 2 3=  A = 0.1; α = 0.25;

β = 0.05; β 0.02;L =  β 0.01;g = 1 0.27;L = 0;iP = 5;oN = 0.3;Lu = 2.5gu =

Проведены исследования влияния параметра 1L  на колебательный процесс
вязкоупругого трубопровода (A = 0.1). При 1 0.32L =  (кривая 2) мы имеем колеба-
тельное движение с быстро возрастающими амплитудами, которое может привес-
ти конструкцию к разрушению (рис. 6). При этом скорость газового потока

2.3gu =  является значительно выше от критической скорости crgu  для значений

1 0.22L =  и 1 0.32L = . С уменьшением длины зоны газовой фазы можно устра-
нить опасность колебательных движений. Газовый поток скапливается в верхней
части трубы, принимает «снарядную» форму, и центр тяжести потока смещается
вниз по сечению трубы. Это приводит к изменению положения центра тяже-
сти потока при движении жидкости и появлению дополнительных нагрузок.
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t, c

Рис. 6. Зависимость прогиба трубы w от времени t при 1 0.22L = (1); 1 0.32L =  (2); A = 0.1;
α = 0.25; β = 0.05; β 0.02;L =  β 0.01;g = 1 0.27;L = 0;iP = 5;oN = 0.3;Lu = 2.3gu =

Fig. 6. Tube flexure w as a function of time t at 1 ( ) 0.22 and ( ) 0.32;L 1 2=  A = 0.1; α = 0.25;

β = 0.05; β 0.02;L =  β 0.01;g = 1 0.27;L = 0;iP = 5;oN = 0.3;Lu = 2.3gu =

На рис. 7 приведено влияние параметра βg, характеризующего массу газа, на
процесс колебаний трубопровода. По оси ординат на фигуре откладывается пара-
метр прогиба трубопровода, а по оси абсцисс – параметр безразмерного времени.
Первая из этих кривых построена при β 0.01g = , а вторая кривая отражает влия-

ние параметра β 0.75g =  при следующих значениях: A = 0.01; α = 0.25; β = 0.05;

β 0.02;L = 1 0.27;L = 0;iP = 0.05;oN = 0.3;Lu = 2.91.gu =
 
При значениях пара-

метра β 0.75g =  скорость потока является критической, что приводит к резкому
возрастанию амплитуды колебаний. С уменьшением параметра βg амплитуда ко-
лебаний быстро затухает.

На рис. 8 показана зависимость значения прогиба w от времени t при различ-
ных значениях скорости жидкости Lu : 1.542Lu = (кривая 1); 1.962Lu = (кривая 2).
При скорости потока жидкости 1.962Lu =  проявляется динамическая неустойчи-
вость, поведение трубопровода представляет собой колебания со стремительно
возрастающими амплитудами, что может привести к разрушению конструкции
(кривая 2).

Было исследовано влияние скорости газового потока на процесс колебания тру-
бопровода (рис. 9). Скорости газового потока приняты равными 2.5gu =  (кри-

вая 1); 2.75gu =  (кривая 2). Осевое растягивающее усилие не учитывается. Как
видно из рисунка, по мере увеличения параметра скорости ug газового потока про-
исходит заметное ухудшение колебательного процесса трубопровода (кривая 2).
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t, c

Рис. 7. Зависимость прогиба трубы w от времени t при β 0.01g = (1); β 0.75g = (2); A = 0.01;

α = 0.25; β = 0.05; β 0.02;L = 1 0.27;L = 0;iP = 0.05;oN = 0.3;Lu = 2.91gu =

Fig. 7. Tube flexure w as a function of time t at β ( ) 0.01 and ( ) 0.75;g 1 2=  A = 0.01; α = 0.25;

β = 0.05; β 0.02;L = 1 0.27;L = 0;iP = 0.05;oN = 0.3;Lu = 2.91gu =

t, c

Рис. 8. Зависимость прогиба трубы w от времени t при 1.542Lu =  (1); 1.962Lu =  (2);

A = 0.01; α = 0.25; β = 0.05; β 0.02;L = β 0.01;g = 1 0.27;L = 0;iP = 0.05;oN = 2.5gu =

Fig. 8. Tube flexure w as a function of time t at ( ) 1.542 and ( ) 1.962;Lu 1 2=  A = 0.01;

α = 0.25; β = 0.05; β 0.02;L =  β 0.01;g =  1 0.27;L = 0;iP = 0.05;oN =  2.5gu =
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t, c

Рис. 9. Зависимость w(t) при различных скоростях потока для газовой фазы 2.5gu =  (1);

2.75gu = (2);A=0.01;α=0.25;β=0.05;β 0.02;L = β 0.01;g = 1 0.27;L = 0;iP = 0.05;oN = 1.5Lu =

Fig. 9. w(t) dependency at various velocities of the gas phase flow ( ) 2.5 and ( ) 2.75;gu 1 2=

A = 0.01; α = 0.25; β = 0.05; β 0.02;L = β 0.01;g =  1 0.27;L = 0;iP = 0.05;oN = 1.5Lu =

t, c

Рис. 10. Зависимость прогиба трубы w от времени t при 0iP =  (1); 3.03iP =  (2); 3.04iP =  (3);
A = 0.01; α = 0.25; β = 0.05; β 0.02;L =  β 0.01;g =  1 0.27;L =  0;iP =  5;oN =  0.3;Lu =  2.2gu =

Fig. 10. Tube flexure w as a function of time t at ( ) 0, ( ) 3.03, and ( ) 3.04;iP 1 2 3=  A = 0.01;

α = 0.25; β = 0.05; β 0.02;L =  β 0.01;g =  1 0.27;L = 0;iP = 5;oN =  0.3;Lu = 2.2gu =
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Внутреннее давление существенно влияет на динамические характеристики
трубопровода, транспортирующего газосодержащую жидкость (рис. 10). Из ри-
сунка видно, что по мере увеличения параметра внутренних давлений iP  проис-
ходит уменьшение скорости и увеличение амплитуды колебаний. При 3.03iP = и

3.04iP =  скорость газового потока превышает скорость критических, колебания
приобретают быстро возрастающие амплитуды.

Заключение

Разработана математическая модель колебаний вязкоупругих трубопроводов,
транспортирующих двухфазные среды с учетом внутреннего давления жидкости.
Разработан вычислительный алгоритм для решения задач расчета колебательных
процессов трубопроводов с протекающим двухфазным потоком. При численном
моделировании задачи исследован ряд динамических эффектов:

- выявлено, что увеличение внутреннего давления приводит к уменьшению
критической скорости двухфазного потока;

- установлено, что увеличение растягивающего усилия приводит к возраста-
нию критической скорости двухфазного потока;

- показано, что учет вязкоупругих свойств материала конструкции приводит к
уменьшению критической скорости потока.
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A mathematical model of vibrations of horizontal viscoelastic pipelines conveying two-phase
medium in a slug flow taking into account the internal pressure is proposed in the paper. In the
study on vibrations of the pipeline conveying gas-containing fluid, a viscoelastic model of the
theory of beams is used. The hereditary Boltzmann-Volterra theory of viscoelasticity with weakly
singular hereditary kernels is used to describe the viscoelastic properties of the pipeline material.
By means of the Bubnov-Galerkin method, the equations of the pipeline motion are reduced to the
study of a system of ordinary integro-differential equations (IDE) with variable coefficients
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relative to a time function. The solution to the IDE is obtained numerically using the quadrature
formulas. The effect of both gas and fluid phase flow rates, tensile forces in a longitudinal
direction of the pipeline, internal pressure parameters, singularity parameters in the hereditary
kernels on the vibrations of the pipeline made of composite material are studied numerically. It is
found that the critical velocity of the gas flow decreases with an increase in the pressure inside the
pipeline.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ПОВЕДЕНИЯ ОТКЛИКА ОРТОТРОПНОЙ
ПЛАСТИНЫ ПРИ ВОЗДЕЙСТВИИ ДИНАМИЧЕСКОЙ НАГРУЗКИ

Произведена оценка напряженно-деформированного состояния элемента
конструкции, выполненного в виде пластины из изотропного или ортотроп-
ного материала, при действии импульсной нагрузки. Рассмотрены различ-
ные условия закрепления на контуре пластины, нагрузка задается в виде ус-
корения точек закрепления в направлении нормали к пластине. Актуаль-
ность такой информации особенно важна для случая, когда ее невозможно
определить в реальных условиях использования изделий. В силу особенно-
сти геометрии элемента предлагается использовать соотношения теории
пластин. Уравнения движения решаются с применением конечно-разност-
ных соотношений. Оценивается влияние соотношения упругих свойств по
различным направлениям (по осям ортотропии) на параметры напряженно-
деформированного состояния пластины и характер изменения их во времени.

Ключевые слова: математическое моделирование, изотропный материал,
ортотропный материал, напряженно-деформированное состояние, уравне-
ние движения.

Рассматривается задача о напряженно-деформированном состоянии (НДС)
элемента конструкции, представляющего собой пластину, закрепленную по ее
контуру. Точки (или линии) закрепления находятся на жестком основании, при-
чем это основание получает импульс ускорения известной величины и формы в
направлении, перпендикулярном плоскости пластины. Если принять, что пласти-
на является абсолютно жесткой (известная из теоретической механики модель аб-
солютно твердого тела), то все ее точки будут иметь те же ускорения, скорости и
перемещения (параметры движения), что и заданные на контуре величины. В дей-
ствительности за счет деформирования пластины в разных ее точках эти парамет-
ры движения будут различными. Интерес представляют их экстремальные значе-
ния, в частности параметры ускорения, поскольку именно они определяют массо-
вые силы (силы инерции) как в самой пластине, так и в любых элементах, связан-
ных с ее поверхностью. Эти силы могут вызвать нарушение целостности пласти-
ны или элементов.

НДС ортотропной пластины при действии динамической нагрузки предлагает-
ся оценивать с использованием средств вычислительной механики на основе со-
отношений теории пластин, т.е. использовать для анализа конструкции математи-
ческое моделирование в сочетании с численной реализацией.

Изотропные и ортотропные модели пластин

Рассматривается реакция пластины на ударную нагрузку [1, 2], вызывающую
ускорение пластины вдоль нормали к ней. Закон изменения нагрузки во времени
задается кусочно-линейной функцией, в частности, в виде трапеции. Такой выбор
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определяется тем, что при ограниченном числе параметров, определяющих форму
импульса, можно получить хорошую аппроксимацию реальной нагрузки.

Выбирая систему координат, связанную с жестким основанием, можно исклю-
чить из рассмотрения общую для всех точек пластины постоянную составляю-
щую перемещений. Это важно при численной реализации с использованием ко-
нечно-разностных соотношений, так как перемещения, определяющие деформа-
ции, много меньше этой составляющей, а разности относительно близких величин
считаются с большими ошибками за счет округления.

Поскольку эта система в силу постановки задачи не является инерциальной
(закон движения основания – и соответственно начала координат – задается в ви-
де импульса ускорения), в уравнения движения необходимо ввести массовые си-
лы, отражающие характер системы отсчета.

Для случая, когда материал пластины является изотропным, в простейшем ли-
нейном случае уравнение движения можно записать в виде [3, 4]

2
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перемещения вдоль нормали; x, y – декартовы координаты вдоль сторон пласти-
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Во многих случаях при изготовлении конструкций или их элементов рацио-

нальным является вариант, когда материал обладает анизотропией деформацион-
но-прочностных свойств [5, 6]. Для упрочненных волокнами полимерных компо-
зиций анизотропия может регулироваться относительно простыми средствами,
например, путем варьирования направлений укладки и соотношений между коли-
чествами подкрепляющих волокон. В работе рассматривается случай достаточно
распространенных ортотропных материалов. В этом случае уравнение движения
по форме несколько усложняется и принимает вид
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где (3) – цилиндрическая жесткость пластины, в данном случае различная для
разных направлений в силу разных модулей упругости материала в двух взаимно
перпендикулярных направлениях, а коэффициенты аnm для ортотропного мате-
риала определяются по соотношениям
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В дополнение к ранее введенным обозначениям принимается, что E1, Е2 – модули
Юнга вдоль сторон прямоугольной пластины; ν1, ν2 – коэффициенты Пуассона.
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Начальные условия принимаются в виде равенства нулю перемещений и ско-
ростей перемещений при t = 0:

( ) ( , ,0), ,0 0, 0w x yw x y
t

∂
= =

∂
(5)

Для описания закрепления пластины на ее контуре были применены два типа
граничных условий – шарнирное и жесткое закрепление. Для шарнирного закреп-
ления равны нулю перемещения и вторые производные от них, последнее означает
отсутствие моментов на шарнирах. При так называемом жестком защемлении рав-
ны нулю перемещения и первая производная, что характеризует запреты на смеще-
ния и повороты кромок пластины. Условия для свободных границ записываются в
виде равенств второй и третьей производных от перемещений по нормали к конту-
ру пластины нулю. Это означает отсутствие приложенных моментов и перерезы-
вающих сил на этих границах. В известном смысле жесткая и шарнирная заделки
берут в вилку реальное закрепление на контуре. Для того чтобы модель описывала
реальное закрепление, необходимо в областях крепления задать определенную сте-
пень свободы, величина которой подбирается экспериментальным путем.

Таким образом, в каждой точке пластины на ее контуре задаются условия для
свободных границ, для шарнирного или жесткого закрепления:

2 2 3 3

2 2 3 30 0 0 0w w w w
x y x y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 – свободные границы; (6)

2 2

2 20 0 0w ww
x y

⎛ ⎞∂ ∂
= = =⎜ ⎟

∂ ∂⎝ ⎠
 – шарнирное закрепление; (7)

0 0 0w ww
x y

∂ ∂⎛ ⎞= = =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
– жесткое закрепление. (8)

Поскольку в уравнениях движения производные по пространству имеют чет-
вертый порядок, количество условий на границах (по два в каждой точке контура
пластины) замыкает математическую модель.

Производные по времени в уравнениях движения (1) или (2) имеют второй по-
рядок, и каждое из этих уравнений можно привести к системе двух уравнений
первого порядка путем введения функции скоростей

1
( , , )( , , ) w x y tw x y t

t
∂

=
∂

. (9)

Расчеты проводились с использованием конечно-разностных соотношений.
Для этого вводилась двумерная сетка xi = i×∆x, yj = j×∆y, i = 0, 1,…, Nx,  j = 0, 1,…,
Ny, ∆x = a/Nx, ∆y = b/Ny, Nx, Ny – номера последних узлов вдоль направлений осей x,
y, параллельных сторонам пластины, а и b – размеры пластины в плане. Число уз-
лов по осям ОХ и OY составляет 24 и 14 соответственно. Проверка сеточной схо-
димости показала, что при этом погрешность расчетов вполне приемлема. Следу-
ет учесть, что сама модель пластины предполагает наличие погрешности порядка
h/a, где а – минимальный из размеров пластины в плане.

 Далее вводятся соответствующие сеточные функции перемещений
wij(t) = w(xi, yj, t) и скоростей перемещений w1ij (t) = w1(xi, yj, t). Дифференциальные
операторы в уравнениях движения заменялись разностными. Для сеточных функ-
ций получается система обыкновенных дифференциальных уравнений, которая
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решается методом Рунге – Кутты второго порядка. В результате получаются поля
перемещений (прогибов), скоростей и ускорений точек пластины как функции
времени.

Поскольку аппроксимация производных возможна лишь для внутренних то-
чек, получаемая система алгебраических уравнений относительно сеточных
функций не замкнута. Для решения этой системы необходимо дополнить ее ко-
нечно-разностными соотношениями, аппроксимирующими граничные условия в
каждой точке контура вида (6), или (7), или (8).

Моделирование отклика пластинки при внешнем воздействии

Нагрузка в виде зависимости ускорения точек (линий) крепления пластины
показана на рис. 1. Задача решается для случая Е1 = Е2 = 22000 МПа [7]. Результа-
ты приведены для узла с координатами по осям ОХ и OY – 12 и 7 соответственно.
Первоначально нагрузка растет от нуля до 2 мс, далее уровень остается постоян-
ным. Как видно по графику, отклик на пластине так же растет, как и нагрузка, до
2 мс, а после того как внешнее воздействие приобретает статический характер,
отклик ускорений на плате начинает уменьшаться.
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Рис. 1. Внешнее воздействие и отклик, возникший на плате
Fig. 1. External impact and a response arising on the plate

Приведены результаты расчетов для случая, когда в качестве материала был
выбран стеклотекстолит, это распространенный материал с ортотропными свойст-
вами. Размеры пластины a×b×h составляют соответственно 0.180×0.080×0.002 м.
Две стороны пластины (длиной 0.18 м) закреплены шарнирно, а две другие сво-
бодны. Модуль Е2 отвечает направлению вдоль коротких свободных сторон.
Форма выпучивания пластины (рис. 2) напоминает арку, края которой закрепле-
ны, максимальные прогибы наблюдаются в ее середине. При этом на одной сто-
роне пластины возникают сжимающие, на другой – растягивающие напряжения,
связанные с модулем Е2.
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Рис. 2. Форма колебания пластины, условие закрепления:
вдоль оси х – шарнир, вдоль оси у – свободные границы

Fig. 2. Plate oscillation shape and fixing condition:
a hinge along the x axis and free boundaries along the y axis

На рис. 3 приведены зависимости максимальных прогибов пластинки от вре-
мени для случая ортотропной пластинки. Непрерывной сплошной линией показа-
ны результаты для изотропного материала пластинки, другие кривые отвечают
разным вариантам соотношений между модулями упругости вдоль сторон прямо-
угольной пластины, соответствующие обозначения показаны на рисунке. Физиче-
ски результаты закономерны: изменение модуля упругости Е1 не оказывает

Е1 = 22000, 
= 22000,  = 11000
= 11000,  = 22000
= 22000,  = 44000
= 44000,  = 22000

Е Е
Е Е
Е Е
Е Е

1 2
1 2
1 2
1 2

Е2 = 22000 

Время, мс
0 1 2 3 4

П
ер
ем
ещ

ен
ие

, м
м

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

Рис. 3. Зависимости прогибов пластинки в ее центре от времени для
ортотропной пластинки при различных соотношениях между упру-
гими модулями вдоль сторон (осей ортотропии), условия закрепле-
ния см. рис. 2
Fig. 3. Deflections of the plate center as functions of time for an
orthotropic plate with different ratios between elastic modules along the
sides (orthotropy axes); for fixing conditions, see Fig. 2
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качественного влияния на результат, поскольку вдоль более длинной стороны
пластина практически не деформируется. Что касается модуля упругости Е2, то с
его увеличением цилиндрическая жесткость пластинки в соответствующем на-
правлении увеличивается, а с уменьшением соответственно убывает, что приво-
дит к противоположному изменению величин прогибов.

Результаты натурных испытаний

Для получения исходных данных по математическому моделированию и дока-
зательства наличия ортотропных свойств материала стеклотестолит проведен экс-
перимент на разрывной машине Instron 5582 [8]. Размеры образцов составляли:
110.00×5.50×0.45 мм. Зона захвата тисков 25 мм с каждой стороны, рабочая зона –
60 мм. Образцы вырезались в двух взаимно перпендикулярных направлениях, что
позволяет оценить соответствующие свойства ортотропного материала.

Результаты механических испытаний приведены на рис. 4.
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Рис. 4. Диаграммы деформаций, полученные для материала стеклотекстолит
при одноосных испытаниях вдоль осей ортотропии

Fig. 4. Stress-strain diagrams obtained for a fiberglass laminate material
during uniaxial testing along the orthotropy axes

Первые три кривые, изображенные на диаграмме деформации, соответствуют
образцам, полученным вдоль оси OX, 4 и 5 – вдоль оси OY. Результаты испытаний
подтверждают наличие ортотропных свойств материала стеклотекстолит, что
видно по различию характеру отклика материала на нагружение. Модули упруго-
сти составляют (15 ± 0.1) ГПа при воздействии вдоль оси OX и (11 ± 0.1) ГПа –
вдоль OY. Эти результаты позволяют задать свойства материалов при математи-
ческом моделировании.
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Заключение

Ортотропия деформационно-прочностных свойств материала пластины, в ча-
стности, наличие разных модулей упругости, оказывает заметное влияние на ха-
рактер НДС, а предложенная и реализованная модель позволяет получить количе-
ственные оценки этого влияния.

Созданная модель и полученные с ее применением результаты основаны на
данных физических экспериментов, полученных в лабораторных условиях. Разра-
ботанная и реализованная модель применима для оценки параметров НДС в ре-
альных условиях эксплуатации, которые нельзя полностью и точно воспроизвести
в лабораторных условиях.
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Detection of the structural defects in devices and machines at early stages is an urgent
problem in the instrument-making industry. Such requirements are based on the need to reduce
the time of manufacturing new products, and to decrease the expenses for creating prototypes.
One of the tools which is capable to solve the complex problems is a mathematical modeling. In
this paper, the simulation of the device has been reduced to the level of describing orthotropic
plate behavior. Such methodology makes it possible not only to numerically analyze the process,
but also to experimentally evaluate the adequacy of the obtained results. The model is based on
the equation of motion which allows one to describe the behavior of the orthotropic plate under
external dynamic load. To confirm the simulation results, an experiment is carried out, which
yields the elastic modulus of the real orthotropic plate and gives an opportunity to compare the
results with the data from tables, as well as to show the presence of the orthotropy in the sample.
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