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Рассматривается класс дискретных стохастических систем с параметрами, эволюция которых описывается 

уравнением многомерной регрессии с марковскими скачками. Динамика экзогенных факторов описывается 

векторной авторегрессионной моделью с марковским переключением режимов порядка p (MS-VAR(p) мо-

дель). Синтезированы оптимальные стратегии прогнозирующего управления с учетом явных ограничений  

на управляющие переменные по обобщенному критерию, представляющему собой линейную комбинацию;  

a) ожидаемых значений квадратичных форм по состоянию и управлению; b) квадратичной формы ожидаемых 

значений состояний системы; c) линейной части – ожидаемого  значения состояния системы. 
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Моделями со случайными параметрами описывается широкий класс реальных динамических 

систем [1]. Одной из важных областей применения является финансовая инженерия, где такие моде-

ли используются для описания эволюции инвестиционного портфеля (см.: [2] и данный там обзор). 

Эффективным подходом к синтезу стратегий управления такими системами при ограничениях на со-

стояния и / или управления является метод управления с прогнозированием, (прогнозирующее 

управление, управление с прогнозирующей моделью) [3, 4].  

Прогнозирующему управлению дискретными системами, параметры которых изменяются в со-

ответствии с эволюцией марковской цепи, посвящены работы [5–13].  

В настоящей работе рассматривается класс дискретных стохастических систем с параметрами, 

эволюция которых описывается уравнением многомерной регрессии с марковскими скачками. Дина-

мика экзогенных факторов описывается векторной авторегрессионной моделью с марковским пере-

ключением режимов порядка p (MS-VAR(p) модель [14]). Данный класс систем ранее в литературе  

не рассматривался. Синтезированы оптимальные стратегии прогнозирующего управления с учетом 

явных ограничений на управляющие переменные по обобщенному критерию, представляющему  

собой линейную комбинацию: a) ожидаемых значений квадратичных форм по состоянию и управле-

нию; b) квадратичной формы ожидаемых значений состояний системы; c) линейной части − ожидае-

мого значения состояния системы. Изменяя весовые матрицы в обобщенном критерии, можно полу-

чать различные критерии управления: квадратичный критерий; критерий «mean-variance».  

 

1. Постановка задачи 

 

Пусть объект управления описывается уравнениями: 

  ( 1) ( ) ( 1) ( ),x k Ax k B k u k       (1) 
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    ( 1) ( 1) ( ) ( 1) ( 1),k k Y k k k            (2) 

    ( 1) ( 1) ( ) ( 1) ( 1),Y k k Y k k W k          (3) 
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где ( ) xn
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 ( ) ( )diag ,0,...,0 ,i i    
( ) y yi n n

  , θi(k + 1) (i = 1, ) – компоненты вектора θ(k + 1),  

θ(k) = [δ(τ(k),1),…,δ(τ(k),ν)]T, δ(τ(k),j) – функция Кронекера; {τ(k); k = 0, 1, 2, …} – однородная дис-

кретная марковская цепь с конечным множеством состояний {1, 2, … , ν}, известной матрицей пере-

ходных вероятностей P = [Pij] и известным начальным распределением. Последовательности w(k), 

ω(k) и θ(k) независимы. Матрица B[η(k)] (i = 1, ) зависит от η(k) линейно. Предполагается, что состо-

яние марковской цепи в момент времени k доступно наблюдению. Уравнение (2) представляет собой 

уравнение множественной регрессии с экзогенными факторами Y(k) и параметрами, зависящими от 

состояния цепи Маркова. Динамика экзогенных факторов Y(k) описывается векторной авторегресси-

онной моделью с переключающимися режимами порядка p MS-VAR(p), представленной в виде про-

цесса первого порядка вида (3) [14]. 

Вектор θ(k) допускает следующее представление в пространстве состояний [15]: 

   ( ) 11 ( ),P k kk       (5) 

где {υ(k)} – последовательность мартингальных приращений.  

На управляющие воздействия наложены ограничения: 

    min max( ) ( ),u k S u uk k k    (6) 

где min max( ) , ( ), ( ) .uq n qS k u k u k


   

Для управления системой (1)–(4) используем методологию управления с прогнозирующей мо-

делью. На каждом шаге k будем определять закон управления системой (1)–(4) при ограничениях (6) 

из условия минимума критерия со скользящим горизонтом управления: 

T
1

1

( / ) { ( ) ( ) ( ) / ( ), ( ), ( ), ( )}
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i
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по последовательности прогнозирующих управлений U(k) = [uT(k/k),…,uT(k+m–1/k)]T, зависящих от 

состояния системы в момент времени k, m – горизонт прогноза, R1(k + i) ≥ 0, R2(k + i) ≥ 0, R(k + i − 1) > 0 – 

весовые матрицы соответствующих размерностей, R3(k + i) – весовой вектор соответствующей раз-

мерности. 

В качестве управления в момент времени k берем u(k) = u(k/k). Тем самым получаем управление 

u(k) как функцию состояний θ(k), x(k), η(k) и Y(k), т.е. управление с обратной связью. Чтобы получить 

управление u(k + 1) на следующем шаге, процедура повторяется для следующего момента k + 1 и т.д. 

Изменяя весовые матрицы R1(k + i), R2(k + i), R3(k + i) в выражении (7), можно получать различ-

ные критерии управления системой (1)–(4). 

Задача 2.1. Полагая R2(k + i) = 0, имеем задачу прогнозирующего управления по квадратично-

му критерию:  

 T
1

1

( / ) ( ) ( ) ( )
m

i

J k m k M x k i R k i x k i


       

T
3( ) ( ) ( 1/ ) ( 1) ( 1/ ) / ( ), ( ), ( ), ( ) .R k i x k i u k i k R k i u k i k x k k Y k k             

Данный критерий представляет собой линейную комбинацию квадратичной и линейной частей. 

При R3(k + i) = 0 имеем классический квадратичный критерий.  

Задача 2.2. Пусть скалярный выход системы (1)–(4)  

z(k) = c(k)x(k), 

где c(k) – вектор соответствующей размерности. Полагая 
T

1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ),R k i R k i k i c k i c k i        3 2( ) ( ) ( ), 1, ,R k i k i c k i i m      

где ρ1(k + i) ≥ 0, ρ2(k + i) ≥ 0 – скалярные величины, имеем задачу управления по критерию «mean-

variance»: 
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Весовые коэффициенты ρ1(k + i), ρ2(k + i) характеризуют склонность к риску (risk-aversion) и за-

дают соотношение между ожидаемым значением и вариацией выхода системы в момент времени k + i. 

 

2. Синтез стратегий прогнозирующего управления 

 

Рассмотрим следующие выражения: 

(1) T
1 3

1

( / ) { ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
m

i

J k m k M x k i R k i x k i R k i x k i


          

T( 1/ ) ( 1) ( 1/ ) / ( ), ( ), ( ), ( )},u k i k R k i u k i k x k k Y k k           (8) 

    (2) T
2

1

( / ) ( ) / ( ), ( ), ( ), ( ) ( ) ( ) / ( ), ( ), ( ), ( ) .
m

i

J k m k M x k i x k k Y k k R k i M x k i x k k Y k k


           (9) 

Очевидно, что 

 (1) (2)( / ) ( / ) ( / ).J k m k J k m k J k m k       (10) 
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Лемма 1. Выражение (8) для (1) ( / )J k m k  может быть представлено в виде 

 (1) (1) T (1) T (1)( / ) [ ( ), ] [2 ( ) ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( ),J k m k C x k k x k G k F k U k U k H k U k       (11) 

где  

 (1) T T
1 2[ ( ), ] ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ),C x k k x k A Q m Ax k Q m Ax k      (12) 

блоки матриц 
(1) (1)( ), ( ), ( )H k G k F k  удовлетворяют уравнениям:  
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         (17) 

Последовательности матриц Q1(t), Q2(t) ( 1, )t m , 
( ,..., )( )

( ), ( )t ft
i ii

k k   ( , 1, , )t f m f t   опре-

деляются уравнениями: 

 1 1 1 1 1( ) ( ) ( 1) , 1, , (0) ( ),TQ t R k m t A Q t A t m Q R k m         (18) 

 2 3 2 2 3( ) ( ) ( 1) , 1, , (0) ( ),Q t R k m t Q t A t m Q R k m         (19) 

1 1 2 1
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        (20) 

 
( )

( ) ( / ), 1, , 1, ,t

t

i
i tk k t k t m i         (21) 

где ( / )
ti

k t k   – компонента вектора ( / ) ( ).tk t k P k     

Доказательство. Выражая последовательно все x(k + i) через x(k) из (1), η(k + i) чрез η(k) из (2), 

Y(k + i) через Y(k) из (3), θ(k + i) через θ(k) из (5) и подставляя результат в (8), получим 

 T T
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где 
0

1

( ) 0,
j

   последовательности матриц Q1(t), Q2(t) ( 0, 1)t m   определяются уравнениями (18)–

(19), матрицы 
( ,..., )( )

( ), ( )t ft
i ii

k k   ( , 1, , )f t m f t  определяются уравнениями (20)–(21). 

Выражение (22) можно записать в матричной форме (11), где матрицы G(1)(k), H(1)(k), F(k) име-

ют вид (13)–(17), C(1)[x(k),k] имеет вид (12). Лемма доказана.  

Лемма 2. Выражение (9) для (2) ( / )J k m k  может быть представлено в виде: 

 (2) (2) T (2) T (2)( / ) [ ( ), ] 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),J k m k C x k k x k G k U k U k H k U k      (23) 

где 

 (2) T T[ ( ), ] ( ) ( 1) ( ),C x k k x k k x k       (24) 

 (2) T( ) ( 1) ( ),G k k k      (25) 

 (2) T( ) ( ) ( 1) ( ),H k k k k      (26) 

 2 2( 1) diag ( 1),..., ( ) ,k R k R k m      

блоки матриц ( ),k   имеют вид: 

 1 11

1

( ) ( ) ( ,..., )( )

1 1

( ) ... [ ... ( )] ( ), , 1, , ,t t t

t

i i i iif t
ft

i i

k A B Y k k t f m f t
 



 

          (27) 

 ( ) 0, ,ft k f t     (28) 

 , 1, ,t
t A t m     (29) 

где 1( ,..., )
( )ti i
k  определяется выражениями (20)–(21). 

Доказательство. Используя уравнения (1)–(4), получим 

 { ( ) / ( ), ( ), ( ), ( )} ( )tM x k t x k k Y k k A x k       (30) 

1 11

1

( ) ( ) ( ,..., )( )

1 1 1

... [ ... ( )] ( ) ( 1/ ), 1, ,j j j

j

t
i i i iit j

j i i

A B Y k k u k j k t m
 



  

           

где матрицы 1( ,..., )
( )ji i
k  ( 1, )j m  определяются уравнениями (20)–(21).  
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Введем вектор  

{ ( 1) / ( ), ( ), ( ), ( )}

( 1) ... .

{ ( ) / ( ), ( ), ( ), ( )}

M x k x k k Y k k

X k

M x k m x k k Y k k

   
 

 
 
    

 

С учетом (30) динамика вектора X(k + 1) может быть записана в матричном виде: 

 ( 1) ( ) ( ) ( ),X k x k k U k     (31) 

где матрицы Φ(k), Ψ имеют вид (27)–(29). 

Выражение (9) для J(2)(k + m/k) может быть записано в виде: 

 (2) T( / ) ( 1) ( 1) ( 1),J k m k X k k X k        (32) 

где  2 2( 1) diag ( 1),..., ( ) .k R k R k m      

Подставляя (31) в (32), получим  

 

(2) T T

T T T T

( / ) ( ) ( 1) ( )

2 ( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( ).

J k m k x k k x k

x k k k U k U k k k k U k

      

         
  (33) 

Выражение (33) можно записать в виде (23), где матрицы C(2)[x(k),k], G(2)(k), H(2)(k) имеют вид 

(24)–(26) соответственно. Лемма доказана. 

На основе лемм 1 и 2 можно показать, что задача прогнозирующего управления системой (1)–

(4) по критерию (7) при ограничениях (6) сводится к задаче квадратичного программирования. 

Теорема. Вектор прогнозирующих управлений U(k) системой (1)–(4), минимизирующий кри-

терий (7) при ограничениях (6), на каждом шаге k определяется из решения задачи квадратичного 

программирования с критерием вида: 

 T T( / ) ( ) ( ) ( )] ( )[2 ( ) ( ) ( ),Z k m k x k G k F k U k U k H k U k     (34) 

при ограничениях  

 min max( ) ( ) ( ) ( ),U k S k U k U k    (35) 

где 

 ( ) diag ( ),..., ( 1) ,S k S k S k m    T T T
min min min( ) [ ( ),..., ( )] ,U k u k u k  T T T

max max max( ) [ ( ),..., ( )] ,U k u k u k  

(1) (2)( ) ( ) ( ),G k G k G k   (1) (2)( ) ( ) ( ).H k H k H k   

Оптимальное управление со скользящим горизонтом m в каждый момент времени k равно 

 ( ) 0 ... 0 ( ),
u u un n nu k I U k 

    (36) 

где 
unI – единичная матрица размерности nu, 0

un  – квадратная нулевая матрица размерности nu. 

Доказательство. Из (10), (11) и (23) следует, что критерий (7) может быть представлен в виде: 

 (1) (2)( / ) [ ( ), ] [ ( ), ]J k m k C x k k C x k k     (37) 

T (1) (2) T (1) (2)2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).x k G k G k U k F k U k U k H k H k U k       
   

 

Очевидно, что задача минимизации критерия (37) эквивалентна задаче минимизации критерия 

(34), где удалены слагаемые, не зависящие от управлений. Таким образом, получаем, что задача ми-

нимизации критерия (7) по последовательности прогнозирующих управлений U(k) эквивалентна за-

даче квадратичного программирования с критерием (34). Теорема доказана. 

 

Заключение 

 

В данной работе предложен метод синтеза стратегий прогнозирующего управления по обоб-

щенному критерию для дискретных стохастических систем, динамика которых зависит от случайного 

процесса, описываемого уравнением многомерной регрессии с экзогенными факторами и парамет-
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рами, зависящими от состояния цепи Маркова. Динамика экзогенных факторов описывается  

MS-VAR(p) моделью. Изменяя весовые матрицы в обобщенном критерии, можно получать различ-

ные критерии управления: квадратичный критерий, критерий «mean-variance». Синтезированы опти-

мальные стратегии управления с учетом явных ограничений на управляющие воздействия. 
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Let the control object is described by the equations: 

  ( 1) ( ) ( 1) ( ),x k Ax k B k u k       (1) 

    ( 1) ( 1) ( ) ( 1) ( 1),k k Y k k k             (2) 

    ( 1) ( 1) ( ) ( 1) ( 1),Y k k Y k k W k           (3) 

 
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1

[ ( )] ( ) [ ( )] ( ) [ ( )] ( ) [ ( )], ( ), , ,i i i i
i i i i

i i i i

k k k k k k k k
   

   

                         (4) 

where ( ) xn
x k   is the vector of state, ( ) un

u k   is the vector of control, η(k)
n  is a sequence of stochastic vectors,  

Y(k) = [yT(k), yT(k-1), …, yT(k – p + 1)]T, ( ) ,yn
y k   

T
T

1
( ) ( ),0,0,...,0 ,

yn p
W k w k


 
 

 ( ) yn
w k  , ( )

n
k    are white noise 

vectors with zero mean and unique covariance matrices; ,x xn n
A


  x un n

B


 , ( ) Yni n  , ( ) ,
n ni  
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 ( ) ( )diag ,0,...,0 ,i i   ( ) y yi n n
  , θi(k + 1) (i = 1, ) are the components of the vector θ(k + 1), θ(k) = [δ(τ(k), 1), …, δ(τ(k),ν)]T, 

δ(τ(k),j) is the Kronecker function; {τ(k); k = 0,1,2,…} is a finite-state discrete-time homogeneous Markov chain taking values in  

{1, 2, …, ν} with transition probability matrix P = [Pij]. Sequences w(k), ω(k), and θ(k) are independent. It is assumed that the state of 

Markov chain is observable at time k. All of the elements B[η(k)] (i = 1, ν ) are assumed to be linear functions of η(k). Equation (2)  

is a multivariate regression model with exogenous factors Y(k) and regime-switching parameters. The dynamics of factors Y(k)  

follows vector autoregression model with regime switching (MS VAR (p)) of order p represented in the form of MS VAR (1) model 

(Equation (3)).  

We impose the following inequality constraints on the control inputs (element-wise inequality): 

 min max min max( ) ( ) ( ) ( ); ( ) ; ( ), ( ) .uq n qu k S k u k u k S k u k u k


     (5) 

For control of system (1)–(4), we synthesize the strategies with a predictive control model. At each step k, we minimize the fol-

lowing criterion with a receding horizon 

T
1

1

( / ) { ( ) ( ) ( ) / ( ), ( ), ( ), ( )}
m

i

J k m k E x k i R k i x k i x k k Y k k


         

T
2

1

{ ( ) / ( ), ( ), ( ), ( )} ( ) { ( ) / ( ), ( ), ( ), ( )}
m

i

E x k i x k k Y k k R k i E x k i x k k Y k k


          

 
1

T
3

1 0

( ) { ( ) / ( ), ( ), ( ), ( )} { ( / ) ( ) ( / ) / ( ), ( ), ( ), ( )},
m m

i i

R k i E x k i x k k Y k k E u k i k R k i u k i k x k k Y k k


 

             (6) 

on trajectories of system (1)–(4) over the sequence of predictive controls u(k/k), …, u(k + m – 1/k) dependent on the system state at 

the moment k, under constraints (5); where R1(k + i) ≥ 0, R2(k + i) ≥ 0, R(k + i) > 0 are given symmetric weight matrices of corre-

sponding dimensions; R3(k + i) is a given vector of corresponding dimension; m is the prediction horizon. Different cost functions 

can be obtained from criterion (6) after setting the coefficients R1(k + i), R2(k + i), and R3(k + i) to some appropriate values. 

Problem 1. Taking R2(k + i) ( 1, ),i m we have the MPC problem with quadratic criterion. 

Problem 2. Let system (1)–(4) have a scalar output z(k) = c(k)x(k), where c(k) is a vector of appropriate dimension. Taking  

R1(k + i) = R2(k + i) = ρ1(k + i)cT(k + i)c(k + i),
 
R3(k + i) = ρ2(k + i)c(k + i) ( 1, ),i m

 
where ρ1(k + i) ≥ 0, ρ2(k + i) ≥ 0 are scalar  

values, we have a mean-variance optimization problem.  

 

Keywords: stochastic systems; Markov jumps; multidimensional regression; model predictive control; constrains. 
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