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А.А. Абдуллаев, Т.Г. Эргашев

ЗАДАЧА ПУАНКАРЕ – ТРИКОМИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ СМЕШАННОГО
ЭЛЛИПТИКО-ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА ВТОРОГО РОДА

Изучается задача Пуанкаре – Трикоми для вырождающегося эллиптико-
гиперболического уравнения второго рода. Единственность решения
поставленной задачи установлена с помощью метода интегралов энергии.
В гиперболической и эллиптической частях  смешанной области ищутся
обобщенное и классическое решения соответствующих вспомогательных
задач и выводятся функциональные соотношения между следами искомой
функции и ее производной на линии вырождения. Исключив из этих двух
функциональных соотношений одну из двух неизвестных функций, процесс
решения поставленной задачи эквивалентным образом сводится к решению
сингулярного интегрального уравнения относительно предельного значения
искомой функции на линии изменения типа уравнения.   При определенных
ограничениях на заданные функции и параметры задачи  Пуанкаре – Трико-
ми это сингулярное интегральное уравнение методом Карлемана удаётся
привести к интегральному уравнению Фредгольма второго рода, однознач-
ная разрешимость которого следует из альтернативы Фредгольма и теоремы
единственности поставленной задачи.

Ключевые слова: обобщенное решение, задача Пуанкаре – Трикоми, урав-
нение второго рода, интегральное уравнение, метод интегралов энергии,
функция Грина.

Рассмотрим уравнение
sgn 0m m

xx yyy y u u y u+ + μ =  ( 1 < < 0, μ )m− − ∞ < < +∞ (1)

в области D D D+ −= ∪ , где D+  – область, ограниченная кривой σ  при 0y >  с

концами в точках (0,0), (1,0)A B  и отрезком ( = 0)AB y , а D−  – область, ограни-
ченная отрезком AB  и характеристиками

2
22: ( ) = 0,

2

m

AC x y
m

+

− −
+

2
22: ( ) = 1

2

m

BC x y
m

+

+ −
+

уравнения (1).
Известно, что при исследовании краевых задач для уравнения (1) важную роль

играют фундаментальные решения (в эллиптической части) и функция Римана (в
гиперболической части) этого же уравнения.

При 0y > , т.е. в эллиптической части смешанной области с помощью извест-

ной замены переменных ,x x=  ( 2) / 22
2

my y
m

+=
+

 уравнение (1) переходит в урав-
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нение Гельмгольца с одним сингулярным коэффициентом вида
2β λ 0,xx yy yu u u u
y

+ + + = (2)

где β  и λ  – параметры, выражаемые через m  и μ  соответственно.
Фундаментальные решения уравнения (2) выписываются через конфлюэнтную

гипергеометрическую функцию Горна 3H  (см., например, [1]). В недавней работе
[2] найдены фундаментальные решения для более общего (многомерного) урав-
нения Гельмгольца с несколькими сингулярными коэффициентами

i

1

2α λ 0,
i i i

n

x x x
ii

u u u
x=

⎛ ⎞
+ + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ (3)

где αi  и λ  – действительные числа, причем 0 2α 1,i< < 1,..., .i n=
Отметим, что для уравнения (3) в двумерном случае ( 2n = ) и при отсутствии

спектрального параметра ( λ=0 ) авторами [3−6] построена теория потенциала
двойного слоя.

При 0y < , т.е. в гиперболической части смешанной области для уравнения (1)
прямая параболического вырождения является особой характеристикой – оги-
бающей обоих семейств характеристик. В зависимости от степени вырождения m
предельные значения τ( ) ( , 0),x u x≡ −  ν( ) ( , 0)yx u x≡ −   могут иметь особенности.

Чтобы обеспечить необходимую гладкость решения ( , )u x y  вне линии характери-
стического вырождения, необходимо требовать повышенную гладкость функций
τ( )x  и ν( ).x  С целью ослабить это требование в [7] дано определение и изучены

свойства так называемого класса λ
2R  обобщенных решений уравнения (1) в об-

ласти 2D , который при λ=0  совпадает с классом 2R , введенным и изученным
И.Л.Каролем [8]. Кроме того, на основе известной формулы классического реше-
ния задачи Коши для уравнения (1) в [7] получен явный и удобный для дальней-
ших исследований вид обобщенного решения этой же задачи в классе λ

2R  и ис-
следованы обобщенные решения, для которых τ ( ),x′ ν( ) ( , )x C a b∈  вместо требуе-

мого 2[ , ]C a b .
В работе [9] представлены исследования задачи Коши – Гурса и Гурса для

уравнения (1) в классе обобщенных решений λ
2R  и приведен пример, показываю-

щий важность введения понятия такого класса.

Известно, что с помощью замены переменных ,x x=  
( )

2
2

1 sgn
2

my y y
m

+= ⋅
+

уравнение (1) можно представить в виде
1β λ = 0
2xx yy yu yu u u⎛ ⎞+ + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠

  ( 1 < β < 0,
2

− λ – комплексное число). (4)

В работе [10] в специальной области методом разделения переменных найде-
ны собственные значения и построена система соответствующих собственных
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функций спектральной задачи Трикоми – Неймана для уравнения (4). К такому
направлению исследований примыкает работа [11], в которой сформулированы
краевые задачи для уравнения смешанного типа со спектральным параметром в
области, состоящей из двух секторов круга и двух характеристических треуголь-
ников, доказана однозначная разрешимость поставленных задач.

При отсутствии спектрального параметра для уравнения (4) в [12] получены
классические решения задачи Трикоми в ограниченной и неограниченной облас-
тях, а в [13] исследован класс 2R  обобщенных решений в конечной области ги-
перболичности при 2 1β < −  и 2 3, 5,....β ≠ − −  В работах [7, 14] авторам удалось
построить специальные классы решений для уравнения (4) со спектральным па-
раметром при 0y <  и ( ) ( )β 1/ 2,0 0,1/ 2∈ − ∪ .

В настоящей работе для уравнения смешанного типа второго рода

sgn 0m
xx yyy y u u+ =  ( 1 < < 0)m− (5)

в области D  исследуется краевая задача Пуанкаре – Трикоми.
При решении поставленной задачи в конечной области эллиптичности уравне-

ния (5) важную роль играет одна вспомогательная задача, являющаяся естествен-
ным обобщением известных задач (задачи Дирихле [15] и смешанной задачи [16]),
исследованных авторами лишь при положительных значениях ,m  т.е. для вырож-
дающегося эллиптического уравнения первого рода. В работе [17] решение задачи
Дирихле для многомерного сингулярного уравнения Гельмгольца в полусфериче-
ской области найдено в явном виде.

Проведенный анализ состояния дел в этом направлении показывает, что не-
смотря на то, что в настоящее время известны фундаментальные решения для бо-
лее общих сингулярных уравнений, краевые задачи с условием Пуанкаре – Три-
коми для вырождающихся уравнений эллиптического и эллиптико-гиперболи-
ческого типов второго рода изучены сравнительно мало. Отметим лишь работы
[18, 19]. Монография [20] посвящена постановке и исследованию локальных и не-
локальных краевых задач, в том числе, задаче Пуанкаре – Трикоми для уравнений
смешанного типа с двумя линиями и различными порядками вырождения.

Прежде чем перейти к изложению основных результатов приведем некоторые
известные факты из теории интегродифференциальных операторов дробного по-
рядка и теории гипергеометрической функции Гаусса.

Пусть функция ( )f x  интегрируема в интервале ( , ).a b  Интегралом дробного
порядка ( α)− (α 0)<  от функции ( )f x  называется выражение вида

α (α 1)1( ) ( ) ( ) ( )
( α)

x

ax
a

D f x x t f t dt a x b− += − ≤ ≤
Γ − ∫ . (6)

Функция α ( )axD f x  существует для почти всех x  и интегрируема; для α 1≤ −  она
непрерывна.

Если α 0,>  α 1n n< < +  ( n – целое число), и существует ( 1) ( )nf t+ , интегри-
руемая в ( , ),a b  то производной порядка α  от ( )f x  называется выражение

( ) α
α α ( 1) ( 1)

0

( )( )( ) ( );
( α 1)

k kn
n n

ax ax
k

f a x aD f x D f x
k

−
− + +

=

−
= +

Γ − +∑ (7)
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так как α ( 1) 0n− + < , то последнее слагаемое в (7) определяется из (6). Производ-
ная порядка α  от ( )f x  может быть записана еще в следующем виде:

1
α α ( 1)

1( ) ( )
n

n
ax axn

dD f x D f x
dx

+
− +

+= ( α 1).n n< < +

Это определение имеет смысл и для целых значений α n= :
α ( )( ) ( ).n
axD f x f x=

Нетрудно видеть, что если α 0<  и β 0< , то
α β α+β( ) ( ).ax ax axD D f x D f x=

Если
( 1)( ) ( ) ... ( ) 0,nf a f a f a−′= = = = (8)

то, применяя оператор α
axD−  при α 1n n< < +  к функции α ( ),axD f x  определенной

формулой (7), мы получим
α α ( ) ( ).ax axD D f x f x− =

Пусть α( ) φ( )axf x D x−=  при α 1,n n< < +  тогда справедливо (8) и имеет место
α α α( ) φ( ) φ( ).ax ax axD f x D D x x−= = (9)

Гипергеометрическая функция Гаусса ( , ; ; )F a b c z  определяется внутри круга
1z <  как сумма гипергеометрического ряда [15]

0

( ) ( )( , ; ; ) ,
( ) !

mk k

kk

a bF a b c z z
c k

∞

=
= ∑ (10)

а при 1z ≥  получается аналитическим продолжением этого ряда. В формуле (10)
параметры ,a ,b c  и переменная z  могут быть комплексными, причем

0, 1,... .c ≠ −  Здесь ( )κ n  обозначает символ Похгаммера:

( )0κ 1,= ( )κ κ(κ 1) ... (κ 1), 1,2,....n n n= + ⋅ ⋅ + − =

Если Re Re 0,c b> > то имеет место формула Эйлера [16]
1

1 1

0

( )( , ; ; ) (1 ) (1 ) ,
( ) ( )

b c b acF a b c z t t tz dt
b c b

− − − −Γ
= − −

Γ Γ − ∫  arg(1 ) π.z− < (11)

Если ,a ,b c a−  или c b−  не являются неположительными целыми числами,
то при 1z <  справедлива формула автотрансформации [15]

( , ; ; ) (1 ) ( , ; ; )c a bF a b c z z F c a c b c z− −= − − − . (12)
Для гипергеометрической функции Гаусса справедливы следующие оценки [15]:

( )
[ ]

при Re( ) 0, 0 1,
, , , (1 ) при Re( ) 0, 0 1,

при Re( ) 0, 0 1,1 ln (1 )

c a b
C c a b z

F a b c z C z c a b z
c a b zC z

− −
⎧ − − > ≤ ≤
⎪≤ − − − < < <⎨
⎪ − − = < <+ −⎩

(13)

где 0.C const= >
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Постановка задачи Пуанкаре – Трикоми
и единственность решения задачи

Введем обозначения:

( ){ }, : 0 1, 0 ; σ ; 2β .
2

mJ x y x y D AB
m

= < < = ∂ = ∪ =
+

Легко видеть, что 1 2β 0.− < <
Задача Пуанкаре – Трикоми. Требуется найти функцию ( , )u x y , обладаю-

щую следующими свойствами:
1) ( ) ( )1( , ) σu x y C D C D J∈ ∪ ∪ ∪ , причем производные xu  и yu  могут обра-

щаться в бесконечность порядка меньше единицы и 2β−  в точках ( )0,0A  и
( )1,0B  соответственно;

2) функция ( )2( , )u x y C D+∈  является регулярным решением уравнения (5) в

области D+ , а в области D−  – обобщенным решением из класса 2R ;
3) выполняется условие склеивания в виде

( , 0) ( , 0)y yu x u x− = − + ; (14)

4) ( , )u x y  удовлетворяет краевым условиям

{ } σδ( ) [ ] ρ( ) = φ( ), 0ss A u s u s s l+ < < ; (15)

1( , ) = ψ( ), 0 ,
2ACu x y x x≤ ≤ (16)

где δ( )s , ρ( )s ,φ( )s и ψ( )x  – заданные достаточно гладкие функции, причем

[ ] ( )1 2ψ( ) 0,1/ 2 0;1/ 2x C C∈ ∩ , а также выполняется условие согласования в точках
( )0,0A  и ( )1,0B : φ( ) ψ(0) 0.l = =  Здесь и далее

[ ] ,m
s

dy u dx uA u y
ds x ds y

∂ ∂
= −

∂ ∂
 = cos( , ), = cos( , )dx dyn y n x

ds ds
− ,

n  – внешняя нормаль к кривой σ ; l – длина всей кривой σ ; s  – длина дуги кри-
вой σ , отсчитываемая от точки ( )1,0B .

Заметим, что в книге [21] подробно обсуждаются вопросы однозначной раз-
решимости некоторых частных случаев задачи Пуанкаре – Трикоми, т.е. задач
Трикоми ( δ( ) 0,s = ρ( ) 0s ≠ ) и Неймана – Трикоми ( δ( ) 0,s ≠ ρ( ) 0s = ).

Будем предполагать, что кривая σ  удовлетворяет следующим условиям:
1) функции ( )x s и ( )y s , дающие параметрическое уравнение кривой σ , име-

ют непрерывные производные ( )x s′ и ( )y s′ , необращающиеся одновременно в
нуль, и имеют вторые производные, удовлетворяющие условию Гельдера порядка

( )κ 0 κ 1< <  в промежутке 0 s l≤ ≤ ;
2) в окрестностях конечных точек кривой σ  выполняется неравенство

1( ),mdx C y s
ds

+≤ (17)

причем ( ) (0) 0,x l y= =  (0) 1,x = ( ) 0,y l =  где C – постоянная.
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Имеет место
Теорема 1. Если выполняются условия

δ( )ρ( ) 0, 0 ;s s s l≥ ≤ ≤  22
0

lim( ) (1, ) = 0
m

y
y u y

→
− , 1 0,m− < <

то решение задачи Пуанкаре – Трикоми в области D  единственно.
Доказательство теоремы 1. Из формулы [18, 19]

( )
1

1
2 2 2

0 σ

ρ( )( , 0) ( , 0) 0,
δ( )

m
x y y

D

sy u u dxdy u x u x dx u ds
s

+ + + + + =∫∫ ∫ ∫
где u – решение уравнения (5), легко следует единственность решения задачи Пу-
анкаре – Трикоми.

Существование решения задачи Пуанкаре – Трикоми
при δ( ) 0s ≠

Функциональные соотношения, связанные с функциями τ( ),x ν ( )x− и ( )T x .
В полуплоскости <0y  уравнение (5) принимает вид

( ) 0m
xx yyy u u− − = . (18)

В характеристических координатах
2 2

2 22 2ξ ( ) , η ( )
2 2

m m

x y x y
m m

+ +

= − − = + −
+ +

уравнение (18) переходит в уравнение Эйлера – Дарбу
2 β 0
ξ η η ξ η ξ

u u u∂ ∂ ∂⎛ ⎞− − =⎜ ⎟∂ ∂ − ∂ ∂⎝ ⎠
, (19)

область D−  преобразуется в треугольник ∆ , ограниченный прямыми 0ξ = , 1η =
и η = ξ  , а условие (16) принимает вид

( )ξ 0 ψ η / 2 ,u = =  0 η 1,≤ ≤ (20)

где 
( )

β
2 2

m
m

=
+

 и 1 β 0
2

− < <  при 1 0m− < < .

Решение задачи Коши для уравнения (19), удовлетворяющее начальным усло-
виям

(ξ,ξ)=τ(ξ), 0 ξ 1;u ≤ ≤ (21)

[ ] ( )2β2β

η ξ
2(1 2β) lim η ξ ν (ξ), 0 ξ 1

ξ η
u u− −

→

∂ ∂⎛ ⎞− − − = < <⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
(22)

известно [21]:

( )
η

1 2β β β
1

ξ

(ξ,η) γ η ξ τ( )(η ) ( ξ)u t t t dt− −= − − − +∫

( )
η

1 2β 1+β β β 1+β1

ξ

γ+ η ξ τ ( ) (η ) ( ξ) (η ) ( ξ)
2(1 2β)

t t t t t dt− − ⎡ ⎤′− − − − − − −⎣ ⎦+ ∫
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η
β β

2
ξ

γ ν ( )(η ) ( ξ) ,t t t dt− − −− − −∫ (23)

где

1 2
(2 2β)γ ,

(1 β)
Γ +

=
Γ +

 [ ] 2β 1
2 2

(2 2β)γ 2(1 2β) .
(1 β)

− − Γ −
= −

Γ −

Если 3τ( ) [0,1]x C∈  и 2ν ( ) [0,1]x C− ∈ , то функция (ξ,η)u , определенная фор-
мулой (23), является классическим, дважды непрерывно дифференцируемым ре-
шением задачи Коши для уравнения (19) с начальными данными (21), (22) в об-
ласти .∆

Определение 1. Если функции τ ( )x′ и ν ( )x− непрерывны при 0 1x< < , то вы-
ражение вида (23) будем называть обобщенным решением уравнения (19) в об-
ласти .∆

Для того чтобы обобщенное решение обладало той или иной гладкостью, не-
обходимо, чтобы функции τ( )x  и ν ( )x−  имели определенную гладкость.

Рассмотрим класс 2R  обобщенных решений уравнения (19).
Определение 2. Обобщенным решением класса 2R уравнения (19) будем на-

зывать функцию (ξ,η)u  вида (23), где τ( )x  представимо в виде

2β

0

τ( ) ( ) ( ) ,
x

x x t T t dt−= −∫ (24)

а ν ( )x−  и ( )T x  – непрерывные и интегрируемые в (0,1)  функции.
Из (24) нетрудно заключить, что τ( ) [0,1]x C∈  и существует τ ( ) (0,1).x C′ ∈

Следовательно, обобщенное решение класса 2R  является обобщенным решением
в смысле определения 1.

Рассмотрим следующую вспомогательную задачу.
Задача Коши – Гурса. Найти обобщенное решение ( ) 2ξ,ηu R∈  уравнения (19)

в области ∆ , удовлетворяющее условиям (20) и (22).
Подставив (24) в (23), после выполнения необходимых преобразований [21],

получим
ξ η

β β β β

0 ξ

(ξ,η) (η ζ) (ξ ζ) (ζ) ζ (η ζ) (ζ ξ) (ζ) ζ,u T d N d− − − −= − − + − −∫ ∫ (25)

где 2
1(ζ) (ζ) γ ν (ζ).

2cosπβ
N T −= − (26)

Используя явное интегральное представление (25), найдем функциональное
соотношение между ( ) ( )τ , νx x−  и заданным значением ( )ψ η  решения ( )ξ,ηu  на
характеристике ( )ξ 0, 0 η 1AC = ≤ ≤ . Пусть 2u R∈ . При этом в силу его непре-

рывности в D−  должно быть ( )ψ 0 0= .
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Положив ξ 0=  в выражении (25), получим
η

β β

0

ψ(η) (ζ)ξ (η ζ) ζN d− −= −∫ .

Разрешим его относительно (ζ)N . Положим
β(ζ) (ζ)ζN −Φ = . (27)

Тогда имеем
η

β

0

(η ζ) (ζ) ζ ψ(η)d−− Φ =∫ . (28)

Воспользовавшись определением (6) оператора дробного порядка α
0 ( )xD f x ,

запишем уравнение (28) в виде

β 1
0η

1(η) ψ(η)
(1 β)

D − Φ =
Γ −

. (29)

Применим к обеим частям уравнения (29) оператор 1 β
0ηD − . Тогда в силу равен-

ства (9) получим

1 β
0η

1(η) ψ(η).
(1 β)

D −Φ =
Γ −

(30)

Таким образом, решение уравнения (28), если оно существует, выражается
формулой (30). Непосредственной проверкой нетрудно убедиться, что функция
(30) на самом деле является решением уравнения (28).

Сопоставляя теперь (26), (27) и (30), получим функциональное соотношение
между ( )T x  и ( )x−ν , принесенное из области D−  на J :

β 1 β
3 0ζ

2cosπβ(ζ) γ ν (ζ) ζ ψ(ζ)
(1 β)

T D− −= +
Γ −

, (31)

где 3 2γ 2γ cosπβ.=

Подставляя (31) в (25), с учетом (26), получим обобщенное решение из класса
2u R∈

 
задачи Коши – Гурса для уравнения (19) с условиями (20) и (22) в явном

виде

( )

ξ η
ββ β β β 1-β

3 0ζ
0 0

2cosπβ(ξ,η) γ (η ζ) (ξ ζ) ν (ζ) ζ (η ζ) ζ ξ ζ ψ(ζ) ζ.
1 β

u d D d−− − − −= − − + − −
Γ −∫ ∫

Отсюда непосредственно следует функциональное соотношение между τ( )x  и

ν ( )x− , принесенное из области D−  на J :

2β
3 1

0

τ( ) γ ( ) ν ( ) ( ),
x

x x t t dt x− −= − + Φ∫

где ( )
( )

2β-1 β 1 β
1 0 0

2 1 β
( ) ψ( ) , 0 1.

1+2β x xx D x D x x−Γ + ⎡ ⎤Φ = ≤ ≤⎣ ⎦Γ
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Функциональные соотношения, связанные с функциями τ( ),x ν ( )x+  и ( )T x .
В полуплоскости 0y >  уравнение (5) принимает вид

0, 1 0.m
xx yyy u u m+ = − < < (32)

Рассмотрим следующую вспомогательную задачу.
Задача РТ.+ Найти решение ( ) ( ) ( ) ( )1 2, σu x y C D C D J C D+ + +∈ ∩ ∪ ∪ ∩  урав-

нения (32), удовлетворяющее краевым условиям (15) и

0 τ( ), 0 1,yu x x= = ≤ ≤ (33)

где τ( )x  – заданная непрерывная функция, причем τ( )x  удовлетворяет условию
Гельдера с показателем 0γ 1 2β≥ −  в интервале (0,1)  и представима в виде

( )
1

2βτ( ) ( )
x

x T tt x dt−= −∫ , (34)

где ( )T x  – непрерывная и интегрируемая в ( )0, 1  функция.
Для дальнейшего удобства обозначим через 0D  нормальную область, ограни-

ченную отрезком AB  и нормальной кривой 
2

2
0 2

1 4 1σ :
2 4( 2)

mx y
m

+⎛ ⎞− + =⎜ ⎟
⎝ ⎠ +

.

Решение задачи РТ+ с условиями (15) и (33) для уравнения (32) в области D+

существует, единственно и представимо в виде [19]

2 2

1

0 0

φ( )( , ) τ(ξ) (ξ,0; , ) ξ (ξ,η; , )
η δ( )

l su x y G x y d G x y ds
s

∂
= +

∂∫ ∫ , (35)

где 2 (ξ,η; , )G x y – функция Грина задачи РТ+ для уравнения (32), и она имеет вид

2 02 2(ξ,η; , ) (ξ,η; , ) (ξ,η; , )G x y G x y H x y= + .

Здесь 02 (ξ,η; , )G x y − функция Грина задачи РТ+ для уравнения (32) в нормальной
области 0D ;

( ) ( ) ( )2 2 02ξ,η; , ξ,η; , ξ,η; ,H x y G x y G x y= − =

( ) ( )( )[ ] ( ) ( )( )2 02 02
0

ρ( )λ ( ;ξ,η) ξ ,η ; , ξ ,η ; ,
δ( )

l

s
ss A G s s x y G s s x y ds
s

⎧ ⎫= +⎨ ⎬
⎩ ⎭∫ , (36)

где ( )2λ ;ξ,ηs – решение интегрального уравнения

( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]{2 2 2
0

λ ;ξ,η 2 λ ;ξ,η ξ ,η ; ( ), ( )
l

ss t A q t t x s y s+ +∫

( ) ( )( )2 2
ρ( ) ξ ,η ; ( ), ( ) 2 (ξ( ),η( );ξ,η),
δ( )

s q t t x s y s dt q s s
s

⎫+ = −⎬
⎭

( )2 0 0, , ,q x y x y  – фундаментальное решение уравнения (32):
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( )
1 2β4β 2 2 2

2β
2 0 0 2 1 2 2

1 1

4, , , 1 1 β,1 β, 2 2β;1 ,
2

r rq x y x y k r F
m r r

−−
− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= − − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(37)

( )
( )

2222
2 22

0 022
1

4
2

mmr x x y y
r m

++⎛ ⎞⎫
⎜ ⎟= − +⎬ ⎜ ⎟+⎭ ⎝ ⎠

∓ , ( )
( )

2 2β 2

2
1 β1 4

4π 2 2 2β
k

m

− Γ −⎛ ⎞= ⎜ ⎟+ Γ −⎝ ⎠
,

( ), , ;F a b c z  –гипергеометрическая функция Гаусса, определенная формулой (10).
Дифференцируя по y  уравнение (35), затем устремляя y  к нулю с учётом (36)

и (37), получим функциональное соотношение между τ( )x  и +ν ( )x , принесенное

из области D+  на интервал J  в виде

( )

1 1
2β 2+

2 2 2 2β
0 0

τ( )ν ( ) τ( )
2

t dtx k t x t dt k
t x tx

−
−= − − +

+ −∫ ∫

1 2
2 2

0 0

( ,0; ,0) ( ,η; ,0)τ( ) χ( ) ,
η

lH t x q t xt dt s ds
y y

∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂∫ ∫ (38)

где χ( )s – есть решение интегрального уравнения

( )[ ] ( )2 2
0

ρ( )ξ( ),η( ); ( ), ( ) ξ( ),η( ); ( ), ( ) .
δ( )

2φ( )χ( ) 2 χ( )
δ( )

l

s
sA q t t x s y s q t t x s y s dt
s

ss t
s

⎧ ⎫+ =⎨ ⎬
⎩ ⎭

+ ∫
После выполнения некоторых преобразований, с учетом (34), из (38) получим

функциональное соотношение между ( )T x  и +ν ( )x , принесенное из области D+

на интервал J :
1 2β1

2 2

0

π βπ 1 1( ) ( ) ( )
1 2β 1 2β 2

k tg k tx T x T t dt
x x t x t xt

−
+ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤ν = − + − +⎜ ⎟ ⎢ ⎥− − − + −⎝ ⎠ ⎣ ⎦∫

( )
1 2

2 2

0 0 0

2β( ,0; ,0) ( ,η; ,0)( ) χ( ) , ( ,0)
η

t lH z x q t xT t dt t z dz s ds x J
y y

−∂ ∂
+ − + ∈

∂ ∂ ∂∫ ∫ ∫ . (39)

Сведение задачи Пуанкаре – Трикоми
к сингулярному интегральному уравнению

Теорема 2. Если кривая σ  удовлетворяет условию (17), то при 1 2β 0− < <  в
области D  решение задачи Пуанкаре – Трикоми существует.

Доказательство теоремы 2. Исключив ν( )x  из соотношений (31), (39) и с
учётом условия склеивания (14), имеем

4

1 1

0 0
( ) ( ) ( )1 1γ ( , ) ( ),

2
T x T t dt T tK x t dt F x

x t x t xt
⎡ ⎤ −⎢ ⎥⎣ ⎦

− − =
− + −∫ ∫ (40)

где
( )4

cosβπ
π sinβπ 1

γ =
−

, ( )1 2β( ) ,T x x T x−=
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( ) ( )
2

2β3 2

0

1 2βγ ( ,0; ,0), ,
sinβπ 1 η

t H z xxK x t t z dz
t y

−
− ∂⎛ ⎞= − ⋅⎜ ⎟− ∂ ∂⎝ ⎠ ∫ (41)

( ) ( )

1 2β
1 β 1 β 3 2

0η
0

γ ( , ; ,0)2cosπβ( ) ψ(η) ( ) .
sin πβ 1 (1 β) sin πβ 1

lx q t xF x x D s ds
y

−
− − ∂ η

= + χ
− ⋅Γ − − ∂∫ (42)

Исследуем ядро и правую часть сингулярного интегрального уравнения (40).
Имеет место:
Лемма 1. Пусть 0 1, 0 1x z< < < < , тогда имеет место неравенство

2
2β 12

1
( ,0; ,0) ( 2 ) .
η

H z x C x z xz
y

−∂
< + −

∂ ∂
(43)

где 1C – постоянная, зависящая только от области D .
Доказательство леммы 1 аналогично доказательству леммы 18.1 из книги [15].
В силу (43) из (41) имеем

( ) 2β 2β 13
1

0

1 2βγ( , ) ( 2 ) .
1 sinβπ

txK x t C t z x z xz dz
t

− −
−

⎛ ⎞≤ − + −⎜ ⎟− ⎝ ⎠ ∫  (44)

Неравенство (44) нетрудно привести к виду
11 2β 2β 1

2β3
1

0

γ (1 2 )( , ) σ 1 σ σ
1 sinβπ 2 2

x x tK x t C d
x t xt x t xt

− −
− −⎛ ⎞ ⎡ ⎤≤ −⎜ ⎟ ⎢ ⎥− + − + −⎝ ⎠ ⎣ ⎦∫ . (45)

Производя замену переменных  (1 σ)z t= −  и воспользовавшись формулой Эйлера
(11) для гипергеометрической функции Гаусса, из (45) получим

( )1 2β
3

1
1 2γ( , ) 1 2β,1 2β, 2 2β;

1 sinβπ 2 2
t xxK x t C F

x t xt x t xt

− −⎛ ⎞⎛ ⎞≤ − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + − + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. (46)

Последовательно применяя к гипергеометрической функции в (46) формулу
автотрансформации (12) и оценки (13),  получим оценку для ядра ( , )K x t  в виде

1 2β 2β
3 3

1 2
γ( , ) .

1 sinβπ 2 2 2
C xx xK x t C C

x t xt x t xt x t xt

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞≤ ≤⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + − + − + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Теперь оценим правую часть уравнения (40). Дифференцируя фундаменталь-
ное решение (37) по y  и переходя к пределу при 0y → , получим

( ) ( ) ( )
β 12 2 22

2
ξ, η; ,0

η ξ 4 2 ηmq t
k t m

y
−− +∂ ⎡ ⎤= − + +⎣ ⎦∂

. (47)

Подставляя (46) в (41), имеем

( )

( ) ( ) ( )

1 β 1 β
0

1 2β
3

1 β2 2 20

2cosπβ( ) ψ( )
sin πβ 1 (1 β)

γ η( )χ( ) .
sin πβ 1 ξ( ) 4 2 η ( )

x

l

m

F x x D x

x s s ds
s t m s

− −

−

−− +

= +
− ⋅Γ −

+
− ⎡ ⎤− + +⎣ ⎦

∫  (48)
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В силу условий, наложенных на данные ( )ψ x  и ( )φ s , из (47) следует, что
функция ( )F x  в интервале (0,1) имеет производные любого порядка. Выясним
поведение функции ( )F x  и её производной при 0x →  и 1x → .

Рассмотрим выражение

( ) ( )
1 1 β2 2 20

η( )χ( )( )
ξ( ) 4 2 η ( )

.
m

l s sF x
s t m s

ds−− +
=

⎡ ⎤− + +⎣ ⎦
∫ (49)

Оценим функцию 1( )F x  в (48). В силу [ ]δ( ), ρ( ), φ( ) 0, ,s s s C l∈  для достаточно
малых 0x >  справедливы неравенства

( )
( ) ( )

1 1 β2 2 2ε

η(s)χ( ) O(1)
ξ(s) 4 2 η ( )m

l

l
F x s

x m s
ds−− +

−

≤ + <
⎡ ⎤− + +⎣ ⎦

∫

( ) ( )
4 1 β2 2 2ε

η(s) O(1).
ξ(s) 4 2 η ( )m

l

l
C

x m s
ds−− +

−

< +
⎡ ⎤− + +⎣ ⎦

∫

Отсюда в силу (17) при достаточно малом ε 0>  получаем

 ( )
( )

2

1 5 61 1β β2 2 22 2 2 2

δ

ε 0

ηη ( ) ηO(1) O(1).
η4 2 η ( )

m

m

l

l

ds ddsF x C C
xx m s

ds
+ +− +−

< + < +
⎡ ⎤ ⎡ ⎤++ + ⎣ ⎦⎣ ⎦

∫ ∫ (50)

Выполнив замену 2μ ω=  в (50) с учетом оценок (13) имеем

( )
2 2

2 2
1 2β 1 2 2β 1

1
2 βδ (1,5) (β) δ δ (1,5) ( β) ( δ )

(0,5 β) (0,5) (1 β)
F x x

x x x+ +

−
−⎛ ⎞Γ Γ Γ Γ −

< + + ×⎜ ⎟Γ + Γ Γ −⎝ ⎠
2

2β 1 2 2
72 2 2β

β 2β1 δ (1,5) (β) δ (1,5) ( β)β, ,1 β; ( δ )
2 (0,5 β) (0,5) (1 β)δ

xx F x C x
x x

+ − −⎛ ⎞ Γ Γ Γ Γ −
× + < + + <⎜ ⎟ Γ + Γ Γ −+⎝ ⎠

,

или ( )1 7
2βF x C x−<  . (51)

Если 1 x−  достаточно мало, то аналогично находим

( ) ( )8
2β

1 1 .F x C x −< − (52)

Проводя те же самые рассуждения, получим

( ) 9
2β 1

1F x C x− −′ < , ( ) ( )10
2β 1

1 1F x C x − −′ = − . (53)

В силу оценок (51) – (53) из (47) заключаем, что ( ) ( ) ( )2F x C J C J∈ ∩  и про-
изводная ( )F x′  обращается в бесконечность порядка меньше 2β 1+  при 1x → , а
при 0x →  ограничена.

Производя замену переменных
2 2

2 2ζ , ,
1 2 2 1 2 2

t xz
t t x x

= =
− + − +
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приведем уравнение (40) к виду

 ( ) 4

1 1

0 0
ω ζω(ζ) ζγ ( ,ζ)ω(ζ) ( ),

ζ
z dd K z F z

z
−+ =

−∫ ∫ (54)

где ( ) ( ) ( )2ω 1 2 2 ,z x x T x= − +  2( ) (1 2 2 ) ( ),F z x x F x= − +

2 2

4

2

2
(1 2 2 )(1 2 2 )( ,ζ) ,

(1 )( 2 )
1 2 2 ( , ) γ

2 (1 )(1 2 2 )
x x t tK z

t t x xt
t t K x t

t t x x
− + − +

=
− + −

− + +
− − +

ζ, .
1 ζ 1 ζ

zx t
z z

= =
+ − + −

Так как 2
31 γ 0+ ≠ , то уравнение (40) является уравнением нормального типа.

Его индекс равен нулю в классе 2h  функций ω( ) (0,1),z H∈  ограниченных на от-
резке J (см. [22]).

К уравнению (54) применим метод регуляризации Карлемана – Векуа [15] и
получим интегральное уравнение Фредгольма второго рода, разрешимость кото-
рого следует из единственности решения задачи Пуанкаре – Трикоми. Следова-
тельно, из равенств ( ) ( )1 2βT x x T x−=  и ( ) ( ) ( )2ω 1 2 2 ,z x x T x= − +  находим функ-

цию ( )T x , где функция ( )T x  непрерывна и интегрируема в (0,1).
Подставляя решение ( )T x  интегрального уравнения Фредгольма второго рода

(54) в (34), найдем τ( )x . Далее, зная функцию τ( )x , решение задачи Пуанкаре –
Трикоми для уравнения (5) в области D+ восстановим как решение задачи РТ+ для
уравнения (32) с условиями (15) и (33), а в области D− воспользуемся обобщен-
ным решением задачи Коши для уравнения (18), т.е., непосредственно подставляя
решение ( )T x  в (25), восстановим решение задачи Пуанкаре – Трикоми для урав-
нения (5) области D−.

Таким образом, существование решения задачи Пуанкаре – Трикоми для урав-
нения (5) при δ( ) 0s ≠  доказано. Теорема 2 доказана.

Все формулы и процесс доказательства в настоящей работе требуют, чтобы
δ( ) 0s ≠ . В связи с этим следует отметить, что в случае δ( ) 0s = задача Пуанкаре –
Трикоми для смешанного эллиптико-гиперболического типа второго рода стано-
вится видоизмененной задачей Трикоми для уравнения (5) и последняя изучена
Ф.И. Франклем (см. например, в [21]).
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It is known, that if the partial differential equation of the second order belongs to the elliptic
type in one part of the domain and to the hyperbolic type in the other part, then such equation is
called an equation of mixed type; both parts of the domain are separated by a transition line on
which the equation either degenerates into parabolic or is not defined. Equations of mixed elliptic-
hyperbolic type are divided into equations of the first and second kind. For equations of the first
kind, the line of parabolic degeneracy is the return point of the family of characteristics of the
corresponding hyperbolic equation. The equation whose degeneration line is simultaneously the
envelope of a family of characteristics, i.e. is itself a characteristic, is an equation of the second
kind. Therefore, equations of a mixed type of the second kind in all respects are relatively little
studied. For example, the Poincaré–Tricomi problem and its various generalizations for equations
of the first kind have long been studied. For equations of mixed type of the second kind,
depending on the degree of degeneracy, the limiting values of the desired solution and its
derivative on the line of change of the type of equation can have singularities. To ensure the
necessary smoothness of the desired solution outside the line of characteristic degeneracy, one has
to require increased smoothness of the given limit functions. In order to weaken this requirement,
in the present paper we introduce a class of generalized solutions. In the hyperbolic part of the
mixed domain, we seek a generalized solution; in the elliptic part, a regular solution. This paper is
devoted to the study of the Poincaré–Tricomi problem for one equation of the mixed elliptic-
hyperbolic type of the second kind. The conditions under which the problem has a unique solution
are identified.

In the elliptic part of the mixed domain, a classical solution is sought and a similar second
functional relationship brought from the ellipticity domain of the equation is derived. Then, after
exclusion of one of the two unknown functions from these two functional relationships, the
solution of the posed problem is reduced to solving a singular integral equation for the limit value
of the sought function on the line separating the types of the equation. Under certain restrictions
on the given functions and parameters of the Poincaré–Tricomi type problem, this singular
integral equation can be reduced to a Fredholm integral equation of the second kind by the
Carleman method. The unique solvability of this equation follows from the Fredholm alternative
and uniqueness theorem for the posed problem.
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1. Введение

Напомним, что решеточно упорядоченная группа ( -группа) – это алгебраиче-
ская система G  сигнатуры 1, , , ,e −= ⋅ ∧ ∨ , совмещающая в себе структуру
группы и решеточного порядка, связанные естественными соотношениями

( ) , ( ) .x u v y xuy xvy x u v y xuy xvy∨ = ∨ ∧ = ∧

Если всякие два элемента решеточно упорядоченной группы сравнимы, то
группу называют линейно упорядоченной. Решеточно упорядоченные группы, их
многообразия и связанные с этим вопросы представлений -групп порядковыми
автоморфизмами подходящих линейно упорядоченных множеств интенсивно ис-
следовались различными авторами. Результаты этих исследований отражены в
монографической литературе (см., например, [1, 2]).

Одним из важных классов решеточно упорядоченных групп является много-
образие R всех о-аппроксимируемых -групп, т.е. -групп, которые аппроксими-
руются линейно упорядоченными группами. Хорошо известно (см., например,
[1]), что R определяется тождеством

( )1 1 .x y x y e e− −∧ ∨ = (1)

Любое многообразие -групп, содержащееся в R, называется о-аппроксими-
руемым многообразием -групп. Множество L0 всех о-аппроксимируемых много-
образий частично упорядочено относительно теоретико-множественного включе-
ния; более того, L0 – решетка относительно стандартно определяемых операций
пересечения и объединения многообразий. Отметим, что L0 является полной под-
решеткой решетки L многообразий всех -групп.

Целью работы является уточнение свойств о-аппроксимируемых многообра-
зий, которые были введены и изучены в работах [3−5], и рассмотрение новых о-
аппроксимируемых многообразий, которые представляются достаточно интерес-
ными.

Напомним некоторые стандартные обозначения и факты о решеточно упоря-
доченных и линейно упорядоченных группах, которые будут использоваться в
дальнейшем. Пусть x – произвольный элемент -группы G. Тогда |x| = x ∨ x–1 –
его модуль, x+ = x ∨ e – положительная часть. Для положительных элементов
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x, y ∈ G запись x << y означает, что для любого n ∈ N верно xn < y (x много мень-
ше y). Если существуют такие числа m, n ∈ N, что xn ≥ y и ym ≥ x, то элемент x ар-
химедово эквивалентен элементу y, этот факт символически обозначается x ∼ y.
Всюду подгруппа H линейно упорядоченной группы G линейно упорядочена по-
средством индуцированного порядка, т.е. x < y в H тогда и только тогда, когда
x < y в G.

Так как каждая -группа в R есть поддекартово произведение линейно упоря-
доченных групп, то любое о-аппроксимируемое многообразие X определяется ли-
нейно упорядоченными группами, содержащимися в нем. Чтобы проверить, будет
ли любая -группа в X удовлетворять некоторому тождеству, достаточно пока-
зать, что линейно упорядоченные группы в X удовлетворяют ему.

Подгруппа H линейно упорядоченной группы G называется выпуклой, если для
любых h1, h2 ∈ H, g ∈ G неравенство h1 ≤ g ≤ h2 влечет g ∈ H. Система L(G) всех
выпуклых подгрупп линейно упорядоченной группы G линейно упорядочена от-
носительно теоретико-множественного включения, является полной относительно
объединений и пересечений и инфраинвариантной, т.е. для любой H ∈ L(G) под-
группа g–1Hg ∈ L(G) для любого g ∈ G. Скачком выпуклых подгрупп будем назы-
вать всякую пару C, D ∈ L(G), что C ⊂ D и между ними нет выпуклых подгрупп.
Этот факт будем записывать в виде C D≺ . Так как между C и D нет выпуклых
подгрупп, то C D  и фактор-группа D/С архимедова, что в силу теоремы Гель-
дера означает, что она изоморфна подгруппе аддитивной группы R действитель-
ных чисел с естественным порядком. Отметим, что всякий неединичный элемент
g ∈ G определяет скачок C D≺  выпуклых подгрупп, где C – наибольшая выпук-
лая подгруппа со свойством g ∉ C, D – наименьшая выпуклая подгруппа со свой-
ством g ∈ D. Для скачка C D≺  и любого x ∈ G пара подгрупп Cx ⊂ Dx образует
скачок, который называется сопряженным с исходным скачком. Если D = Dx, то
будем говорить, что скачок C D≺  инвариантен относительно сопряжения эле-
ментом .x Далее, будем считать, что элементы x, y группы G лежат в одном скач-
ке (определяют один скачок), если найдется такой скачок C D≺  выпуклых под-
групп, что x, y ∈ D \ C. Очевидно, что x ∼ y тогда и только тогда, когда эти эле-
менты определяют один скачок выпуклых подгрупп, а x << y тогда и только тогда,
когда скачок выпуклых подгрупп, определяемый x, расположен в системе L(G)
ниже скачка, определяемого y. Поэтому в любой упорядоченной группе всегда
выполнено |[x, y]| << |x| ∨ |y|.

Пусть V1, V2 ∈ L, тогда V1 накрывает V2, если V1 ⊇ V2, V1 ≠ V2 и из V1 ⊃ U ⊃ V2
следует V1 = U или V2 = U. Отметим, что решетка L всех многообразий решеточно
упорядоченных групп обладает свойством накрытия [2].

Через var ( )G  обозначаем многообразие -групп, порожденное -группой G.

2. Основной результат

В работе [6] Н.Я. Медведев построил первое о-аппроксимируемое многообразие
V, которое не имеет накрытий в решетке L0 и содержит все о-аппроксимируемые
накрытия многообразия абелевых -групп A. Позднее в [5] были определены еще
четыре о-аппроксимируемых многообразия с аналогичными свойствами. Покажем,
что на самом деле этих многообразий в два раза меньше.

Далее, если не оговорено противное, рассматриваются только о-аппроксими-
руемые многообразия. Через H обозначим многообразие, задаваемое следующей
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бесконечной системой тождеств:
2 1 2

1
( [ , ]| ( ) [ , ] ( ) )| [ , ]| |

( [ , ]| ( ) [ , ] ( ) )| [ , ]| | ,m m
x y x y x y x y x y

x y x y x y x y x y e

− −

− −

∨ ∨ ∨ ∧

∧ ∨ ∨ = (2)
где m ≥ 3 – натуральное число. Это многообразие было введено и изучалось в [5].
В частности, доказано, что H не имеет накрытий в решетке L0 и строго содержит V
(Теоремы 1, 3).

В работе [3] было введено многообразие C, определяемое при помощи следую-
щей бесконечной системы тождественных неравенств: ([a, b] ∨ e) ∧ a << a ∨ b–1ab,
где e ≤ a ≤ b. Очевидно, что указанную систему тождественных неравенств можно
записать в виде

[a, b]+ ∧ a << a[a b]+. (3)
Основным результатом работы [3] стало доказательство того, что многообра-

зие C содержит все о-аппроксимируемые накрытия многообразия абелевых -
групп A. В работе [4] было доказано, что V строго содержится в C. Наконец в [5]
(Теорема 2) показано, что C не имеет накрытий в решетке L0.

В работе [7] M.E. Huss и N.R. Reilly на решетке L всех многообразий -групп
определили нетождественный автоморфизм 2-го порядка Θ следующим образом.
Пусть U = {Gi | i ∈ I} – некоторое многообразие -групп. Тогда Θ(U) = U* =
= {G*

i | i ∈ I}, где -группа G*
i получена из Gi обращением порядка, т.е. x ≤ y в

группе G*
i тогда и только тогда, когда x ≥ y в группе Gi.

В этой же работе был указан способ получения базиса тождеств U*, если из-
вестен базис тождеств многообразия U. Пусть 1 2( , ,..., )nx x x x= – набор перемен-
ных  Тогда всякое -групповое слово ( )w x  от этих переменных представимо в
виде ( ) ( )iji I j J

w x w x
∈ ∈

= ∨ ∧ , где I, J – конечные множества индексов, ( )ijw x –группо-

вое слово. Отметим, что такое представление не является единственным. Опреде-
лим 1( ) ( ( ) )R

iji I j J
w x w x −

∈ ∈
= ∨ ∧ . Тогда ( )w x e=  – тождество U тогда и только тогда,

когда ( )Rw x e=  – тождество U*. Несложно проверить следующие соотношения:

1) если 1 2 ,w w w= ⋅  то 2 1
R R Rw w w= ⋅ ;

2) если 1 2 ,w w w= ∨ то 1 2
R R Rw w w= ∨ ;

3) если 1 2 ,w w w= ∧ то 1 2
R R Rw w w= ∧ ;

4) 1 1( ) ( )R Rw w− −= ;

5) | | | | .R Rw w=
Используя эти факты, можно показать, что многообразие R всех о-аппрокси-

мируемых -групп реверсивно, т.е. R = R*. В [5] (Предложение 2) показано, что
V = V*. Следовательно, многообразия H*, C* о-аппроксимируемы, строго содержат
V, не имеют накрытий в решетке L0 и определяются соответственно тождествами:

* 2 1 2

1
: ( [ , ]| ( ) [ , ] ( ))| [ , ]| |

( [ , ]| ( ) [ , ] ( ))| [ , ]| | ;m m
H x y x y x y x y x y

x y x y x y x y x y e

− −

− −

∨ ∨ ∨ ∧

∧ ∨ ∨ = (4)
C* : [a, b]+ ∧ a << [a b]+a. (5)

Пусть Bβ – бесконечная циклическая подгруппа мультипликативной группы
положительных действительных чисел, порожденная числом β ≠ 1, и A – такая
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подгруппа аддитивной группы R действительных чисел с естественным поряд-
ком, что для любого a ∈ A верно βa, β–1a ∈ A. Полупрямое произведение A и Bβ

обозначим через T A Bβ β= λ . Всякий элемент g ∈ Tβ единственным образом можно
представить в виде g = (β k, a), где a ∈ A, k ∈ Z. Операция умножения элементов
определена по правилу

1 2 1 2( , )( , ) ( , ).k s k s sa a a a+β β = β β +

Считаем, что g = (β k, a) ≥ e тогда и только тогда, когда k > 0 или k = 0 и a ≥ 0.
Тогда Tβ – линейно упорядоченная группа.

В работе [5] (Леммы 3 – 6) доказано, что многообразие H содержит Tβ при
β > 1 и не содержит Tβ, если β < 1, а многообразие C не содержит Tβ при β > 1 и
содержит Tβ при β < 1. Из сказанного выше, очевидно, следует, что H ≠ C.
Несложно показать, что 1

*( )T T −β β
≅  Следовательно, многообразие C* содержит Tβ

при β > 1 и не содержит Tβ, если β < 1.
Как обычно, лексикографическое произведение линейно упорядоченных групп

G и H обозначаем G H× . Ясно, что G H×  является линейно упорядоченной
группой. Предложение 2 работы [4] утверждает, что многообразие C (а следова-
тельно, и C*) замкнуто относительно лексикографических произведений. Сле-
дующее утверждение показывает, что это не так.

Предложение 1. При любых β, α ≠ 1 линейно упорядоченная группа T Tβ α×

не принадлежит многообразию C.
Доказательство. Возможны следующие случаи: 1) β, α < 1, 2) β > 1 > α , 3)

β, α > 1, 4) β < 1 < α. Рассматривая первый случай, полагаем ((1, ), (1,0)),a r=  где

r > 0 и 2(( ,0), ( ,0)).b −= β α  Из определения лексикографического порядка и поряд-
ка на группе Tβ  следует .e a b< <  Непосредственные вычисления показывают,

что 2[ , ] ((1,( 1) ), (1,0)) .a b r e−= β − >  Следовательно, 2[ , ] ((1, ), (1,0))a a b r e−= β >  и

1[ , ] ((1, ), (1,0)),a a b r∧ =  где 2
1 min ( ,( 1) ),r r r−= β −  что влечет [ , ] ~ [ , ].a a b a a b∧

Противоречие с системой неравенств (3); поэтому в рассматриваемом случае мно-
гообразие C не замкнуто относительно лексикографических произведений.

Во втором случае рассмотрим ((1, ), (1,0)), 0a r r= >  и 2(( ,0), ( ,0)).b = β α  Оче-

видно, что e a b< <  и 2[ , ] ((1,( 1) ), (1,0)) .a b r e= β − >  Теперь, как и выше, получаем

1[ , ] ((1, ), (1,0)),a a b r∧ =  где 2
1 min ( , ( 1) ),r r r−= β −  2[ , ] ((1, ), (1,0)) ,a a b r e= β >  что

противоречит системе неравенств (3).
 В двух последних случаях берем ((1,0), (1, )), 0a r r= >  и ((1,0), ( ,0)).b = α

Ясно, что e a b< <  и [ , ] ((1,0),(1,( 1) )) .a b r e= α− >  Следовательно, [ , ]~ [ , ],a a b a a b∧
что невозможно. #

В работе [5] было показано, что многообразие H не замкнуто относительно
лексикографических произведений, что позволяло утверждать, с учетом Предло-
жения 2 из работы [4], что C ≠ H*. На самом деле верно.

Предложение 2. Многообразие - групп C совпадает с многообразием
- групп H*.
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Доказательство. Пусть C ≠ H*. Тогда найдется линейно упорядоченная груп-
па, отличающая эти многообразия. Предположим сначала, что существует линей-
но упорядоченная группа * \ .G H С∈  Тогда в ней найдутся такие ,b a e> > что для
них не имеет места система неравенств (3).

Если [ , ] ,a b e≤  то [ , ]a b a e+ ∧ =  и [ , ] ,a a b a+ =  следовательно, система нера-

венств (3) выполнена. Поэтому [ , ] ,a b e>  что влечет .ba a>  Если ,ba a>>  то
[ , ] ,a b a>>  и в этом случае, имеет место система неравенств (3). Следовательно,

~ .ba a  Предположим, что ~ .b a  Тогда [ , ] ,a b a<<  что означает выполнимость

системы неравенств (3). Значит, ~ .ba a b<<
Рассмотрим скачок C D≺  выпуклых подгрупп, определяемый элементом .a

Из архимедовой эквивалентности элементов a  и ba  следует, что они лежат в
одном скачке. Поэтому указанный скачок инвариантен относительно сопряжения
элементом .b  Обозначим через F подгруппу группы ,G  порожденную элементом

b  и подгруппой .D  Ясно, что .C F  В силу условия ~ba a b<<  получаем, что
,b d>>  где d ∈ D и поэтому индуцированный F  порядок на фактор-группу

/F С  является лексикографическим. Используя теорему о гомоморфизмах, ви-
дим, что фактор-группа F/C  порядково изоморфна полупрямому произведению
( ( ),D/C) bλ  где b − образ элемента b при естественном гомоморфизме группы F
на / .F C  Отождествив /D C  с соответствующей подгруппой аддитивной группы
R действительных чисел с естественным порядком, получаем, что автоморфизм
сопряжения b  элементов группы /D C  есть умножение на некоторое положи-
тельное действительное число .β  Если 1,β =  то это влечет [ , ] ,a b C∈  что означает
[ , ] ,a b a<<  а это, как отмечено выше, влечет выполнимость системы неравенств

(3). Поэтому, в силу условия ,ba a>  получаем, что 1.β >  Таким образом, *H  со-
держит группу Tβ  при 1,β >  что невозможно.

Предположим теперь, что существует линейно упорядоченная группа
*\ .G C H∈  Тогда в ней найдутся такие ,x y  и натуральное 3,m ≥  что

2 1|[ , ]| ( ) [ , ] ( ) | [ , ]| .mx y x y x y x y x y−< ∨ ∨ < Последнее неравенство означает, что

|[ , ]|~ [ , ] .x yx y x y ∨  Если, как и выше, рассмотреть скачок C D≺  выпуклых под-
групп, определяемый элементом |[ , ]|,x y  то он будет инвариантен относительно
сопряжения элементом | | | | .x y∨  Теперь, повторяя рассуждения, приходим к вы-
воду, что C  содержит группу Tβ  при  1,β >  что невозможно. #

Таким образом, Теорема 4 работы [5] может быть переформулирована сле-
дующим образом: «Многообразия - групп *, ,V C C  различны».

Пусть , var ( ).U T Tβ α β α= × Рассмотрим многообразие *.C C= ∨X  Хорошо из-
вестно (см., например, [6], Лемма 4), что всякая линейно упорядоченная группа из
объединения двух многообразий принадлежит одному из них. Учитывая Предло-
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жение 1, получаем, что линейно упорядоченная группа T Tβ α×  не принадлежит

многообразию X  при любых β, α ≠ 1. Следовательно, многообразие ,Uβ α  не со-

держится в X  и поэтому .R⊂X
Для произвольного положительного числа 1β ≠  и натурального n через nT

β

обозначим подгруппу группы Tβ  элементов вида ( , ),nkg a= β  где a ∈ A, k ∈ Z. Те-

перь в группе T Tβ α×  для натуральных n, m можно рассмотреть подгруппу

.n mT T
β α

×  Далее, 
,

var ( ).n m n mU T T
β α β α

= ×

Предложение 3. Для подходящих натуральных чисел n, m многообразие
- групп 

,n mU
β α

 строго содержится в многообразии - групп , .Uβ α

Доказательство. Рассмотрим случай 1 .β < <α  Найдутся натуральные числа

n, m, t, k, такие, что 1 ,nk− −β < <β , .mk tα < <α

Пусть , .n mx y T T
β α

∈ ×  Тогда 1 2| | | | ( , ),x y g g∨ =  где 1
1 1( , ), nkg a= β

2
2 2( , ).mkg a= α  Из определения лексикографического порядка на группе n mT T

β α
×

следует, что g2 > e или g2 = e и g1 ≥ e. Модуль коммутатора 3 4|[ , ]| ((1, ),(1, ))x y a a=  и

4 0a >  или 4 0a =  и 3 0.a ≥
Пусть 4 0.a >  Тогда 2g e>  и, более того, 2 0.k >  Следовательно,

1 2| | | |
3 4|[ , ]| ((1, ),(1, )) .nk mkx yx y a a∨ = β α  Так как 2 ,mk m tα ≥α >  то | | | ||[ , ]| |[ , ]| .x y tx y x y∨ >

Далее, пусть 4 0a =  и 3 0.a >  Тогда 1 0.k ≠  Если 1 0,k <  то 1 1( ) .nk n k k− −β = β >

Следовательно, 1
3 3,nk a kaβ >  что влечет | | | ||[ , ]| |[ , ]| .x y kx y x y∨ >  Если 1 0,k >  то

1 1 .nk n

k
β ≤ β <  Поэтому 1

3 3,nk ka aβ <  что означает

1(| | | |) |[ , ]| (| | | |) |[ , ]| .kx y x y x y x y−∨ ∨ <

Разобранные случаи позволяют утверждать, что тождество
| | | |

| | | |

1 1

| (| [ , ]| |[ , ]| ) | [ , ]| |
| (| [ , ]| |[ , ]| ) | [ , ]| |

| (| [ , ]| (| | | |) |[ , ]| (| | | |)) | [ , ]| |

t x y t

k x y k

k

x y x y x y
x y x y x y

x y x y x y x y x y e

∨

∨

− −

∧ ∧
∧ ∧ ∧

∧ ∨ ∨ ∨ = (6)

верно в группе ,n mT T
β α

× значит, и в любой группе из многообразия 
,

.n mU
β α

Покажем, что (6) не выполнено в группе T Tβ α× . Пусть ((1,0), (1, )),x r=  где

0r >  и ((1,0), ( ,0)).y = α  Ясно, что .y x e> >  Поэтому | | | | x y y∨ =  и

1[ , ] ((1,0),(1, )) ,x y r e= >  так как 1 ( 1) 0.r r= α − >  Следовательно, выполнено
1

1(| | | |) |[ , ]| (| | | |) ((1,0),(1, )).x y x y x y r−∨ ∨ = α  Так как α < t, то αr1 < tr1. Значит, име-

ет место следующее неравенство: 1(| | | |) |[ , ]| (| | | |) |[ , ]| .tx y x y x y x y−∨ ∨ <  Неравен-

ство 1(| | | |) |[ , ]| (| | | |) |[ , ]|kx y x y x y x y−∨ ∨ <  вытекает из неравенства .kα<  Очевид-
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но, что 1kα >  и поэтому 1(| | | |) |[ , ]| (| | | |) |[ , ]| .kx y x y x y x y−∨ ∨ >  Остальные случаи
рассматриваются аналогично. #

Теперь можно показать, что многообразие R всех о-аппроксимируемых
- групп не является накрытием X  в решетке 0.L  Действительно, предположив

противное, получим, что верно , ,n mR U Uβ α β α
= ∨ = ∨X X  для подходящих нату-

ральных чисел n и m. Отсюда вытекает T Tβ α× ∈ X  или ,,n mT T Uβ α β α
× ∈  что оди-

наково невозможно. Однако открытым остается вопрос о существовании накры-
тия X  в решетке L0.
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Recall that a lattice-ordered group (or - group, for short) is an algebraic system G of a
signature 1, , , ,e −= ⋅ ∧ ∨  combining the structure of a group and the structure of lattice that are

naturally related via ( ) , (  ) .x u v y xuy xvy x u v y xuy xvy∨ = ∨ ∧ = ∧  An - group G  is totally
ordered if every two elements of G  are comparable.

The non-empty class M of - group is an - variety if and only if M is closed under the
formation of  - subgroup, the homomorphic images and the Cartesianproducts [1, 2]. The set L  of
all  - varieties is a lattice under naturally defined operations of join and meet [1, 2]. Let ,U V  be

 - varieties and .U V⊂ If there is no - variety S  such that ,U S V⊂ ⊂  then V  covers U  in the

lattice .L  The  - variety R  defined by the identity ( )1 1x y x y e e− −∧ ∨ =  is called the - variety of

representable  - groups. Any - variety ,V V R⊆  is called a representable - variety. Since each
 - group in R  is a subdirect product of totally ordered groups, any representable - variety is

uniquely determined by it’s totally ordered groups. The set L0 of all representable - varieties is a
complete lattice under naturally defined operations of join and meet [2].
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Let Bβ  be an infinite cyclic subgroup of the multiplicative group of positive real numbers

generated by the number 1β ≠  and A is a subgroup of the additive group of real numbers such

a A∈  implies , .-1a a Aβ β ∈  Let ( ){ }, | ,kT a a A k Zβ = β ∈ ∈  be a splitting extension of A  by

Bβ . The group Tβ  is a totally ordered group by the lexicographic order, i.e. ( , )kg a e= β ≥  if and

only if 0k >  or 0k =  and 0.a ≥  The set ( ){ },n
nkT a

β
= β  is a subgroup of the group Tβ  for any

natural n . We denote by T Tβ α×  the lexicographic product of the totally ordered groups Tβ and

.Tα  It is clear that T Tβ α×  is a totally ordered group. In the works [1−6] were introduced and

studied the representable - varieties * *, , , , .V C C H H  We prove

Proposition 1.The totally ordered group T T Сβ α× ∉  for any , 1.α β≠

Proposition2.The - varietyС  is equal to the  - variety *.H

Hence, the set { }* *, , , ,V C C H H has three elements.

Denote by ,Uβ α  and 
,n mU

β α
 varieties which are generated by the group T Tβ α×  and her

subgroup n mT T
β α

×  respectively. There is the following

Proposition 3. For suitable natural numbers ,n m  a variety 
,n mU

β α
 is strictly contained in ,Uβ α .

In the ending, using Proposition 3, it is proved that the - variety R is not a cover of an
 - variety *.C C∨
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УТОЧНЕНИЕ КОЛЛОКАЦИОННОГО МЕТОДА ГРАНИЧНЫХ
ЭЛЕМЕНТОВ ВБЛИЗИ ГРАНИЦЫ ДВУМЕРНОЙ ОБЛАСТИ

С ПОМОЩЬЮ ПОЛУАНАЛИТИЧЕСКОЙ АППРОКСИМАЦИИ
ТЕПЛОВОГО ПОТЕНЦИАЛА ДВОЙНОГО СЛОЯ

Исследуется решение первой краевой задачи для двумерного однородного
уравнения теплопроводности при нулевом начальном условии с помощью
коллокационного метода граничных элементов. Предлагается полуаналити-
ческая аппроксимация потенциала двойного слоя, обеспечивающая равно-
мерную кубическую сходимость приближенного решения в области. При
некоторых упрощениях доказано, что использование квадратурных формул
для аппроксимации потенциала приводит к нарушению равномерной сходи-
мости вблизи границы области. Теоретические выводы подтверждены ре-
зультатами численного решения задачи в круговой области.

Ключевые слова: нестационарная теплопроводность, задача Дирихле,
граничные интегральные уравнения, потенциал двойного слоя, граничный
элемент, коллокация, равномерная сходимость, устойчивость.

В настоящей работе рассматриваются внутренние и внешние первые краевые
задачи для уравнения теплопроводности (ПКЗУТ) 2

2tu a u pu∂ = ∆ −  с постоянны-
ми , 0a p >  в открытой двумерной пространственной области Ω  при нулевом на-
чальном условии. Предлагается полностью обоснованный коллокационный метод
граничных элементов (КМГЭ) [1, c. 21], позволяющий получить равномерно схо-
дящиеся и равномерно устойчивые в пространственно-временнóй области TIΩ×
( [0, ]TI T≡ ) приближенные решения двумерных ПКЗУТ. Решения ищутся в виде
потенциала двойного слоя (ПДС) с неизвестной функцией плотности, определяе-
мой из граничного интегрального уравнения (ГИУ) второго рода. Численные
примеры решения двумерных ПКЗУТ с помощью КМГЭ на основе ГИУ второго
рода рассматривались ранее в работах [2, с.269; 3; 4]. Доказательство равномер-
ных сходимости и устойчивости такого решения в любой замкнутой области вида

TI′Ω ×  ( ′Ω ⊂ Ω ) приведено в работе автора [5]. Найти другие работы, посвящен-
ные теоретическому обоснованию решения ПКЗУТ с помощью КМГЭ на основе
ГИУ второго рода, оказалось затруднительно. В то же время достаточно много
работ, посвященных обоснованию решения аналогичных вторых краевых задач с
помощью КМГЭ на основе ГИУ второго рода, а также обоснованию решения
ПКЗУТ с помощью КМГЭ на основе ГИУ первого рода (см. работы [6–9] и
[10−12] соответственно). Отметим, что в данном случае преимуществом исполь-
зования ГИУ второго рода является устойчивая обратимость аппроксимаций опе-
ратора ГИУ (см. теорему 6 [5] или теорему 3 настоящей работы). Неустойчивая
обратимость аппроксимаций оператора ГИУ первого рода, полученных на основе
КМГЭ для ПКЗУТ, доказана в теореме 2 [13].
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Как и в двух предыдущих работах [5, 14], в этой работе также существенная
роль при обосновании метода отводится аппроксимации коэффициентов прибли-
женного оператора. Такой оператор здесь получается из интегрального оператора
ПДС в результате кусочно-квадратичной интерполяции (ККИ) временнόй C0-
полугруппы ( )τU , через которую выражается ядро интегрального оператора, с
равным шагом hτ , а также ККИ функции плотности, точки коллокации которой
разбивают границу ∂Ω  на равные по длине граничные элементы (ГЭ). Коэффици-
енты имеют вид двукратных интегралов по параметру полугруппы τ и длине дуги
s, причем интегрирование по τ осуществляется аналитически после ККИ множи-
теля pe− τ , также входящего в ядро интегрального оператора. На этапе решения
ГИУ интегралы по s вычисляются как в работе [5]. А именно, для вычисления ин-
тегралов по s  на сингулярном ГЭ, а также на околосингулярных ГЭ в некоторой
фиксированной по длине дуги области, прилегающей к сингулярному ГЭ, исполь-
зуется точное интегрирование после перехода к новой переменной интегрирова-
ния r  – расстоянию от точки коллокации до текущей точки интегрирования

′∈∂Ωx  (сингулярным называется ГЭ, в котором достигается значение 0r = ).
При этом в качестве весовой функции берется функция переменной r , порож-
денная фундаментальным решением уравнения теплопроводности (ФРУТ), а ос-
тальная часть подынтегральной функции аппроксимируется с помощью квадра-
тичной интерполяции по r , и тогда интегрирование по r  осуществляется точно
для любой аналитически заданной границы ∂Ω . На других ГЭ интегралы по s вы-
числяются с помощью простых квадратурных формул Гаусса (ПКФГ) [1, c. 79].
Такая аппроксимация позволяет в работе [5] доказать сходимость и устойчивость
приближенных решений ГИУ.

Аналогично аппроксимируются интегралы по s при вычислении ПДС в точках
∈Ωx . А именно, если расстояние от точки x до точек некоторого ГЭ не превы-

шает примерно трети радиуса Ляпунова, то для аппроксимации интеграла по s на

этом ГЭ используется точное интегрирование по переменной 2 2r dρ ≡ −  (r и d –
расстояния от точки x до текущей точки интегрирования ′∈∂Ωx  и границы ∂Ω
соответственно). На остальных ГЭ интегралы по s вычисляются с помощью
ПКФГ. Точное интегрирование по ρ уже использовалось в работе [14] для аппрок-
симации потенциала простого слоя. Для того чтобы обеспечить равномерные в
области TIΩ×  сходимость и устойчивость аппроксимаций ПДС, интеграл по s
здесь представляется в виде суммы двух интегралов по ρ , в каждом из которых
берется своя весовая функция переменной ρ , порожденная ФРУТ. Оставшиеся
части подынтегральных функций аппроксимируются с помощью квадратичной
интерполяции по ρ, после чего интегрирование по ρ осуществляется точно для
любой аналитически заданной границы ∂Ω .

Дискретный оператор, разрешающий ПКЗУТ, вычисляется в алгебре полино-
мов, образованных степенями полугруппового оператора ( )hτU , с помощью при-
ближенного оператора, разрешающего ГИУ, и приближенного оператора ПДС.
С помощью дискретного оператора, разрешающего ПКЗУТ, и значений гранич-
ной функции, взятых в точках коллокации nhτ  C0-полугруппы ( )τU , вычисляют-
ся решения ПКЗУТ в тех же точках nhτ , что позволяет осуществить ККИ реше-
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ния по времени. Доказано, что полученные таким образом приближенные реше-
ния ПКЗУТ сходятся к точным с кубической относительно шагов по времени и
длине дуги скоростью равномерно в области TIΩ× . Доказана равномерная в

TIΩ×  устойчивость приближенных решений ПКЗУТ к возмущениям граничной

функции. Полученные результаты справедливы для границы ∂Ω с гладкостью 5C .
Обычно интегралы по s  при ∈Ωx  рекомендуется вычислять с помощью

ПКФГ, так как подынтегральная функция при ∈Ωx , строго говоря, гладкая [1,
с. 173]. В настоящей работе для более простого случая кусочно-постоянной ин-
терполяции доказано, что использование для вычисления интеграла по s на бли-
жайшем к точке ∈Ωx  ГЭ целого ряда квадратурных формул, включая ПКФГ и
квадратурные формулы Ньютона – Котеса (КФНК), влечет нарушение равномерной
по d сходимости аппроксимаций ПДС вблизи границы ∂Ω . Приведены результа-
ты вычислительных экспериментов по решению ПКЗУТ в круговой пространст-
венной области, которые подтверждают, что применение точного интегрирования
по ρ  обеспечивает равномерную в области TIΩ×  сходимость, близкую к кубиче-
ской, в то время как использование вместо этого квадратурных формул, ПКФГ
или КФНК, приводит к серьезному нарушению точности вблизи границы ∂Ω .

Отметим, что уточнение решений краевых задач, полученных в рамках КМГЭ
для уравнений Лапласа и Гельмгольца вблизи границы области, рассматривается
в работах [15, 16]. При этом уточнение основано на регуляризации решения с по-
мощью сглаживания ядра интегрального оператора в области сингулярности.

Предварительные замечания

Пусть +Ω  – двумерная открытая ограниченная односвязная область и
2 \− +Ω ≡ ΩR  ( ( ),≡ −∞ +∞R ). Кроме того, пусть ∂Ω , граница области +Ω , явля-

ется кривой класса гладкости 2C , если не оговорено особо. Рассмотрим внутрен-
ние и внешние задачи Дирихле:

2
2 1 1 1a p± ± ±∆ − =u u B u  ( 1 2( , )x x ±≡ ∈Ωx ), 1 1

± ±=u w  ( ∈∂Ωx ), (1)

где 1 ( )±u x  и 1 ( )±w x  – векторные функции со значениями в гильбертовом про-

странстве 2 2 ( )TL L I≡ , заданные на множествах ±Ω  и ∂Ω  соответственно (все

пространства функций здесь комплексные); 
1 1 2 2

2 2
2 x x x x∆ ≡ ∂ + ∂  (непрерывность и

дифференцируемость векторных функций предполагается здесь в норме про-
странства их значений, в данном случае – 2L ); 0p > , 0a >  (коэффициент темпе-
ратуропроводности) – постоянные; B  – замкнутый оператор в 2L :
( )( ) ( )t f t′=B f , заданный на множестве ( )D B  классов функций 2L∈f , эквива-
лентных абсолютно непрерывным на промежутке TI  функциям ( )f t , таким, что

(0) 0f = .

Пусть ( )C ′Ω  и ( )kC ′Ω  – пространства непрерывных и k раз непрерывно диф-

ференцируемых на некотором множестве 2′Ω ⊂ R  векторных функций со значе-
ниями в пространстве 2L . В работах [17, 18] доказана однозначная разрешимость
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задач (1) в классе 2( ) ( )C C± ±Ω ∩ Ω  при любых 1 ( )C± ∈ ∂Ωw . Решения имеют вид

векторных потенциалов: 1 1( ) ( )± ±=u x G x v  ( ±∈Ωx ), где функции 1 ( )C± ∈ ∂Ωv  на-
ходятся из соответствующих ГИУ:

( )1 1( ) ( )± ± ±=G v x w x  ( ∈∂Ωx ), 12± −≡ ± +G G ,

( )( ) ( ) ( , ) ( )ds
∂Ω

′ ′ ′= ≡ ∫G x f G f x K x x f x  ( ( )C∈ ∂Ωf ); (2)

( , )′K x x  ( ′≠x x ) – ограниченные операторы в пространстве 2L , определяемые
равенствами:

( , ) ( , , ) ( )
T

p

I

g e d− τ′ ′≡ τ τ τ∫K x x f x x U f  ( 2L∈f ),

1( , , ) ( , ) ( , )g a r b′ ′τ ≡ τx x x x , ( )
1( , ) lnb r−

′′ ≡ ∂n xx x .

Здесь 1( , )a r τ ≡ 0 ( , )rr a r− ∂ τ , ( ) ( )1 2 2
0 ( , ) 4 exp 4a r r a− ⎡ ⎤τ ≡ πτ − τ⎣ ⎦ , r ′≡ −x x ; диф-

ференцирование ( )′∂n x  осуществляется по переменной ′x  в направлении ( )′n x  –

нормали к кривой ∂Ω , проходящей через точку ′x  и направленной внутрь облас-
ти +Ω . Операторы ( )τU  образуют 0C -полугруппу правых сдвигов, порождаемую
оператором B: ( ( ) )( )tτ =U f ( )f t − τ  при tτ ≤ , ( ( ) )( )tτ =U f 0  при tτ > ,

1

0
lim ( ( ) )−

τ→+
= τ − τf f fB U  ( ( )D∈f B ). Заметим, что ( ) 1τ =U  при Tτ < ; ( )τ =U O

при Tτ ≥  (O – нулевой оператор). Имеют место равенства:

( ) ( )n nτ τB U f = U B f  ( ( )nD∈f B , {1,2, }n ∈ ≡N … ). (3)

Зададим параметрические уравнения кривой ∂Ω : 1 1( )x x s= , 2 2 ( )x x s= . Пара-
метр s по модулю равен длине дуги, откладываемой от некоторой фиксированной
точки и заканчивающейся в точке ( )1 2( ) ( ), ( )s x s x s≡x , причем 0s > , если дуга
откладывается по часовой стрелке, и 0s < , если против. Функции 1( )x s , 2 ( )x s ,
периодические с периодом 2S  (S – половина длины ∂Ω ), осуществляют взаим-
нооднозначное отображение множества [ ),SI S S′ ≡ −  на множество ∂Ω . Условим-

ся далее писать kC∂Ω∈ , если существуют непрерывные на замкнутом множестве

SI ′  производные ( ) ( )l
ix s  ( 1,2i = , 0,l k= ), причем ( ) ( )( 0) ( 0)l l

i ix S x S− + = − .

Введем в рассмотрение банаховы пространства ( )kC ∂Ω  ( { }0,1,...k +∈ ≡Z )
функций ( )C∈ ∂Ωf , имеющих непрерывные на множестве ∂Ω

производные ( )lf : ( )( ) ( ) ( )l l ls d s ds≡f f x  ( Ss I ′∈ , 0,l k= ), с нормами

2

( )
( ) 0,

max sup ( )k

S

l
C Ll k s I

s∂Ω = ′∈
=f f  ( 0 ( ) ( )C C∂Ω ≡ ∂Ω ). Обозначим через nH  ( n∈ N )

гильбертовы пространства функций 2L∈f : 2
m L∈B f  ( 1,m n= ), с нормами

2

1/ 22

0n
n m

H m L=
⎡ ⎤≡ ⎢ ⎥⎣ ⎦∑f B f  ( 0

2H L≡ ). Определим банаховы пространства ( )k
nC ∂Ω
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( k +∈ Z , n∈ N ) функций ( )kC∈ ∂Ωf : ( ) nH∈f x  ( ∈∂Ωx ) и ( )m kC∈ ∂ΩB f

( 1,m n= ), с нормами ( )
( ) 0,

max sup ( )k nn
S

l
C Hl k s I

s∂Ω = ′∈
≡f f  ( 0 ( ) ( )k kC C∂Ω ≡ ∂Ω ). Зададим

банаховы пространства , ( )k
n mC ∂Ω ≡  ( ) ( )k

n n mC C +∂Ω ∩ ∂Ω  ( 0( ) ( )n nC C∂Ω ≡ ∂Ω ) с
нормами 

, ( ) ( ) ( )k k
n m n n mC C C +∂Ω ∂Ω ∂Ω≡ +f f f  ( , ,k n m +∈ Z ).

Условимся оператор A, отображающий банахово пространство B в банахово
пространство C, обозначать как A [ B C→ ], а если C B= , то A [ B ]. В силу след-
ствия 3 [19] имеет место утверждение:

Теорема 1. Пусть 2kC +∂Ω∈ . Тогда операторы ±G  [ , ( )k
n mC ∂Ω ] всюду опреде-

лены, ограничены и ограниченно обратимы ( , ,k n m +∈ Z ).
Пусть s s′σ ≡ − , где s, s′  – значения параметра, соответствующие точкам

, ′∈∂Ωx x , и ( ) ( )r s s′≡ −x x . На множестве Θ ≡ {( , )s s′ : SI ′σ∈  }Ss I ′∈  зададим

функции ( , )i s s′ψ  ( 0,4i = ): при s s′ ≠  равенствами i i
2ψ ≡ ϕ σ  ( 0,2i = ) и

i iψ ≡ ϕ σ  ( 3,4i = ), где

[ ] [ ]22
0 1 1 2 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( )s s r x s x s x s x s2′ ′ ′ϕ ≡ = − + − ,

[ ] [ ]1
1 ( ) 0 2 1 1 1 2 2( , ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s s x s x s x s x s x s x s−

′′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ϕ ≡ ∂ ϕ = − − −n x ,

[ ] [ ]1
2 ( ) 0 2 1 1 1 2 2( , ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s s x s x s x s x s x s x s−′ ′ ′ ′ ′ϕ ≡ ∂ ϕ = − − + −n x ,

[ ] [ ]1
3 0 1 1 1 2 2 2( , ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ss s x s x s x s x s x s x s−

′′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ϕ ≡ ∂ ϕ = − + − ,

4 2 2 1 1 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( )ss s x s x s x s x s′′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ϕ ≡ ∂ ϕ = − + ,

а при s s′ =  равенствами

3( , ) ( , ) 1s s s s0ψ = ψ ≡ , [ ]1
1 2 1 2 2 1( , ) ( , ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )s s s s x s x s x s x s− ′ ′′ ′ ′′ψ = ψ ≡ − ,

4 2 1 1 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( )s s x s x s x s x s′ ′′ ′ ′′ψ ≡ − + .

В силу леммы [19] при условии 2nC +∂Ω∈  ( n +∈ Z ) существуют непрерывные на

множестве Θ  производные j
is′∂ ψ  ( 0,j n= , 0,4i = ) (см. теорему 1 [19], теорему 2

[5], теорему 5 [14]).
Обозначим через ( )m zΛ  и ( )m zΛ  ( [ , ]z a b∈ , 0,2m = ) интерполяционные мно-

гочлены Лагранжа:
2

0 ( )
( ) j

m
m jj j m

z z
z

z z= ≠

−
Λ ≡

−∏ , j j zz z q h≡ +  ( 0,2j = );

2

0 ( )
( ) j

m
m jj j m

z z
z

z z= ≠

−
Λ ≡

−∏ , j j zz z q h≡ +  ( 0,2j = ).

Здесь 12 ( )zh b a−≡ − , 12 ( )z a b−≡ + ; 0 1q ≡ − , 1 0q ≡ , 2 1q ≡ ; 0 3 2q ≡ − , 1 0q ≡ ,

2 3 2q ≡  [20, с. 92]. Пусть ( )zf  – трижды непрерывно дифференцируемая на
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промежутке [ , ]a b  функция со значениями в произвольном банаховом простран-

стве B . Тогда для функций 2
1 0( ) ( ) ( )m mmz z z

=
≡ Λ∑f f , 2

2 0( ) ( ) ( )m mmz z z
=

≡ Λ∑f f ,

а также первых и вторых производных функции 1( )zf  при [ , ]z a b∈  имеют место
оценки:

(3) 3
1

[ , ]
( ) ( ) sup ( ) zB Bz a b
z z c z hω

∈
− ≤f f f , (3) 3

2
[ , ]

sup ( ) zB Bz a b
c z hω

∈
− ≤f f f ,

2 3 9cω ≡ , 14c −
ω ≡ ; (4)

( )1
0,2

( ) max m BB m
z c zΛ

=
≤f f , ( )2

0,2
( ) max m BB m
z c zΛ

=
≤f f , 3cΛ ≡ ,

( )13 7 2 3c −
Λ ≡ + ; (5)

(1) (1)
1

[ , ]
( ) sup ( )

B Bz a b
z c zΛ

∈
′≤f f , (2) (2)

1
[ , ]

( ) sup ( )
B Bz a b

z c zΛ
∈

′′≤f f ,

3cΛ′ ≡ , 12c −
Λ′′ = . (6)

Приближенное решение граничного интегрального уравнения

В настоящем разделе кратко опишем результаты работы [5], касающиеся опе-
раторов, позволяющих получить приближенное решение ГИУ (2) на сетке грани-
цы ∂Ω .

На множестве Θ  зададим функцию ( , )s s′ρ : rρ = , если 0σ ≥ ; rρ = − , если
0σ < .
Теорема 2. Пусть 2nC +∂Ω∈  ( n +∈ Z ), ( ) 1

0 3( , ) ss s −
′ 0′δ ≡ ∂ ρ = ψ ψ ,

1 1 0( , ) ( ( ), ( ))s s b s s′ ′δ ≡ = −ψ ψx x . Тогда на множестве Θ  существуют непрерыв-

ные производные 1
j
s′∂ δ  ( 0,j n= ). Кроме того, для любого 1M >  существует чис-

ло Σ : 0 S< Σ ≤ , такое, что при ( , ) Ss I IΣ′ ′σ ∈ ×  ( [ , ]IΣ′ ≡ −Σ Σ ) функция 0δ  ограни-

чена: 01 M≤ δ ≤ , и существуют непрерывные производные 0
j
s′∂ δ  ( 0,j n= ).

Следствие 1. Пусть 2nC +∂Ω∈  ( n +∈ Z ). Тогда функция ( ) ( , )s s sρ σ ≡ ρ + σ  при

любых фиксированных Ss I ′∈  и 1M >  диффеоморфно с гладкостью 1nC +  ото-
бражает множество IΣ′  на множество [ ]( ) ( ), ( )s s sIΣ′ρ ≡ ρ −Σ ρ Σ . Функции

( )0 ( , ) , ( )ss s sδ ρ ≡ δ + σ ρ , ( )1 0 1( , ) , ( )ss s sδ ρ ≡ δ δ + σ ρ  ( ( )sσ ρ  – функция, обратная к

функции ( )sρ σ ) имеют непрерывные на множестве ( )S sI IΣ′ ′×ρ  производные j
iρ∂ δ

( 0,j n= , 0,1i = ).

Пусть 2N ∈ N , 2N ∈ N ; n nhττ ≡  ( n +∈ Z ), h T Nτ ≡ ; n nhττ ≡  ( n +∈ Z ),

h h Nτ τ≡ .
Пусть 2L ∈ N . Введем в рассмотрение пространства LH  векторных сеточных

функций f  со значениями 2l L∈f , заданными в узлах ( )l ls≡x x  ( l ss lh≡ ,
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1,l L L= − − , ( 1)sh S L≡ + ), с нормой: 
21

max
L lH LL l L− − ≤ ≤

=f f . Условимся считать,

когда это будет необходимо, что 2 2l L l+ + =x x . Зададим проекционные операторы

LP  [ ( ) LC H∂Ω → ]: ( ) ( )L ll =P f f x  ( 1L ≤P ). Зададим ограниченные операторы
1
0

ˆ ˆ ( )N
n nn

−
=

≡ τ∑G G U  [ LH ]:

2

0

0 0
ˆ ˆ ( ) ( ) ( )e d

τ

τ

≡ τ τ Λ τ τ∫G A , 
2 2

2

2 1 1
ˆ ˆ ( ) ( ) ( )

n

n

n e d
+τ

+
τ

≡ τ τ Λ τ τ∫G A  ( 0, 2 1n N= − ),

2 2 2

2 2 2

2 2 0
ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n n

n n

n e d e d
+

−

τ τ

τ τ

≡ τ τ Λ τ τ + τ τ Λ τ τ∫ ∫G A A  ( 1, 2 1n N= − );

( )
2

2 1
0

( ) exp ( )m mnN n
m

e p q hτ+ +
=

⎡ ⎤τ ≡ − τ + Λ τ⎣ ⎦∑  ( [ ]2 2 2,nN n nN n+ + +τ∈ τ τ ,

0, 2 1n N= − , 0, 1n N= − ).

Операторы ˆ ( )τA  [ LH ] ( 0τ > ) подобно ˆ
nG  имеют вид скалярных квадратных

матриц порядка 2 2L + :

( ) ,
1

ˆ ˆ( ) ( )
L

k l lk
l L

g
=− −

τ = τ∑A f f  ( 1,k L L= − − , LH∈f ),

,2 1, ,2 1 1, ,2ˆ ( ) ( ) ( )k l k l k lg J J−τ ≡ τ + τ ,

,2 1 2, ,2 3 2, ,2 2 0, ,2 1 0, ,2ˆ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k l k l k l k l k lg J J J J− − − −τ ≡ τ + τ + τ + τ  ( 2, 2l L L= − ),

, , , , , ,( ) ( ) ( )m k l m k l m k lJ J J′ ′′τ ≡ τ + τ  ( 1,l L L= − − , 0,2m = ).

В свою очередь, функции , , ( )m k lJ ′ τ  и , , ( )m k lJ ′′ τ  ( 0τ > ) определяются равенствами:

1( )

, , 1 1, ,
( )

ˆ( ) ( , ) ( )
k l

k l

s

m k l m k
s

J a d
+′ρ

′ρ

′ τ ≡ ρ τ δ ρ ρ∫   ( 0,2m = , , 1,k l L L= − − ),

2

1, , 1, , , ,
0

ˆ ( ) ( ) ( )m k m k k l m k l m
m

q h′ ′
′=

′δ ρ ≡ δ ρ + Λ ρ∑  ( [ ]1( ), ( )k l k ls s +′ ′ρ∈ ρ ρ ),

[ ]1
, 12 ( ) ( )k l k l k lh s s−

+′ ′ ′≡ ρ − ρ , [ ]1
, 12 ( ) ( )k l k l k ls s−

+′ ′ρ ≡ ρ + ρ ,

( )1, , 1( ) ( , ) ( )m k k m k ks sδ ρ ≡ δ ρ Λ + σ ρ ;

, , ,
1

ˆ( ) ( , )m k l l j m k l l j
j

J h w g s h z
γ

=

′′ ′′ ′′τ ≡ + τ∑ , ( )1
12l l ls s s−

+′′ ′′≡ + , ( )1
12l l lh s s−

+′′ ′′ ′′≡ −

( 0,2m = , , 1,k l L L= − − ).
Здесь ( ) ( , )k k ks sρ σ ≡ ρ + σ ; ( )kσ ρ  – функция, обратная к функции ( )kρ σ ;

( )m sΛ  – кусочно-квадратичная функция, определенная на множестве SI ′ :
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( ) ( )m ms sΛ = Λ  ( [ ]2 1 2 1,l ls s s− +∈ , 2, 2l L L= − ); jz  – корни многочлена

[ ]( )( )2( ) ! (2 )! 1P z d dz z
γγ γ

γ ≡ γ γ −  на промежутке [ 1;1]− , ˆ jw  – весовые коэффици-

енты ПКФГ с γ  узлами ( 1
ˆ 2jj wγ

=
=∑ , ˆ 0jw > ) [20, с. 255]; , ( , )m kg σ τ ≡

( )( , , )k k m kg s s s≡ + σ τ Λ + σ , ( , , ) ( ( ), ( ), )g s s g x s x s′ ′τ ≡ τ . Кроме того, здесь
{ }min ,l ls s′ ≡ Σ , { }max ,l ls s′′ ≡ Σ , если 0ls ≥ , и { }max ,l ls s′ ≡ −Σ , { }min ,l ls s′′ ≡ −Σ ,

если 0ls < , при этом число 0Σ >  выбрано в соответствии с теоремой 2.

В пространстве LH  зададим операторы ˆ ±G  [ LH ]: 1ˆ ˆ2± −≡ ± +G G . Определено

minN ∈ N , такое, что при { }min min min2 , 1,N N N∈ ≡ +N …  операторы ˆ ±G  ограни-
ченно обратимы в алгебре полиномов, образованных N  степенями оператора

( )hτU  (см. формулу (15) [5]).
Определение. Будем говорить, что ограниченные операторы nA  [ C D→ ]

( n∈ N ) сходятся при n → ∞  по операторной норме к соответствующим ограни-
ченным операторам nB  [ C D→ ], если 0n n D− →A f B f  при n → ∞  равномер-
но в шаре 1C ≤f .

Доказаны следующие утверждения (см. теорему 6 и следствие 3 [5]):

Теорема 3. Пусть 2C∂Ω∈ . Тогда операторы ( ) 1ˆ −±G  [ LH ] ( 2L ∈ N ,

min2N ∈ N ) совокупно ограничены.

Теорема 4. Пусть 2C γ+1∂Ω∈  и 2γ ≥ . Тогда операторы ( ) 1ˆ
L

−±G P

[ 3
0,3( ) LC H∂Ω → ] ( 2L ∈ N , min2N ∈ N ) сходятся при ,L N → ∞  по операторной

норме к соответствующим операторам ( ) 1
L

−±P G  [ 3
0,3( ) LC H∂Ω → ] с порядком

аппроксимации ( )3 3
sO h hτ + .

Сеточные аппроксимации решений краевых задач

Контур 2C∂Ω∈  не имеет точек самопересечения, поэтому существует посто-
янная 

( , )
inf 0r s s

c 0′ ∈Θ
≡ ψ > . Справедлива оценка: 1

K K rc c c r−′ϑ ≤ σ ≤ , где ϑ  – ост-

рый угол между нормалями, проходящими через точки ( )sx  и ( )s′x  ( , Ss s I′ ′∈ );

( , )
sup ( , )K

s s
c K s s

′ ∈Θ
′ ′≡ , 2

2( , ) sK s s ′′ ≡ ∂ ϕ ; sup ( , )
S

K
s I

c K s s
′∈

≡ , ( , )K s s  – кривизна кривой в

точке ( )sx . Отложим на нормали к кривой ∂Ω  в каждой точке ( )sx  ( Ss I ′∈ ) от-

резок одной и той же длины ( ]0,Dd I D∈ ≡  ( ( )3r KD c c′≡ ) внутрь области ±Ω .
Величина 3D  может быть взята в качестве радиуса круга Ляпунова, поэтому со-
гласно [21, с. 313] концы таких отрезков ( )d s± ±∈Ωx образуют замкнутую линию

1
d C±∂Ω ∈ , параллельную кривой ∂Ω , т.е. соответствие между точками ( )d s±x  и

( )sx  взаимно однозначное.
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Введем в рассмотрение местную систему декартовых координат ( ),s sξ η  с нача-

лом в точке ( )sx и осью ординат, направленной по нормали внутрь области −Ω .

Координаты ( ),s sξ η  точек ( )d s±x  и ( )s′x  равны соответственно (0, )d∓  и

( )1 1
0 ( ( )) 02 2s s

− −− ∂ ϕ , ∂ ϕn x , поэтому 
22 2

0( ) ( )dr s s d± ±′= − =ϕ +x x , где 0 0 22d±ϕ ≡ϕ ± ϕ .

Зададим на множестве DIϒ ≡ × Θ  функцию ( , , )d s s± ′ρ : 0
± ±ρ = ϕ , если 0σ ≥ ;

0
± ±ρ = − ϕ , если 0σ < , а также функции 0 0 2( , , ) 2d s s d± ′ψ ≡ ψ ± ψ  ( 0 0±ψ >  на

множестве ϒ  [14]) и 3 3 4d±ψ ≡ ψ ± ψ . Пусть sΕ  – связный участок кривой ∂Ω
между двумя параллельными прямыми, находящимися на расстоянии D  от пря-
мой ( ) ( )ds s±x x , причем ( ) ss ∈Εx . Соответствующие значения σ  обозначим через

sΞ , левую и правую границу отрезка sΞ  – через s′Σ  и s′′Σ  соответственно. Введем

в рассмотрение множество ′ϒ ≡ {( , , )d s s′ : sσ∈Ξ , Ss I ′∈ , }Dd I∈ .

Теорема 5 [14]. Пусть 2nC +∂Ω∈  ( n +∈ Z ). Тогда на множестве ′ϒ  существует

положительная, ограниченная сверху функция ( ) 1
0 0 3s

−± ± ± ±
′δ ≡ ∂ ρ = ψ ψ  и непре-

рывные производные 0
j
s

±
′∂ δ  ( 0,j n= ).

Следствие 2 [14]. Пусть 2nC +∂Ω∈  ( n +∈ Z ). Тогда функция , ( )d s
±ρ σ ≡

( , , )d s s±≡ ρ + σ  при любых фиксированных Ss I ′∈ , Dd I∈  диффеоморфно с

гладкостью 1nC +  отображает множество sΞ  на множество , ( )d s s
±ρ Ξ . Функция

( )0 0 ,( , , ) , , ( )d sd s d s s± ± ±δ ρ ≡ δ + σ ρ  ( , ( )d s
±σ ρ  – функция, обратная к функции , ( )d s

±ρ σ )

имеет непрерывные на множестве ′ϒ ≡ {( , , )d s ρ : , ( )d s s
±ρ∈ρ Ξ , Ss I ′∈ , }Dd I∈

производные 0
j ±
ρ∂ δ  ( 0,j n= ).

Следствие 3. Пусть 2nC +∂Ω∈  ( n +∈ Z ). Тогда функции 1 ( , , )d s±δ ρ ≡

( )0 1 ,, , ( )d sd s s± ± ±≡ δ δ + σ ρ  и 2 ( , , )d s±δ ρ ≡  ( )0 5 ,, ( )d sd s s± ±± δ ϕ + σ ρ , где 1 ( , , )d s s± ′δ ≡

1 0
±≡ −ψ ψ  и 5 ( , )s s′ϕ ≡ ( ( )) 2s′−∂ ϕ =n x 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )x s x s x s x s′ ′ ′ ′ ′ ′+ , имеют непрерывные

на множестве ′ϒ  производные j
i
±

ρ∂ δ  ( 0,j n= , 1,2i = ).

Операторы ( )G x  [ 2( )C L∂Ω → ] ( ±∈Ωx ) представим в следующем виде:

( ) ( , ) ( )
T

p
I

e d− τ= τ τ τ∫G x f A x U f  ( ( )C∈ ∂Ωf ). Здесь ( , )τA x  [ 2( )C L∂Ω → ]

( 0τ > ) – ограниченные операторы: ( , ) ( , , ) ( )g ds
∂Ω

′ ′ ′τ ≡ τ∫A x f x x f x . Замкнутую

область, ограниченную кривыми ∂Ω  и D
±∂Ω , обозначим через D

±Ω . На основании

следствия 2 и равенств 2
1 5( ( ), ( ))dr b s s d± ′ = −ϕ ± ϕx x , вытекающих из равенств

22 2
0 2( ) ( ) 2dr s s d d±′= − = ϕ ± ϕ +x x  ( Dd I∈ , , Ss s I′ ′∈ ), представим операторы
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( , )τA x  ( 0τ > ) в виде суммы:
3

1( , ) ( , )ii=τ = τ∑A x A x ,
где

( )( )
,

,

( )

,
( )

( , ) ( , , ) ( , , ) ( )
d s s

d s s

i i i d sa d d s s d

±

±

′′ρ Σ
± ±

′ρ Σ

τ ≡ ρ τ δ ρ + σ ρ ρ∫A x f f x  ( ( )d Ds± ±= ∈Ωx x ),

( , ) 0i τ ≡A x f  ( \ D
± ±∈Ω Ωx ) ( 1,2i = );

3
\

( , ) ( , , ) ( )
s

g ds
∂Ω Ε

′ ′ ′τ ≡ τ∫A x f x x f x

( ( )d Ds± ±= ∈Ωx x ), 3( , ) ( , , ) ( )g ds
∂Ω

′ ′ ′τ ≡ τ∫A x f x x f x  ( \ D
± ±∈Ω Ωx ),

2 2
1 0( , , ) ( , )a d a dρρ τ ≡ −ρ∂ ρ + τ , 2

2 1( , , ) ( , , )a d a d−ρ τ ≡ ρ ρ τ .

Заметим, что если ( ), \ D
± ±′ ∈Ω Ω × ∂Ωx x  или D

±∈Ωx , \ s′∈∂Ω Εx , то r D≥  (см.
доказательство формулы (9) [14]). Учитывая также следствие 3, получаем оценки:

,0( , ) ( , )i i i ic c y dτ ≤ τA x  ( 1,2i = ), 3 3,0( , ) 2Scτ ≤A x  ( ±∈Ωx , 0τ > );

1 2
1y −≡ τ , ( )3 2 2 2

2 exp 4y d d a− ⎡ ⎤≡ τ − τ⎣ ⎦ ,   (7)

,0 ( , , )
maxi id s

c ±

′ρ ∈ϒ
≡ δ  ( 1,2i = ); ( ) 1

1 2c a
−

≡ π ,

( ) 1
2c a

−
≡ 4 π ; 3,0

( ) , 0
sup ( , ( ), )
s D

c g s
′− ≥ τ>

′≡ τ
x x

x x .

В силу оценок (7) имеем равномерную на множестве ±Ω  ограниченность опера-
торов ( )G x  [ 2( )C L∂Ω → ]:

1,0 1 2,0 2 3,0( ) 2 2 2Gc T c c a c c ST c≤ ≡ + π +G x   ( ±∈Ωx ). (8)

Пусть 2N ∈ N , 2N ∈ N . Зададим ограниченные операторы ( )G x

[ 2( )C L∂Ω → ] ( ±∈Ωx ):

( ) ( , ) ( ) ( )
TI

e d≡ τ τ τ τ∫G x f A x U f  ( ( )C∈ ∂Ωf ),

( )
2

2 1
0

( ) ( )n m m
m

q h+ τ
=

τ ≡ τ + Λ τ∑U U  ( [ ]2 2 2,n n+τ∈ τ τ , 0, 2 1n N= − ).

Так как ( ) 1τ ≤U , 1pe− τ ≤  ( 0τ ≥ ), то ( ) cΛτ ≤U , ( )e cΛτ ≤ (см. оценки (5)).
В силу оценок (4) имеем оценки

3 3
( ) ( )

( ) ( )
C C

c hω τ∂Ω ∂Ω
τ − τ ≤U f U f B f   ( 3( )C∈ ∂Ωf ),

( )3 3 3( ) pe e p N c h− τ
ω ττ − ≤  ( Tt I∈ ). (9)
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На основании оценок (7) и (9) при любых 3( )C∈ ∂Ωf , ±∈Ωx  получаем оценки

( )
2

3 3 3 3
( )( )

( ) ( ) G CL C
c c c c p N hω Λ ω τ∂Ω∂Ω

⎡ ⎤− ≤ +⎢ ⎥⎣ ⎦
G x f G x f B f f ,

из которых вытекает следующее утверждение:
Теорема 6. Пусть 2C∂Ω∈ . Тогда операторы ( )G x  [ 3 2( )C L∂Ω → ] ( 2N ∈ N )

сходятся при N → ∞  по операторной норме к соответствующим операторам
( )G x  [ 3 2( )C L∂Ω → ] равномерно по ±∈Ωx  с порядком аппроксимации ( )3O hτ .

Пусть 2L ∈ N . Введем в рассмотрение операторы LP  [ ( )LH C→ ∂Ω ]:

( )
2

2 1
0

( ) ( )L l m m
m

s s− +
=

≡ Λ∑P f f  ( LH∈f , [ ]2 1 2 1,l ls s s− +∈ , 2, 2l L L= − ).

В силу оценки (5) операторы LP  ограничены в совокупности: L cΛ≤P . На осно-
вании оценки (4) имеем оценки

(3) 3
( ) ( )L L sC C

c hω∂Ω ∂Ω
− ≤P P f f f  ( 3( )C∈ ∂Ωf ). (10)

С помощью равенств ( ) ( , ) ( ) ( )
T

LI
e d≡ τ τ τ τ∫G x f A x U P f  ( LH∈f , ±∈Ωx )

зададим ограниченные операторы ( )G x  [ 2LH L→ ]. Используя оценки (7), (10),

( ) cΛτ ≤U  и ( )e cΛτ ≤ , получаем неравенства

2

(3) 3
( )

( ) ( )L G sL C
c c c c hΛ Λ ω ∂Ω

− ≤G x P f G x f f   ( 3( )C∈ ∂Ωf , ±∈Ωx ),

позволяющие сделать следующее утверждение:
Теорема 7. Пусть 2C∂Ω∈ . Тогда операторы ( ) LG x P  [ 3

2( )C L∂Ω → ]
( 2L ∈ N , 2N ∈ N ) сходятся при L → ∞  по операторной норме к соответствую-

щим операторам ( )G x  [ 3
2( )C L∂Ω → ] равномерно по N  и ±∈Ωx  с порядком

аппроксимации ( )3
sO h .

Операторы ( )G x  могут быть представлены в виде конечных сумм:
1
0( ) ( ) ( )N

n nn
−

=
= τ∑G x G x U , где

2

0

0 0( ) ( , ) ( ) ( )e d
τ

τ

≡ τ τ Λ τ τ∫G x A x , 
2 2

2

2 1 1( ) ( , ) ( ) ( )
n

n

n e d
+τ

+
τ

≡ τ τ Λ τ τ∫G x A x  ( 0, 2 1n N= − ),

2 2 2

2 2 2

2 2 0( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )
n n

n n

n e d e d
+

−

τ τ

τ τ

≡ τ τ Λ τ τ + τ τ Λ τ τ∫ ∫G x A x A x  ( 1, 2 1n N= − ).

Операторы ( , ) ( , ) Lτ ≡ τA x A x P  [ 2LH L→ ] подобно ( )nG x  имеют вид скалярных
матриц-строк длиной 2 2L + :
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1
ˆ( , ) ( , )

L

l l
l L

g
=− −

τ = τ∑A x f x f  ( LH∈f , 0τ > ); 
2 1

2 1

2 1ˆ ( , ) ( , , )
l

l

s

l
s

g g s ds
+

−

′ ′τ ≡ τ∫x x ,

2 1 2 1

2 3 2 1

2 1 2 0ˆ ( , ) ( , , ) ( , , )
l l

l l

s s

l
s s

g g s ds g s ds
− +

− −

− ′ ′ ′ ′τ ≡ τ + τ∫ ∫x x x  ( 2, 2l L L= − ),

( )( , , ) ( , ( ), )m mg s g s s′ ′ ′τ ≡ τ Λx x x  ( 0,2m = ).

По аналогии с представлением 3
1( , ) ( , )ii=τ = τ∑A x A x  представим интегралы

1
, ( , ) ( , , )l

l

s
m l ms

J g s ds+ ′ ′τ ≡ τ∫x x  ( 1,l L L= − − , 0,2m = , 0τ > ) в виде сумм:

,m lJ = 3
, ,1 i m li J

=∑ . Здесь, в случае ( )d Ds± ±∈Ωx = x  ( Ss I ′∈ )

, , 1

, ,

( )

, , .
( )

( , , ) ( , , ) ( , , )
d s s l

d s s l

i m l i i mJ d s a d d s d

±
+

±

ρ α
±

ρ α

τ = ρ τ δ ρ ρ∫  ( 1,2i = ),

3, , ( , )m lJ τ ≡x , 1

,
( , , )s l

s l
mg s ds+β

β
′ ′τ∫ x .

При этом ( ), ,( , , ) ( )i m i m d sd s s± ± ±δ ≡ δ ρ Λ + σ ρ ; ,s lα ≡ { }min ,l ss s ′′− Σ ,

,s lβ ≡ { }max ,l ss s ′′+ Σ , если ls s≥ ; ,s lα ≡  { }max ,l ss s ′− Σ , ,s lβ ≡ { }min ,l ss s ′+ Σ , ес-

ли ls s< . В случае \ D
± ±∈Ω Ωx  1, , 2, , 0m l m lJ J= ≡ , 3, , ,m l m lJ J≡  ( ,s l lsβ = ).

Введем в рассмотрение интегралы , ,i m lJ , аппроксимирующие интегралы , ,i m lJ :

, , 1

, ,

( )

, , ,
( )

ˆ( , , ) ( , , ) ( , , )
d s s l

d s s l

i m l i i mJ d s a d d s d

±
+

±

ρ α
±

ρ α

τ ≡ ρ τ δ ρ ρ∫  ( 1,2i = ),

2

, , , , , ,
0

ˆ ( , , ) ( )i m i m d s l m d s l m
m

d s q h± ± ±
′ ′

′=

′δ ≡ δ ρ + Λ ρ∑  ( , , , , 1( ), ( )d s s l d s s l
± ±

+⎡ ⎤ρ∈ ρ α ρ α⎣ ⎦ ),

1
, , , , 1 , ,2 ( ) ( )d s l d s s l d s s lh − ± ±

+⎡ ⎤′ ≡ ρ α − ρ α⎣ ⎦ , 1
, , , , , , 12 ( ) ( )d s l d s s l d s s l

± − ± ±
+⎡ ⎤ρ ≡ ρ α + ρ α⎣ ⎦ ;

3, , , , ,
1

ˆ( , ) ( , , )m l s l j m s l s l j
j

J h w g h z
γ

=

′′ ′′τ ≡ β + τ∑x x , ( )1
, , , 12s l s l s l

−
+β ≡ β + β ,

( )1
, , 1 ,2s l s l s lh −

+′′ ≡ β − β .

Операторы ( , )τA x , в которых интегралы ,m lJ  заменены выражениями , ,i m lJ  и

, ,i m lJ , обозначим через ( , )i τA x  и ˆ ( , )i τA x  соответственно, а операторы ( )G x , в

которых интегралы ,m lJ  заменены выражениями , ,i m lJ , обозначим через ˆ ( )iG x

( 1,3i = ). Пусть 3
1

ˆ ˆ( ) ( )ii=≡ ∑G x G x . В силу оценок (5) справедливы соотношения
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2
2

2 2 0

, ,2 2 1 ,0
2 0 1

ˆ ( , ) ( , )
L

l L

i i m l l l m i i i HL
l L m l L

J c c c c y d
=

′+ − + Λ Λ
′=− = =−

τ = ≤ τ∑ ∑ ∑A x f f f

( LH∈f , Dd I∈ , Ss I ′∈ , 0τ > , 1,2i = );

2
2

2 2 0

3 3, ,2 2 1 3,0
2 0 1

ˆ ( , ) ( , ) 2
L

l L

m l l l m HL
l L m l L

J S c c
=

′+ − + Λ
′=− = =−

τ = τ ≤∑ ∑ ∑A x f x f f

( LH∈f , ±∈Ωx , 0τ > ).
Следствием этих соотношений являются неравенства

( )
2

2
1,0 1 2,0 2 3,0

ˆ ( ) 2
LHL

c c T c c c a c c c T S cΛ Λ Λ Λ≤ + π +G x f f  ( LH∈f ),

на основании которых получаем утверждение:
Теорема 8. Пусть 2C∂Ω∈ . Тогда операторы ˆ ( )G x  [ 2LH L→ ] ( 2L ∈ N ,

2N ∈ N ) ограничены в совокупности на множестве ±Ω .
В силу следствия 3 и неравенства r D≥ , имеющего место, если

( ), \ D
± ±′ ∈Ω Ω × ∂Ωx x  или ( )d Ds± ±= ∈Ωx x , \ ( )s′∈∂Ω Εx , при указанной гладко-

сти кривой ∂Ω  могут быть определены константы:

( )
,

, ,
sup j

i j i
d s

c ±
ρ

′ρ ∈ϒ
≡ ∂ δ  ( 0,2i = , 2nC +∂Ω∈ ),

3,
( ) , 0
sup ( , ( ), )j

j s
s D

c g s′
′− ≥ τ>

′≡ ∂ τ
x x

x x  ( 1nC +∂Ω∈ ) ( 0,j n= , n +∈ Z ).

Используя неравенства (4)–(6) и 1
, , 2d s l h sh c h−′ ≤  (

( , , )
suph s

d s s
c ±

′
′ ′∈ϒ

≡ ∂ ρ ), при условиях

5C∂Ω∈ , 2 ( )C∈ ∂Ωf  для любых Dd I∈ , Ss I ′∈ , 0τ >  получаем оценки:

( )

2

, ,2 1

2
, ,2 1

( )2
1 3 3 3

,
( , , ) 2 ( )

ˆ ( , ) ( , )

8 sup ( ) ( , , )
d s s l

d s s l

i i L

l L

s h i d s iLd s l L
h c c s a d d

±
+

±
−

ρ α=
− ± ±

ω ρ
′ρ ∈ϒ =− ρ α

τ − τ ≤

⎡ ⎤≤ ∂ δ + σ ρ ρ τ ρ ≤⎣ ⎦ ∑ ∫

A x f A x f

f

2
3

( )ˆ ( , )i s i Cc h y d ∂Ω≤ τ f , (11a)

( ) ( )1 3 2
,3 ,2 0,0 ,1 0,1 ,0 0,2 ,1 0,0 ,0 0,1 0,0ˆ 8 3 3 3i i h i i i i i ic c c c c c c c c c c c c c c c c c c−

ω Λ Λ Λ⎡ ⎤′ ′′≡ + + + + +⎣ ⎦

( 1,2i = , L≡f P f , L L≡f P P f ).

Если 2C γ+1∂Ω∈ , 2 ( )C∈ ∂Ωf , то для любых ±∈Ωx , 0τ >  имеем оценку:

2
2

2
3 3 3 ( )

ˆ ˆ( , ) ( , ) 2 s CL
Sc h γ+1

∂Ωτ − τ ≤A x f A x f f ,

( ) ( )
( )[ ] ( )

4
3,2 3,2 3,2

3 3

! 1
ˆ

! 2 1

c c c c c c
c γ Λ γ−1 Λ γ−2 Λ′ ′′γ + 2γ + γ 2γ −⎡ ⎤⎣ ⎦≡

2γ γ +
(11b)
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[20, с. 259]. На основании оценок (5), (11) получаем при условиях 2C γ+1∂Ω∈  и
2γ ≥  неравенства

( ) 2
2

3 2
1 2 3 ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) 2L L s s CL
c c c T c a h c ST h γ+1

Λ Λ ∂Ω
⎡ ⎤− ≤ + π +⎣ ⎦G x P f G x P f f

( ±∈Ωx , 2 ( )C∈ ∂Ωf ),
из которых вытекает утверждение:

Теорема 9. Пусть 2C γ+1∂Ω∈  и 2γ ≥ . Тогда операторы ˆ ( ) LG x P

[ 2
2( )C L∂Ω → ] ( 2L ∈ N , 2N ∈ N ) сходятся при L → ∞  по операторной норме к

соответствующим операторам ( ) LG x P  [ 2
2( )C L∂Ω → ] равномерно по N  и

±∈Ωx  с порядком аппроксимации ( )3
sO h .

При вычислении операторов ˆ ( )iG x  ( 1,2i = ) интегрирование по τ  осуществля-
ется точно и интегралы выражаются через показательные функции exp( )nz−  и

интегральные показательные функции Ei( )nz−  ( ( ) ( )2 2 24n nz d a≡ ρ + τ ,

1,n NN= ). Затем вычисляются интегралы по ρ , но не все они вычисляются ана-
литически. В таких случаях для точного интегрирования функции exp( )nz−  и
Ei( )nz−  заменяются многочленами, образованными первыми членами разложе-

ния этих функций в ряды Тейлора, а именно: 1K +  членом со степенями ( )k
nz

( 0,k K= ), а также логарифмическим членом ( )ln nz  в случае Ei( )nz− .
На основании теорем 6, 7, 9 делаем следующий вывод:
Следствие 4. Пусть 2C γ+1∂Ω∈  и 2γ ≥ . Тогда операторы ˆ ( ) LG x P

[ 3
0,3 2( )C L∂Ω → ] ( 2L ∈ N , 2N ∈ N ) сходятся при ,L N → ∞  по операторной нор-

ме к соответствующим операторам ( )G x  [ 3
0,3 2( )C L∂Ω → ] равномерно по ±∈Ωx

с порядком аппроксимации ( )3 3
sO h hτ + .

Зададим операторы ( ) 1ˆ ˆˆ ( ) ( )
−± ±≡R x G x G , вычисляемые в алгебре полиномов,

образованных N  степенями оператора ( )hτU . С учетом теорем 1, 4, 8 и следствия
4 получаем следующее утверждение:

Следствие 5. Пусть 2C γ+1∂Ω∈  и 2γ ≥ . Тогда операторы ˆ ( ) L
±R x P

[ 3
0,3 2( )C L∂Ω → ] ( 2L ∈ N , min2N ∈ N ) сходятся при ,L N → ∞  по операторной

норме к соответствующим операторам ( ) 1
( ) ( )

−± ±≡R x G x G  [ 3
0,3 2( )C L∂Ω → ] рав-

номерно по ±∈Ωx  с порядком аппроксимации ( )3 3
sO h hτ + .

Введем в рассмотрение банахово пространство ( )TC I  классов функций

2L∈f , эквивалентных непрерывным на отрезке TI  функциям ( )f t , с нормой

sup ( )
T

T
C

t I
f t

∈
≡f . Имеет место вложение 1 ( )TH C I⊂ .
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Пусть 2N ∈ N . Зададим операторы ˆ
NP  [ 1 ( )TH C I→ ]:

( )
2

2
0

ˆ ( ) ( ) ( )N n m m
m

t f t+
=

≡ τ Λ∑P f  ( 1H∈f , [ ]2 2 2,n nt +∈ τ τ , 0, 2 1n N= − ).

В работе [14] доказаны оценки:

ˆ
N c TΛ≤P , 4

3
( )

ˆ
T

N HC I
c T hω τ− ≤P f f f  ( 4H∈f ). (12)

На основании теорем 1, 3, 8, следствия 5, оценок (8), (12), 1L ≤P  и равенств (3) с
учетом замкнутости оператора B  приходим к окончательным утверждениям:

Следствие 6. Пусть 2C γ+1∂Ω∈  и 2γ ≥ . Тогда операторы ˆ ˆ ( )N L
±P R x P

[ 3
1,3( ) ( )TC C I∂Ω → ] ( 2L ∈ N , min2N ∈ N ) сходятся при ,L N → ∞  по оператор-

ной норме к соответствующим операторам ( )±R x  [ 3
1,3( ) ( )TC C I∂Ω → ] равномер-

но по ±∈Ωx  с порядком аппроксимации ( )3 3
sO h hτ + .

Следствие 7. Пусть 2C γ+1∂Ω∈  и 2γ ≥ . Тогда, если 3
1 1,3( )C± ∈ ∂Ωw , то функции

1 ( , )u t± x : 1 1
ˆ ˆ( ) ( )N L

± ± ±≡u x P R x P w  ( 2L ∈ N , min2N ∈ N ) сходятся при ,L N → ∞  к

соответствующим решениям краевых задач (1) 1 ( , )u t± x  равномерно по

( , ) Tt I±∈Ω ×x  (при почти всех t ) с порядком аппроксимации ( )3 3
sO h hτ + . Кроме

того, [ ]
1 1( , ) ( , ) 0u t u t± δ ±− →x x  равномерно по ( , ) Tt I±∈Ω ×x  (при почти всех t )

при ,L N → ∞ , 0δ →  ( [ ] [ ]
1 1

ˆ ˆ( ) ( )N L
± δ ± ± δ≡u x P R x P w , [ ]

1 1( )C± δ ∈ ∂Ωw :

1

[ ]
1 1 ( )C
± δ ±

∂Ω
− ≤ δw w ).

Приближенные решения 1 ( , )u t± x  вычисляются в произвольной точке

( , ) Tt I±∈Ω ×x  с помощью значений 1 ( ( ), )l nw s± τx  ( , 1l L L= − − , 0, 1n N= − ) по

аналогии с решениями 2 ( , )u t± x  [14].

Квадратурные аппроксимации
как причина отсутствия равномерной сходимости в области

Вычислительные эксперименты показали, что скорость сходимости прибли-
женных решений существенно снижается вблизи границы ∂Ω , если для аппрок-
симации всех интегралов , ( , )m lJ τx  использовать ПКФГ или КФНК. Покажем от-
сутствие равномерной по Dd I∈  сходимости аппроксимаций ПДС в случае, когда
аппроксимируется (с помощью квадратурной формулы) только интеграл на бли-
жайшем к точке x  ГЭ при 0τ = , а интегралы на остальных ГЭ вычисляются точ-
но. Также с целью упрощения будем полагать 0p =  и вместо кусочно-
квадратичной рассматривать кусочно-постоянную интерполяцию:

1

,
0 1

( ) ( ) ( ) ( )
N L

n l n l
n l L

z s
−

= =− −
≡ τ∑ ∑G x f x U f  ( ( )C∈ ∂Ωf , ,L N ∈ N ),
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1 2

1 2

, ( ) ( , )
l

l

s

n l n
s

z q s ds
+

−

′ ′≡ ∫x x , 
1 2

1 2

( , ) ( , ( ), )
n

n

nq s g s d
+

−

τ

τ

′ ′≡ τ τ∫x x x ,

( )1
1 2 2n n h−

± ττ ≡ ±  ( 0g ≡  при τ ≤ 0 ), ( )1
1 2 2l ss l h−

± ≡ ± .

Обозначим через ( ( ))d s±G x  операторы ( ( ))d s±G x  ( Ss I ′∈ , Dd I∈ ), в которых инте-

грал 0, ( ( ))l dz s±
′ x  ( ( 1 2 1 2,l ls s s′ ′− + ⎤∈ ⎦ ) заменен квадратурной аппроксимацией

0, ( ( ))l dz s±
′ x  достаточно высокого порядка. Можно убедиться, что для любого

0 Dd I∈  операторы ( ( ))d s±G x  [ 2
0,2 2( )C L∂Ω → ] сходятся при ,L N → ∞  по опера-

торной норме к соответствующим операторам ( ( ))d s±G x  [ 2
0,2 2( )C L∂Ω → ] с поряд-

ком аппроксимации ( )2 2
sO h hτ +  равномерно по ( ) [ ]0, , Sd s d D I ′∈ ×  (см. теоремы 6,

7 [22]).
Лемма. Пусть остаточный член квадратурной формулы, используемой для

аппроксимации интегралов 0, ( ( ))l dz s±
′ x  ( ( 1 2 1 2,l ls s s′ ′− + ⎤∈ ⎦ , Dd I∈ ), имеет вид

( ) ( ) ( )2 1 2[ ] m m
m mR f c b a f+= − ξ  ( ,a bξ∈[ ] ), где mc  зависит только от m +∈ Z .

Пусть 2 2mC +∂Ω∈ . Тогда существуют постоянные mK ± ∈ N , m Dd I± ∈  и 0mc± > , та-
кие, что для любого фиксированного Ss I ′∈  последовательность чисел

, 0 0, 0,[ ] ( ( )) ( ( ))m M l d l dR q z s z s± ± ±
′ ′≡ −x x  ( , 1,...M M M′ ′= + ), где ( )21N M= + ,

( )1 1mL K M±+ = + , ( )1 md S M d ±= + ≤  при M M ′≥ , ограничена по модулю снизу

числом mc± .

Доказательство. Пусть 1 2 1 2ls s′− −σ ≡ − , 1 2 1 2ls s′+σ ≡ − . Интеграл 0, ( ( ))l dz s±
′ x

и подынтегральная функция 0 ( ( ), )dq s s± ′x  ( Dd I∈ , ( 1 2 1 2, ,l ls s s s′ ′− +′ ⎤∈ ⎦ ) могут быть
записаны в виде

1 2

1 2

0, 0( ( )) ( ( ), )l d dz s q s s d
−

σ
± ±

′
σ

= + σ σ∫x x ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 2 2 2 2
0 0 1 5 0( ( ), ) 2 exp 2dq s s d a h d d−± ± ±

τ⎡ ⎤′ = π − σ ψ + −σ ψ ± ϕ σ ψ +⎣ ⎦x .

Пусть shα ≡ σ , ( )21N M= + , ( )1 1L M K+ = + , ( )1d S M= +  ( ,K M ∈ N ).

Будем рассматривать остаточные члены , 0[ ]m MR q±  ( 1,2,M = … ) как значения не-

которой функции ( , , , )mr K d s± α , определенной при K ∈ N , Dd I∈ , Iαα ∈ , Ss I ′∈

( ( 1 2 1 2,Iα − ⎤≡ α α ⎦ , 1
1 2 1 2sh−

− −α ≡ σ , 1
1 2 1 2sh−α ≡ σ ). Так как 0 0±ψ >  на множестве

ϒ , 1 2 1±α ≤  и существуют непрерывные производные 0
j
s

±
′∂ ψ  и 1

j
s′∂ ψ , 5

j
s′∂ ϕ

( 0,2j m= ) на множествах ϒ  и Θ  соответственно, то допустимо представление:

m m mr f o± ± ±= + , где функция ( , , , )mf K d s± α  имеет вид
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( )
( ) ( ) ( )

1 2 2 2 1
5 0

22 2 12 2 2 2
0 . . 0

0 0

exp 1

2 1

m
m

m m km k m k nm k
m k n

k n

f c K K

K c K

± − − ± − −
τ

−− − − +− ± − ±

= =

⎡ ⎤≡ ϕ − α ψ + ×⎣ ⎦

× α − ψ α ψ +∑ ∑ . (13)

Здесь ( ) ( )1
. . 2 22 2 !n k n

m k n m m m kc c c C C m k n−± −
τ −≡ ± π − − , ( )! ( )! !n

mC m m n n= − ,
2 22c T a Sτ ≡ , 0 ( , , , )K d s±ψ α ≡  0 ( , , )d s s d K±ψ + α , 5 5( , , , ) ( , )K d s s s d Kϕ α ≡ ϕ + α .

Функция ( , , , ) 0mo K d s± α →  при 0d → +  и фиксированном K ∈ N  равномерно по

Iαα ∈ , Ss I ′∈ . Слагаемые при k m<  во внешней сумме выражения (13) стремят-
ся к нулю при K → ∞  равномерно по Dd I∈ , Iαα ∈ , Ss I ′∈ , а слагаемое при
k m=  ограничено по модулю снизу положительной константой. Поэтому сущест-
вуют постоянные mK ± ∈ N  и m Dd I± ∈ , такие, что при mK K ±=  и (0, md d ± ⎤∈ ⎦ ,

Iαα ∈ , Ss I ′∈  функция mr
±  ограничена снизу некоторой константой 0mc± > .

Лемма доказана.
Следствие 8. Пусть ( ) ( ) ( )2 1 2( ) m m

m mR f c b a f+= − ξ  ( ,a bξ∈[ ] ) и 2 2mC +∂Ω∈
( m +∈ Z ). Тогда при ,L N → ∞  отсутствует равномерная по ( ]00,d d∈  сходи-

мость в сильной операторной топологии операторов ( ( ))d sG x  [ 0, 2( )I
JC L∂Ω → ] к

соответствующим операторам ( ( ))d sG x  [ 0, 2( )I
JC L∂Ω → ] для любых ,I J ∈ N ,

Ss I ′∈ , 0 Dd I∈ .

Доказательство. Согласно лемме, существуют постоянные mK ± ∈ N , m Dd I± ∈ ,

0mc± > , такие, что при ( 1 2 1 2,l ls s s′ ′− + ⎤∈ ⎦ , ( )21N M= + , ( )1 1mL K M±+ = + ,

( )1 md S M d ±= + ≤  имеют место оценки , 0[ ]m M mR q c± ±≥  ( , 1,M M M′ ′= + … ;

( )1 mS M d ±′ + ≤ ). Обозначим через ( )LG x , ( )LG x  ( , 1,M M M′ ′= + … ) соответст-

вующие последовательности операторов ( )G x , ( )G x  [ 0, 2( )I
JC L∂Ω → ] ( ,I J ∈ N ).

Для функции 0, ( )I
JC∈ ∂Ωf : ( ( ), )f s t ≡x 1 2( ) ( )f s f t , где 1( ) 1f s ≡ , 2

JH∈f  и

2
2 1

L
=f , имеем оценки: 

2
, 0( ) ( ) [ ]L L m M mL

R q c± ±− = ≥G x f G x f . В силу (7),

( ) 1τ ≤U  справедливы оценки

( ) ( )1
2

2(1) 2
2( ) ( )

( ) ( )L G s G m sL C HC
c h h c T K S h±

τ∂Ω ∂Ω
− ≤ + ≤G x f G x f B f f f .

При достаточно большом натуральном M M′′ ′≥  получаем неравенство

( )1

2 2 1
2 2G m s mH

c T K S h c± − ±≤f .

В результате имеем оценки:

2

1( ) ( ) 2L mL
c− ±− ≥G x f G x f  ( , 1,M M M′′ ′′= + … ).

Утверждение доказано.
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Вычислительные эксперименты
Рассмотрим численное решение внутренней задачи Дирихле (1) в случае, когда

граница ∂Ω  представляет собой окружность радиуса 1R = , граничная функция

1 ( 1, , )w R t+ ′ = ϕ = ( )22 1 cost t− ϕ  ( ϕ , R′  – полярные угол и радиус), коэффициент

температуропроводности 1a = . Точное решение 1
+u  в этом случае имеет вид

( )
( ){ }

( )

1 1
1

21

1 ( ) ( ) 24

12 21

( )
( , , ) 2cos 2 ( )

( )

( 1) ( ) (0)exp( )

k

kk

l l l
k

k l
lk k k

J R
u R t R f t

J

f t f p tp f t
p p

∞
+ −

=

+

+
=

′μ⎧′ ′ϕ = ϕ − ×⎨
μ⎩

⎡ ⎤⎫⎡ ⎤− − − μ + ⎪⎣ ⎦⎢ ⎥× + μ ⎬⎢ ⎥μ μ + ⎪μ +⎢ ⎥⎣ ⎦⎭

∑

∑ ,

где ( )22( ) 1f t t t≡ − , 1( )J z  и 2 ( )J z  – функции Бесселя, kμ  – положительные кор-
ни уравнения 1( ) 0J z = .

Для данной геометрии имеем следующие значения: 2 (3 )D = π ,

( )arcsin 2 (3 )s s′′ ′Σ = −Σ = π  ( Ss I ′∈ ). Приближенные решения 1
+u  вычисляем со-

гласно следствию 7, используя ПКФГ с γ =12  узлами. Кроме того, находим при-

ближенные решения 1
+u  и 1ˆ

+u , отличающиеся от решений 1
+u  только тем, что все

интегралы , ( , )m lJ τx  ( 0,2m = , 1,l L L= − − , 0τ > , +∈Ωx ) вычисляются с помо-

щью квадратурных формул: для 1
+u  с помощью ПКФГ с γ =12  узлами, для 1ˆ

+u  с
помощью КФНК открытого типа с γ = 9  узлами. Решения получаем на окружно-
стях ′∂Ω  с радиусами 1R′ < , концентрических с окружностью ∂Ω , в точках

1( , )l n+′ τx , 1 2( , )l n+′ τx  и 1 2 1( , )l n+ +′ τx  ( 1,l L L= − − , n nhττ ≡ , 0, 1n N= − ), где l′x  и

1 2l+′x  – точки, получающиеся из граничных точек ( )lsx  и 1 2( )ls +x  соответствен-

но в результате сжимающего отображения окружности ∂Ω  на окружность ′∂Ω .
Пусть 1T = , 0p = , 1N = , ( )arcsin 2 (3 )Σ = π  ( 0,0M c= ), 10K = . Вычислим

uδ  – относительные среднеквадратичные отклонения приближенного решения от
точного: 1 1 1u + + +δ ≡ −u u u , uδ ≡  1 1 1

+ + +−u u u , 1 1 1ˆû + + +δ ≡ −u u u  ( ⋅  –
среднеквадратичная норма). В следующей таблице в каждой основной ячейке
представлены пять значений uδ : uδ  в точках 1( , )l n+′ τx , uδ  в точках 1 2( , )l n+′ τx ,

uδ  в точках 1 2 1( , )l n+ +′ τx , uδ  в точках 1( , )l n+′ τx  и ûδ  в точках 1( , )l n+′ τx  в соот-
ветствующем порядке сверху вниз.

Практически та же точность приближенных решений наблюдается при p = π2,
1N =  и 4p 2= π , 4N = . Эксперименты показали, что применение исключительно

квадратурных формул для вычисления интегралов , ( , )m lJ τx  влечет значительное
уменьшение скорости сходимости численных решений при приближении точки
x  к границе ∂Ω . При приближении точки x  к узлам квадратурных аппроксима-
ций интегралов , ( , )m lJ τx , например точки 1 2( )d ls±

+x  к точке 1 2( )ls +x  в случае

использования ПКФГ или КФНК с нечетным числом узлов, или точки ( )d ls±x  к
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Относительные среднеквадратичные отклонения δu

R′ 1 2 (3 )− π 0.9 0.99 0.999 0.9999 0.99999 0.999999

1 8hτ =

3sh = π

22.09 10−⋅
22.72 10−⋅
24.16 10−⋅
22.09 10−⋅
22.23 10−⋅

21.53 10−⋅
22.53 10−⋅
24.96 10−⋅
21.53 10−⋅
25.66 10−⋅

33.38 10−⋅
22.11 10−⋅
25.67 10−⋅
21.86 10−⋅
16.65 10−⋅

45.29 10−⋅
22.06 10−⋅
25.75 10−⋅
16.78 10−⋅
18.17 10−⋅

56.00 10−⋅
22.06 10−⋅
25.75 10−⋅
18.18 10−⋅
18.32 10−⋅

69.96 10−⋅
22.06 10−⋅
25.75 10−⋅
18.32 10−⋅
18.34 10−⋅

51.70 10−⋅
22.06 10−⋅
25.75 10−⋅
18.36 10−⋅
18.34 10−⋅

1 16hτ =

7sh = π

31.42 10−⋅
32.40 10−⋅
31.83 10−⋅
31.42 10−⋅
31.39 10−⋅

31.31 10−⋅
32.56 10−⋅
32.85 10−⋅
31.30 10−⋅
33.62 10−⋅

42.88 10−⋅
32.62 10−⋅
34.41 10−⋅
21.37 10−⋅
14.40 10−⋅

54.17 10−⋅
32.63 10−⋅
34.62 10−⋅
14.81 10−⋅
17.90 10−⋅

68.02 10−⋅
32.63 10−⋅
34.65 10−⋅
17.94 10−⋅
18.30 10−⋅

69.27 10−⋅
32.63 10−⋅
34.65 10−⋅
18.27 10−⋅
18.31 10−⋅

69.84 10−⋅
32.63 10−⋅
34.65 10−⋅
18.31 10−⋅
18.31 10−⋅

1 32hτ =

15sh = π

41.46 10−⋅
43.50 10−⋅
41.47 10−⋅
41.46 10−⋅
41.46 10−⋅

42.05 10−⋅
43.35 10−⋅
42.34 10−⋅
42.05 10−⋅
42.04 10−⋅

54.22 10−⋅
43.25 10−⋅
44.19 10−⋅
31.31 10−⋅
11.20 10−⋅

67.55 10−⋅
43.30 10−⋅
44.69 10−⋅
11.89 10−⋅
17.43 10−⋅

51.03 10−⋅
43.31 10−⋅
44.74 10−⋅
17.52 10−⋅
18.22 10−⋅

51.10 10−⋅
43.31 10−⋅
44.75 10−⋅
18.23 10−⋅
18.30 10−⋅

51.10 10−⋅
43.31 10−⋅
44.75 10−⋅
18.30 10−⋅
18.31 10−⋅

1 64hτ =
31sh = π

68.80 10−⋅
55.31 10−⋅
68.80 10−⋅
68.78 10−⋅
69.39 10−⋅

53.31 10−⋅
55.32 10−⋅
53.32 10−⋅
53.31 10−⋅
53.32 10−⋅

69.96 10−⋅
54.10 10−⋅
54.16 10−⋅
53.88 10−⋅
25.94 10−⋅

63.92 10−⋅
54.15 10−⋅
55.24 10−⋅
22.44 10−⋅
16.49 10−⋅

64.15 10−⋅
54.16 10−⋅
55.37 10−⋅
16.69 10−⋅
18.13 10−⋅

64.21 10−⋅
54.16 10−⋅
55.39 10−⋅
18.15 10−⋅
18.29 10−⋅

64.29 10−⋅
54.17 10−⋅
55.39 10−⋅
18.29 10−⋅
18.31 10−⋅

точке ( )lsx  в случае использования КФНК замкнутого типа, возникают проблемы

вычислительного характера: 1( ( ), ( ))db s s d± −∼x x  при 0d → , и ошибки приобре-
тают катастрофический характер. В то же время применение точного интегриро-
вания по компоненте +ρ  межточечного расстояния r  для вычисления интегралов

, , ( , , )i m lJ d s τ  ( 1,2i = , Dd I∈ ) позволяет получить вблизи границы ∂Ω  скорость
сходимости не меньше, чем вдали от ∂Ω , почти равномерную по ϕ , t  и близкую
к кубической (данные о точности метода для этой же задачи Дирихле при 0.5R′ =
и 0.1R′ =  приведены в работе [5]).

Аналогичные результаты, демонстрирующие преимущество использования
точного интегрирования по +ρ  вблизи ∂Ω , были получены при нахождении ре-
шения рассмотренной здесь задачи Дирихле в виде разности потенциалов просто-
го и двойного слоев с помощью ГИУ первого рода (см. уравнения (1.7), (1.8) [11]),
при этом вычисление потенциала простого слоя с помощью точного интегрирова-
ния по +ρ  осуществлялось как в работе [14]. В заключение отметим, что точное

интегрирование по ±ρ  может быть сходным образом использовано для аппрокси-
мации потенциалов двойного слоя двумерных стационарных уравнений

2 0u pu∆ − =  ( 0p ≥ ).
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Ivanov D.Y. (2020) A REFINEMENT OF THE BOUNDARY ELEMENT COLLOCATION
METHOD NEAR THE BOUNDARY OF A TWO-DIMENSIONAL DOMAIN USING
SEMIANALYTIC APPROXIMATION OF THE DOUBLE LAYER HEAT POTENTIAL.
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Keywords: non-stationary heat conduction, Dirichlet problem, boundary integral equation,
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In this paper, we consider internal and external initial Dirichlet problems for the heat equation
(IDPHEs) ∂t u = a2∆2u – p u (

1 1 2 2

2 2
2 x x x x∆ ≡ ∂ + ∂ ; a, p>0 are constant) in an open two-dimensional

spatial domain Ω at a zero initial condition. A fully justified collocation boundary element method
is proposed, which makes it possible to obtain uniformly convergent in the space-time domain

TIΩ ×  approximate solutions of these IDPHEs. The solutions are found in the form of the
double-layer potential (DLP) with an unknown density function determined from boundary
integral equation of the second kind.

To ensure the uniform convergence of the approximation of the DLP operator, an integration
on arc-length s is carried out in two ways. If the distance r from the point ∈Ωx  at which the
DLP is calculated to the integration point ′∈∂Ωx  does not exceed approximately one third of the
radius of the Lyapunov circle RL, then we use exact integration with respect to a certain
component ρ of the distance r: ρ≡(r2−d2)½ (d is the distance from the point ∈Ωx  to the boundary
∂Ω of the domain Ω). Namely, the integral over s is represented here as a sum of two integrals
with respect to ρ in each of which we take its own weight function of the variable ρ generated by
the fundamental solution of the heat equation. The rest parts of the integrands are approximated
using quadratic interpolation with respect to ρ, and thereafter integration with respect to ρ is
performed exactly for any analytically defined boundary ∂Ω. The integrals with respect to s for r>
RL/3 are calculated using Gaussian quadratures with γ points.

To approximate the density function and the time C0-semigroup, we here use piecewise
quadratic interpolation. Under the conditions 2C γ+1∂Ω ∈  and γ≥2, it is proved that the
approximate solutions converge to an exact one with a cubic velocity uniformly in the domain

TIΩ × . It is also proved that the approximate solutions are stable to perturbations of the boundary

function uniformly in the domain TIΩ × . For the simpler case of piecewise constant
interpolation, it is proved that using a series of quadrature formulas for calculating the integral of
s on the boundary element nearest to the point ∈Ωx  leads to a violation of convergence uniform
over d near the boundary ∂Ω. The results of computational experiments on the solution of the
IDPHEs in a circular spatial domain are presented. These results show that the use of exact
integration over ρ ensures uniform convergence, which is close to cubic, whereas the use of Gauss
quadrature formulas or Newton–Cotes formulas instead of it results in a significant reduction in
the convergence rate near the boundary ∂Ω.
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДЛЯ ВОСПРОИЗВЕДЕНИЯ
БИОГЕОХИМИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ В ПРЕСНОВОДНОМ ОЗЕРЕ1

Предложена математическая модель для исследования экологического со-
стояния пресноводного озера, которая включает в себя 10 прогностических
переменных: нитрат, фосфат, аммоний, хлорофилл а, фитопланктон, зоо-
планктон, а также нитратный и фосфатный детрит мелких и крупных разме-
ров. Численно воспроизведены биогеохимические процессы в Баргузинском
заливе оз. Байкал в летний период. Проведено сопоставление полученных
результатов с данными натурных измерений.

Ключевые слова: математическая модель, экосистема пресноводного озе-
ра, численный эксперимент, озеро Байкал.

В последние десятилетия под влиянием деятельности человека происходит за-
метное ухудшение экологического состояния крупных пресноводных озер плане-
ты. Большой вклад в загрязнение и эвтрофирование водоемов вносят промышлен-
ные центры, сосредоточенные на их побережье и/или территории водосборного
бассейна. В частности, в литоральной зоне озера Байкал в последние годы наблю-
дается активный рост водорослей рода спирогира, который связан с городскими
бытовыми и промышленными стоками с высоким содержанием азота и фосфора.

Важнейшими химическими элементами в озерной экосистеме выступают фос-
фор и азот, поскольку один из них является лимитирующим фактором развития
биомассы водоема. Уровень концентрации фосфора в пресном озере имеет крити-
чески важное значение в предсказании вспышки цветения фитопланктона. В связи
с этим проблема создания интегративных моделей, направленных на численное
воспроизведение биохимических процессов фосфорного и азотного лимитирова-
ния, является актуальной для современного этапа развития математических мето-
дов в задачах лимнологии.

Несмотря на длительную историю изучения первичной продукции в озере
Байкал, вопрос о лимитирующих факторах развития его биомассы остается от-
крытым. К примеру, ряд ученых [1, 2] считает, что развитие фитопланктона в
Байкале лимитируется азотом. Но в то же время Голдман и др. [3] отмечают, что в
летние периоды более отчетливым становится значение как фосфорного, так и
азотного лимитирования. Экспериментальные исследования в Баргузинском зали-
ве в конце августа 2002 г. [4] указывают на роль фосфора как первостепенного
лимитирующего биогенного элемента, однако при поступлении фосфора в по-
верхностные воды лимитирующим становится азот.

Очевидно, что при моделировании биохимических процессов в пресноводных
экосистемах важно рассматривать не только наличие азота в воде, но и учитывать
содержание фосфора, поскольку фосфатные группы являются основными струк-

                                                          
1 Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта № 19-31-

60003.
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турными элементами нуклеиновых кислот в растительных клетках и участвуют в
энергетическом обмене [5]. Целью данной работы является разработка и описание
математической модели экосистемы пресноводного озера с учетом фосфорного и
азотного лимитирования для воспроизведения в нем физико-биологических про-
цессов, а также анализ и обсуждение результатов расчетов, проведенных для ус-
ловий озера Байкал в летний период.

Математическая модель

Математическая модель для воспроизведения физико-биологических процес-
сов в пресноводном озере состоит из термогидродинамического [6, 7] и экоси-
стемного блоков. Экосистемный блок основан на моделях Фашама и др. [8], Фен-
нель и др. [9], Хофмана и др. [10] и включает в себя 7 прогностических перемен-
ных: нитрат (1), аммоний (2), хлорофилл а (4), фитопланктон (5), зоопланктон (6),
мелкий (7) и крупный (8) нитратный детрит. Для описания фосфорного лимити-
рования в пресноводной среде дополнительно введены в модель 3 переменные со-
гласно постановке Гана и др. [11]: фосфат (3), мелкий (9) и крупный (10) фосфат-
ный детрит. Схематическая диаграмма, демонстрирующая связь между компонен-
тами экосистемы, представлена на рис. 1. Интенсивность роста фитопланктона в
модели определяется через модули расчета фосфорной и азотной составляющих
согласно их роли в лимитировании биомассы водоема [4]. В качестве индикатора
лимитирования часто используют молярное отношение содержания минерального
азота (N) к содержанию минерального фосфора (P). Согласно Редфилду [12], при
соотношении N:P < 16 первичная продукция фитопланктона лимитируется азо-
том, а при N:P > 16 – фосфором.

Рис. 1. Концептуальное представление экосистемного блока математической модели.
Стрелками показаны биологические процессы между компонентами модели [11]
Fig. 1. Conceptual representation of the ecosystem module of the mathematical model.

Arrows indicate the biological processes between components of the model [11]
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Биохимические процессы в пресноводном озере описываются с помощью ре-
акционно-конвективно-диффузионных уравнений
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( )( )[ ] [ ] [ ] [ ] [ ],PN LDPSDN Phyto SDP r Phyto r LDP+τ + + − (10)
где [N], [A], [P], [Chl], [Phyto], [Zoo] – концентрация нитратов (NO3), аммония (NH4),
фосфатов (PO4), хлорофилла а, фитопланктона, зоопланктона соответственно;
[SDN] и [SDP] – концентрация мелкого детрита для NO3 и PO4 соответственно;
[LDN] и [LDP] – концентрация крупного детрита для NO3 и PO4 соответственно;
u и v – горизонтальная и вертикальная составляющие скорости соответственно;
Dx и Dz – коэффициенты турбулентной диффузии в соответствующих направле-
ниях.

Интенсивность роста фитопланктона определяется как

max
[ ] 1 [ ] [ ]( )

[ ] 1 [ ] / [ ] [ ]N P
N A A P

N A Pf I
k N A k k A k P

⎛ ⎛ ⎞ ⎞
μ = μ σ ⋅ + + σ⎜ ⎜ ⎟ ⎟+ + + +⎝ ⎝ ⎠ ⎠

, (11)

где µmax – максимальная скорость роста фитопланктона [13]:

max 0( ) 1.066TTμ = μ ⋅ . (12)
Коэффициенты σN и σP отвечают за лимитирование продуктивности водоема

по основным биогенным элементам:

если [ ] 1 [ ] [ ]
[ ] 1 [ ] / [ ] [ ]N A A P

N A P
k N A k k A k P

⋅ + >
+ + + +

, то σN = 0 и σP = 1 (фосфорное

лимитирование),
в противном случае – σN = 1 и σP = 0 (азотное лимитирование).
Функция f(I) представляет связь фотосинтеза и света:

2 2 2
max

( ) If I
I

α
=

μ + α
; (13)

exp ( )
zL

s water chl
d

I I PAR d k k Chl z dz⋅ ⋅
⎧ ⎛ ⎞⎫

= − + ∫⎨ ⎬⎜ ⎟
⎩ ⎝ ⎠⎭

, (14)

где IS – приходящий на поверхность воды свет; PAR – доля света для фотосинте-
за = 0.43 [9]. Параметру IS в модели соответствует коротковолновая радиация [9],
которая вычисляется по формуле (8) из [14].
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Участвующая в синтезе хлорофилла доля роста фитопланктона определяется
как

max [ ]
[ ]Chl

Phyto
I Chl

θ μ
ρ =

α
. (15)

Скорость нитрификации вычисляется [15]:

0
max

0
1 max 0,

I

I In n
k I I

−⎛ ⎡ ⎤ ⎞
= −⎜ ⎟⎢ ⎥+ −⎝ ⎣ ⎦ ⎠

, (16)

где nmax – максимальная скорость нитрификации. Параметры, входящие в расчет-
ные формулы экосистемного блока модели, приведены в таблице.

Значения биогеохимических параметров модели

Обозна-
чение Наименование Значение

μ0 Скорость роста фитопланктона при 0 °C 0.59 сут−1

kwater Коэффициент ослабления света для воды 0.04 м−1

kChl Коэффициент ослабления света для хлорофилла 0.025 (мг Chl)−1 · м−2

α Начальная крутизна кривой P–I 0.025 мг C (мг Chl ×
× Вт·м−2·сут)−1

θmax
Максимальное соотношение хлорофилла к биомассе
планктона 0.054 мг Chl (мг C)−1

rPN Клеточное соотношение P:N 0.0625
kN Константа полунасыщения фитопланктона по NO3 0.8 ммоль · м−3

kA Константа полунасыщения фитопланктона по NH4 0.8 ммоль · м−3

kP Константа полунасыщения фитопланктона по PO4 0.05 ммоль · м−3

mPhyto Смертность фитопланктона 0.15 сут−1

gmax Максимальная скорость питания зоопланктона 0.6 сут−1

β Эффективность усвоения зоопланктона по азоту 0.75
kPhyto Константа полунасыщения питания фитопланктона 1 ммоль N · м−3

lBM
Скорость экскреции зоопланктона за счет основного об-
мена 0.1 сут−1

lE
Скорость экскреции зоопланктона за счет видовой осо-
бенности 0.1 сут−1

mZoo Смертность зоопланктона 0.025 сут−1 ×
× (ммоль N · м−3)−1

rSDN Скорость реминерализации мелкого детрита для азота 0.03 сут−1

rLDN Скорость реминерализации крупного детрита для азота 0.01 сут−1

rSDP Скорость реминерализации мелкого детрита для фосфора 0.075 сут−1

rLDP Скорость реминерализации крупного детрита для фосфора 0.025 сут−1

τ Скорость коагуляции 0.05 сут−1

nmax Максимальная скорость нитрификации 0.05 сут−1

I0 Порог ФАР для ингибирования процесса нитрификации 0.0095 Вт · м−2

kI
Полунасыщение ФАР для ингибирования процесса нит-
рификации 0.1 Вт · м−2

Для биологических переменных модели заданы следующие начальные усло-
вия:

- значения концентрации нитратов, аммония, фосфатов, зоопланктона и хло-
рофилла а приняты равными 5.0, 4.0, 0.4, 0.3 и 0.3 ммоль N м−3 соответственно;
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- концентрация для всех детритных компонентов в начальный момент времени
составляет 0.1 ммоль N · м−3;

- значение биомассы фитопланктона задано исходя из соотношения 1.59 для
[Chl]/[Phyto].

Граничные условия для уравнений модели имеют вид:
а) на поверхности водоема

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ]
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б) на твёрдых границах
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
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∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = = = =
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где n – направление внешней нормали к области;
в) на границе впадения реки в озеро
[N] = 5.0 ммоль N · м−3; [A] = 4.0 ммоль N · м−3; [P] = 0.4 ммоль N · м−3; [Zoo] =

= 0.3 ммоль N · м−3;
[Chl] = 0.3 ммоль N · м−3; [SDN] = 0.1 ммоль N · м−3; [LDN] = 0.1 ммоль N · м−3;

[SDP] = 0.1 ммоль N · м−3;
[LDP] = 0.1 ммоль N · м−3;
г) на открытой (правой) границе задаются условия радиационного типа:

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( )

0

, , , , , , [ ], [ ], [ ], [ ] ,

c
t x

N A P Chl Phyto Zoo SDN LDN SDP LDP
φ

∂φ ∂φ
+ =
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φ =

фазовая скорость cφ  рассчитывается из пространственных и временных тенден-
ций внутри области [16].

Условную запись разностной схемы для конечного объёма P для уравнений (1)
– (10) можно представить в обобщенном виде:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0* * * *

* * * *

1
2

1 ,
2

P P
x z x z PP P P P

x z x z PP P P P

C C D D S
t

C C D D S

Φ

Φ

Φ − Φ ⎡ ⎤= − − + + + +⎣ ⎦∆

⎡ ⎤+ − − + + +⎣ ⎦ (17)

где [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ], , , , , , [ ], [ ], [ ], [ ]N A P Chl Phyto Zoo SDN LDN SDP LDPΦ = ; ( )* ,x P
C

( )*
z P

C  и ( ) ( )* *,x zP P
D D  – аппроксимация конвективных и диффузионных членов

соответственно; ( )PSΦ  – источниковый член; 0
PΦ  соответствует значению Φ в

центре конечного объёма на временном слое t, а PΦ  – на слое t+∆t. Видно, что
нестационарный член в (17) аппроксимируется схемой Кранка – Николсон. Для
аппроксимации диффузионных членов используется центрально–разностная схе-
ма, а конвективных членов – противопотоковая схема QUICK второго порядка
точности [17].
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Конечная система алгебраических уравнений, соответствующая дифференци-
альной задаче имеет вид

P P E E W W N N S Sa a a a a bΦ = Φ + Φ + Φ + Φ + , (18)
где индекс P обозначает центр текущего конечного объёма (i, j), а индексы E, W, N
и S (согласно «географической» системе обозначений) – центры соседних объё-
мов (i+1,j), (i–1,j), (i,j+1) и (i,j–1) соответственно; 0Ea ≥ , 0Wa ≥ , 0Na ≥ , 0Sa ≥

и 0 0P E W N S Pa a a a a a= + + + + >  0 .P
x za

t
∆ ∆⎛ ⎞≡⎜ ⎟∆⎝ ⎠

 Решение системы (18) осуществ-

ляется методом неполной факторизации, устойчивость которого обеспечивается
диагональным преобладанием [18].

Важно заметить, что линеаризация источникового члена ( )PSΦ  осуществляет-
ся следующим образом [19]:

( ) ,C P PPS S SΦ ≈ + Φ

где CS  – постоянная составляющая ( )PSΦ , а PS  – коэффициент ( PS  не есть зна-
чение ( )PSΦ  в точке P). Если коэффициент PS  всегда отрицателен или меняет
знак, то для усиления диагонального преобладания матрицы коэффициентов сис-
темы (18) переносится в левую часть уравнения (18). Детальное описание числен-
ного метода решения уравнений вида (18) приведено в работах [6, 20].

Коэффициенты вертикальной диффузии определяются как

Pr Pr
T

z
T

D
ν ν

= + ,

где Tν  – турбулентная кинематическая вязкость (рассчитывается по k–ω-модели
Уилкокса [22]); ν  – молекулярная кинематическая вязкость воды; Pr и PrT  – мо-
лекулярное и турбулентное числа Прандтля.

Коэффициенты горизонтальной диффузии задаются постоянными [22]:
2.5xD = м2/с.

Расчеты проводились на серверной платформе Supermicro с графическим ус-
корителем Tesla C2050.

Область исследования

Областью исследования является вертикальное сечение Баргузинского залива
озера Байкал, начало системы координат совпадает с устьем р. Баргузин 53°25′30″
с.ш., 108°59′50″ в. д. [23] (рис. 2, а). Данные по рельефу дна взяты из работы [24]
(рис. 2, b).

Вычислительная область имеет протяженность 20 км и глубину 100 м (рис. 2, b).
Глубина открытого участка речного стока (на левой границе) составляет 7.5 м.
Расчётная область покрыта равномерной ортогональной сеткой с шагами

25xh = м и 2.5zh = м. Шаг по времени – 30 с. Исследование сходимости числен-
ного решения уравнений вида (18) по шагам сетки и времени проводилось в рабо-
тах [20, 25, 26]. В качестве критерия сходимости итерационного процесса исполь-
зовалось условие малости невязки (<ε = 10−10). Вычисления проводились для од-
ного варианта расчетной сетки.
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Рис. 2. Озеро Байкал: а – схема разреза, b – геометрия расчетной области
Fig. 2. Lake Baikal: а – cross-section scheme, b – calculation domain

Начальное значение температуры воды в озере задано равным 4.5 °C. Темпе-
ратура воды в устье р. Баргузин монотонно растет с 12 до 15 °C. Минерализация
воды в озере составляет 96 мг/кг [27], в реке – 128.2 мг/л (соответствует среднему
значению по всем притокам озера Байкал [28]). Скорость течения р. Баргузин при
впадении в озеро – 0.5 см/с. Компоненты тепловых потоков, поступающих на
водное зеркало, вычислены по расчетным формулам, приведенным в работе [29],
на основе данных о температуре воздуха, относительной влажности, атмосферно-
му давлению и облачности из архива погодных условий метеостанции с. Горя-
чинск в период с 1 по 31 августа 2018 г.

Результаты моделирования и их обсуждение

Распределение хлорофилла а (основного пигмента, жизненно необходимого
для фотосинтеза в растительных клетках), полученное в результате численного
моделирования (рис. 3, а) на рассматриваемом разрезе оз. Байкал, имеет сложную
структуру. В приустьевой области водоема наблюдается высокая концентрация
хлорофилла (изолинии вертикально-наклонные), максимальное значение прихо-
дится на границе раздела река – озеро. Данные полевых измерений [4, 30] также
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указывают на повышенное содержание первичной продукции в районе впадения
р. Баргузин в летний период. В открытой части водоема концентрация хлорофил-
ла имеет горизонтально однородное распределение с локальным максимумом
(>0.06 ммоль м−3) на глубине 10–30 м, причем с увеличением времени моделиро-
вания её изменение в вертикальном направлении усиливается (рис. 3, а2). Эти ре-
зультаты качественно согласуются с распределением хлорофилла а, полученным
методом спектрофотометрии в центральной части Баргузинского залива 24−31 ав-
густа 2002 г.: пиковое значение хлорофилла детектировано на глубине 10 м [4].
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Рис. 3. Распределение хлорофилла а [мг · м−3] (а), зоопланктона [ммоль N · м−3] (b), нитрата
[ммоль · м−3] (c), фосфата [ммоль · м−3] (d) и аммония [ммоль · м−3] (e) на 24-е (1) и 28-е (2)
сутки моделирования
Fig. 3. Distribution of chlorophyll a [mg · m−3] (а), zooplankton [mmol N · m−3] (b), nitrate
[mmol · m−3] (c), phosphate [mmol · m−3] (d), ammonium [mmol · m−3] (e) on the 24 (1) and
28 (2) days

Зоопланктон сосредоточен в верхней 25-метровой толще водоема (рис. 3, b),
его наибольшая концентрация отмечается в приповерхностном слое. В открытой
части водоема (по сравнению с приустьевым пространством) рост биомассы зоо-
планктона происходит интенсивнее (рис. 3, b). Такая картина развития зоопланк-
тонных популяций в конце лета имеет качественное и количественное различие от
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весенней динамики, связанной с существованием термобара [31, 32]. На 28-й день
концентрация зоопланктона возрастает до 0.52 ммоль N · м−3 (рис. 3, b2).

Содержание биогенных элементов в воде имеет обратную корреляцию с рас-
пределением биомассы планктона: на участках водоема с высокой концентрацией
фито- и зоопланктона наблюдается снижение NO3, PO4 и NH4 (рис. 3, c, d, e).
Результаты моделирования показывают, что уменьшение количества NO3 в
присклоновой области водоема происходит быстрее, чем в пелагической зоне
(рис. 3, c), при этом развитие гидробиологических процессов ведет к усилению
данной тенденции (рис. 3, c2). Повышенное содержание PO4 (>0.5 ммоль · м−3) на
24-й день заметно в 30–50-метровом слое (рис. 3, d1). На 28 день PO4 (рис. 3, d2) в
водах открытого озера принимает горизонтально однородное распределение, ко-
личество PO4 возрастает с глубиной. Наибольшая концентрация NH4 отмечается в
20–30-метровой толще (рис. 3, e), выше и ниже указанного слоя происходит
уменьшение количества NH4. На 24-й день наблюдается образование «языка» с
высоким содержанием NH4 у нижней границы рассматриваемой области на рас-
стоянии 4.5−8.5 км от устья речного притока (рис. 3, e1). Мониторинговые исследо-
вания химического состава воды в оз. Байкал в летний период также фиксируют:

1) различие в содержании биогенных элементов в мелководных и пелагиче-
ских участках озера (2002–2007 гг.) [33];

2) увеличение концентрации нитратов и фосфатов с ростом глубины в пела-
гиали (1993–2011 гг.) [34].

Заключение

Построенная математическая модель позволяет воспроизводить биогеохими-
ческие процессы в пресноводном озере. Проведенные на примере Баргузинского
залива оз. Байкал расчеты показали, что в последней декаде августа

1) повышенное содержание хлорофилла а в пелагиали водоема локализовано
на глубине 10–30 м;

2) зоопланктон сосредоточен в верхнем 25-метровом слое, причем в открытой
части озера увеличение его биомассы происходит быстрее;

3) на участках водоема с высокой концентрацией фито- и зоопланктона на-
блюдается снижение количества биогенных элементов.

Полученные результаты качественно согласуются с данными мониторинговых
исследований химического состава воды в озере Байкал в летний период.
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The most significant chemical elements in a lake ecosystem are phosphorus and nitrogen
because one of them is the limiting factor of primary production rate. The phosphorus content
level in a freshwater lake is of substantive importance in prediction of phytoplankton blooms. In
that regard, the problem of the development of integrative models aimed at numerical simulation
of the biochemical processes of phosphorus and nitrogen limitation in am aquatic ecosystem is
topical for the contemporary stage of the development of mathematical methods in problems of
limnology.

In this paper, a mathematical model for studying the environmental status of a freshwater lake
is proposed. The model includes ten prognostic variables: nitrate, phosphate, ammonium,
chlorophyll a, phytoplankton, zooplankton, small nitrate detritus, large nitrate detritus, small
phosphate detritus, and large phosphate detritus. Calculations performed based on the model
developed for Barguzin Bay of Lake Baikal showed that during last ten days of August:
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- increased chlorophyll a content in the pelagic zone of the lake is localized at depths of 10–
30 m;

- zooplankton is concentrated in the upper 25 m layer, and its biomass grows faster in the
open water area;

- the decrease in nutrients is registered in the zones with high phyto- and zooplankton
populations.

The results obtained are in qualitative agreement with data from monitoring studies of the
chemical composition of water in Lake Baikal in summer.

Financial support. The reported study was funded by RFBR, project number 19-31-60003.

AMS Mathematical Subject Classification: 93A30

Bair O. TSYDENOV  (Candidate of Physics and Mathematics, V.E. Zuev Institute of Atmospheric
Optics of Siberian Branch of the Russian Academy of Science, Tomsk, Russia; Tomsk State
University, Tomsk, Russia). E-mail: btsydenov@gmail.com

REFERENCES

 1. Weiss R.F., Carmack E.C., Koropalov V.M. (1991) Deep-water renewal and biological pro-
duction in Lake Baikal. Nature. 349. pp. 665–669. DOI: 10.1038/349665a0.

 2. Watanabe Y., Drucker V.V. (1999) Phytoplankton blooms in Lake Baikal, with reference to
the lake’s present state of eutrophication. Ancient lakes: their cultural and biological diversity
(Kawanabe H., Goldman G.W., Roosevelt A.C., eds.). Kenobi Productions, Belgium.
pp. 217–225.

 3. Goldman C.R., Elser J.J., Richards R.C., Reuter J.E., Priscu J.C., Levin A.L. (1996) Thermal
stratification, nutrient dynamics, and phytoplankton productivity during the onset of spring
phytoplankton growth in Lake Baikal, Russia. Hydrobiologia. 331 (1–3). pp. 9–24. DOI:
10.1007/BF00025403.

 4. Satoh Y., Katano T., Satoh T., Mitamura O., Anbutsu K., Nakano S.-I., Ueno H., Kihira M.,
Drucker V., Tanaka Y., Mimura, T. Watanabe Y., Sugiyama M. (2006) Nutrient limitation of
the primary production of phytoplankton in Lake Baikal. Limnology 7(3). pp. 225–229. DOI:
10.1007/s10201-006-0187-8.

 5. Henderson-Sellers B. (1984) Engineering Limnology. London: Pitman.
 6. Tsydenov B.O., Kay A., Starchenko A.V. (2016) Numerical modeling of the spring thermal
bar and pollutant transport in a large lake. Ocean Modelling. 104. pp. 73–83. DOI:
10.1016/j.ocemod.2016.05.009.

 7. Tsydenov B.O. (2019) A numerical study of the thermal bar in shallow water during the
autumn cooling. J. Great Lakes Res. 45(4). pp. 715–725. DOI: 10.1016/j.jglr.2019.05.012.

 8. Fasham M.J.R., Ducklow H.W., McKelvie S.M. (1990) A nitrogen-based model of plankton
dynamics in the oceanic mixed layer. J. Mar. Res. 48(3). pp. 591−639. DOI: 10.1357/
002224090784984678.

 9. Fennel K., Wilkin J., Levin J., Moisan J., O’Reilly J., Haidvogel D. (2006) Nitrogen cycling
in the Middle Atlantic Bight: Results from a three-dimensional model and implications for the
North Atlantic nitrogen budget. Global Biogeochemical Cycles. 20(3). GB3007. DOI:
10.1029/2005GB002456.

 10. Hofmann E., Druon J.-N., Fennel K., Friedrichs M., Haidvogel D., Lee C., Mannino A.,
McClain C., Najjar R., O’Reilly J., Pollard D., Previdi M., Seitzinger S., Siewert J., Signorini
S., Wilkin J. (2008) Eastern US continental shelf carbon budget: Integrating models, data as-
similation, and analysis. Oceanography 1. pp. 86–104. DOI: 10.5670/oceanog.2008.70.

 11. Gan J., Lu Z., Cheung A., Dai M., Liang L., Harrison P.J., Zhao X. (2014) Assessing ecosys-
tem response to phosphorus and nitrogen limitation in the Pearl River plume using the Re-
gional Ocean Modeling System (ROMS) // J. Geophys. Res. C: Oceans 119(12). pp. 8858–
8877. DOI: 10.1002/2014JC009951.

 12. Redfield A.C. (1958) The biological control of chemical factors in the environment. Am. Sci.
46. pp. 205−211.



66 Б.О. Цыденов

 13. Eppley R.W. (1972) Temperature and phytoplankton growth in the sea. Fish. Bull. 70(4).
pp. 1063–1085.

 14. Tsydenov B.O., Starchenko A.V. (2015) To the selection of heat flux parameterization models
at the water-air interface for the study of the spring thermal bar in a deep lake. Proc. SPIE
9680, 96800H. pp. 1−8. DOI: 10.1117/12.2205687.

 15. Olson R.J. (1981) Differential photoinhibition of marine nitrifying bacteria: A possible
mechanism for the formation of the primary nitrite maximum. J. Mar. Res. 39(2). pp. 227–
238.

 16. Orlanski I. (1976) A simple boundary condition for unbounded hyperbolic flows. J. Comput.
Phys. 21(3). pp. 251–269. DOI: 10.1016/0021-9991(76)90023-1.

 17. Leonard B. (1979) A stable and accurate convective modeling procedure based on quadratic
upstream interpolation. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering. 19(1).
pp. 59–98. DOI: 10.1016/0045-7825(79)90034-3.

 18. Il`in V.P. (1995) Metody nepolnoy faktorizatsii dlya resheniya algebraicheskikh sistem [In-
complete factorization methods for solving algebraic systems]. Moscow: Fizmatlit.

 19. Patankar S. (1980) Numerical heat transfer and fluid flow. Boca Raton: CRC Press.
 20. Tsydenov B.O. (2013) Chislennoe modelirovanie effekta vesennego termobara v glubokom
ozere [Numerical modeling of the effect of the spring thermal bar in a deep lake]. Physics and
Mathematics Cand. Diss. Tomsk.

 21. Wilcox D.C. (1988) Reassessment of the scale-determining equation for advanced turbulence
models. AIAA J. 26(11). pp. 1299–1310. DOI: 10.2514/3.10041.

 22. Holland P.R., Kay A., Botte V. (2003) Numerical modelling of the thermal bar and its eco-
logical consequences in a river-dominated lake. J. Mar. Syst. 43(1–2). pp. 61–81. DOI:
10.1016/S0924-7963(03)00089-7.

 23. The Barguzin (river). URL: https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%91%D0%B0%D1%80%D0
%B3%D1%83%D0%B7%D0%B8%D0%BD_(%D1%80%D0%B5%D0%BA%D0%B0).

 24. Ueno H., Katano T., Nakano S.-I., Mitamura O., Anbutsu K., Satoh Y., Drucker V., Sugiyama
M. (2005) Abundance and community structure of picoplankton and protists in the microbial
food web of Barguzin Bay, Lake Baikal. Aquatic Ecology 39(3). pp. 263–270. DOI:
10.1007/s10452-005-6057-3.

 25. Tsydenov B.O. (2017) Chislennoe issledovanie rasprostraneniya primesi v presnom ozere na
osnove raspredeleniya mutnosti vody [A numerical study of impurity propagation in a fresh-
water lake on the basis of water turbidity distribution]. Computational Technologies. 22(1).
pp. 113–124.

 26. Tsydenov B.O. (2019) Simulating phytoplankton growth during the spring thermal bar in a
deep lake. J. Mar. Syst. 195. P. 38–49. DOI: 10.1016/j.jmarsys.2019.03.009.

 27. Shimaraev M.N., Verbolov V.I., Granin N.G., Sherstyankin P.P. (1994) Physical Limnology
of Lake Baikal: A Review. Irkutsk; Okayama.

 28. Votintsev K.K. (1978) Gidroximiya [Hydrochemistry]. Problemy` Bajkala [The problems of
Lake Baikal] (Galazii, G.I., Votintsev, K.K., Eds.). Novosibirsk. pp. 124−146.

 29. Tsydenov B.O. (2018) Numerical modeling of the effect of inflow water mineralization in the
dynamics of the autumnal thermal bar in Kamloops Lake. Moscow Univ. Phys. Bull. 73(4).
pp. 435–440. DOI: 10.3103/S0027134918040148.

 30. Katano T., Nakano S.-I., Ueno H., Mitamura O., Anbutsu K., Kihira M., Satoh Y., Satoh T.,
Drucker V.V., Tanaka Y., Akagashi Y., Sugiyama M. (2008) Abundance and composition of
the summer phytoplankton community along a transect from the Barguzin River to the central
basin of Lake Baikal. Limnology 9(3). pp. 243−250. DOI: 10.1007/s10201-008-0252-6.

 31. Tsydenov B.O. (2018) Numerical modeling of the autumnal thermal bar. J. Mar. Syst. 179.
pp. 1–9. DOI: 10.1016/j.jmarsys.2017.11.004.

 32. Tsydenov B.O. (2019) Chislennoe modelirovanie vesenney dinamiki planktona na primere
Selenginskogo melkovod’ya oz. Baykal [Numerical modeling of spring plankton dynamics in
the Selenga shallow waters of Lake Baikal] Trudy KarNTs RAN [Trans. KarRC RAS] 3.
pp. 114–123. DOI: 10.17076/lim948.



Математическая модель для воспроизведения биогеохимических процессов 67

 33. Tomberg I.V., Sorokovikova L.M., Popovskaya G.I., Bashenkhaeva N.V., Sinyukovich V.N.,
Ivanov V.G. (2014) Concentration dynamics of biogenic elements and phytoplankton at Se-
lenga R. Mouth and in Selenga shallows (Lake Baikal). Water Resources 41(6). pp. 687–695.
DOI: 10.1134/S0097807814050157.

 34. Domysheva V.M., Shimaraev M.N., Sakirko M.V., Onishhuk N.A. (2012) Dinamika koncen-
tratsii biogennykh elementov i rastvorennykh gazov v vode ozera Baykal in our times [The
dynamics of the concentration of nutrients and dissolved gases in water of Lake Baikal in the
modern period] // Organicheskoe veshchestvo i biogennye elementy vo vnutrennikh vodoe-
makh i morskikh vodakh: Materialy V Vseross. simp. s mezhdunar. uchastiem (Petrozavodsk,
10–14 sent. 2012 g.) [Organic matter and biogenic elements in inland and marine waters:
Proc. of the 5th all-Russian. Symp. with internat. participation]. Petrozavodsk. pp. 23–26.

Received: January 21, 2020



ВЕСТНИК ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА

2020 Математика и механика № 65

МЕХАНИКА

УДК 532.5
DOI 10.17223/19988621/65/5

А.А. Валиев, А.Т. Ахметов, А.А. Рахимов

НЕУСТОЙЧИВОЕ ВЫТЕСНЕНИЕ
В ПЛОСКОПАРАЛЛЕЛЬНОМ МИКРОКАНАЛЕ

Изучено неустойчивое несмешивающееся вытеснение нефти водой при по-
стоянном перепаде давления и при постоянном расходе в ячейке Хеле-Шоу.
Установлена степенная зависимость фрактальной размерности от закачи-
ваемого объема вытесняющей жидкости при постоянном перепаде давления,
не изменяющаяся при его увеличении в 2.5 раза. Показано, что можно выде-
лить 4 этапа вытеснения нефти. На начальном этапе эффективнее вытесне-
ние при постоянном расходе, а для больших объемов – при постоянном пе-
репаде давления.

Ключевые слова: ячейка Хеле-Шоу, вытеснение, перепад давления, объём-
ный расход, «вязкие пальцы», фрактальная размерность, капиллярные силы,
вязкостная неустойчивость.

Исследование неустойчивого вытеснения несмешивающихся жидкостей в
ячейке Хеле-Шоу представляет большой интерес как для развития фрактальной
геометрии, гидродинамики, так и практических приложений в промышленности в
области нефтедобычи. Неустойчивому вытеснению в ячейке Хеле-Шоу посвяще-
но большое количество работ. Как правило, неустойчивость Саффмана – Тейлора
изучается в ячейках Хеле-Шоу с зазорами несколько миллиметров [1, 2]. Капил-
лярное давление на границе раздела жидкостей определяется в соответствии с
формулой Лапласа [3] двумя главными кривизнами поверхности раздела, одна со-
ответствует изгибающейся цилиндрической поверхности, с радиусом, равным по-
ловине зазора ячейки Хеле-Шоу (при полном смачивании), другая – с радиусами,
соответствующими кривизнам изгибающейся линии фронта (контур границы раз-
дела между двумя средами). Уменьшение зазора до 20 мкм увеличивает капил-
лярное давление на 2 порядка за счет уменьшения радиуса кривизны до 10 мкм.
Значение радиусов кривизны, соответствующие точкам извивающейся линии
фронта «вязких пальцев» на несколько порядков выше. Рост основного «пальца»
(«языка») преобладает в направлении наибольшого градиента давления. Капил-
лярные силы выпуклой части фронта оказывают тормозящее действие, вогнутой –
ускоряющее, но их стабилизирующее действие намного меньше гидродинамиче-
ских сил, приводящих к развитию «пальцев», в то время как капиллярные силы,
обусловленные взаимодействием с поверхностью с огромной кривизной, весьма
значительны. Они играют основную роль в образовании остаточных целиков вы-
тесняемой жидкости [4, 5].

Прозрачный плоский канал позволяет наблюдать эволюцию структуры «вяз-
ких пальцев» с изменением условий подачи вытесняющей жидкости. Ветвление
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«вязких пальцев» обусловлено вязкостной неустойчивостью, форма «вязких паль-
цев» зависит от соотношения вязкостей жидкостей, капиллярных сил, условий
смачивания поверхностей и гидродинамических условий. Соответственно разви-
тие «вязких пальцев» будет определять интенсивность вытеснения. В обзоре
G.M. Homsy [6] исследуется неустойчивое вытеснение до прорыва, отмечена роль
сил поверхностного натяжения в механизме образования «вязких пальцев». Когда
их роль становится слабой, часть неподвижного фронта подвержена образованию
«пальцев» из-за вязкостной неустойчивости, при вытеснении более вязкой жидко-
сти менее вязкой. После расщепления «пальца» каждая из его новых долей явля-
ется стабильной в результате того, что они тоньше, чем «палец», от которого они
расщепляются. В результате одна из этих долей, в конечном итоге, перерастет
другую, а из-за поверхностного натяжения распространится и займет соответст-
вующую ширину. В процессе вытеснения «палец» достигает ширины, которая
снова становится нестабильной для расщепления и этап повторяется. Таким обра-
зом, поверхностное натяжение играет двойную роль; оно должно быть достаточно
слабым, чтобы передняя часть «пальца» была неустойчивой, но это также и физи-
ческая сила, вызывающая распространение и последующее повторное ветвление.

В процессе неустойчивого вытеснения нефти водой важно выделить 2 этапа:
1 – течение до прорыва (когда «язык» доходит до выходного отверстия) и 2 – по-
сле прорыва. Образующиеся структуры «вязких пальцев» до прорыва обладают
фрактальной размерностью. Сформировавшаяся структура перед прорывом явля-
ется начальным условием для структур, образующихся в процессе довытеснения
после прорыва. Большое количество работ [7, 8] посвящено изучению и модели-
рованию развития «вязких пальцев» до прорыва, однако изменение структуры вы-
тесняющих «пальцев» развивается очень динамично после прорыва. Наиболее яр-
ко это проявляется при вытеснении нефти газом [9] и поддается качественной ин-
терпретации. Теоретическая работа [10] показывает, что изменение геометрии
ячейки Хеле-Шоу существенно влияет на линейную устойчивость и нелинейную
динамику формирования структур в неплоских, ограниченных потоках жидкости.
Не менее живописна структура течения неньютоновской жидкости с анизотроп-
ными элементами в ячейке Хеле-Шоу со стенозом [11]. Для практического ис-
пользования, в частности оценки эффективности вытеснения, оказываются важ-
ными процессы, влияющие на расширение зоны вытеснения, которые происходят
после прорыва.

В работе приведены результаты при двух режимах подачи воды: с постоянным
перепадом давления ∆P и постоянным задаваемым объемным расходом Q. Про-
цесс вытеснения при постоянном перепаде давления отличается от постоянного
расхода тем, что наличие постоянного перепада давления обладает запасом энер-
гии, который приводит к ускорению течения после прорыва маловязкой жидко-
сти. При постоянном расходе перепад давления постепенно падает по мере заме-
ны в процессе вытеснения высоковязкой нефти маловязкой водой, в то время как
подача с постоянным перепадом давления приводит к постепенному увеличению
скорости течения по мере замещения нефти водой и, как представляется, более
активному вытеснению. Выявление эффективных гидродинамических условий,
определяющих довытеснение, является основной задачей нашего эксперимента.
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Экспериментальная установка и методика измерений

Ячейка Хеле-Шоу [9] образована двумя оптическими стеклянными пластина-
ми, между которыми зажимается круг из фольги толщиной 20 мкм с вырезанным
окном 3.5×2 см, расчётный объем ячейки V0 (поровый объем) составляет 14 мм3

(14 мкл). Качество оптических стекол (ПИ-60) толщиной 2 см и однородность
фольги обеспечивают герметичность ограничивающего ячейку Хеле-Шоу конту-
ра. Входные и выходные отверстия высверлены в верхнем стекле, к ним подведе-
ны трубки. Измерительная система (рис. 1) состояла из прецизионных весов
(A&D GH-252) (8) для измерения расхода весовым методом по массе вытесняемой
дистиллированной воды, компрессора с ресивером (1) с манометром (2), датчика
давления (MPX 5100) (5), шприцевого насоса (3), видеокамеры (6) и персонально-
го компьютера (ПК) (9). Переключение на режим постоянного перепада давления
или постоянного расхода осуществляется краном (4).
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Рис. 1. Схема установки для проведения микрогидродинамических исследований
и визуализации структуры течения

Fig. 1. Schematic diagram of an experimental setup for microhydrodynamic studies
and flow structure visualization

Предварительно поверхности оптических пластин промывались последова-
тельно бензином марки «Калоша» и этиловым спиртом. Пластины и окно, из
«фольги» между ними, помещались в обойму и зажимались винтами. Получив-
шаяся ячейка Хеле-Шоу заполнялась через отверстие в верхнем окне нефтью (ус-
тойчивое вытеснение) и выдерживалась в нефти не менее часа. В экспериментах
использовалась дистиллированная вода и природная нефть. Динамическая вяз-
кость используемой нефти 17.4 мПа·с. Поверхностное натяжение на границе вода
– нефть равна 32 мН/м. Погрешности измеряемого объема определялись по массе
дистиллированной воды, поступавшей на весы, которая считывалась 1 раз в се-
кунду и составляли 5 %  до прорыва, 1 % до протекания 1 объема ячейки и 0.1 %
при больших объемах; перепад давления контролировался датчиком давления с
погрешностью в 1 %. Отклонение данных по обработке изображений в бинарный
вид составляет 0.3 %. Отклонение расходных характеристик после разборки и
сборки ячейки – не более 10 % при малых расходах.
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Подача воды проводилась в двух режимах: при постоянном перепаде давления
и постоянном расходе. Постоянный перепад давления обеспечивался давлением
газа от компрессора и контролировался образцовым манометром, постоянный
расход – шприцевым насосом. В обоих случаях давление на входе ячейки Хеле-
Шоу измерялось тензометрическим датчиком и фиксировалось с помощью про-
граммы RS-Weight на ПК. Объём жидкости, выходящей из ячейки, вытеснял дис-
тиллированную воду из выходной трубки, которая поступала в мерный стакан,
находящийся на электронных весах. На верхнюю поверхность воды в стакане на-
лито машинное масло, слой масляной пленки предотвращает интенсивное испа-
рение воды. Видеосъемка проводилась камерой Sony DCR-TRV530E с частотой
25 кадров в секунду и минимальной выдержкой, видеозахват с камеры обеспечи-
вался программой VirtualDub. Показания датчика давления, весов и видеоизобра-
жение синхронизировались по времени и поступали на ПК.

Обработка изображений и фрактальная размерность

По видеокадрам, полученным при неустойчивом вытеснении изображений,
проводился анализ фрактальных размерностей, образующихся «вязких пальцев» и
степени вытеснения нефти при различных режимах нагнетания. Оцифрованные
кадры видеоизображений обрабатывались в программе ImageJ (программа в от-
крытом доступе) для перевода в бинарный (черно-белый) вид. Далее рассчитыва-
лись фрактальная размерность и остаточная нефтенасыщенность. Поскольку
«вязкие пальцы» обладают самоподобием, был проведен фрактальный анализ.
Обработка фрактальной размерности структуры вытеснения проводилась в про-
грамме HarFa 5.5L light version (программа в открытом доступе), использующая
метод «box-counting» [12]. В методе box-counting определялась размерность самих
«вязких пальцев» и граница раздела вытесняющей жидкости с вытесняемой. Для
получения изображения в бинарном виде, программа накладывает на нее равно-
мерную сетку с шагом ε и считает количество Ni ячеек, содержащих цвета: чер-
ный, белый, черный с белым. С каждой новой итерацией шаг сетки уменьшается,
соответственно количество N ячеек растет. Фрактальная размерность D вычисля-
ется в соответствии с пределом отношения логарифмов

0
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⎜ ⎟ε⎝ ⎠

, (1)

где наименьшее значение размера ячейки сетки ε равно 1 пикселю.
Таким образом получается сетка с уменьшающимися с каждой итерацией раз-

мерами ячеек, содержащих только черный B(Black), только белый W(White) цве-
та, а также области (граница) с присутствием черного и белого цветов – BW. Из-
мерения для BW заканчиваются на 2 пикселях, так как в одном пикселе бинарного
изображения не может содержаться два цвета. Вся фрактальная часть – это облас-
ти B+BW (только черные и черно-белые), область W+BW (белые и черно-белые
области) – остаточная область, занимаемая нефтью.

 В случае устойчивого вытеснения с прямой границей раздела между жидко-
стями для вытесняемой и вытесняющей жидкостей вычисляемая размерность рав-
на 2, для границы раздела – 1.

 «Вязкие пальцы» по мере развития формируют ветвистую структуру, направ-
ленную в сторону выходной зоны. Усложняется и сама граница раздела, часть це-
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ликов нефти остаются внутри фракталоподобной структуры. На рис. 2 приведено
фотоизображение и её бинарный вариант вытеснения нефти водой при 20 кПа в
момент времени перед началом прорыва маловязкой жидкости в выходное отвер-
стие.

  
Рис. 2. Фотоснимок неустойчивого фронта вытеснения и его бинарный вид

(черное соответствует воде, белое – нефти)
Fig. 2. A photo of an unstable displacement front and its binary image

(black color indicates water; white color, oil)

Вычисленная в программе HarFa фрактальная размерность образовавшихся
«вязких пальцев» при данном неустойчивом вытеснении (рис. 2) равна 1.75
(B+BW), у границы раздела – 1.45 (BW), область, занятая нефтью – 1.95 (W+BW).
В дальнейшем используется размерность D = 1.75, поскольку это область фракта-
ла вязких пальцев.

Гидравлическая система в эксперименте состоит из прямоугольной ячейки Хе-
ле-Шоу и подводящих цилиндрических трубок (на вход и выход), с одним и тем
же объемным расходом Q в сечениях. Падение давления при течении через ячейку
Хеле-Шоу описывается известной формулой [13]:
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где μ – вязкость; l1 – длина ячейки; b – ширина ячейки; h – половина зазора (глу-
бины).

Перепад давления на каждой трубке по формуле Пуазейля
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где li – длина трубки, Ri – радиус трубки, i = 2, 3, 4.
Используя формулы (2) и (3), получаем отношение перепадов давления в

трубке и в ячейке:
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. (4)

Размеры нашего прямоугольного канала в ячейке Хеле-Шоу: ширина b = 2 см;
зазор 2h = 20 мкм; длина l1 = 3.5 см. В нашей системе на входе (от датчика давле-
ния, манометра, до входного отверстия) вставлена короткая трубка (10 см) диа-
метром 1 мм (по формуле (4) ∆P2/∆P1 ≈ 0.00155, что соответствует 0.155 %) и под-
водящая трубка (20 см) диаметром 2мм (∆P3/∆P1 ≈ 1.9·10−4, что соответствует
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0.019 %), а на выходе длинная (1 м) толстая трубка диаметром 3 мм, подходящая к
стакану с водой на весах (∆P4/∆P1 ≈ 1.9·10−4, что соответствует 0.019 %). Суммар-
ная потеря перепада давления на всех трубках, по сравнению с перепадом давле-
ния в ячейке, около 0.2 %, и ей пренебрегается в данном эксперименте.

Плоская модель позволяет видеть структуры, образующиеся во время вытес-
нения. Постоянных расход соответствует работе насоса, однако в малых элемен-
тах нефтяного пласта реализуется постоянный перепад давления.

Картина вытеснения до прорыва и её фрактальный анализ

Изображения вытесняющей и вытесняемой жидкости (вода – нефть) различа-
ются по прозрачности и дают достаточно контрастную картину. В процессе вы-
теснения регистрируются кадры видеоизображения в цифровом виде, показания
весов, соответствующие объёму нагнетаемой жидкости, и перепад давления. Эти
три группы данных синхронизировано записываются на ПК. Изучение неустойчи-
вого вытеснения проводилось в двух режимах, при постоянном перепаде давления
и постоянном расходе. Процесс вытеснения по его развитию следует разделить на
2 этапа: первичное вытеснение до прорыва и «доотмыв» после прорыва. Неустой-
чивое вытеснение под действием постоянного перепада давления и при постоян-
ном расходе приводит к образованию ветвящихся структур («пальцев»).

По структурам, образовавшимся за время прохождения до середины модели и
к моменту прорыва (рис. 3), можно судить о заметном различии между кластера-
ми, образовавшимися при нагнетании воды под действием постоянного перепада
давления и при постоянном расходе. Более рыхлая структура кластеров, образо-
вание целиков остаточной нефти, увеличение скорости и отрыв «пальцев» ближе
к выходной зоне обусловлены запасом энергии, имеющимся при постоянном пе-
репаде давления. Увеличение интенсивности нагнетания, как за счёт давления, так
и расхода, приводит к большему ветвлению кластера. Увеличение ∆P приводит к
разрывам пальцев, к более рыхлой структуре. «Вязкие пальцы» обладают самопо-
добием и фрактальной размерностью.

Нагнетание с заданным расходом 10 мкл/мин приводит к прорыву после за-
качки 0.27V0, а при 50 мкл/мин – 0.33V0 и показывает самое эффективное вытес-
нение из всех режимов до прорыва. Разительно отличается и структура «вязких
пальцев»: 10 мкл/мин – «пальцы» широкие, гладкие и относительно мало дробят-
ся, 50 мкл/мин – «пальцы» средние по толщине и дробятся с широким охватом.
Отличие структур «вязких пальцев» при постоянных расходах сказывается и в
различии их фрактальных размерностей (рис. 4). Фрактальная размерность в зави-
симости от нагнетаемого объёма во всех приведенных случаях обнаруживает
рост, с увеличением размеров кластеров увеличение их фрактальной размерности
замедляется.

В случае постоянного перепада давления, зависимости D(V/V0) хорошо ап-
проксимируются степенной функцией и для обоих перепадов давления 20 и
50 кПа практически совпадают. Общая аппроксимация для всех точек вычислен-
ных фрактальных размерностей при вытеснении с перепадами давлений 20 и
50 кПа дает ( )0.11

02.03 /D V V= , при R2 = 0.998. При перепаде давления 50 кПа,
фрактальная размерность перед прорывом имеет чуть большее значение и боль-
шую степень вытеснения, чем в случае 20 кПа.
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∆P = const, ∆P = 20 кПа Q = const, Q = 10 мкл/мин

 D = 1.62, V/V0 = 0.12, Q = 16 мкл/мин

D = 1.75, V/V0 = 0.26, Q = 26 мкл/мин

D = 1.68, V/V0 = 0.11, ∆P = 18 кПа

D = 1.77, V/V0 = 0.23, ∆P = 18 кПа
a b

∆P = const, ∆P = 50 кПа Q = const, Q = 50 мкл/мин

D = 1.65, V/V0 = 0.15, Q = 38 мкл/мин

D = 1.76, V/V0 = 0.27, Q = 67 мкл/мин

D = 1.72, V/V0 = 0.12, ∆P = 28  кПа

D = 1.8, V/V0 = 0.33, ∆P = 28 кПа
c d

Рис. 3. Кадры видеозаписи неустойчивого вытеснения нефти водой в бинарном виде, при
двух режимах нагнетания: 1) постоянный перепад давления 20кПа (а) и 50 кПа (c) и 2) по-
стоянный расход 10 мкл/мин (b) и 50мкл/мин (d) (Штриховые линии соответствуют конту-
ру ячейки; видеокадры демонстрируют структуру развития «вязких пальцев» и их состоя-
ние перед прорывом)
Fig. 3. Binary images of video recording frames for unstable water-oil displacement in two injec-
tion modes: 1) at a constant pressure drop of (a) 20 and (c) 50 kPa; 2) at a constant flow rate of
(b) 10 and (d) 50 μl / min (the dashed lines indicate cell edges; video frames show the growth of
“viscous fingers” and their state before the outburst)
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Рис. 4. Зависимость фрактальной размерности D от закачанного
объема воды в ячейку Хеле-Шоу. Размерность приведена для «вязких
пальцев» с учетом границы раздела вода – нефть
Fig. 4. Fractal dimension D as a function of the volume of the water in-
jected into a Hele-Shaw cell. The dimension is presented for “viscous fin-
gers” with account for a water – oil interface

При постоянном расходе картина несколько иная (рис. 3), зависимости фрак-
тальных размерностей растут быстрее, чем при ∆P = const (рис. 4), причём при
малом расходе в 10 мкл/мин скорость роста выше, чем при 50 мкл/мин, аппрокси-
мации степенными функциями имеют плохую корреляцию и значительно отли-
чаются друг от друга.

Изменение нефтенасыщенности после прорыва воды

После прорыва количественный анализ нефтенасыщенности проводился на
основе обработки бинарных изображений объема прошедшей воды на основе ве-
совых данных и перепада давления на основе показания датчика давлений и ма-
нометра (рис. 1). Коэффициент остаточной нефтенасыщенности Kн равен отноше-
нию объема остаточной нефти Vн к объему ячейки Хеле-Шоу: Kн = Vн/V0. На рис. 3
приведены изображения водяных кластеров, дошедших до выходного отверстия.
По приведенным на рисунках соотношениям V/V0, показывающим долю объёма
ячейки? занятую водой, вытесненный из модели объём нефти соответствует той
же доле, соответственно коэффициент нефтенасыщенности в этом случае:
Kн  = 1 − V/V0, вся вода ушла на добычу такого же объема нефти. Казалось бы, что
по достижению «вязкими пальцами» выходного канала течение будет продол-
жаться по тем руслам, которые вода образовала в вязкой нефти (рис. 3). В реаль-
ности, сразу после прорыва происходит резкое падение давления в «пальцах» у
выходного отверстия. В «пальцах», прошедших в прорыв, происходит активное
перераспределения локальных давлений по всей структуре (рис. 5, а, c), при пере-
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паде 50 кПа активность значительно выше по сравнению с меньшим перепадом,
картина вытеснения существенно изменяется, расширяется охват вытесняющей
жидкостью (рис. 5, б, г).

∆P = 20 кПа, V = V0, Q = 54 мкл/мин
а

∆P = 20 кПа, V = 10V0, Q = 150 мкл/мин
b

∆P = 50 кПа, V = V0, Q = 132 мкл/мин
c

∆P = 50 кПа, V = 10V0, Q = 450 мкл/мин
d

Рис. 5. Кадры видеозаписи неустойчивого вытеснения нефти водой в бинарном виде при
заданном постоянном перепаде давления 20 кПа (а, b) и 50 кПа (c, d) после прокачки одно-
го объема ячейки (V0) и 10V0. Под изображениями приведены заданный перепад давления,
прошедший объем и соответствующий расход
Fig. 5. Binary images of video recording frames for unstable water-oil displacement at a given
constant pressure drop of (а, b) 20 and (c, d) 50 kPa after pumping of one cell volume (V0) and
10V0. The pressure drop, the pumped volume of water, and the corresponding flow rate are given
below the figures

Наиболее ярко перераспределение давления, приводящее к перераспределе-
нию микропотоков во всех направлениях, проявляется при вытеснении газом [9].
При большем перепаде давления и больших расходах образуется более разветв-
ленная структура, она занимает большую площадь, приводит к большему охвату и
более мелкой, разветвленной структуре.  Вытеснение с постоянным перепадом
давления приводит к увеличению расхода после прорыва, увеличивается фазовая
проницаемость.

Вытеснение с двумя значениями постоянного расхода (рис. 3, b, d) показывает
значительное различие по объему вытесненной нефти до прорыва, после прорыва
картина представлена на рис. 6. Картина вытеснение при 20 кПа после прошед-
ших 10 поровых объемов по структуре близка к расходу в 50 мкл/мин (рис. 5, b,
рис. 6, c). В случае вытеснения с задаваемым расходом в 10 мкл/мин, «вязкие
пальцы» намного шире и представляют собой цельную структуру. Вытеснение с
постоянным расходом 50 мкл/мин приводит к сильному диспергированию у вы-
ходной зоне после прохождения 1 объема пор воды (рис. 6, c). В случае с посто-
янным перепадом давления в 20 кПа, мы наблюдаем отрыв капель по мере уско-
рения движения ближе к выходной зоне.



Неустойчивое вытеснение в плоскопараллельном микроканале 77

Q = 10 мкл/мин, V = V0, ∆P = 10 кПа,
а

Q = 10 мкл/мин, V = 10V0, ∆P = 8 кПа
b

Q = 50 мкл/мин, V = V0, ∆P = 23 кПа
c

Q = 50 мкл/мин, V = 10V0, ∆P = 9 кПа
d

Рис. 6. Кадры видеозаписи неустойчивого вытеснения нефти водой в бинарном виде при
заданном постоянном расходе 10 мкл/с (а, b) и 50 мкл/с (c, d) после закачки V0 и 10V0. Под
изображением приведены заданный расход, прошедший объем воды и соответствующий
перепад давления
Fig. 6. Binary images of video recording frames for unstable water-oil displacement at a given
constant flow rate of (а, b) 10 and (c, d) 50 μl/s after injecting V0 and 10V0. The flow rate, the
pumped volume of water, and the corresponding pressure drop are given below the figures

При постоянном перепаде давления зависимость объёма V прошедшей воды от
времени хорошо аппроксимируются степенной функцией (рис. 7) на участке, со-
ответствующем протеканию 20V0. Эти зависимости удобны для нахождения объ-
ёмного расхода в различные моменты времени.  Каждая точка на графике соот-
ветствует весовому значению, которая снимается автоматически, записывается и
пересчитывается на компьютере. Погрешность измерений не превышает размеров
маркеров на графике, обусловлена в основном погрешностью измерения давления
тензиометрическим датчиком и не превышает 1 %.

Из приведенных зависимостей можно найти соотношения для расхода воды
вытесняющей нефть из ячейки Хеле-Шоу при постоянном перепаде давления от
относительного объема:

( )0.51
50 0143 /Q V V= , ( )0.40

20 060 /Q V V= .

Полученные зависимости Kн от объёма прошедшей воды изменили наши пред-
ставления об этапах вытеснения нефти (рис. 8). Все точки на графике распреде-
ляются в «коридоре» между аппроксимирующими ломаными линиями, соответст-
вующими данным, полученным при нагнетании с заданными: расходом
10 мкл/мин (верхняя ломаная линия) и перепадом давления 50 кПа (нижняя лома-
ная линия). Отношение ∆Kн/∆(V/V0) определяет количество вытесняемой нефти к
относительному объему проходящей воды.
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Рис. 7. Зависимость объема прошедшей воды от времени
при перепадах давления 50 и 20 кПа и аппроксимирующие функции

Fig. 7. The pumped water volume versus time
at pressure drops of 50 and 20 kPa and the approximating functions
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Рис. 8. Зависимость коэффициента остаточной нефтенасыщенности Kн
от количества закачиваемого относительного объема (V/V0) воды.

Отношение вытесняемой нефти к объему проходяшей воды: 1), 2), 3), 4)
Fig. 8. Residual oil saturation factor Kн as a function of the injected relative volume (V/V0’).

A ratio of the displaced oil volume to the injected water volume: 1), 2), 3), and 4)
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В соответствии с полученными зависимостями при неустойчивом вытеснении
нефти для остаточной нефтенасыщенности вырисовываются 4 этапа по эффектив-
ности вытеснения:

1 этап – до «прорыва», извлекается 23−33 % нефти, ∆Kн = 0.67−0.77 в зависи-
мости от режима нагнетания. Наиболее эффективное извлечение на первом этапе
до прорыва происходит при постоянном расходе 50 мкл/мин – 33 %;

 2 этап – довытеснение, при объеме закачки воды до V0 извлекается еще
20−30 % нефти, ∆Kн = 0.43−0.57 в зависимости от режима нагнетания. Наиболее
эффективное извлечение на 2 этапе при постоянном перепаде давления 50 кПа –
33 %;

3 этап – доотмыв, при объеме закачки воды до 7V0 примерно одинаковый,
20−24 %, но для малого перепада давления и расхода немного выше, что обуслов-
лено наличием большей остаточной нефтью после первых двух этапов. В целом,
при больших перепаде давления и расходе извлечено больше, ∆Kн = 0.23−0.33;

4 этап – доотмыв, при объеме закачки воды до 20V0 примерно одинаковый,
5−7 %. В целом, при больших перепаде давления и расходе извлечено больше,
∆Kн = 0.18−0.25. Наиболее эффективным по общему объему остаточной нефти яв-
ляется режим вытеснения при постоянном перепаде давления 50 кПа, ∆Kн = 0.18,
соответственно извлечение нефти – 82 %.

По темпам извлечения количество вытесненной нефти по отношению к прока-
чанной воде (определяется тангенсом угла наклона аппроксимирующих линий на
рис. 8): 1 этап – 100 %, 2 этап – 25 %, 3 этап – 3.5 % и 4 этап – 0.5 %.

Приведем оценку размеров капель, удерживаемых капиллярными силами при
создавшемся градиенте давления в модели. Капиллярное давление на цилиндри-
ческой поверхности будет равно Pк = σ/h, где σ – поверхностное натяжение. Пе-
репад давления на капле можно оценить из градиента давления в ячейке:
∇P = ∆P/l1. Длину капли обозначим lк, на ней будет перепад давления: lк · ∇P. Та-
ким образом, размер капли при заданном градиенте давления будет определяться
отношением: lк = Pк/|∇P| = σ l1/(h|∆P|). При перепаде давления ∆P = 20 кПа,
h = 10 мкм, σ = 32 мН/м, l1 = 3.5 см размер защемленной капли будет lк = 5.6 мм.
При перепаде давления 50 кПа, длина защемленных капель будет порядка 2 мм,
что качественно согласуется с изображениями на рис. 5, b, d. При постоянном
расходе, после замещения нефти водой перепад давления снижается от 18 кПа до
8 кПа при 10 мкл/мин, а при 50 мкл/мин снижается от 28 кПа до 9 кПа (рис. 3, b, d
и 5, b, d). Соответственно длина капель нефти порядка 13 мм. На рисунке длина
капель немного больше, за счет дополнительного сдерживания капель миниском
фронтальной части капли.

Выводы

1. Разработана установка с использованием методов визуализации для микро-
гидродинамических исследований, в том числе процессов вытеснения. Все эле-
менты установки управляются с компьютера и в синхронизованном виде сохра-
няются в нем (видеоизображения, показания датчика давления, весов и заданного
расхода).

2. Фрактальный анализ эволюции «вязких пальцев» при двух режимах вытес-
нения при постоянном перепаде давления и постоянном расходе позволил устано-
вить: 1) по мере внедрения пальцев, размеры растущих кластеров увеличиваются
и их фрактальная размерность тоже возрастает; 2) в режиме постоянного перепада
давления зависимости D(V/V0) хорошо аппроксимируются степенными функция-
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ми, которые при кратном увеличении (в 2.5 раза) перепада давления практически
совпадают, в то время как экспериментальные зависимости в режиме постоянного
расхода не поддаются такой аппроксимации и существенно отличаются как друг
от друга, так и от режима постоянного давления.

3. В режиме постоянного расхода более быстрый рост фрактальной размерно-
сти на начальном этапе нагнетания в сравнении с постоянным перепадом обу-
словлен более быстрым нарастанием кластеров из-за больших соответствующих
расходу перепадов.

4. Качественный анализ картины вытеснения до прорыва показывает большую
сплошность вытесняющей воды при постоянном расходе и более эффективное
вытеснение при расходе 50 мкл/мин. В процессе вытеснения большее дисперги-
рование вытесняемой фазы (нефти) происходит при постоянном перепаде давле-
ния, более эффективное вытеснение при прохождении большего объема воды –
10 объемов ячейки (рис. 5, b, 6, b, и рис. 5, d, 6, d).

5. Выявлено 4 этапа вытеснения нефти водой при постоянном перепаде давле-
ния и заданном расходе: 1) до прорыва воды; 2) при закачке воды до 1 объема
ячейки; 3) при закачке воды от 1 до 7 объемов ячейки и 4) дальнейшая закачка от
7 до 20 объемов ячейки. По темпам извлечения количество извлеченной нефти по
отношению к прокачанной воде: 1 этап – 1/1; 2 этап –1/4; 3 этап – 1/30 и 4 этап –
1/200.

6. Количественное сравнение эффективности вытеснения показывает, что до
прорыва наиболее эффективно вытеснение при постоянном расходе (50 мкл/мин),
а при больших объемах прокачки (более 10 объемов ячейки) эффективнее вытес-
нение при постоянном перепаде давления (50 кПа).
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Unstable immiscible water-oil displacement is considered in a Hele-Shaw cell at a constant
pressure drop or at a constant flow rate. Unstable displacement in a Hele-Shaw cell with small
gaps is characterized by valuable capillary forces, which lead to the displaced phase pinching. The
capillary boundary between water and oil represents a curved cylindrical surface with two radii: a
radius of 10 μm and a radius that is several orders of magnitude higher and corresponds to a
varying shape of the unstable displacement boundary. The power dependence of the fractal
dimension on the injected volume of the displacing fluid at a constant pressure drop is revealed,
which does not change with the pressure drop increased by 2.5 times. An outburst of the
displacing fluid at a constant pressure drop leads to a redistribution of local pressures, a change in
structure, and a gradual increase in the velocity of “viscous fingers”. It is shown that the
displacement process is characterized by four stages, which alternate almost stepwise in terms of
the content of the displaced oil taken relative to the volume of injected water: 100 %, 25 %,
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К ТЕОРИИ ДВИЖЕНИЯ ТЕЛ С ПЕРЕМЕННОЙ МАССОЙ

Проведено аналитическое и численное решение задачи о движении тел с пе-
ременной массой ( )m t  по брахистохроне. Задача решается в подвижном ор-
тогональном единичном базисе −n τ , выбранному в произвольной точке
траектории и являющемуся наиболее рациональным в плане удобства вы-
числений. Благодаря предложенному ранее методу получена полная замкну-
тая система уравнений, описывающая нелинейную динамику движения тела
с учетом сил как сухого, так и вязкого трения. С помощью численных мето-
дов построены различные виды траекторий в зависимости от входящих в за-
дачу параметров.

Ключевые слова: брахистохрона, переменная масса, реакция желоба, не-
линейные уравнения, мгновенный базис.

В этой работе, так же, как и в предыдущих работах [1–5], благодаря предло-
женному в них методу, будут получены уравнения движения тел с переменной
массой по брахистохроне.

Как было строго доказано, при выполнении равенства 
2v cosg

R
= α , где v –

скорость тела; R – радиус кривизны траектории (желоба) в данной точке; g – ус-
корение силы тяжести, а α −  острый угол между касательной, проведенной в той
же точке траектории и осью x , получается уравнение брахистохроны. При этом

сила реакции, в общем случае определяемая как 
2v cosN m g

R
⎛ ⎞

= + α⎜ ⎟
⎝ ⎠

, будет равна

просто 2 cosmg α . В том случае, если выполняется противоположное условие, а

именно, 
2v cosg

R
= − α , сила реакции N  будет равна нулю. В результате получа-

ется, как и должно быть, траектория в виде обычной параболы, характерной для
свободного движения тела в отсутствии сопротивлением со стороны внешней
среды.

 Подобное гипотетическое предположение было главной идеей упомянутых
чуть выше работ, которое позволило нам чисто аналитически описывать любое ди-
намическое движение тел, перемещающихся по произвольной в общем случае фор-
ме желоба, обойдясь при этом без так называемого управляющего параметра, кото-
рый применялся и применяется до сих пор во множестве работ других авторов.

 Следует отметить, что предложенный нами подход при решении определен-
ного класса задач из области теоретической механики, относится к описанию ди-
намики криволинейного движения и базируется на составлении соответствующих
уравнений в единичном ортогональном подвижном базисе ,n τ , где n – единич-
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ный вектор нормали, проведенный в данной точке траектории, а τ  – единичный
вектор касательной, выбранный в направлении движения тела.

Уравнение брахистохроны для тела переменной массы

Задача, о которой пойдет сейчас речь, несмотря на ее, казалось бы, довольно
абстрактное значение, тем не менее является важным примером из намеченного
класса проблем, большим плюсом которого, на наш взгляд, является возможность
ее точного чисто аналитического решения.

Как это следует из названия статьи, речь пойдет о решении задачи, связанной с
описанием динамики движения тел переменной массы с заданным законом изме-
нения ( )m t .

Заметим, что задачи подобного типа не новы, и в качестве примера можно
привести, например, работы [6−8], в которых приводится решение задачи при
движении тел переменной массы, а соответствующее решение в них ищется бла-
годаря методу управляющего параметра, впервые предложенного Понтрягиным и
подробно описанного им в монографии [9].

Наше существенное отличие от всех предыдущих работ различных авторов за-
ключается в том, что при решении этой задачи мы не будем использовать метод
управляющего параметра, а воспользуемся вполне апробированным подходом,
который уже был намечен нами в работах [1−5]. Геометрию задачи иллюстрирует
рис. 1.

y

R α
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α

n

r
g

α

y x( )
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τ

π
2  − α

x1

Ffr

Рис. 1. Схематическое изображение геометрии задачи.
Комментарии в тексте

Fig. 1. Schematic representation of the problem geometry.
The comments are in the paper
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В процессе решения мы будем использовать мгновенный базис ,n τ , в котором
запишем систему интересующих нас динамических уравнений, и чтобы их полу-
чить, воспользуемся уравнениями Гамильтона [10]. Имеем

H= −∇p ,  (1)

где m= −p v  импульс тела; ( )
2

2
pH U
m

= + −r  гамильтониан, ( )U −r  потенциаль-

ная энергия.
Из уравнения (1) следует, что

2vv vm m
R

⎛ ⎞
+ + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
n Fτ τ . (2)

Проекция уравнения (2) на ось n  приведет в результате к первому соотноше-
нию

2v cosN m g
R

⎛ ⎞
= + α⎜ ⎟

⎝ ⎠
. (3)

А проекция на ось τ  с учетом сил трения дает

v v sin vm m mg N k+ = α − μ − , (4)

где μ −  коэффициент сухого трения, а k −  коэффициент вязкого трения, пропор-
циональный динамической вязкости среды η .

Условием того, что движение происходит по брахистохроне (см. пояснения,
приведенные чуть выше, а также работы [1, 2]), служит равенство

2v cosg
R

= α . (5)

Поскольку же, в свою очередь, должно выполняться соотношение
v R= − α ,  (6)

уравнение (5) можно переписать в совсем простом виде как
v cosgα = − α . (7)

Следовательно, полная система уравнений согласно (4) и (7) будет такой:

{ v v sin v,
v cos .
m m mg N k

g
+ = α − μ −

α = − α
(8)

Для начала проанализируем эту систему уравнений при условии отсутствия
диссипации энергии как со стороны среды, так и со стороны желоба. Полагая с
этой целью, что 0kμ = = , найдем из (8)

{ v v sin ,
v cos .
m m mg

g
+ = α

α = − α
(9)

Поделив верхнее уравнение на нижнее, будем иметь
1 v ln tg
v

d d m
d d

+ = − α
α α

.
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Интегрируя это уравнение, получаем

0 0v
v cos

m
m

= α , (10)

где постоянную интегрирования мы выбрали в факторизованном виде как произ-
ведение 0 0v m , в котором ( ) ( )0 00 , v v 0m m= = .

Далее, поскольку vcos , vsinx y= α = α , с учетом решения (10), находим

( )

( )

2

0 0 0
0

0 0 0
0

cosv ,

sin cosv .

t

t

x x m dt
m t

y y m dt
m t

⎧ α
= +⎪

⎪
⎨

α α⎪ = +⎪
⎩

∫

∫
(11)

Чтобы система уравнений (11) была замкнутой, необходимо определить теперь
зависимость ( )tα . С этой целью следует вернуться к уравнениям (9) и избавиться
в них от переменной v . Эту простую операцию легко проделать, выразив ско-
рость из нижнего уравнения и подставив ее в верхнее. В результате простых пре-
образований приходим к уравнению

m
m

α
=

α
,

откуда сразу же следует искомое соотношение

( ) ( )
0 0

tCt m t dt
m

α = ∫ , (12)

где константу интегрирования следует выбрать в виде

0v
gC = .

Таким образом, зависимость угла наклона касательной от времени будет сле-
дующей

( ) ( )
0 0 0v

tgt m t dt
m

α = ∫ . (13)

Как видим, полученные решения (11) и (13) составляют полную замкнутую
систему искомых соотношений, описывающих движение тел переменной массы
по брахистохроне.

 Полагая константы интегрирования 0x  и 0y , фигурирующие в (11), равными
нулю, приходим к окончательному неявному решению задачи

( )

( )

( ) ( )

2

0 0
0

0 0
0

0 0 0

cosv ,

sin cosv ,

.
v

t

t

t

x m dt
m t

y m dt
m t

gt m t dt
m

⎧ α
=⎪

⎪
⎪ α α⎪ =⎨
⎪
⎪
⎪α =
⎪⎩

∫

∫

∫

(14)
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Уравнение брахистохроны
для тела с заданным законом изменения массы

Проанализировать общее решение (14) можно численно, если задать конкрет-
ные зависимости ( )m t . Действительно, если положить, например, что

( ) 0
tm t m e−γ= , (15)

где γ – некоторый коэффициент убывания массы, численное интегрирование сис-
темы уравнений (14) позволяет получить параметрические зависимости коорди-
нат от времени, приводящие к неявной зависимости ( )y x , показанной на рис. 2
для случая 0.2γ =  и 0 1m = .

y t( )

x t( )10 20 30 40

6

4

2

0

–2

–4

–6

–8

–10

1

2

Рис. 2. Зависимость траектории движения от массы тела:
кривая 1 – масса постоянная, кривая 2  построена для за-
висимости, меняющейся по закону (15)
Fig. 2. Dependency of a moving particle trajectory on the
body mass: curve 1 corresponds to the constant mass; curve 2
corresponds to the mass varying in accordance with law (15)

В том случае, если зависимость массы от времени задана в виде растущей
функции

( ) 0
tm t m eγ= , (16)

результат численного решения уравнений (14) приводит к траектории ( )y x , по-
казанной на рис. 3 для случая 1γ =  и 0 1m = .
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Рис. 3. Траектория движения частицы с массой,
меняющейся по закону (16)

Fig. 3. Trajectory of the moving particle with the mass
changing in accordance with law (16)

Наконец, если мы зададим изменение массы в виде

( ) 0
2

0
1

v

m
m t

gt
=

⎛ ⎞
− ⎜ ⎟

⎝ ⎠

, (17)

решения уравнений (14) легко находятся аналитически. В самом деле, в результа-
те простого интегрирования получаем, что

2
0

0 0 0
2

v
arcsin 2 1 ,

v v v

.
2

gt gt gtx n
g

gty

⎧ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + π + −⎜ ⎟⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎨

⎪
=⎪⎩

(18)

Выражая отсюда x  через y , приходим, следовательно, к искомой траектории,
показанной на рис. 4:

2
0

2
0 0 0

v 2 2 2arcsin 2 1
v v v

gy gy gyx n
g

⎛ ⎞⎛ ⎞
= + π + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

, (19)

где 
2
0v

0
2

y
g

≤ ≤ .
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x t( )
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n = 1

n = 0

n = 2

Рис. 4. Зависимость (19) при различных значениях n
Fig. 4. Functional dependence (19) at various values of n

Решение задачи при учете сил сопротивления также довольно просто находит-
ся, но при этом следует решать систему уравнений вида

( ) vv v sin 2 cos ,

v cos .

m g
m

g

⎧ + = α − μ α −⎪
⎨ τ
⎪ α = − α⎩

 (20)

где учтено, что 2 cosN mg= α , а введенное время m
k

τ = −  соответствует времени

остановки тела в результате действия диссипативных сил со стороны континуума.
В этом случае задача сводится к решению нелинейного интегрального уравнения

2
0 0v 1 vv exp 2 cos

cos
m

d
m g

π

α

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= μα + α α⎜ ⎟
τ α⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ . (21)

Заключение

Таким образом:
1. Дано описание движения тел переменной массы по брахистохроне.
2. Проведен анализ полученных уравнений, как при учете сил сопротивления,

так и в пренебрежении ими.
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the following steps: formulation of the corresponding dynamic equations in the single orthogonal
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variable-mass bodies at a given mass variation law is solved in this paper. A set of simultaneous
dynamic equations is obtained to parametrically describe the point particle motion. Based on the
numerical solution of these equations, three types of brachistochrone are plotted for desired mass
variation laws, and their significant difference from the constant-mass case is shown.

Sergey O. GLADKOV (Doctor of Physics and Mathematics, Professor, Moscow Aviation
Institute, Moscow, Russian Federation). E-mail: sglad51@mail.ru

Sofiya B. BOGDANOVA (Candidate of Physics and Mathematics, Associate Professor, Moscow
Aviation Institute, Moscow, Russian Federation). E-mail: sonjaf@list.ru



К теории движения тел с переменной массой 91

REFERENCES

 1. Gladkov S.O., Bogdanova S.B. (2016) Geometricheskiy fazovyy perekhod v zadache o
brakhistokhrone [Geometrical phase transition in the problem on brachistochrone]. Uchenye
zapiski fizicheskogo fakul'teta Moskovskogo universiteta – Memoirs of the Faculty of Physics,
Lomonosov Moscow State University. 1. pp. 161101-1-5.

 2. Gladkov S.O. (2016) O traektorii dvizheniya tela, vkhodyashchego v zhidkost' pod proiz-
vol'nym uglom [On the trajectory of the body immersing in a fluid at an arbitrary angle].
Uchenye zapiski fizicheskogo fakul'teta Moskovskogo universiteta – Memoirs of the Faculty of
Physics, Lomonosov Moscow State University. 4. pp. 164002-1-5.

 3. Gladkov S.O., Bogdanova S.B. (2017) Obobshchennye dinamicheskie uravneniya ploskogo
krivolineynogo dvizheniya material'nogo tela po zhelobu s uchetom sil treniya (ikh chislen-
nyy analiz v nekotorykh chastnykh sluchayakh) [Generalized dynamic equations for a plane
curvilinear motion of a material body in a trench with account for friction forces (their nu-
merical analysis in some particular cases)]. Uchenye zapiski fizicheskogo fakul'teta Moskov-
skogo universiteta – Memoirs of the Faculty of Physics, Lomonosov Moscow State University.
1. pp. 171101-1-5.

 4. Gladkov S.O., Bogdanova S.B. (2017) K teorii dvizheniya sharika po vrashchayushcheysya
brakhistokhrone s uchetom sil treniya [On the theory of ball motion along a rotating brachis-
tochrone with account for friction forces]. Uchenye zapiski fizicheskogo fakul'teta Moskov-
skogo universiteta – Memoirs of the Faculty of Physics, Lomonosov Moscow State University.
2. pp. 172101-1-6.

 5. Gladkov S.O., Bogdanova S.B. (2019) O klasse dvukhmernykh geodezicheskikh krivykh v
pole sily tyazhesti [On the class of two-dimensional geodesic curves in the field of the gravity
force]. Vestnik Tomskogo gosudarstvennogo universiteta. Matematika i mekhanika – Tomsk
State University Journal of Mathematics and Mechanics. 58. pp. 5−13. DOI: 10.17223/
19988621/58/1.

 6. Ivanov A.I. (1968) O brakhistokhrone chastitsy peremennoy massy s postoyannym ot-
nosheniem kolichestva prisoedinyaemykh i otdelyaemykh chastits [On the brachistochron of a
variable-mass particle with a constant ratio of the number of attached and separated particles].
Doklady AN USSR. Seriya A. pp. 683–686.

 7. Rusalovskaya A.V., Ivanov G.I., Ivanov A.I. (1973) O brakhistokhrone tochki peremennoy
massy s treniem i eksponentsial'nym zakonom istecheniya massy [On the brachistochron of a
variable-mass point with account for friction and exponential law of mass outflow]. Doklady
AN USSR. Seriya A. pp. 1024–1026.

 8. Jeremic O., Salinic S., Obradovic A., Mitrovic Z. (2011) On the brachistochrone of a variable
mass particle in general force fields. Mathematical and Computer Modelling. 54(11-12).
pp. 2900–2912. DOI: 10.1016/j.mcm.2011.07.011.

 9. Boltyanskiy V.G. (1969) Matematicheskie metody optimal'nogo upravleniya [Mathematical
methods of optimal control]. Мoscow: Nauka.

 10. Landau L., Lifshitz E. (1976) Mechanics. Oxford: Butterworth-Heinemann.

Received:  May 20, 2019



ВЕСТНИК ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА

2020 Математика и механика № 65

УДК 539.3
DOI 10.17223/19988621/65/7

М.А. Кальмова, О.В. Ратманова

АНАЛИЗ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ТЕЛ ВРАЩЕНИЯ С БАЛКОЙ,
СООТВЕТСТВУЮЩЕЙ МОДЕЛИ КЕЛЬВИНА

Рассматривается задача о влиянии движущегося диска на продольные коле-
бания балки, соответствующей модели Кельвина. Построено интегродиффе-
ренциальное уравнение движения диска, в котором активная движущая сила
и импульсы являются силовыми факторами. Применяя метод разделения пе-
ременных и рассматривая материальные параметры балки, решения образо-
ванной системы интегродифференциальных уравнений были найдены при
помощи интегрального преобразования Лапласа. На основании численного
моделирования установлено, что имеет место автоколебательный режим
движения балки.

Ключевые слова: модель Кельвина, продольные колебания, интегральное
преобразование Лапласа, интегродифференциальные уравнения

Современная техника и технология предъявляют высокие требования к реоло-
гической модели твёрдого тела. Необходимо, чтобы модель реально отражала по-
ведение тела при статическом и динамическом нагружениях. В связи с этим в
практику расчёта конструкций и технологических процессов всё чаще внедряются
математические модели, такие, как модель Максвелла, физическая модель вязко-
пластичного тела, модель Фойгта, Бернулли, которые учитывают свойства конст-
рукционных материалов. Во многом этому способствует бурное развитие вычис-
лительной техники и вычислительной математики, которые позволяют доводить
решение сложных нелинейных динамических задач до конечного численного ре-
зультата [1−8].

Постановка задачи

Проведем анализ влияния силового взаимодействия движущегося однородного
диска по балке, наделенной реологическими свойствами в соответствие с
моделью Кельвина [9−13].

ξ( ) – ( ( ), )t u l t t TT

H t( )

ϕ( )t

x

Рис. 1.Система однородного диска и балки
Fig. 1. Uniform disk and beam system
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Напряженно-деформируемое состояние балки в интегральном релаксационном
виде выражается равенством

1
0

( , ) ( , ) ( ) ( , )
t

x t E x t t x d
⎡ ⎤

σ = ε − ℜ − τ ε τ τ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ , (1)

где ( )tℜ − τ  – ядро релаксации силы; 1E  – длительный модуль упругости на рас-
тяжение; ( , )x tε  – относительное удлинение; ( )Н t  – активная сила.

Интегродифференциальное уравнение запишем в следующем виде:

2 2 2
2

2 2 2
00

( , ) ( , ) ( , )( ) ( )
t

k

u x t u x t u x Hc t d t kr
Ft x x

∞

=

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ τ
= − ℜ − τ τ + δ −⎢ ⎥

∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
∑∫ . (2)

Здесь δ  – функция Дирака, а также зададимся начальными и граничными усло-
виями, описывающими продольные колебания консольной балки в случае жест-
кого закрепления левого конца балки:

(0, ) 0,u t =
( , ) 0u l t
x

∂
=

∂
; (3)

1( ,0) ( )u x f x= , 2
( ,0) ( )u x f x

t
∂

=
∂

. (4)

Решение интегродифференциального уравнения (2) с начальными и гранич-
ными условиями найдем в виде суммы двух функций ( , ) ( , ) ( , )u x t v x t w x t= + .

Функция ( , )v x t  удовлетворяет однородному уравнению, соответствующему
уравнению (2) и заданным граничным и начальным условиям, а функция ( , )w x t
должна удовлетворять неоднородному уравнению (2).

Найдем решение однородного уравнения.
Применяя метод Фурье к соответствующему уравнению (2) приходим к сле-

дующим выражениям:
2

2 0X X
c
ω′′ + = ;  (5)

2

0

( ( ) ( ) ) 0
t

T T t T d+ ω − ℜ − τ τ τ =∫ . (6)

Уравнение (5) имеет решение

sin cosX С x D x
c c
ω ω

= + .

Учитывая специфику закрепления концов балки, находим

0D = , cos 0lС
c c
ω ω

= .

Частотное уравнение принимает вид

cos 0l
c

ω
= .
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Корни этого уравнения

(2 1)
2

l k
c

ω π
= + , ( 1, 2...k = ). (7)

Для решения интегродифференциального уравнения (6) применим интеграль-
ное преобразование Лапласса

{ } { } 2

0

( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ) (0) (0) ,

( ( ) ( ) ( ) ( ).
t

T s T t L T t T s L T t s T s sT T

L t T d T s T s

÷ = = − +⎡ ⎤⎣ ⎦
⎧ ⎫⎪ ⎪ℜ − τ τ τ =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫
(8)

Учитывая, что

1 2

1

1( )
1

E E
T s

nE s
n

−
=

+
,

найдем изображающую функцию

2
3 2 2 2

1

1(0) (0)
( )

1

sT T s
nT s
Es s s

n E n

⎛ ⎞+ +⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠=
ω

+ + ω +
. (9)

Здесь (0)T  – начальная координата, (0)T - начальная скорость. Для численного
анализа принято (0) 3 , (0) 0T s T= = . Для нахождения оригинала используем вто-
рую теорему разложения, предварительно, определив корни знаменателя

1 2 3, ,p p p  выражения:

1 0,015,p = − 2 0,00249 9,9 ,p i= − − 3 0,00249 9,9 .p i= − +

2

3

0,00249

0,00249
(cos9,99 sin 9,99 ),
(cos9,99 sin 9,99 ).

p t t

p t t
e e t i t
e e t i t

−

−

= −

= +
(10)

Общим решением однородного уравнения (6) будет функция

31 2 31 2

1 2 3
( ) p tp t p t uu u

T t e e e
v v v

= + + . (11)

Окончательное решение однородного уравнения, соответствующее уравне-
нию, определяющему свободные колебания балки (2), представим в виде ряда

0

(2 1)( , ) ( )sin
2k

k

k xv x t T t
l

∞

=

+ π
= ∑ (12)

Найдем решение функции ( , )w x t .
Функцию будем разыскивать в виде ряда по собственным функциям
(2 1)sin

2
k x

l
+ π  однородной задачи

1

(2 1)( , ) ( )sin
2k

k

k xw x t t
l

∞

=

+ π
= γ∑ (13)
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Заменяя функцию ( , )w x t  рядом (13), запишем уравнение (2) в виде
2 2

2
1 0

(2 1) (2 1)( ) ( ) ( ) ( ) sin ( , ),
22

t

k к к
k

k k xt t t d G x t
ll

∞

=

⎡ ⎤+ π + π
γ + γ − ℜ − τ γ τ τ =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∫ (14)

где
1

(2 1)( , ) ( )sin
2k

k

k xG x t q t
l

∞

=

+ π
= ∑ ; (15)

0

2 (2 1)( ) ( , )sin .
2

l

k
k xq t G x t dx

l l
+ π

= ∫ (16)

Приравнивая в разложениях (15) и (16) коэффициенты при собственных функ-
циях, получим уравнение для функции ( )к tγ с нулевыми начальными условия-
ми (0) 0, (0) 0к кγ = γ = :

 2

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t

к к kt t t d q t
⎡ ⎤

γ + Ω γ − ℜ − τ γ τ τ =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ . (17)

Решение интегродифференциального уравнения (16) будем находить с приме-
нением преобразования Лапласа. Составим изображающее уравнение:

2 2 1( ) ( ) 1 ( ) (1 )ss s s s e− τ −γ + Ω γ − ℜ = −⎡ ⎤⎣ ⎦ , (18)

где 1 2

1

1( )
1

E E
s

nE s
n

−
ℜ =

+
.

Лапласова трансформанта уравнения (18) принимает вид

1

2
3 2 2 2

1

1( )
( )

1( )(1 )s

E H s
ns
Es s s e

n E n
− τ

+
γ =

Ω
+ + Ω + −

(19)

Начальную функцию найдем, применяя вторую теорему разложения:

2
1 2 2 2 2 2

1 1

10
1

2 2 2
1 1

sin( , ) cos( , ) sin( , )( ) ( )
(1 ) (1 )

2 cos .

t
n

k

k

H t e n n t tt E E
E n E n

k t
k

−

=

⎛ ⎞
Ω − Ω Ω + Ω⎜ ⎟

γ = − Ω + −⎜ ⎟Ω + Ω + Ω⎜ ⎟
⎝ ⎠

ττ ⎛ ⎞− Ω⎜ ⎟τ⎝ ⎠τ − τ
∑ (20)

Заключение

Проведя численный анализ, можно считать, что имеет место автоколебатель-
ный режим движения балки, источником которого являются периодические им-
пульсы, порождаемые дельта-функцией и воспринимаемые вязкоупругим мате-
риалом балки.
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ОГРАНИЧЕНИЯ НА КОМПОНЕНТЫ НАПРЯЖЕНИЙ И НАГРУЗКИ
В ВЕРШИНЕ ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНОЙ ПИРАМИДЫ

С РОМБИЧЕСКИМ ОСНОВАНИЕМ

Для изучения параметров состояния в вершине четырехугольной пирамиды
с ромбическим основанием используется неклассический подход. Рассмат-
риваются нагружение пирамиды вблизи вершины поверхностными усилия-
ми и включение пирамиды в упругую среду. Устанавливаются ограничения,
для которых возможна корректная постановка задачи механики, выявляются
сочетания геометрических и материальных параметров, обуславливающих
неограниченный рост напряжений. Частные решения согласуются с извест-
ными аналитическими результатами.

Ключевые слова: пирамида с ромбическим основанием, особые точки, син-
гулярность, элементарный объем, неклассические задачи.

Особые точки деформируемых тел (вершины клиньев, конусов, многогранни-
ков, точки края поверхностей соединения элементов и т.п.) интересуют исследо-
вателей, так как вблизи таких точек реализуется концентрация напряжений, заро-
ждается разрушение. Изучение параметров состояния в окрестности особых точек
в настоящее время развивается по двум направлениям. Первое направление клас-
сическое (или асимптотическое). Классический подход предложен в работе [1] и
затем развивался исследователями в публикациях [2–14 и др.]. Характерной осо-
бенностью классического подхода является исключение особой точки из области
поиска решения. Как правило, в особую точку авторы классического подхода по-
мещают полюс криволинейной системы координат (полярной, цилиндрической,
сферической и т.п.). В полюсе нет однозначного соответствия между криволиней-
ными координатами и точкой тела. Поэтому здесь не определены тензорные ха-
рактеристики состояния (напряжения, деформации). Они не могут быть заданы в
виде граничных условий и не могут быть найдены в виде решения. По этой при-
чине классический подход рассматривает параметры состояния в особой точке в
асимптотическом смысле. При этом подходе нельзя указать элементарный объем,
в котором реализуется асимптотическое решение, а именно элементарный объем
является носителем напряженно деформированного состояния в точке. Обычно
авторы, использующие классический подход, ограничиваются изучением собст-
венных значений характеристических уравнений соответствующих однородных
задач. На основании анализа собственных значений формулируется критерий, при
выполнении которого асимптотическое решение с приближением к особой точке
неограниченно возрастает. Формулируемый критерий не исследуется авторами на
условие достаточности. Но имеются примеры, когда критерий выполняется, а не-
ограниченного роста асимптотического решения не происходит.

Второе направление изучения параметров состояния в особой точке назовем
неклассическим [15–20]. При этом подходе особая точка, как и любая другая точ-
ка деформируемого тела, рассматривается в виде точки континуума и связанного
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с ней элементарного объема. Точка континуума указывает местоположение осо-
бой точки, а элементарный объем является носителем материальных характери-
стик и параметров напряженно деформированного состояния (НДС). Представле-
ние об элементарном объеме, связанном с особой точкой, позволяет сформулиро-
вать в ней задаваемые ограничения на напряжения, деформации и корректно по-
ставить задачу механики деформируемого твердого тела (МДТТ) [15]. Как прави-
ло, количество задаваемых ограничений на параметры состояния в особой точке
превышает количество ограничений, задаваемых в обычных (не особых) гранич-
ных точках деформируемого тела. По этой причине задача механики для тела, со-
держащего особую точку, оказывается неклассической. Для линейно упругого те-
ла неклассическая задача имеет единственное решение (при условии его сущест-
вования). Такое решение может быть построено, например, численно-аналитиче-
ским итерационным методом [15].

В настоящей статье неклассический подход используется для изучения напря-
женного состояния в вершине четырехугольной пирамиды с ромбическим осно-
ванием. Рассматривается случай поверхностной нагрузки вблизи вершины и слу-
чай включения такой пирамиды в упругую среду. Приведенные в работе аналити-
ческие решения для параметров состояния в вершине пирамиды согласуются с
решениями, получаемыми общепринятыми методами теории упругости. Результа-
ты исследований могут использоваться, в частности, при анализе НДС в окрест-
ности вершин инденторов Кнуппа.

1. Четырехугольная пирамида с ромбическим основанием,
нагруженная поверхностными силами вблизи вершины

1 . 1 .  П о с т а н о в к а  з а д а ч и

Рассматривается элемент конструкции, содержащий особенность в виде вер-
шины четырехугольной пирамиды с ромбическим основанием (рис. 1). Пирамида
определяется двумя независимыми параметрами – углом 2α при вершине ромба и
углом ψ между высотой пирамиды и высотой треугольника, являющегося ее бо-
ковой гранью.

B

A

D

G

C

O

ψ

3x

2x

1x

α

Рис. 1. Пирамида с ромбическим основанием
Fig. 1. Rhombic pyramid

С пирамидой связывается ортонормированная декартова система координат
1 2 3Ox x x  с базисом 1 2 3, ,e e e . Оси 1 2,x x  направлены по диагоналям ромба, ось 3x  –

по высоте пирамиды.
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На боковых гранях пирамиды строятся тройки ортонормированных векторов.
На грани GAB:

1 2 3cos cos cos sin sin ,n e e e= ψ α + ψ α + ψ

1 2 3sin cos sin sin cosn e e eξ = ψ α + ψ α − ψ , (1)

1 2sin cos .n e eζ = α − α

На грани GBC:
1 2 3cos cos cos sin sin ,m e e e= ψ α − ψ α + ψ

1 2 3sin cos sin sin cosm e e eξ = ψ α − ψ α − ψ , (2)

1 2sin cos .m e eζ = − α − α

На грани GCD:

1 2 3cos cos cos sin sin ,l e e e= − ψ α − ψ α + ψ

1 2 3sin cos sin sin cosl e e eξ = − ψ α − ψ α − ψ , (3)

1 2sin cos .l e eζ = − α + α

На грани GDA:

1 2 3cos cos cos sin sin ,k e e e= − ψ α + ψ α + ψ

 1 2 3sin cos sin sin cos ,k e e eξ = − ψ α + ψ α − ψ (4)

1 2sin cos .k e eζ = α + α

Первые векторы в приведенных тройках ортогональны соответствующим гра-
ням, два других принадлежат им. Векторы нагрузки вблизи вершины G на боко-
вых гранях пирамиды, ориентированных ортами , , ,n m l k представляются разло-
жениями по базисам (1) – (4):

,n n n n n np p n= + τ ξ + ϑ ζ  ,m m m m m mp p m= + τ ξ + ϑ ζ

,l l l l l lp p l= + τ ξ + ϑ ζ  .k k k k k kp p k= + τ ξ + ϑ ζ (5)
В соответствии с принятой концепцией параметрами состояния в вершине пи-

рамиды (в особой точке) являются параметры состояния, содержащего эту точку
элементарного объема. Этот элементарный объем состоит из множества точек
континуума, образующих окрестность вершины G. Линейный масштаб такой ок-
рестности имеет порядок линейного масштаба представительного объема тела.
Грани пирамиды являются касательными плоскостями к указанному объему. По-
этому в особой точке оказываются заданными следующие граничные условия:

, , ,
n nn n n np ξ ζσ = τ = τ τ = ϑ  , , ,

m mm m m mp ξ ζσ = τ = τ τ = ϑ

, , ,
l ll l l lp ξ ζσ = τ = τ τ = ϑ  , , .

k kk k k kp ξ ζσ = τ = τ τ = ϑ (6)

В этих равенствах , , ,n m l kσ σ σ σ  – нормальные напряжения на гранях пирами-

ды, ориентированных соответственно ортами , , ,n m l k ; , , ,
n m l kξ ξ ξ ξτ τ τ τ ;

, , ,
n nь д лζ ζ ζ ζτ τ τ τ  – касательные напряжения в направлении соответствующих ор-

тов, определенных равенствами (1) – (4). Компоненты тензора напряжений в эле-
ментарном объеме, примыкающем к вершине пирамиды (в особой точке) в коор-
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динатах 1 2 3x x x обозначаются через ijσ . С использованием формулы Коши для вы-
числения векторов напряжений на поверхности тела условия (6) представляются
системой двенадцати линейных неоднородных уравнений относительно шести
компонент напряжений:

2 2 2 2 2 2
11 22 33 12

13 23

cos cos cos sin sin cos sin 2
sin 2 cos sin 2 sin ,np

σ ψ α + σ ψ α + σ ψ + σ ψ α +
+σ ψ α + σ ψ α =

2 2
11 22 33 12

13 23

1cos sin cos cos sin sin sin cos sin 2 sin 2
2

cos2 cos cos2 sin ,n

σ ψ ψ α + σ ψ ψ α − σ ψ ψ + σ ψ α −

−σ ψ α − σ ψ α = τ

11 22 12

13 23

1 1cos sin 2 cos sin 2 cos cos2
2 2

sin sin sin cos ,n

σ ψ α − σ ψ α − σ ψ α +

+ σ ψ α − σ ψ α = ϑ

2 2 2 2 2 2
11 22 33 12

13 23

cos cos cos sin sin cos sin 2
sin 2 cos sin 2 sin ,mp

σ ψ α + σ ψ α + σ ψ − σ ψ α +

+σ ψ α − σ ψ α =

2 2
11 22 33 12

13 23

1 1 1 1sin 2 cos sin 2 sin sin 2 sin 2 sin 2
2 2 2 2

cos2 cos cos2 sin ,m

σ ψ α + σ ψ α − σ ψ − σ ψ α −

−σ ψ α + σ ψ α = τ

11 22 12

13 23

1 1cos sin 2 cos sin 2 cos cos2
2 2

sin sin sin cos ,m

− σ ψ α + σ ψ α − σ ψ α −

− σ ψ α − σ ψ α = ϑ
(7)

2 2 2 2 2 2
11 22 33 12

13 23

cos cos cos sin sin cos sin 2
sin 2 cos sin 2 sin ,lp

σ ψ α + σ ψ α + σ ψ + σ ψ α −

−σ ψ α − σ ψ α =

2 2
11 22 33 12

13 23

1 1 1 1sin 2 cos sin 2 sin sin 2 sin 2 sin 2
2 2 2 2

cos2 cos cos2 sin ,l

σ ψ α + σ ψ α − σ ψ + σ ψ α +

+σ ψ α + σ ψ α = τ

11 22 12

13 23

1 1cos sin 2 cos sin 2 cos cos2
2 2

sin sin sin cos ,l

σ ψ α − σ ψ α − σ ψ α −

− σ ψ α + σ ψ α = ϑ

2 2 2 2 2 2
11 22 33 12

13 23

cos cos cos sin sin cos sin 2
sin 2 cos sin 2 sin ,kp

σ ψ α + σ ψ α + σ ψ − σ ψ α −
−σ ψ α + σ ψ α =

2 2
11 22 33 12

13 23

1 1 1 1sin 2 cos sin 2 sin sin 2 sin 2 sin 2
2 2 2 2

cos2 cos cos2 sin ,k

σ ψ α + σ ψ α − σ ψ − σ ψ α +

+σ ψ α − σ ψ α = τ

11 22 12

13 23

1 1cos sin 2 cos sin 2 cos cos2
2 2

sin sin sin cos .k

− σ ψ α + σ ψ α − σ ψ α +

+ σ ψ α + σ ψ α = ϑ
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Задача заключается в исследовании (в зависимости от геометрических пара-
метров ,ψ α и параметров нагрузки) условий существования решений системы
уравнений (7 ) и их нахождения. Условия существования решений уравнений (7)
обеспечивают корректность постановки задачи механики для рассматриваемого
деформируемого твердого тела. Решение этих уравнений формирует задаваемые
условия в вершине пирамиды. Если количество таких условий оказывается боль-
шим трех (большим количества условий, задаваемых в обычной (не особой) точке
поверхности тела), задача механики для рассматриваемого тела становится не-
классической.

1 . 2 .  И с с л е д о в а н и е  с и с т е м ы  у р а в н е н и й  ( 7 )

С использованием эквивалентных преобразований уравнения (7) преобразуют-
ся к двум автономным системам. Первая из них содержит шесть уравнений отно-
сительно четырех компонент напряжений 11 22 33 12, , ,σ σ σ σ :

2 2 2 2 2 2
11 22 33 122 cos cos 2 cos sin 2 sin 2 cos sin 2 n lp pσ ψ α + σ ψ α + σ ψ + σ ψ α = + ,

2 2
11 22 33 12sin 2 cos sin 2 sin sin 2 sin 2 sin 2 n lσ ψ α + σ ψ α − σ ψ + σ ψ α = τ + τ ,

11 22 12cos sin 2 cos sin 2 2 cos cos 2 n lσ ψ α − σ ψ α − σ ψ α = ϑ + ϑ , (8)

2 2 2 2 2 2
11 22 33 122 cos cos 2 cos sin 2 sin 2 cos sin 2 m kp pσ ψ α + σ ψ α + σ ψ − σ ψ α = + ,

2 2
11 22 33 12sin 2 cos sin 2 sin sin 2 sin 2 sin 2 m kσ ψ α + σ ψ α − σ ψ − σ ψ α = τ + τ ,

11 22 12cos sin 2 cos sin 2 2 cos cos 2 m k−σ ψ α + σ ψ α − σ ψ α = ϑ + ϑ .
Вторая система включает шесть уравнений относительно двух компонент на-

пряжений 13 23,σ σ :

13 232 sin 2 cos 2 sin 2 sin n lp pσ ψ α + σ ψ α = − ,

13 232 cos2 cos 2 cos2 sin n l− σ ψ α − σ ψ α = τ − τ ,

13 232 sin sin 2 sin cos n lσ ψ α − σ ψ α = ϑ − ϑ , (9)

13 232 sin 2 cos 2 sin 2 sin m kp pσ ψ α − σ ψ α = − ,

13 232 cos2 cos 2 cos2 sin m k− σ ψ α + σ ψ α = τ − τ ,

13 232 sin sin 2 sin cos m k− σ ψ α − σ ψ α = ϑ − ϑ .
Определитель матрицы системы уравнений (8), соответствующий ее первым

четырем строкам, записывается равенством
4 216cos sin sin 2∆ = ψ ψ α . (10)

В пределах изменения параметров ,ψ α

0 / 2, 0 / 2< ψ < π < α < π (11)
определитель(10) не обращается в нуль. Следовательно, ранг системы уравнений
(8) равен четырем. Система уравнений (8) имеет единственное решение при усло-
вии, что ранг ее расширенной матрицы также равен четырем. Это требование
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приводит к двум ограничениям на параметры ,ψ α  пирамиды и компоненты век-
торов нагрузки в ее вершине:

( )sin ( )cos 0m k n l n l m kp p p p+ − − ψ + τ + τ − τ − τ ψ = , (12)

( )cos2 ( )sin 2 cos 0n l k m n l m kp p p p+ − − α + ϑ + ϑ − ϑ − ϑ α ψ = .
Если условия (12) выполняются, уравнения (8) имеют решение:

11 2 2
1 [ ( )(cos2 cos2 cos2 cos2 )

8cos cos
( )sin 2 (1 cos2 ) 2( )cos sin 2 ],

m k n l

n l n l

p p p pσ = + + + α + ψ + α ψ +
ψ α

+ τ + τ ψ + α + ϑ + ϑ ψ α

22 2 2
1 [ ( ) ( )(cos2 cos2 cos2 cos2 )

8cos cos
( )sin 2 (cos2 1) 2( )cos sin 2 ],

m k n l

n l n l

p p p pσ = − − + + + α − ψ + α ψ +
ψ α
+ τ + τ ψ α − + ϑ + ϑ ψ α

(13)

33
1 [( )cos ( )sin ]

2sin n l n lp pσ = − τ + τ ψ − + ψ
ψ

,

12 2
1 ( )

4cos sin 2 n l m kp p p pσ = + − −
ψ α

.

Определитель, соответствующий первой и четвертой строкам матрицы систе-
мы уравнений (9)

24sin 2 sin 2∆ = − α ψ ,
не обращается в нуль при изменении параметров в области допустимых значений
(11). Следовательно, ранг матрицы системы уравнений (9) равен двум. Решение
этих уравнений будет существовать, если ранг расширенной матрицы также будет
равен двум. Это требование приводит к четырем независимым условиям, накла-
дываемым на параметры ,ψ α  и компоненты векторов нагрузки в особой точке:

( )cos2 ( )sin 2 0n l n lp p− ψ + τ − τ ψ = ,

( )cos2 ( )sin 2 0m k m kp p− ψ + τ − τ ψ = , (14)

( )cos2 2( )sin 2 cos ( ) 0n l n l m kp p p p− α + ϑ − ϑ α ψ − − = ,

( )cos2 2( )sin 2 cos ( ) 0m k m k n lp p p p− α + ϑ − ϑ α ψ + − = .
В случае, когда условия (14) выполняются, уравнения (9) имеют решение:

13
1 ( )

4cos sin n l m kp p p pσ = − + −
α ψ

,

23
1 ( )

4cos sin n l m kp p p pσ = − − +
α ψ

. (15)

Итак, при выполнении ограничений (12), (14) на геометрические параметры и
компоненты нагрузки напряженное состояние в вершине пирамиды полностью
определено. Известно значение всех шести напряжений. Они являются заданными
параметрами в особой точке.
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Если хотя бы одно из условий (12), (14) не выполняется, система уравнений (7)
становится несовместной. В этом случае корректная постановка задачи механики
деформируемого твердого тела (МДТТ) невозможна.

1 . 3 .  Ч а с т н ы е  с л у ч а и

Случай нормальной поверхностной нагрузки

Пусть на гранях пирамиды вблизи ее вершины прикладывается нагрузка
, , ,n n m m l l k kp p n p p m p p l p p k= = = = .

Условия (12), (14) принимают вид
0,n l m kp p p p− − + + =  0,n l m kp p p p+ − − =

( ) cos 2 0,n lp p− ψ =  ( ) cos 2 0,m kp p− ψ =

( ) cos 2 ( ) 0,n l m kp p p p− α − − = ( ) ( ) cos 2 0.n l m kp p p p− − − α =

Эти равенства совместны лишь в случае, когда
.n l m kp p p p p= = = = (16)

Если условие (16) выполняется, напряжения в вершине пирамиды принимают
значения

11 22 33 12 13 23, , , 0, 0, 0.p p pσ = σ = σ = σ = σ = σ =

Такое решение согласуется с известным аналитическим решением задачи о
напряженном состоянии упругого тела, нагруженного по всей поверхности одно-
родными нормальными распределенными усилиями.

Случай касательной поверхностной нагрузки

1) Примем, что поверхностная нагрузка вблизи вершины имеет вид
, , , .n n n m m m l l l k k kp p p p= τ ξ = τ ξ = τ ξ = τ ξ

Условия (12),(14) образуют систему равенств:
0n l m kτ + τ − τ − τ = , 0n lτ − τ = , 0n mτ − τ = .

Из этих равенств следует, что корректная постановка задачи МДТТ возможна,
когда выполняются соотношения

.n l m kτ = τ = τ = τ = τ (17)
Если равенства (17) выполняются, напряжения в вершине пирамиды вычисля-

ются по формулам

11 22 33 12 13 23tg , tg , tg , 0.σ = τ ψ σ = τ ψ σ = −τ ψ σ = σ = σ =

2) Пусть вблизи вершины на гранях пирамиды прикладывается нагрузка
, , , .n n n m m m l l l k k kp p p p= ϑ ζ = ϑ ζ = ϑ ζ = ϑ ζ

Условия (12), (14) запишутся равенствами
0,n l m kϑ + ϑ + ϑ + ϑ =  0,n lϑ − ϑ =  0.m kϑ − ϑ =

Из этих равенств следует зависимость
.n l m kϑ = ϑ = ϑ = ϑ = ϑ (18)
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Если равенства (18) выполняются, напряжения в вершине пирамиды вычисля-
ются по формулам

11 22 33 12 13 23
tg tg, , 0.

cos cos
ϑ α ϑ α

σ = σ = − σ = σ = σ = σ =
ψ ψ

Построенные в этом пункте решения о напряженном состоянии в вершине пи-
рамиды согласуются с решением, получаемым методом сечений.

2. Четырехугольная пирамида с ромбическим основанием,
погруженная в упругое тело

Особые точки в виде вершин многогранников внутри деформируемых тел воз-
никают при их армировании кристаллическими частицами, короткими волокнами
а также в случае исследования образцов посредством внедрения в них инденторов
или кристаллических игл кантилеверов.

2 . 1 .  П о с т а н о в к а  з а д а ч и

Рассматриваются непрерывным образом скрепленные изотропные упругие те-
ла 1, 2 (рис. 2), одно из которых (тело 1) имеет особенность в виде вершины четы-
рех угольной пирамиды с ромбическим основанием. Сохраняются принятые в п.1
обозначения, связанные с пирамидой. Материальные параметры и параметры со-
стояния, относящиеся к телам 1, 2, снабжаются соответствующими верхними ин-
дексами в скобках. Для элементарных объемов тел 1, 2 в точках поверхностей со-
прикосновения выполняются:

B

A

D

G

C

O

ψ

3x

2x

1x

α

Рис. 2. Пирамида с ромбическим основанием, погруженная в упругое тело
Fig. 2. Rhombic pyramid immersed in an elastic body

1) Условия равенства нормальных и касательных напряжений:
(1) (2) (1) (2)(1) (2) , , ,

n n n nn n ξ ξ ζ ζσ = σ τ = τ τ = τ  (1) (2) (1) (2)(1) (2) , , ,
m m m mm m ξ ξ ζ ζσ = σ τ = τ τ = τ

(1) (2) (1) (2) (1) (2), , ,
l l l ll l ξ ξ ζ ζσ = σ τ = τ τ = τ  (1) (2) (1) (2) (1) (2), , .

k k k kk k ξ ξ ζ ζσ = σ τ = τ τ = τ (19)
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2) Условия равенства относительных удлинений в направлении введенных на
этих поверхностях направлений ( , ,..., ,n n k kξ ζ ξ ζ ) и равенства сдвигов между та-
кими направлениями.

(1) (2) (1) (2) (1) (2), , ,
n n n n n n n nξ ξ ζ ζ ξ ζ ξ ζη = η η = η η = η  (1) (2) (1) (2) (1) (2), , ,

m m m m m m m mξ ξ ζ ζ ξ ζ ξ ζη = η η = η η = η

(1) (2) (1) (2) (1) (2), , ,
l l l l l l l lξ ξ ζ ζ ξ ζ ξ ζη = η η = η η = η  (1) (2) (1) (2) (1) (2), , .

k k k k k k k kξ ξ ζ ζ ξ ζ ξ ζη = η η = η η = η (20)

В равенствах (19), (29) приняты обозначения: σ – нормальное напряжение;
τ  – касательное напряжение; η  (с одним индексом) – относительное удлинение;
η (с двумя индексами) – сдвиг. Нижние индексы указывают направление действия
напряжений, направления относительных удлинений, изменение угла между на-
правлениями. Для разностей компонент напряжений и деформаций в элементар-
ных объемах тел 1, 2 при вершине пирамиды вводятся обозначения

(1) (2) (1) (2), .ij ij ij ij ij ijσ − σ = ζ ε − ε = ξ (21)

С использованием обозначений (21) условия (19), (20) запишутся двумя ли-
нейными однородными системами уравнений. Первая из них содержит двена-
дцать уравнений относительно параметров ijζ :

2 2 2 2 2 2
11 22 33 12

13 23

cos cos cos sin sin cos sin 2
sin 2 cos sin 2 sin 0,

ζ ψ α + ζ ψ α + ζ ψ + ζ ψ α +
+ ζ ψ α + ζ ψ α =

2 2
11 22 33 12

13 23

1 1 1 1sin 2 cos sin 2 sin sin 2 sin 2 sin 2
2 2 2 2

cos2 cos cos2 sin 0,

ζ ψ α + ζ ψ α − ζ ψ + ζ ψ α −

− ζ ψ α − ζ ψ α =

11 22 12 13

23

1 1 1cos sin 2 cos sin 2 cos cos2 sin sin
2 2 2

sin cos 0,

ζ ψ α − ζ ψ α − ζ ψ α + ζ ψ α −

−ζ ψ α =

2 2 2 2 2 2
11 22 33 12

13 23

cos cos cos sin sin cos sin 2
sin 2 cos sin 2 sin 0,

ζ ψ α + ζ ψ α + ζ ψ − ζ ψ α +
+ ζ ψ α − ζ ψ α =

2 2
11 22 33 12

13 23

1 1 1 1sin 2 cos sin 2 sin sin 2 sin 2 sin 2
2 2 2 2

cos2 cos cos2 sin 0,

ζ ψ α + ζ ψ α − ζ ψ − ζ ψ α −

− ζ ψ α + ζ ψ α =

11 22 12

13 23

1 1 1cos sin 2 cos sin 2 cos cos2
2 2 2

sin sin sin cos 0,

− ζ ψ α + ζ ψ α − ζ ψ α −

− ζ ψ α − ζ ψ α =
(22)

2 2 2 2 2 2
11 22 33 12

13 23

cos cos cos sin sin cos sin 2
sin 2 cos sin 2 sin 0,

ζ ψ α + ζ ψ α + ζ ψ + ζ ψ α −
− ζ ψ α − ζ ψ α =

2 2
11 22 33 12

13 23

1 1 1 1sin 2 cos sin 2 sin sin 2 sin 2 sin 2
2 2 2 2

cos2 cos cos2 sin 0,

ζ ψ α + ζ ψ α − ζ ψ + ζ ψ α +

+ ζ ψ α + ζ ψ α =
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11 22 12

13 23

1 1 1cos sin 2 cos sin 2 cos cos2
2 2 2

sin sin sin cos 0,

ζ ψ α − ζ ψ α − ζ ψ α −

− ζ ψ α + ζ ψ α =

2 2 2 2 2 2
11 22 33 12

13 23

cos cos cos sin sin cos sin 2
sin 2 cos sin 2 sin 0,

ζ ψ α + ζ ψ α + ζ ψ − ζ ψ α −
− ζ ψ α + ζ ψ α =

2 2
11 22 33 12

13 23

1 1 1 1sin 2 cos sin 2 sin sin 2 sin 2 sin 2
2 2 2 2

cos2 cos cos2 sin 0,

ζ ψ α + ζ ψ α − ζ ψ − ζ ψ α +

+ ζ ψ α − ζ ψ α =

11 22 12

13 23

1 1 1cos sin 2 cos sin 2 cos cos2
2 2 2

sin sin sin cos 0.

− ζ ψ α + ζ ψ α − ζ ψ α +

+ ζ ψ α + ζ ψ α =

Вторая система содержит двенадцать уравнений относительно параметров ijξ :
2 2 2 2 2 2

11 22 33 12

13 23

sin cos sin sin cos sin sin 2
sin 2 cos sin 2 sin 0,

ξ ψ α + ξ ψ α + ξ ψ + ξ ψ α −
− ξ ψ α − ξ ψ α =

2 2
11 22 12sin cos sin 2 0,ξ α + ξ α − ξ α =

11 22 12

13 23

sin sin 2 sin sin 2 2 sin cos2
2 cos sin 2 cos cos 0,

ξ ψ α − ξ ψ α − ξ ψ α −
− ξ ψ α + ξ ψ α =

2 2 2 2 2 2
11 22 33 12

13 23

sin cos sin sin cos sin sin 2
sin 2 cos sin 2 sin 0,

ξ ψ α + ξ ψ α + ξ ψ − ξ ψ α −
− ξ ψ α + ξ ψ α =

2 2
11 22 12sin cos sin 2 0,ξ α + ξ α + ξ α =

11 22 12

13 23

sin sin 2 sin sin 2 2 sin cos2
2 cos sin 2 cos cos 0,

−ξ ψ α + ξ ψ α − ξ ψ α +
+ ξ ψ α + ξ ψ α =

(23)

2 2 2 2 2 2
11 22 33 12

13 23

sin cos sin sin cos sin sin 2
sin 2 cos sin 2 sin 0,

ξ ψ α + ξ ψ α + ξ ψ + ξ ψ α +
+ ξ ψ α + ξ ψ α =

2 2
11 22 12sin cos sin 2 0,ξ α + ξ α − ξ α =

11 22 12

13 23

sin sin 2 sin sin 2 2 sin cos2
2 cos sin 2 cos cos 0,

ξ ψ α − ξ ψ α − ξ ψ α +
+ ξ ψ α − ξ ψ α =

2 2 2 2 2 2
11 22 33 12

13 23

sin cos sin sin cos sin sin 2
sin 2 cos sin 2 sin 0,

ξ ψ α + ξ ψ α + ξ ψ − ξ ψ α +
+ ξ ψ α − ξ ψ α =

2 2
11 22 12sin cos sin 2 0,ξ α + ξ α + ξ α =

11 22 12

13 23

sin sin 2 sin sin 2 2 sin cos2
2 cos sin 2 cos cos 0,

−ξ ψ α + ξ ψ α − ξ ψ α −
− ξ ψ α − ξ ψ α =

Задача состоит в исследовании условий существования решений систем уравне-
ний (22), (23) и их нахождения. Такие решения являются ограничениями на пара-
метры состояния в элементарных объемах тел 1, 2, содержащих вершину пирамиды.
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2 . 2 .  И с с л е д о в а н и е  с и с т е м  у р а в н е н и й  ( 2 2 ) ,  ( 2 3 )

Матрица системы уравнений (22) совпадает с матрицей системы уравнений
(7). В п.1.2 выяснено, что эта матрица имеет шесть независимых строк, т.е. ее ранг
равен шести. Вследствие однородности системы уравнений (22) она имеет лишь
нулевое решение

(1) (2) 0ij ij ijζ = σ − σ = , т.е. (1) (2) .ij ijσ = σ (24)

Уравнения (23) элементарными преобразованиями приводятся к двум авто-
номным системам. Первая из них состоит из шести уравнений относительно че-
тырех параметров 11 22 33 12, , ,ξ ξ ξ ξ :

2 2 2 2 2 2
11 22 33 122 sin cos 2 sin sin 2 cos 2 sin sin 2 0ξ ψ α + ξ ψ α + ξ ψ + ξ ψ α = ,

2 2
11 22 12sin cos sin 2 0,ξ α + ξ α − ξ α =

11 22 122 sin sin 2 2 sin sin 2 4 sin cos2 0,ξ ψ α − ξ ψ α − ξ ψ α = (25)

2 2 2 2 2 2
11 22 33 122 sin cos 2 sin sin 2 cos 2 sin sin 2 0,ξ ψ α + ξ ψ α + ξ ψ − ξ ψ α =

2 2
11 22 12sin cos sin 2 0,ξ α + ξ α + ξ α =

11 22 122 sin sin 2 2 sin sin 2 4 sin cos2 0.− ξ ψ α + ξ ψ α − ξ ψ α =

Вторая система состоит из четырех независимых уравнений относительно
двух параметров 13 23,ξ ξ :

13 23cos sin 0,ξ α + ξ α =  13 23cos sin 0,ξ α − ξ α = (26)

13 23sin cos 0,ξ α + ξ α =  13 23sin cos 0.ξ α − ξ α =

Определитель, отвечающий первым четырем строкам системы уравнений (25)
2 2 23cos sin 2 sin∆ = ψ α ψ

не обращается в нуль в области допустимых значений параметров ,α ψ . Следова-
тельно, ранг матрицы системы уравнений (25) равен четырем, а ее решение имеет вид

11 22 33 12 0ξ = ξ = ξ = ξ = , то есть (1) (2) (1) (2) (1) (2) (1) (2)
11 11 22 22 33 33 12 12, , , .ε = ε ε = ε ε = ε ε = ε (27)

Ранг матрицы системы уравнений (26) равен двум, ее решение нулевое

13 23 0ξ = ξ = , то есть (1) (2) (1) (2)
13 13 23 23, .ε = ε ε = ε (28)

2 . 3 .  К о м п о н е н т ы  н а п р я ж е н и й  в  э л е м е н т а р н ы х  о б ъ е м а х
т е л  1 ,  2 ,  с о д е р ж а щ и х  в е р ш и н у  п и р а м и д ы

С использованием физических уравнений термоупругости равенства (27), (28)
запишем через напряжения:

1 2 1 2
11 22 33

1 2 1 2 1 2

1 1 ,Q
E E E E E E

ν ν ν ν⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− σ − − σ − − σ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 2 1 2
11 22 33

1 2 1 2 1 2

1 1 ,Q
E E E E E E
ν ν ν ν⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

− − σ + − σ − − σ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(29)



Ограничения на компоненты напряжений и нагрузки в вершине четырехугольной пирамиды 109

1 2 1 2
11 22 33

1 2 1 2 1 2

1 1 ,Q
E E E E E E
ν ν ν ν⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

− − σ − − σ + − σ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

12 13 23
1 2 1 2 1 2

1 1 1 1 1 10, 0, 0.
G G G G G G

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− σ = − σ = − σ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
(30)

В этих равенствах kE , kG , kν , kω  – соответственно модули Юнга, модули
сдвига, коэффициенты Пуассона, коэффициенты температурной деформации
скрепляемых тел; ( )k

ij ijσ = σ  (так как (1) (2)
ij ijσ = σ ); 1 2( )Q T= ω − ω ∆ , T∆ – однород-

ное приращение температуры.
Изучим решения систем уравнений (29), (30). Определитель матрицы системы

уравнений (29) вычисляется по формуле

[ ] [ ]
3

2
2 1 1 2 2 1 1 2

1 2

1 (1 ) (1 ) (1 2 ) (1 2 )E E E E
E E

⎛ ⎞
∆ = + ν − + ν − ν − − ν⎜ ⎟

⎝ ⎠
. (31)

В зависимости от сочетания материальных параметров возможны варианты.
1, 0∆ ≠ . Из этого условия следует, что 1 2G G≠ , поэтому уравнения (29), (30)

имеют единственное решение

1 2
11 22 33 12 13 23

2 1 1 2
, 0.

(1 2 ) (1 2 )
QE E

E E
σ = σ = σ = σ = σ = σ =

− ν − − ν
(32)

Напряженное состояние в вершине пирамиды полностью определено. Оказы-
ваются известными все двенадцать компонент тензоров напряжений. Из решения
(32) видно, что сочетание параметров, удовлетворяющее равенству

2 1 1 2(1 2 ) (1 2 ) 0E E− ν − − ν = (33)
является критическим, так как при стремлении сочетания параметров к выполне-
нию равенства (33) напряжения 11 22 33, ,σ σ σ  в злементарных объемах, содержа-
щих вершину G, стремятся к бесконечности.

2. 0∆ = . Причем

2 1 1 2(1 2 ) (1 2 ) 0E E− ν − − ν = , 2 1 1 2(1 ) (1 ) 0.E E+ ν − + ν ≠ (34)
Ранг системы уравнений (29) равен двум. Ранг расширенной матрицы равен

двум, если Q = 0, и трем, если 0Q ≠ , поэтому реализуются варианты:
а) Q = 0. Напряжения ijσ  (i = 1, 2, 3) подчинены ограничениям (так как в дан-

ном случае 1 2G G≠  )

11 22 33 12 13 23, 0.σ = σ = σ σ = σ = σ = (35)
Общее количество ограничений на компоненты тензоров напряжений тел 1, 2

в вершине пирамиды равно одиннадцати.
б) 0.Q ≠  Уравнения (29) несовместны. Задача МДТТ не может быть поставле-

на корректно.
3. 0.∆ =  Причем

2 1 1 2(1 2 ) (1 2 ) 0E E− ν − − ν ≠ , 2 1 1 2(1 ) (1 ) 0.E E+ ν − + ν = (36)
Ранг матрицы системы уравнений (29) равен рангу расширенной матрицы

и равен единице. Уравнения совместны. Между напряжениями справедлива
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зависимость
1 2

11 22 33
2 1 1 2

.
QE E

E E
σ + σ + σ = −

ν − ν
В данном случае 1 2G G= , поэтому каких либо дополнительных ограничений

на компоненты ijσ ( )i j≠ не накладывается. Общее количество ограничений на
компоненты напряжений элементарных объемов тел 1, 2, примыкающих к верши-
не пирамиды, равно семи.

4. 0.∆ =  Причем
2 1 1 2(1 2 ) (1 2 ) 0E E− ν − − ν = , 2 1 1 2(1 ) (1 ) 0.E E+ ν − + ν = (37)

В этом случае модули Юнга и коэффициенты Пуассона тел 1, 2 совпадают.
Ранг системы уравнений (29) равен нулю. Ранг расширенной матрицы зависит от
значений коэффициентов температурной деформации. Если эти коэффициенты
совпадают, скрепляемые материалы идентичны, особая точка отсутствует. Когда
ранг расширенной матрицы равен единице ( 0Q ≠ ), уравнения (29) несовместны.
Корректная постановка задачи МДТТ становится невозможной.

Заключение

Представление о точке сплошной среды (включая и особую точку) в виде точ-
ки континуума и связанного с ней элементарного объема не оспаривается иссле-
дователями. В элементарном объеме, отвечающем особой точке, нарушаются ус-
ловия непрерывности (наличие пересечений образующих поверхностей, разрывов
параметров нагрузки и т.п.). В статье показано, что количество ограничений на
параметры состояния такого элементарного объема оказывается избыточным. Это
обстоятельство приводит к условиям на геометрические параметры и нагрузку,
обеспечивающим корректность постановки задач МДТТ для элементов конструк-
ций с особыми точками. Такие условия изучены в вершине четырехгранной пира-
миды с ромбическим основанием при ее поверхностном нагружении и в случае
погружения в упругое тело.
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Differences between two existing approaches in the study of state parameters (stresses,
strains) near singular points are discussed. In the classical (asymptotic) approach, the singular
point is excluded from the solution region. Boundary conditions are not specified at this point,
and, thus, the state parameters have only asymptotic values. The second, non-classical approach,
considers the singular point as a point of the continuum and the elementary volume associated
with this point.

The continuum point indicates a singular point location, and the elementary volume defines
material characteristics and parameters of the stress-strain state. The number of specified
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conditions at such a point is greater than that specified at a regular (non-singular) boundary point
of a body. Therefore, the problem of solid mechanics with a singular point is non-classical.

In this paper, a non-classical approach is used to study state parameters at the vertex of a
quadrangular pyramid with a rhombic base. The case of loading the pyramid near the top by
surface forces and the case of the pyramid immersed in an elastic medium are considered. It is
shown that the correct formulation of the mechanics problem for such cases is possible only with
the implementation of the restrictions established in the work. Particular solutions are presented
that are consistent with known analytical results.

For the case of the inclusion of a pyramid in an elastic body, combinations of geometrical and
material parameters resulting in an unlimited increase in stresses within elementary volumes
containing the top of the pyramid are revealed. The research results will be used in solid
mechanics problems in the formulation of specified conditions at the vertices of polyhedra. In
particular, they may be applied when analyzing the stress state near the vertices of Knoop
indenters used for studying samples, as well as near crystalline inclusions in the mechanics of
composites.
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ СЕЛЕКТИВНОЙ НАНОПОРЫ1

Изучаются селективные свойства углеродной нанопоры по отношению к се-
парации метан-гелиевых смесей. После построения модели нанопоры, выби-
рается энергия взаимодействия наночастицы структуры с движущейся моле-
кулой. Проницаемость полученного фильтрующего элемента определяется
методом молекулярной баллистики. Математическое моделирование опи-
санной задачи демонстрирует хорошие селективные свойства углеродной
нанопоры в отношении разделения метан-гелиевой смеси. По результатам
расчетов выбраны оптимальные характеристики нанопоры, обеспечивающие
наивысшую степень разделения рассматриваемых газов.

Ключевые слова: нанопора, мембрана, разделение газов, сепарация газов,
фильтрация, наночастицы, движение молекул, поле потенциальных сил,
численные методы.

Нанопористые материалы и нанотрубки сейчас представляют большой инте-
рес, когда речь заходит о работе с газами и жидкостями. Созданные на их основе
мембраны широко используются в разделении, адсорбции и каталитических про-
цессах с участием смесей. Одним из важнейших факторов эффективности прохо-
ждения этих процессов является оптимальное конструирование таких материалов.

На характеристики мембраны, а также на результат моделирования задачи ока-
зывает влияние множество факторов [1]:

• составляющие мембрану атомы;
• компоненты газовой (или жидкой) смеси;
• выбор или построение потенциала взаимодействия свободных молекул и на-

ночастиц материала;
• размер, характер и расположение пор;
• температура;
• давление.
Пористые мембраны – наиболее простой и удобный способ разделения газов.

Так, микропористый графен способен успешно разделять смеси CH4/N2 [2],
CH4/H2 [3, 4], CO2/N2 [5, 6], H2/N2 [7], He/CH4 [8−10]. Мезопористые углеродные
материалы также способны успешно разделять вышеназванные смеси [11−15].
В силу более крупных по сравнению с графеном пор, поток газа через такие
мембраны выше, следовательно, больше подходит для промышленного приме-
нения.

Темой исследований является разделение газовых смесей (преимущественно
отделение гелия от метана) с помощью углеродных мембран. Рассматриваются
мембраны из различных материалов, что позволяет регулировать параметры по-
тенциальной энергии, а также мембраны различной структуры при комнатной
температуре и нормальном атмосферном давлении.

                                                          
1 Работа выполнена при поддержке гранта Российского научного фонда (проект № 19-71-10049).
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В поисках оптимальной структуры были проанализированы материалы, со-
ставленные монодисперсными [16−18], полидисперсными [19] углеродными на-
ночастицами, полыми капсулами, случайным образом заполняющими объем,
рыхлый равномерный полиэтиленовый слой [20] и составленный скрученными
полиэтиленовыми нитями.

В настоящей работе рассматривается модель углеродной нанопоры. Плотные
мембраны плохо пропускают газы, поэтому при производстве таких материалов
пытаются синтезировать поры различными способами. Знание о том, какими эти
поры должны быть, приблизит нас к построению идеального фильтрующего ма-
териала.

Математическая модель

Основные уравнения для перемещающихся молекул запишем в стандартной
форме в виде второго закона Ньютона:

, 1,i
i

dv
M F i N

dt
= = , (1)

где iv  – вектор скорости i-й молекулы; M – масса летящей молекулы; iF  – глав-
ный вектор внешних по отношению к рассматриваемой молекуле воздействий;
N – количество частиц в пучке молекул или в окружающей массе газа.

В проекциях на оси координат вместо (1) получим три скалярных уравнения:

, , , 1,i i i
i i i

dU dV dWM X M Y M Z i N
dt dt dt

′ ′ ′= = = = . (2)

Здесь , ,i i iX Y Z′ ′ ′  – проекции сил от элементов углеродной структуры, действую-
щих на i-ю молекулу, которые определяются как простые суммы силовых вкладов
от отдельных частиц структуры:

1 1 1
, ,

p p pN N N

i ij i ij i ij
j j j

X X Y Y Z Z
= = =

′ ′ ′ ′ ′ ′= = =∑ ∑ ∑ (3)

где , ,ij ij ijX Y Z′ ′ ′  – проекции на оси декартовых координат сил, действующих на
i-ю молекулу от j-й частицы системы; Np – количество частиц в структуре.

Далее введем в рассмотрение величины , , :ij ij ijX Y Z

, ,ij ij ij ij ij ijX MX Y MY Z MZ′ ′ ′= = = .

Тогда в новых переменных уравнения (2) можно переписать в виде

1 1 1
, , , 1,

p p pN N N
i i i

ij ij ij
j j j

dU dV dWX Y Z i N
dt dt dt= = =

= = = =∑ ∑ ∑ . (4)

При этом
0 0 0

, ,i j i j i j
ij ij ij ij ij ij

ij ij ij

x x y y z z
X a Y a Z a

− − −
= = =

ρ ρ ρ
, (5)

где aij – величина ускорения, которое приобретает i-я молекула под действием j-й
частицы системы; ρij – расстояние от j-й частицы пористой структуры до i-й моле-
кулы.
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Нанопора представляется совокупностью сферических наночастиц, для кото-
рых в общем виде потенциал взаимодействия наночастица – молекула может быть
представлен в виде двойного интеграла [21]:

2 2
1

0 0

( ) 2 sin ( 2 cos )
R

ij ij ijU q d r P r r dr
π

′ ′ ′ ′ρ = π θ θ + ρ − ρ θ∫ ∫ . (6)

Здесь R – радиус наночастицы; q – плотность распределения молекул в единице
объёма вещества. В частности, потенциал частицы мы можем строить на базе

11 5

1( ) 4 thP
⎡ ⎤σ σ σ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ρ = ε −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ ρ ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 – модифицированного потенциала Леннарда –

Джонса. Величина ускорения aij, входящая в правые части соотношений (5), будет
являться производной от (6) по ρij:

( )ij
ij

ij

dU
a

d
ρ

=
ρ

. (7)

Значения констант взаимодействия ε и σ, входящих в потенциал Леннарда –
Джонса, для некоторых пар веществ приведены в следующей таблице.

Значения констант взаимодействия ε и σ

Взаимодействующие
молекулы

Относительная глубина
потенциальной ямы (ε/k), К

Радиус влияния потенциала
взаимодействия (σ), нм

C – C  51.2  0.335
He – He  10.2  0.228

CH4 – CH4  146.7  0.386

В таблице k – постоянная Больцмана.
Если исследуемая система состоит из разнородных молекул (атомов), то для

параметров ε и σ справедливы следующие правила усреднения Лорентца – Бертло
(Lorentz–Berthelot mixing rule):

11 22
12 12 11 22,

2
σ + σ

σ = ε = ε ⋅ε . (8)

Уравнения (4) интегрируются численно с использованием схемы Рунге-Кутты
четвертого порядка точности [22] с начальными условиями

0 0 0 0 0 0| , | , |i t i t i tx x y y z z= = == = = ,

                                               0 0 0 0 0 0| , | , |i t i t i tv v u u w w= = == = = . (9)
При этом на каждом шаге по времени (∆t = 10−5 нс) и даже в каждой точке пе-

ресчета внутри этого шага требуется знать расстояние от центра пробной молеку-
лы до центра отдельной наночастицы, которое определяется с использованием
обычной метрики:

( ) ( ) ( )2 2 20 0 0
ij i i i i i ix x y y z zρ = − + − + − , (10)

где , ,i i ix y z  – координаты перемещающейся молекулы; 0 0 0, ,i i ix y z  – координаты
центра j-й сферической частицы, составляющей пору. Положения центров частиц
считаем в дальнейшем неизменными.
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Результаты вычислений

 Потенциал взаимодействия наночастиц микротуннеля и летящих молекул,
взятый в виде (6), в случае взаимодействия атома гелия с углеродной наночасти-
цей плотности q = 80 нм−3 имеет следующий вид рис. 1.
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Рис. 1. Потенциал взаимодействия наночастицы микротуннеля с q = 80 нм−3

и летящего атома гелия U(ρ)
Fig. 1. Potential energy of the interaction between a microtunnel nanoparticle of q = 80 nm−3

and a helium atom passing through a nanopore U(ρ)

Рассматриваемая нанопора представляет собой микротуннель, составленный
сферическими углеродными частицами радиуса 1.5 нм – рис. 2. Сферы размещены
таким образом, чтобы площадь области их пересечения была равна площади про-
странства, дополняющего пору до сплошного туннеля. Таким образом, энергети-
ческий барьер полученной модели будет совпадать с энергетическим барьером
сплошного туннеля.

–2 0
–2

–4

0
2

4

2 4 6 8 10 12

–2

–4

0

2

4

z, нмy, нм

x,
 н
м

Рис. 2. Модель нанопоры
Fig. 2. A nanopore model
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После построения математической модели нанопоры определены, а следова-
тельно, известны 0 0 0, , , 1, ,i i i px y z j N=  – координаты центров наночастиц, входя-
щие в правые части скалярных уравнений (4).

Начало координат помещаем в центре микротуннеля на расстоянии радиуса
наночастицы R от начала нанопоры на её оси. Молекулы газа начинают движение
вдоль ее оси (в положительном направлении оси 0z). Начальные условия прини-
мают вид

0 0 0 0 0| , | , | 5i t i t i tx x y y z= = == = = − ,

0 0 0| 0, | 0, |i t i t i t Tv u w v= = == = = . (11)
Здесь x0 и y0 задаются таким образом, чтобы их координаты равномерно покрыва-
ли всю область поры, vT – средняя тепловая скорость движения молекул (атомов).
Проницаемость нанопоры D определяется как отношение числа прошедших
сквозь неё молекул Cpassed к числу молекул, запущенных в её направлении Claunched.
Кроме того, была определена степень разделения χ метано-гелиевой смеси как от-
ношение числа прошедших сквозь структуру поры атомов гелия He

passedC  к числу

прошедших молекул метана Me
passedC .

He

Me,passed passed

launched passed

C C
D

C C
= χ = . (12)

В целях определения оптимальной конструкции нанопоры были проведены
расчёты проницаемости туннеля различного диаметра и различной плотности.
Зависимость проницаемости нанопоры от её радиуса Rp представлена на рис. 3.
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Рис. 3. Зависимость проницаемости нанопоры D от её радиуса Rp. Пунктирной линией обо-
значена зависимость проницаемости нанопоры для метана, точечной линией – для гелия.
В верхней части графика отображена степень разделения χ
Fig. 3. Nanopore permeability D as a function of its radius Rp. The dashed line indicates depend-
ency diagram for methane molecules; the dotted line, for helium atoms. A separation ratio χ is
shown at the top of the plot
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На рис. 3 пунктиром показана проницаемость нанопоры по отношению к мо-
лекулам метана, точечная линия соответствует проницаемости поры по отноше-
нию к атомам гелия. В верхней части рисунка представлена степень разделения
гелия и метана χ.

Результаты показывают, что наибольшей степени разделения гелия и метана
удовлетворяет диаметр туннеля равный 6 нм. Данный размер поры позволяет на
выходе получать в 2.5 раза больше гелия, чем метана. Слишком узкая пора плохо
пропускает даже гелий, с другой стороны, с увеличением ее диаметра падает се-
лективность поры по отношению к различным газам.

Зависимость проницаемости нанопористой структуры от плотности вещества q
представлена на рис. 4. Здесь пунктиром показана проницаемость нанопоры по
отношению к молекулам метана, точечная линия соответствует проницаемости
поры по отношению к атомам гелия. В верхней части рисунка представлена сте-
пень разделения гелия и метана χ.
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Рис. 4. Зависимость проницаемости нанопоры от её плотности q. Пунктирной линией обо-
значена зависимость проницаемости нанопоры для метана, точечной линией – для гелия.
В верхней части графика отображена степень разделения χ
Fig. 4. Nanopore permeability as a function of its density q. The dashed line indicates dependency
diagram for methane molecules; the dotted line, for helium atoms. A separation ratio χ is shown at
the top of the plot

Результаты вычислений показывают, что наибольшей степени разделения сме-
си гелия и метана удовлетворяет плотность составляющего материал микротунне-
ля вещества q = 40−80 нм−3, что обеспечивает степень разделения метано-гелие-
вой смеси около 2.5 единиц. Другими словами, гелий через такую пору проходит
в 2.5 раза лучше метана – рис. 4. Полученный результат близок к значению, пока-
занному в работе [16].

На рис. 5 представлены результаты расчетов молекулярной баллистики для
атома гелия, взаимодействующего с наночастицами поры.

Левая часть графика на рис. 5 демонстрирует траекторию движения атома ге-
лия. Правый график представляет абсолютное значение скорости v, которую при-
обретает молекула при столкновениях с наночастицами. На удалённых расстояни-
ях от системы наночастиц или в зонах высокой локальной пористости скорость
молекул становится равной исходной среднеквадратичной величине теплового



120 В.А. Потеряева

–2–4 0 2 4

y, нм 0
4

–4

–2

0

2

z, нм

x,
 н
м

5 10 15 20 25
t, пс

0

0.4

0.8

1.2

1.6
v, км/с

Рис. 5. Траектория и скорость атома гелия, взаимодействующего с наночастицами поры
Fig. 5. Trajectory and velocity of the helium atom passing through a nanopore

движения vT. В этих же зонах силовое воздействие от системы наночастиц стано-
вится незначительным. Поскольку движение молекул осуществляется в потенци-
альном поле сил, то выполняется закон сохранения энергии в следующей форме:

2 2

1
( ) , 1,

2 2

n
i T

ij
j

mv mvU i N
=

= ρ + =∑ . (13)

Соотношения (13) являются первым интегралом уравнений движения (4) и мо-
гут использоваться для контроля точности проводимых вычислений.

Заключение

Выполнено математическое моделирование движения гелия и метана через уг-
леродную нанопору. Методом классической молекулярной динамики изучена
проницаемость построенной структуры.

По результатам приведенных вычислений можно сделать вывод о том, что ре-
гулировкой размера пор и плотности вещества можно добиться существенной
разницы в движении атомов гелия и молекул метана. При диаметре нанопоры в
6 нм и плотности вещества q от 40 до 80 атомов на один кубический нанометр ге-
лий проходит через пору 2.5 раза лучше метана.
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Membrane separation of mixtures is widely used in chemical, fuel and energy,
pharmaceutical, food, and other industries. In particular, mixed gases are separated by porous
carbon membranes of various designs. This work deals with a study of selective properties of a
carbon nanopore in terms of its ability to separate helium-methane mixtures. Gaining knowledge
of nanopore characteristics allows us to design nanoporous membranes that are optimal for our
purposes.

The membrane composed of carbon nanoparticles has a potential energy barrier representing
the summed energy of the interaction between the molecule passing through a membrane and
each nanoparticle of the structure. The trajectory and velocity of the molecule are obtained when
solving a system of differential equations using the Runge-Kutta fourth-order method.
Permeability of the resulting filter element is determined by the molecular dynamics method as a
ratio of the molecules passed through the membrane to the total number of launched ones.

Mathematical modeling of the described problem shows good selective properties of the
carbon nanopore in terms of separation of a helium-methane mixture. Based on the calculated
results, the most efficient pore diameter has been revealed, as well as the optimal density of the
material providing the highest separation ratio for the mixtures under consideration.

Financial support. The research is implemented at the expanses of the Russian Science
Foundation (project No. 19-71-10049).

Valentina A. POTERYAEVA (National Research Tomsk State University, Tomsk, Russian
Federation). E-mail: valentina.poteryaeva@gmail.com

REFERENCES

 1. Xu L., Tsotsis T.T., Sahimi M. (1999) Nonequilibrium molecular dynamics simulation of
transport and separation of gases in carbon nanopores. I. Basic results. The Journal of Chemi-
cal Physics. 111(7). pp. 3252–3264. DOI: 10.1063/1.479663.

 2. Chen G., An Y., Shen Y., Wang Y., Tang Z., Lu B., Zhang D. (2020) Effect of pore size on
CH4/N2 separation using activated carbon. Chinese Journal of Chemical Engineering. DOI:
10.1016/j.cjche.2019.12.018.

 3. Raghavan B., Gupta T. (2018) H2/CH4 gas separation using graphene drilled with elliptical
pores. Materials Today: Proceedings. 5(10). pp. 20972–20976. DOI: 10.1016/j.matpr.
2018.06.487.

 4. Liu H., Dai S., Jiang D. (2013) Permeance of H2 through porous graphene from molecular
dynamics. Solid State Communications. 175-176. pp. 101–105. DOI: 10.1016/j.ssc.
2013.07.004.

 5. Wu T., Xue Q., Ling C., Shan M., Liu Z., Tao Y., Li X. (2014) Fluorine-modified porous gra-
phene as membrane for CO2/N2 separation: molecular dynamic and first-principles simula-
tions. The Journal of Physical Chemistry C. 118(14). pp. 7369–7376. DOI: 10.1021/
jp4096776.

 6. Liu H., Dai S., Jiang D. (2013) Insights into CO2/N2 separation through nanoporous graphene
from molecular dynamics. Nanoscale. 5(20). 9984. DOI: 10.1039/c3nr02852f.

 7. Du H., Li J., Zhang J., Su G., Li X., Zhao Y. (2011) Separation of hydrogen and nitrogen
gases with porous graphene membrane. The Journal of Physical Chemistry C. 115(47).
pp. 23261–23266. DOI: 10.1021/jp206258u.



Математическая модель селективной нанопоры 123

 8. Mohammad S., Gharibzahedi R., Karimi-Sabet J. (2016) Gas separation in nanoporous gra-
phene from molecular dynamics simulation. Chemical Product and Process Modeling. 11(1).
DOI: 10.1515/cppm-2015-0059.

 9. Bartolomei M., Carmona-Novillo E., Hernández M.I., Campos-Martínez J., Pirani F., Giorgi G.
(2014) Graphdiyne pores: “ad hoc” openings for helium separation applications. The Journal
of Physical Chemistry C. 118(51). pp. 29966–29972. DOI: 10.1021/jp510124e.

 10. Nikkho S., Mirzaei M., Sabet J.K., Moosavian M.A., Hedayat S.M. (2019) Enhanced quality
of transfer-free graphene membrane for He/CH4 separation. Separation and Purification
Technology. pp. 115972. DOI: 10.1016/j.seppur.2019.115972.

 11. Chang R.W., Lin C.J., Liou S.Y.H., Bañares M.A., Guerrero-Pérez M.O., Martín Aranda R.M.
(2019) Enhanced cyclic CO2/N2 separation performance stability on chemically modified N-
doped ordered mesoporous carbon. Catalysis Today. DOI: 10.1016/j.cattod.2019.08.004.

 12. Li L., Song C., Jiang H., Qiu J., Wang T. (2014) Preparation and gas separation performance
of supported carbon membranes with ordered mesoporous carbon interlayer. Journal of
Membrane Science. 450. pp. 469–477. DOI: 10.1016/j.memsci.2013.09.032.

 13. Mahurin S.M., Lee J.S., Wang X., Dai S. (2011) Ammonia-activated mesoporous carbon
membranes for gas separations. Journal of Membrane Science. 368(1-2). pp. 41–47. DOI:
10.1016/j.memsci.2010.11.007.

 14. Choi S.-H., Qahtani M.S., Qasem E.A. (2018) Multilayer thin-film composite membranes for
helium enrichment. Journal of Membrane Science. 553. 180–188. DOI: 10.1016/j.memsci.
2018.02.057.

 15. Choi S.-H., Sultan M.M.B., Alsuwailem A.A., Zuabi S.M. (2019) Preparation and characteri-
zation of multilayer thin-film composite hollow fiber membranes for helium extraction from
its mixtures. Separation and Purification Technology. 222. pp. 152–161. DOI: 10.1016/
j.seppur.2019.04.036.

 16. Poteryaeva V.A., Usenko O.V., Sherstobitov А.А. (2015) Differentsial'naya pronitsaemost'
ul'tratonkogo poristogo sloya monodispersnykh nanochastits [Differential permeability of an
ultrathin porous layer of monodisperse nanoparticles]. Vestnik Tomskogo gosudarstvennogo
universiteta. Matematika i mekhanika – Tomsk State University Journal of Mathematics and
Mechanics. 2(34). pp. 96–102. DOI: 10.17223/19988621/34/9.

 17. Bubenchikov M.A., Bubenchikov A.M., Usenko O.V., Poteryaeva V.A., Zhambaa Soninbaiar
(2016) Separation of gases using ultra-thin porous layers of monodisperse nanoparticles. EPJ
Web of Conferences. 110. pp. 01014-1–01014-6. DOI: 10.1051/epjconf/201611001014.

 18. Bubenchikov A.M., Bubenchikov M.A., Poteryaeva V.A., Libin E.E. (2016) Volnovaya pro-
nitsaemost' sloya kompaktirovannykh nanochastits [The wave permeability of a compacted
nanoparticle layer]. Vestnik Tomskogo gosudarstvennogo universiteta. Matematika i mek-
hanika – Tomsk State University Journal of Mathematics and Mechanics. 3(41). pp. 51–57.
DOI: 10.17223/19988621/41/5.

 19. Poteryaeva V.A., Usenko O.V., Sherstobitov А.А. (2015) Differentsial'naya pronitsaemost'
sloya polidispersnykh nanochastits [Differential permeability of a layer of polydisperse nano-
particles]. The collected papers of the VII International Scientific Conference of Young Scien-
tists. Section 2: Electrotechology. pp. 101–104.

 20. Bubenchikov M.A., Poteryaeva V.A., Ukolov A.V. (2017) Helium passage through homoge-
neous ultrafine hydrocarbon layers. EPJ Web of Conferences. 110. pp. 01085. DOI: 10.1051/
matecconf/201711001085.

 21. Bubenchikov A.M., Bubenchikov M.А., Potekaev A.I., Libin E.E., Hudobina Yu.P. (2015)
The potential field of carbon bodies as a basis for sorption properties of barrier gas systems.
Russian Physics Journal. 58(7). pp. 882–888. DOI: 10.1007/sl 1182-015-0586-6.

 22. Ortega J. (1976) Scientific Computing and Computer Science. New York: Academic Press.

Received: August 10, 2019



ВЕСТНИК ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА

2020 Математика и механика № 65

УДК 539.3
DOI 10.17223/19988621/65/10

Н.В. Скрипняк, К.В. Иохим

ВЛИЯНИЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЗЕРЕН ПО РАЗМЕРАМ
НА ПРОЧНОСТНЫЕ И ДЕФОРМАЦИОННЫЕ СВОЙСТВА

СПЛАВОВ Zr–Nb ПРИ ВЫСОКОСКОРОСТНОМ РАСТЯЖЕНИИ1

Методом многоуровневого компьютерного моделирования исследованно
влияние распределения зерен по размерам на механическое поведение спла-
вов Zr−Nb при высокоскоростном растяжении. Исследовано влияние объем-
ной концентрации крупных зерен на зарождение и рост повреждений. Пока-
зано, что сплавы Zr−Nb с зеренными структурами, характеризующимися
бимодальным распределением размеров, обладают повышенными прочно-
стными и деформационными характеристиками.

Ключевые слова: эволюция повреждений; распределение зерен по разме-
рам; цирконий-ниобиевые сплавы; высокоскоростная деформации

Сплавы Zr−Nb представляют интерес для инженерного и медицинского при-
менения благодаря уникальному сочетанию низкой магнитной восприимчивости,
хорошей биосовместимости, высокой пластичности, коррозионной и радиацион-
ной стойкости [1, 2]. Сплавы Zr−1 %Nb и Zr−2.5 %Nb применяются в качестве
конструкционных материалов для оболочек современных тепловыделяющих эле-
ментов ядерных реакторов, напорных труб и другого оборудования [3]. В процес-
се эксплуатации конструкций в ядерных реакторах происходит поглощение водо-
рода и дейтерия сплавами Zr−Nb, что приводит к образованию дисперсных частиц
фаз гидридов циркония (Zr2H), (ZrH), (ZrH1.5+x) и (ZrH2). Образование гидридов
приводит к охрупчиванию сплавов, замедленному гидридному растрескиванию,
что является одним из основных факторов, сокращающих срок службы напорных
труб в реакторах [2]. Для повышения прочностных характеристик сплавов Zr−Nb,
их коррозионной стойкости и сопротивления водородному охрупчиванию было
предложено использовать сплавы с ультрамелкозернистой структурой [4−6]. Было
показано, что ультрамелкозернистые циркониевые сплавы с концентрацией Nb
ниже 2.5 мас.% обладают существенно меньшими деформациями до разрушения
по сравнению с крупнозернистыми аналогами [7]. При получении сплавов с ульт-
рамелкозернистой структурой методами интенсивной пластической деформации
могут формироваться структуры с бимодальным распределением зерен по разме-
рам. Сплавы с подобной зеренной структурой обладают сочетанием повышенных
прочностных характеристик и достаточно высокой пластичностью в квазистати-
ческих условиях [7−10]. Механическое поведение сплавов Zr−Nb с бимодальными
зеренными структурами при деформации с высокими скоростями деформации ис-
следовано слабо.

В данной работе для исследования свойств сплавов Zr−Nb с ультрамелкозер-
нистыми и бимодальными зеренными структурами в условиях высокоскоростного

                                                          
1 Работа поддержана Российским научным фондом (РНФ), грант № 18-71-00117. Авторы благодарят
Фонд за поддержку этой работы.
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растяжения использован подход многоуровневого компьютерного моделирова-
ния.

Цель работы состояла в исследовании влияния параметров зеренной структу-
ры на зарождение и развитие повреждений в сплавах Zr−Nb при высоких скоро-
стях деформации. Методом компьютерного моделирования определены предель-
ные деформации до макроскопического разрушения и макроскопические прочно-
стные характеристики (пределы текучести и прочности) при скоростях деформа-
ции от 100 и 1000 с−1 при изменении объемной концентрации крупных зерен от 0
до 100 %. Исследовано влияние дисперсных частиц гидридов циркония на разви-
тие разрушения в сплавах с бимодальными зеренными структурами.

1. Постановка задачи

Двухуровневая модель механического отклика структурированной среды с
бимодальным распределением размеров зерен была использована для исследова-
ния механического поведения сплава Zr−1 %Nb. В нормальных условиях сплав
состоит из зерен альфа-фазы Zr c ~0.5 % Nb, имеющей гексагональную плотно-
упакованную (ГПУ) решетку, и дисперсных частиц Nb с объемно центрированной
кубической решеткой [3−5, 7, 9−12]. При поглощении сплавом водорода могут
образовываться наночастицы гидридов циркония, преимущественно в границах
зерен или близи них [2, 13]. Поэтому модельные 3D-объемы сплава были пред-
ставлены зернами альфа-фазы циркония, размеры которых имеют распределение,
а также объемами агломератов субмикронных зерен и слоями интерфейсных и зе-
ренных границ. Поскольку дисперсные частицы Nb и частицы гидридов имеют
размеры от 20 до 40 нм, их содержание в сплаве было предложено учитывать не-
явно, с помощью модификации определяющих уравнений, разработанных в рам-
ках микродинамического подхода и с учетом термически активированных дисло-
кационных механизмов [14]. Объемы материала, соответствующие агломератам
ультрамелких или наноразмерных зерен, объемам зернограничных областей, в
модели характеризуются соответствующими эффективными физико-механиче-
скими характеристиками. Размеры зерен и фазовая структура на границе зерен
влияют на скольжение дислокаций и образование дислокационных субструктур
во время пластического течения [14]. Механический отклик поликристаллических
сплавов может быть описан параметрами усреднения состояний по типичному
элементу представительного объема. Распределения зерен по размерам в сплавах
Zr−1 %Nb (Э110) были заданы в соответствии с экспериментальными данными,
полученными методом дифракции вторичных отраженных электронов (EBSD) на
приставке электронного сканирующего микроскопа [8].

При генерации модельных объемов учитывалось вероятное бимодальное или
одномодальное распределение зерен по размерам. В случае бимодального распре-
деления рассматривались субмикронные зерна, образующие ультрамелкозерни-
стые объемы материала, а также крупные зерна, размеры которых могут варьиро-
ваться в диапазоне от 1 до 100 мкм. Распределение зерен по размерам описыва-
лось функциями плотности вероятности gk(dg) [7, 15]:

1
( ) ( )

m

g k k g
k

g d g d
=

= λ∑ ; (1)

2( ) (1/ 2 )exp [ (ln ) / 2 ]k g d k g g gk d kg d d d d= π σ − − σ , (2)
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где dg – размер зерна, λk – весовые коэффициенты, λk > 0, 1 2 1,λ + λ =  ,dk gkdσ  –
среднеквадратичное отклонение ln(dg), среднее значение ln(dg), соответственно.

В этой статье рассмотрено влияние одномодального и бимодального распреде-
лений размеров зерен на пластическое течение и разрушение сплавов Zr−Nb при
скоростях деформации от 100 до 1000 с−1. Для калибровки вычислительной моде-
ли были использованы экспериментальные данные [4].

Удельный объем ультрадисперсных зерен (с размером зерен 100 нм < dg < 1 мкм)
и крупных зерен (1 мкм < dg < dg max) оценивали с использованием функции плот-
ности вероятности gk(dg):

min

1
1( )

g

m
UFG d

C g x dx
μ

= ∫ , 
max

210
( )gd

CG m
C g x dx

μ
= ∫ ,  (3)

где CUFG, CCG – удельные объемы ульрамелких зерен (СUFG) и крупных зерен
(CCG); g1, g2 – функции плотности вероятности логнормального распределения
размеров субмикронных и крупных зерен соответственно.

На рис. 1 показан пример 3D-модельного объема сплава Zr−1 %Nb с бимо-
дальным распределением зерен по размерам (85 % объемной концентрацией суб-
микронных зерен). Размеры модельного объема – 14×8×1 мкм .
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Рис. 1. Схема граничных условий
Fig. 1. Scheme of boundary conditions

Начальные условия соответствуют свободному напряженному состоянию ма-
териала в однородном температурном поле. Граничные условия (4) соответствуют
растяжению вдоль оси OX с постоянной скоростью Vx:
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Механический отклик зерен и зернограничной фазы описывался в рамках ме-
ханики повреждаемых сред:

, ,iji i
ij ij

i j

u dud dE
dt x x dt dt

∂σ∂ρ
= ρ = ρ ρ = σ ε

∂ ∂
; (5)
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ε = ε + ε ε = + δ ε =λ∂Φ ∂σ ε = − ,  (9)
где ρ – массовая плотность; ui – компоненты вектора скорости частицы; xi – де-
картовы координаты, i = 1, 2, 3; E – удельная внутренняя энергия; ,ij ijε ω  – ком-
поненты тензора скорости деформации и тензора изгибания-кручения; функция
φ(f) устанавливает связь между эффективными напряжениями поврежденной сре-
ды и напряжениями в конденсированной фазе; Γ − коэффициент Грюнайзена; ρ0 −
начальная массовая плотность конденсированной фазы сплава; B0, B1 – постоян-
ные материала; Cp – удельная теплоемкость; D/Dt – производная Яуманна; μ − мо-
дуль сдвига; grawthf − скорость роста пустот; f − объемная доля пустот в повреж-

денной среде; λ − параметр, полученный из условия пластического течения
0Φ = , а Φ − пластический потенциал, определяемый уравнением (10).
В расчетах были использованы значения ρ0 = 6505 кг/м3, B0 = 89 ГПа, B1 = 3.8,

Γ = 1.09.
Функция φ(f) в уравнении (7) принимает вид φ ( f ) = (1 − f) для давления и не-

явно определяется для тензора девиаторных напряжений.
Система уравнений включает в себя: уравнения сохранения (5), кинематиче-

ские отношения (6), определяющее уравнение (7), уравнение состояния (8), урав-
нение релаксации для девиатора тензора напряжений (9).

Влияние повреждения на напряжение течения определялось потенциалом
[16, 17]:

2 2 * * 2
1 2 3( / ) 2 cosh( / 2 ) 1 ( ) 0eq s sq f q p q fσ σ + − σ − − = , (10)

где σs − предел текучести, а q1, q2 и q3 − параметры модели, p – давление, f * − па-
раметр поврежденности.

Скорость роста повреждений связана с выполнением уравнения сохранения
массы и зависит от изменения объемной пластической деформации. Предполага-
ется, что при сдвиговой пластической деформации роста повреждений не проис-
ходит. Зарождение пустот зависит от эквивалентной пластической деформации

eq
pε  [16, 17].

nucl growth
2

nucl

growth

,

( / )exp{ 0.5[( ) / ] },

(1 ) ,

p p
eq N N eq N N

p
kk

f f f

f f s s

f f

= +

=ε − ε − ε

= − ε

(11)

где εN и sN − средняя деформация зародышеобразования и стандартное отклонение
соответственно. Количество зародышей пустот контролируется параметром fN.
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;
( ) /( ) ,

c

c F c F c c

f f if f f
f f f f f f if f f

= ≤

= + − − >

*

* (12)

где 2
1 1 3 3( ) /Ff q q q q= + − .

На стадии формирования трещины происходит слияние зародившихся пустот.
Это вызывает размягчение материала и увеличение скорости роста относительно-
го объема повреждений f *.

Параметры модели для сплава Zr−1 % Nb были определены для согласования
результатов моделирования с экспериментальными диаграммами деформирова-
ния. Для описания эволюции повреждений сплавов Zr−Nb использованы значения
параметров: q1 = 1.3, q2 = 1, q3 = 1.69, f0 = 0, fN = 0.2, fc = 0.035, fF = 0.4, εN = 0.28,
sN  = 0.1

Повышение температуры, связанное с диссипацией энергии при пластическом
течении, рассчитывалось с помощью соотношения

0
0

( / )

p
eq

p
p eq eqT T C d

ε

= + β ρ σ ε∫  , (13)

где T0 − начальная температура, а β ~ 0.9 − параметр, представляющий долю пла-
стической работы, преобразованной в тепло.

Удельная теплоемкость для Zr−1 %Nb рассчитывалась по феноменологиче-
ским соотношениям в интервале температур от 293 до 1155 К [18].

2251.382 0.10487 0.0000159 [Дж/кг К] 0 1155 К .pC T T at T Tαβ= + + ⋅ < < = (14)

Напряжение пластического течения альфа-фазы циркония, имеющей гексаго-
нальную плотноупакованную кристаллическую решетку, было описано уравнени-
ем [14]

1/ 2
0

1 2 0 3 4 0

( )

exp{ (1 / )} 1 exp{ } exp{ }exp{ ln( / )}

s s hp g

p
m eq eq eq

k d

C T T C k C T C T

−σ = σ + ×

× − + − − ε − ε ε ; (15)

inc
0 0

inc

1 lg( )
2 1s

db
L b

μ
σ = σ +

π − ν
, (16)

где σs − напряжение течения; σs0, khp, k0, C1, C2, C3, C4 – параметры материала;
dg – средний размер зерна; 1/ 2[(2 / 3) ]eq ij ijε = ε ε , ijε − компоненты тензора скорости

деформации; p
ijε  − компоненты тензора скорости пластической деформации;

0

t
p p
eq eqdtε = ε∫  – интенсивность пластической деформации; 0 1 2 3exp{ / }eq Tε =γ − γ +γ ;

1 2 3, ,γ γ γ  − постоянные материала; ν – коэффициент Пуассона; σ0 – параметр, за-
висящий от предыстории воздействий на материал; b – модуль вектора Бюргерса;
dinc – средний размер дисперсных частиц Nb; Linc – среднее расстояние между дис-
персными частицами; T – температура в К; Tm − температура плавления; µ(T) –
модуль сдвига.

Модуль сдвига сплава Zr−1 %Nb в зависимости от температуры рассчитывался
с помощью феноменологического соотношения:
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0( ) (1 ) , (273 )T k T K T Tμ αβμ =μ − < < , (17)

где μ0, kμ – постоянные материала, Tαβ – температура фазового перехода α→β для
сплава.

Величина σs0 для зернограничной фазы альфа циркония с выделениями нано-
частиц стабильных гидридов δ(ZrH1.5+x) и ε(ZrH2) рассчитывалась по формуле
(16) с использованием экспериментальных значений dinc = 36 нм, Linc = 250 нм,
dinc = 25 нм, Linc = 200 нм, соответственно [19].

При моделировании деформации образцов сплава Zr−1 %Nb были использова-
ны параметры материала: σs0 = 0.02 ГПа, γ1 = 2115 c−1, γ2 = 38.2 К, γ3 = 9.8 10−5 c−1,
ν = 0.33, μ0 = 38.7 ГПа, kμ = 5.45 10−4 К−1, Tαβ = 1155 К, dg = 40 мкм, b = 0.323 нм.
Параметры материала, входящие в определяющее уравнение (15), для сплава
Zr−1 %Nb, приведены в таблице.

Параметры сплава Zr−1 %Nb

Материал σ0, ГПа C1 C2, ГПа C3, К−1 C4, К−1 k0 Tm, К
Zr−1 %Nb 0.02 3.85 0.56 0.0016 0.00009 8.5 1875

Компьютерное моделирование проводилось с использованием LS DYNA
(ANSYS WB 15.2, ANSYS, Inc., Canonsburg, PA, USA).

Расчеты проводились с использованием конечно-разностной схемы второго
порядка точности. Поскольку плотность сетки может влиять на процесс повреж-
дения, в объемах зернограничной фазы применена мелкая сетка, а в объеме зерен
более крупная. Размер шага сетки был подобран, чтобы обеспечить сходимость
полученных численных результатов. Шаг по времени определяли для каждой
ячейки с использованием условия Куранта – Фридрихса – Леви. Фрагментация
образцов моделировалась методом эрозии при достижении параметром повреж-
денности порогового значения. Во всех выполненных вариантах численного мо-
делированиях внутренняя энергия разрушенных сеточных элементов не превыша-
ла 5 % внутренней энергии расчетной области.

2. Результаты численного моделирования и их обсуждение

На рис. 2 показаны расчетные поля эквивалентных пластических деформаций
на последовательных стадиях зарождения повреждений и их роста при растяже-
нии модельного объема Zr−1 %Nb со скоростью деформации 100 с−1. Уравнение
(15) описывает деформационное упрочнение, чувствительность к скорости де-
формации и температурную чувствительность зерен сплава. Пространственное
расположение зоны зарождения и роста повреждений (рис. 2) указывает сильную
корреляцию между образованием полос локализованной пластической деформа-
ции и последующим формированием макротрещины. Полученные результаты
также согласуются с данными [20], которые указывают на определяющую роль
явления локализации деформации в процессе разрушения титановых сплавов, от-
носящихся к одной изомеханической группе с цирконий-ниобиевыми сплавами
[21]. На рис. 2, а показано, что зарождение повреждений происходит в зоне пере-
сечения полос локализации пластической деформации с границами крупных зе-
рен. На рис. 2, b и c показано, что с ростом деформации формируются стационар-
ные полосы локализованного сдвига, вдоль которых происходит рост мезоскопи-
ческих трещин.
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Рис. 2. Расчетная эквивалентная пластическая де-
формация на стадиях зарождения повреждений (а),
их роста (b) и коалесценции (c) при растяжении
представительного объема Zr – 1 %Nb при скоро-
сти деформации 100 с− 1

Fig. 2. Calculated equivalent plastic strain at the stages
of (a) nucleation, (b) growth, and (c) coalescence of
damages under tension of Zr – 1 %Nb representative
volume element at a strain rate of 100 s− 1

В случае бимодальной зеренной структуры у материала полосы локализован-
ного сдвига и трещины развиваются как в объеме субмикронных зерен, так и в
крупных зернах. Учет изменения прочностных и деформационных свойств в объ-
еме зернограничной фазы, обусловленного сегрегацией дисперсных частиц гид-
ридов ZrH1.5 , не оказал значимого влияния на закономерности развития макроско-
пических трещин. Вместе с тем, снижение пороговой деформации зарождения по-
вреждений в зернограничной фазе оказывает влияние на траекторию роста тре-
щин в объеме мелкозернистого материала, как видно из рис. 2, b. Полученные ре-
зультаты объясняют факт снижения параметра трещиностойкости K1C при слабом
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изменении эффективных значений предела текучести и предела прочности сплава
Zr−1 %Nb с ростом концентрации дисперсных частиц гидридов. Объемная кон-
центрация субмикронных зерен существенно влияет на прочностные свойства
сплава Zr−1 %Nb при высоких скоростях деформации. На рис. 3, a показано, что с
уменьшением концентрации субмикронных зерен и ростом крупных зерен в мо-
дельном объеме Zr−1 %Nb возрастает эффективная макроскопическая деформа-
ция до разрушения при скоростях деформации 100 и 1000 с−1. Результаты, пока-
занные на рис. 3, b, свидетельствуют о снижении эффективных значений предела
текучести и максимального растягивающего напряжения (предела прочности) с
ростом относительного объема крупных зерен в модельном объеме материала.
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Рис. 3. Расчетная деформация до разрушения в зависимости от объемного содержания
крупных зерен в объеме сплава Zr−1 %Nb с бимодальным распределением зерен по разме-
рам (кр. 1 – скорость деформации 100 с−1, кр. 2 – 1000 с−1, кр. 3 – аналитическая зависи-
мость (19)) (a); расчетные значения предела текучести и предела прочности при скорости
деформации 100 с−1 и 1000 с−1 от объемного содержания крупных зерен (b)
Fig. 3. (a) Calculated strain to fracture versus the specific volume of large grains in the volume of
the Zr−1Nb alloy with a bimodal grain size distribution (curve 1, the strain rate is equal to 100
s−1; curve 2, the strain rate is equal to 1000 s−1; and curve 3, an analytical prediction according to
(19)); (b) calculated yield strength and ultimate tensile strength at a strain rate of 100 s−1 and
1000 s−1 versus the volume concentration of coarse grains

Влияние дисперсных частиц гидридов, сегрегированных в зернограничной фа-
зе, на пластичность исследуемого сплава, оказалось незначительным. Это объяс-
няется не только малым относительным объемом зернограничной фазы, но и не-
существенной ролью зернограничного проскальзывания в исследуемом диапазоне
скоростей деформации при температуре, близкой к комнатной, в Zr−1 %Nb спла-
вах c бимодальной зеренной структурой.

Предельные деформации до разрушения возрастают нелинейно с ростом отно-
сительного объема крупных зерен и уменьшаются с ростом скорости деформации
в диапазоне от 100 до 1000 с−1, как показано на рис. 3, а (кривые 1 и 2). С ростом
концентрации крупных зерен от 0 до 30 % объема сплава наблюдается резкий
рост величины деформации до разрушения, что обусловлено уменьшением отно-
сительной длины полос локализованного сдвига в объеме ультрамелкозернистого
материала. Полученные результаты для высоких скоростей деформации качест-
венно подобны зависимостям прочностных характеристик от концентрации круп-
ных зерен в условиях квазистатического нагружения [22]. Рациональное сочета-
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ние повышенных прочностных характеристик с пластичностью при растяжении
со скоростями деформации до 1000 с−1 может быть достигнуто в сплаве Zr−1 %Nb
при отношении суммарных объемов субмикронных и купных зерен в пропорции
~ 3:7. При достижении порогового значения формируется пространственная кар-
касно-подобная структура, элементами которой выступают объемы с субмикрон-
ными зернами.

Пластичность ГПУ-сплавов с бимодальным распределением зерен в зависимо-
сти от удельного объема крупных зерен может быть описана соотношением [15]

exp( / ) /(1 ) ,r
f st stf cg cgn

r

T T
С C C

T Tαβ

−
ε = −

−
 (18)

где f stε  – деформация разрушения при квазистатическом растяжении; Ccg –
удельный объем крупных зерен; Сstf, Ccgn – безразмерные постоянные материала;
T – температура; Tr – комнатная температура; Tαβ – температура фазового перехо-
да α→β в Zr−Nb-сплаве с определенной концентрацией Nb.

Применение указанного соотношения позволило обобщить полученные ре-
зультаты компьютерного моделирования растяжения образцов сплава Zr−1 %Nb
при температуре 295 К со скоростью деформации 100 с−1 при Сstf  = 0.215, Ccgn = 6,
а кривая 4 при Сstf  = 0.165, Ccgn = 6 (кривая 3 на рис. 3, a).

0 0/ [1 lg ( / ) ( / 1)]f st f dyn f eq eq eq eqC Hεε ε = + ε ε ε ε − , (19)

где Сεf  – параметр материала; f dynε – деформация разрушения при растяжении со
скоростью деформации; H(·) – функция Хевисайда.

Соотношение (19) применимо для описания пластичности ГПУ-сплавов
Zr−1 %Nb с бимодальными зеренными структурами только при концентрации
крупных зерен, превышающих ~30 % в диапазоне скоростей деформации до
1000 с−1 и диапазоне температур T ≤ Tαβ существования альфа-фазы Zr.

Выводы

Методом двухуровневого компьютерного моделирования исследовано влия-
ние бимодального распределения зерен по размерам на развитие пластической
деформации и разрушение сплава Zr−1 %Nb при растяжении со скоростями де-
формации 100 и 1000 с−1 .

 Показано, что разработанная вычислительная модель позволяет описывать
процессы деформации и разрушения сплава Zr−1 %Nb с бимодальными зеренны-
ми структурами при растяжении с макроскопическими скоростями деформации
до 1000 с−1.

 Полученные результаты свидетельствуют о том, что повреждения, приводя-
щие к разрушению сплава Zr−1 %Nb c бимодальными зеренными структурами
при высоких скоростях растяжения, зарождаются на границе между крупными
зернами и объемами с ультрамелкозернистой структурой.

 Показано, что предельные деформации до разрушения возрастают нелинейно
с ростом относительного объема крупных зерен и уменьшаются с ростом скоро-
сти деформации. С ростом концентрации крупных зерен от 0 до 30 % объема
сплава наблюдается резкий рост величины деформации до разрушения.

 Рациональное сочетание повышенных прочностных характеристик с пластич-
ностью при растяжении со скоростями деформации до 1000 с−1 может быть дос-
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тигнуто в сплаве Zr−1 %Nb при отношении суммарных объемов субмикронных и
купных зерен в пропорции ~ 3:7.

 Обнаружено, что влияние на пластичность сплава Zr−1 %Nb частиц гидридов
с размерами 25−40 нм, сегрегированных в зернограничной фазе, оказалась незна-
чительным.

Полученные результаты могут быть использованы при разработке ответствен-
ных конструкций ядерного энергетического оборудования из сплавов Zr−1 %Nb,
модифицированных методами интенсивной пластической деформации.
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Two-level computer simulation is used to study the effect of bimodal grain size distribution
on the plastic flow, damage evolution, and fracture of Zr-Nb alloys with a hexagonal close-packed
crystal lattice under tension at strain rates of 100 and 1000 s−1. The developed computational
model allows one to describe the strain and fracture of the Zr-1 % Nb alloy with unimodal and
bimodal grain structures under tension at high macroscopic strain rates. It is shown that the
damages that cause the fracture of the Zr-1 % Nb alloy arise at the boundaries between coarse
grains and volumes with an ultrafine-grained structure at high tensile strain rates.

A sharp increase in the strain to fracture and a smooth decrease of the yield strength and
tensile strength of the Zr-1 % Nb alloy are observed at increasing volume concentration of large
grains from 0 to 30 %. A rational combination of the increased yield strength and tensile strength
with satisfactory ductility for strain rates ranging from 100 to 1000 s−1 can be achieved in the Zr-
1 % Nb alloy when the ratio of the volume of submicron grains to the volume of coarse grains is
about 3:7. Numerical simulation results show an insignificant impact of the concentration of
dispersed particles of zirconium hydrides with sizes varying from 25 to 40 nm segregated in a
grain boundary phase on the tensile strength of the Zr-1 % Nb alloys and on the strain to failure in
the studied range of strain rates and temperature.
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ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ АЭРОДИНАМИКИ ЗАКРУЧЕННОГО
ТУРБУЛЕНТНОГО ТЕЧЕНИЯ И ПРОЦЕССА КЛАССИФИКАЦИИ
ЧАСТИЦ В ВИХРЕВОЙ КАМЕРЕ ЦЕНТРОБЕЖНОГО АППАРАТА

Представлено численное исследование аэродинамики закрученного турбу-
лентного течения и процесса классификации частиц в вихревой камере. Чис-
ленные результаты показали возможность изменением формы лопаток рото-
ра добиваться равномерного по высоте распределения радиальной состав-
ляющей вектора скорости в зоне сепарации, что является необходимым ус-
ловием для эффективной работы сепаратора. На основе полученных резуль-
татов, были определены распределения траекторий движения одиночных
частиц. Достоверность результатов исследования подтверждается тестовыми
исследованиями и сравнением с экспериментом.

Ключевые слова: численное моделирование, турбулентность, давление,
аэродинамика, вихрь, закрученное течение, функция тока, частицы, модель
k–ω Уилкокса.

На сегодняшний день, аэро- и гидродинамика закрученных турбулентных по-
токов считается одним из самых перспективных и быстро развивающихся направ-
лений в науке, это связано с высокой потребностью в получении мелкодисперс-
ных порошков заданного гранулометрического состава. Данные порошки наибо-
лее востребованы в авиации, энергетике и энергомашиностроении, химической
технологии, атомной промышленности и во многих других отраслях промышлен-
ного сектора. В основе каждой из перечисленных отраслей лежат основные зако-
номерности закрученных турбулентных потоков. Однако существующее матема-
тическое моделирование рассматриваемых процессов в центробежных аппаратах
порошковых технологий как правило основано на полуэмпирических моделях и
экспериментальных исследованиях. Поэтому фундаментальные исследования в
области турбулентных закрученных потоков является необходимым для совер-
шенствования существующих установок и проектирования принципиально новых
устройств. Порошковые материалы нашли широкое применение в порошковой
металлургии, аддитивной технологии, химической, атомной и других отраслях
промышленности. В связи с этим, возникла потребность в получении тонкодис-
персного порошка с заданным гранулометрическим составом. Существует много
различных способов получения таких порошков, однако, одними из наиболее эф-
фективных и безопасных, с точки зрения экологии, являются пневматические ме-
тоды [1]. Одним из примеров аппарата, основанного на этой методологии, являет-
ся комбинированный пневматический аппарат, разработанный в Национальном
исследовательском Томском государственном университете. Одной из особенно-
стей вихревой камеры данного аппарата является ротор, расположенный в верх-
ней части вихревой камеры. Однако при прямоугольной форме лопаток ротора,
профиль радиальной составляющей вектора скорости в области ротора имеет не-
равномерное распределение по высоте [2]. Данная работа посвящена решению
этой проблемы.
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Физико-математическая постановка задачи

Вихревая камера комбинированного пневматического аппарата (рис. 1) пред-
ставляет собой цилиндрическую область, в верхней части которой находится ро-
тор, который состоит из большого количества лопаток, вращающихся с постоян-
ной угловой скоростью [3]. В центральной части камеры располагается диск,
вращающийся с угловой скоростью ω1 и предназначенный для отсеивания очень
крупных частиц, поступающих через сечение А–А' в расчетную область вместе с
несущей средой через патрубок, подведенный к нижней части камеры. Мелкая
фракция вместе с несущей средой огибает центральный дисковой элемент за счет
перепада давления и поступает в сепарационную зону камеры, расположенную в
верхней части, где вращается вместе с лопатками ротора с угловой скоростью ω2.
На этом этапе отсеивание частиц происходит за счет большой разницы между
центробежной силой и силой аэродинамического сопротивления частиц. Отсеян-
ные на одном из этапов частицы падают вниз для повторного измельчения.

Наличие большого количества вращающихся лопаток в роторе позволяет ис-
пользовать допущение, согласно которому окружная составляющая вектора ско-
рости в сепарационной зоне камеры имеет распределение по закону вращения
твердого тела.

r

z

ω2

ω1

A A'

U0

B 

B' 

B''

Рис. 1. Схема расчетной области
Fig. 1. Scheme of a computational domain

Численное моделирование аэродинамики в рассматриваемой вихревой камере
проводится на основе уравнений Рейнольдса в цилиндрической системе коорди-
нат, в силу особенностей геометрических составляющих камеры. Замыкается дан-
ная система при использовании обобщенной гипотезы Буссинеска [4], из которой
следует, что Рейнольдсовы напряжения пропорциональны скорости деформации
осредненного течения с точностью до скалярной функции, называемой коэффи-
циентом турбулентной вязкости. В результате вышеизложенного, уравнения пе-
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реноса импульса и неразрывности в безразмерной форме, и с учетом осесиммет-
ричности задачи можно привести к следующему виду [5]:
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Безразмерная форма уравнений (1) – (4) получена с использованием следую-
щих масштабов: входная скорость U0 в качестве масштаба скорости, радиус вход-
ного сечения R0 в качестве масштаба длины. Плотность газа в рассматриваемой
задаче считалась постоянной, в силу небольших скоростей. В результате обезраз-
меривания образуется критерий Рейнольдса (Re).

Для моделирования турбулентной вязкости существует множество различных
методов. В данной работе была использована распространенная модель турбу-
лентности Уилкокса, согласно которой записываются два дополнительных урав-
нения переноса для кинетической энергии турбулентности и удельной скорости
диссипации турбулентной энергии. В безразмерной форме, в цилиндрической
системе координат и с учетом осевой симметрии эти уравнения будут выглядеть
следующим образом:
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ω

Rt
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= , (7)
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где |Ω| – модуль вектора завихренности; α, β, σ, β*, σ* – константы двухпараметри-
ческой дифференциальной модели турбулентности Уилкокса.

Для того чтобы получить единственное решение, используются следующие
граничные условия. На входе в расчетную область безразмерная осевая компо-
нента скорости задается равной uz = 1. На твердой поверхности, для тангенциаль-
ных составляющих вектора скорости ставится условие частичного скольжения,
где коэффициент скольжения определяется из известного закона стенки для тур-
булентного течения вблизи твердой поверхности. Это позволяет избежать измель-
чения шага разностной сетки вблизи твердой стенки. Более детальное описание
реализации этих условий представлено в работе [6]. Поэтому скорость на стенке
может быть выражена в следующей форме:

1γw wu u += ;  2
1

ν
γ 1

χ
t

wu +

= − ,

Удельная скорость диссипации рассчитывалась по следующим формулам [7]:

2
4|

Reβ(
ω

)wr r
wr r→ =

−
;  2

6ω |
Reβ( )wz z

wz z→ =
−

.

Граничные условия на входе в исследуемую область для кинетической энергии
турбулентности и удельной скорости диссипации турбулентной энергии были оп-
ределены из экспериментальных данных. В выходном сечении рассматриваемой
области ставится условие Неймана [8] для всех искомых переменных. В результа-
те обезразмеривания граничных условий для окружной компоненты скорости, об-
разуются два дополнительных критерия, которые фактически являются обратны-
ми числами Россби:

( ) 1 0
11

0 0 01

U w R Ru Rg r
U U R

ϕ
ϕ

⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
;  ( ) 2 0

22
0 0 02

U w R Ru Rg r
U U R

ϕ
ϕ

⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
.

Здесь w1, w2 – угловые скорости диска и ротора соответственно.
Таким образом, полученная система (5) – (7) замкнута и описывает аэродина-

мику закрученного турбулентного течения в вихревой камере комбинированного
пневматического аппарата. В силу особенностей закрученного турбулентного те-
чения двухфазной среды континуальный подход не может быть использован, так
как он подразумевает что траектории движения частиц не будут пересекаться ме-
жду собой. Соответственно расчеты проводились на основе дискретно-траектор-
ного подхода [9].

Допускается, что на твердую сферическую частицу действуют только центро-
бежная, инерционная, гравитационная и аэродинамическая силы. Для достижения
высокой эффективности процесса сепарации частиц по заданному размеру необ-
ходима малая концентрация частиц, следовательно, обратным воздействием час-
тиц на поток можно пренебречь. В этом случае, в рамках дискретно-траекторного
подхода, уравнения для описания траекторий движения частиц выглядят следую-
щим образом:

,Wd r
dt

= (8.1)

.FdWm
dt

= (8.2)
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В результате перечисленных допущений уравнение (8.2) в цилиндрической
системе координат с учетом перечисленных сил перепишется в виде [10]

( )2
φ ξ;

τ Stk
r r rwdw u w

d r
−

= + (9)

1ξ ;
τ Stk Fr
z z zdw u w

d
−

= − (10)

φ φ φ φ ξ.
τ Stk

rdw w w u w
d r

−
= − + (11)

Здесь левая часть представляет инерционные силы. Выражение (9) представляет
центробежную и аэродинамическую силу, в котором ξ = 1 + 1/6·Rep

23 – коэффици-
ент отклонения аэродинамического сопротивления трения частицы от закона Сто-
кса; Stk, Fr, Rep – безразмерные числа Стокса, Фруда и Рейнольдса частицы соот-
ветственно:

22
00Fr , Stk , Re .

18
p

p
U WUU

g H H
− δρ δ

= = =
⋅ ρν ν

В формуле в (10) последнее слагаемое отражает гравитационную силу.

Метод численного решения

Численно, задача решалась с использованием известного метода расщепления
полей скорости и давления, который подробно изложен в работе [11]. В результа-
те получаем систему нестационарных уравнений переноса. Решение каждого
уравнения проводится эволюционным методом до установления по времени, в
комбинации с обобщенным неявным методом переменных направлений в дельта-
форме [12]. Решение указанным методом проводится следующим образом:

θ Λ θ Λ θ
τ x y F∂

= + +
∂

,

*
*θ 1 Λ θ Λ θ Λ θ

τ 2
n n

x x y F− = + + ;

** *
**θ 1 θΛ θ

τ 2 τy− = ;

1 **θ θ θn n+ = + .
Здесь операторы Λ представляют собой конвективные и диффузионные сла-
гаемые.

Разностные аналоги конвективно-диффузионных слагаемых расписывались на
разнесенной разностной сетке с использованием экспоненциальной схемы [13].
Особенностью экспоненциальной схемы является то, что она снимает ограниче-
ние на сеточное число Рейнольдса.

Численное решение уравнения движения частицы основывается на неявном
методе Эйлера.
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Анализ численных результатов

Как видно из рис. 2, при прямоугольной форме ротора, в выходной области
камеры сечение газа сужается, что неблагоприятно сказывается на процессе сепа-
рации и классификации частиц. Посредством изменения формы лопаток ротора
удалось создать дополнительный перепад давления, что позволило увеличить се-
чение газа и тем самым получить более равномерное по высоте распределение
линий тока на входе в ротор.

 
Рис. 2. Распределение изолиний функции тока для прямоугольной (слева)
и трапецеидальной (справа) формы ротора; Re = 3000, Rg1 = 3, Rg2 = 3

Fig. 2. Streamline distribution for rectangular (on the left)
and trapezoidal (on the right) rotor shapes; Re = 3000, Rg1 = 3, Rg2 = 3

Посредством изменения формы лопаток ротора можно влиять на распределе-
ние радиальной составляющей вектора скорости в вертикальном сечении ротора,
что демонстрирует рис. 3. Таким образом, можно добиться более равномерного
распределения радиальной составляющей вектора скорости по высоте на входе в
ротор, что является очень важным критерием для эффективной работы вихревой
камеры центробежного аппарата.

На рис. 4 представлено распределение изолиний кинетической энергии турбу-
лентности и окружной составляющей вектора скорости для трапецеидальной
формы ротора. Здесь можно отметить большую интенсивность кинетической
энергии турбулентности на участке с измененной формой лопаток ротора.

Рис. 5 демонстрирует частный случай закрученного турбулентного течения
двухфазной среды, из которого следует, что крупная фракция частиц попадает на
периферию и падает для повторного измельчения. Однако мелкая фракция части,
беспрепятственно попадает в ротор, расположенный в верхней части вихревой
камеры. В данном примере рассматривалась геометрия без центрального дисково-
го элемента.
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Рис. 3. Распределение изолиний радиальной составляющей вектора скорости для прямо-
угольной (слева) и трапецеидальной (справа) формы ротора; Re = 3000, Rg1 = 3, Rg2 = 3
Fig. 3. Isolines of the radial velocity component for rectangular (on the left) and trapezoidal (on
the right) rotor shapes; Re = 3000, Rg1 = 3, Rg2 = 3

  
Рис. 4. Распределение изолиний кинетической энергии турбулентности (слева) и окружной
составляющей вектора скорости (справа) для трапецеидальной формы ротора; Re = 3000,
Rg1 = 3, Rg2 = 3
Fig. 4. Isolines of the turbulent kinetic energy (on the left) and circumferential velocity compo-
nent (on the right) for a trapezoidal rotor shape; Re = 3000, Rg1 = 3, Rg2 = 3
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Рис. 5. Распределение траекторий движения частиц различного размера:
1 – 10, 2 – 15, 3 – 20, 4 – 25, 5 – 30, 6 – 40 и 7 – 50 мкм
Fig. 5. Motion trajectories for particles of various sizes:

(1) 10, (2) 15, (3) 20, (4) 25, (5) 30, (6) 40, and (7) 50 μm

Достоверность изложенного исследования подтверждается сравнением реше-
ния ламинарной задачи в переменных вихрь – функция тока и скорость – давле-
ние [11]. Также, было проведено сравнение полученных численных результатов с
экспериментальными данными и получено согласование для закрученного турбу-
лентного течения в междисковом пространстве при направлении течения от пе-
риферии к оси симметрии (рис. 6) [14].
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Рис. 6. Сравнение численных расчетов с экспериментальными данными при сле-
дующих параметрах течения: Re = 2204, R0/H = 10, 1 – R/R0 = 0.6; 2 – R/R0 = 0.4; 3 –
R/R0 = 0.275; 4 – R/R0 = 0.185. Точками отображены экспериментальные данные [15]
Fig. 6. Comparison of numerical results with experimental data for the following flow pa-
rameters: Re = 2204, R0/H = 10, R/R0 = (1) 0.6, (2) 0.4, (3) 0.275, and (4) 0.185. The dot-
ted line indicates experimental data [15]
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Заключение

В данной работе представлены результаты численного исследования аэроди-
намики закрученного турбулентного течения и процесса сепарации частиц в вих-
ревой камере пневматического аппарата. Выявлены характерные особенности в
распределении полей скорости, турбулентной вязкости и кинетической энергии
турбулентности. Показана возможность управлять балансом аэродинамических и
центробежных сил в области ротора за счет изменения формы лопаток, что спо-
собствует повышению эффективности процесса сепарации порошков по заданно-
му гранулометрическому составу. В результате математического моделирования
динамики движения одиночной тяжелой частицы в закрученном турбулентном
течении было выяснено влияние геометрических и режимных параметров на
фракционное разделение частиц.

ЛИТЕРАТУРА

 1. Шваб А.В., Евсеев Н.С. Исследование процесса сепарации частиц в турбулентном за-
крученном потоке // Теорет. осн. хим. техн. 2015. Т. 49. № 2. С. 197−205. DOI:
10.7868/S0040357115020128.

 2. Шваб А.В., Турубаев Р.Р. Моделирование аэродинамики закрученного турбулентного
течения в центробежном аппарате // Теорет. осн. хим. техн. 2019. Т. 53 № 2. С. 196−204.
DOI: 10.1134/S0040357119010135.

 3. Зятиков П.Н., Росляк А.Т., Шваб А.В., Демиденко А.А., Романдин В.И., Брендаков В.Н.
Способ газовой центробежной классификации и измельчения порошков // Патент РФ
№ 2522674 от 20.07.2014.

 4. Роуч П. Вычислительная гидромеханика. М.: Мир, 1977. 618 с.
 5. Лойцянский Л.Г. Механика жидкости и газа. М.: Наука, 1987. 840 с.
 6. Кузьминов А.В., Лапин В.Н., Черный С.Г. Метод расчета турбулентных течений несжи-
маемой жидкости на основе двухслойной (κ–ε)-модели // Выч. техн. 2001. Т. 6. № 5.
С. 73−86

 7. Шваб А.В., Садретдинов Ш.Р., Брендаков В.Н. Исследование влияния потока газа и
турбулентной диффузии на процесс центробежной классификации тонкодисперсных
частиц // Прикл. мех. и техн. физика. 2012. Т. 53. № 2. С. 33−42.

 8. Андерсон Д., Таннехилл Дж., Плетчер Р. Вычислительная гидромеханика и теплообмен.
М.: Мир, 1990. Т. 2. 726 с.

 9. Волков К.Н., Емельянов В.Н. Течение газа с частицами. М.: Физматлит, 2008. 600 с.
 10. Шваб А.В., Марценко М.С. Исследование движения плотного слоя гранулированной
среды и процесса смешения в сужающемся канале // Вестник Томского государствен-
ного университета. Математика и механика. 2010. № 4 (12). С. 123−130.

 11. Турубаев Р.Р., Шваб А.В. Численное исследование аэродинамики закрученного потока
в вихревой камере комбинированного пневматического аппарата // Вестник Томского
государственного университета. Математика и механика. 2017. № 47. С. 87−98. DOI:
10.17223/19988621/47/9.

 12. Патанкар С.В. Численные методы решения задач теплообмена и динамики жидкости.
М.: Энергоатомиздат, 1984. 149 с.

 13. Андерсон Д., Таннехилл Дж., Плетчер Р. Вычислительная гидромеханика и теплообмен.
М.: Мир, 1990. Т. 1. 384 с.

 14. Singh A, Vyas B.D., Powle U.S. Investigations on inward flow between two stationary parallel
disks // Int. J. Heat and Fluid Flow. 1999. V. 20. No. 4. P. 395−401. DOI: 10.1016/S0142-
727X(98)10058-9.

 15. Wilcox D.C. Reassessment of the scale – determining equation for advanced turbulence mod-
els // Amer. Inst. of Aeron. And Astron. 1988. V. 26. No. 11. P. 1299−1310. DOI:
10.2514/3.10041.

Статья поступила 08.10.2019 г.



146 Р.Р. Турубаев, А.В. Шваб

Turubaev R.R., Shvab A.V. (2020) NUMERICAL STUDY OF SWIRLING TURBULENT FLOW
AERODYNAMICS AND CLASSIFICATION OF PARTICLES IN A VORTEX CHAMBER OF
A CENTRIFUGAL MACHINE. Vestnik Tomskogo gosudarstvennogo universiteta. Matematika i
mekhanika [Tomsk State University Journal of Mathematics and Mechanics]. 65. pp. 137–147

DOI 10.17223/19988621/65/11

Keywords: numerical simulation, turbulence, pressure, aerodynamics, vortex, swirling flow,
stream function, particles, Wilcox k-ω model.

This paper presents a numerical study of swirling turbulent flow aerodynamics, as well as a
process of classifying of particles in a vortex chamber of a centrifugal machine. The considered
vortex chamber involves the following particular features: a rotor located in the upper part of the
chamber, which represents a system of rotating blades, and a central disk element, whose center
coincides with a symmetry axis, and which serves to increase a circumferential velocity of the
carrier medium. The numerical method that is used to describe the swirling turbulent flow
aerodynamics is based on the physical splitting of velocity and pressure fields. Numerical results
showed that it is possible to change the shape of the rotor blades, and thus to significantly affect
the radial velocity component distribution in a separation zone. As a result, this distribution
becomes uniform in height at the rotor inlet, which is a necessary condition for efficient operation
of the separator. Based on the computed aerodynamics in the considered region, the motion
trajectories for single particles have been obtained, as well as their dependence on the central disk
position. Reliability of the numerical results is confirmed by test studies and by a comparison
with experimental data.
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Виктор Андреевич Топоногов – учёный с
мировым именем. Работы в одном из важ-
нейших разделов современной римановой
геометрии поставили его имя в один ряд с
именами Э. Картана, М. Мориса, Г. Рауха и
В. Клингенберга.

Именно в этой области он получил ре-
зультаты (список работ – см. [1]), ставшие
классическими и составившими фундамент
современной геометрии. Прежде всего, это
знаменитая теорема Топоногова о сравнении
углов треугольников, которая утверждает,
что углы любого треугольника из кратчай-
ших в полном римановом многообразии
кривизны не меньше k не меньше углов тре-
угольника со сторонами той же длины на
односвязной поверхности постоянной кри-
визны k. Этот же результат лег в основу по-
следующих многочисленных исследований

связей между кривизной и топологическим строением римановых многообразий,
а также поведением геодезических.

Следующий фундаментальный результат В.А. Топоногова – теорема о расще-
плении, утверждающая, что риманово многообразие неотрицательной кривизны,
содержащее прямую – полную геодезическую, любой участок которой является
кратчайшей, разлагается в прямое метрическое произведение. Теорема о расщеп-
лении и другие результаты включены в современные учебники по римановой
геометрии и в монографии различных авторов. Методы, разработанные Виктором
Андреевичем, оказали существенное влияние на развитие современной римановой
геометрии.

Безусловно весом вклад ученого в подготовку научных кадров. Более 40 лет
В.А. Топоногов вёл активную педагогическую деятельность в Новосибирском го-
сударственном и педагогическом университетах.

В.А. ТОПОНОГОВ
(06.03.1930 – 21.11.2004)
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В публикациях о профессоре В.А. Топоногове авторы в основном отражают его
зрелый период жизни, проходивший в Новосибирском Академгородке. А то, что
было до этого периода, укладывалось, буквально, в несколько строк. Но, как из-
вестно, характер человека, знания, интересы формируются в юные годы. Тем более,
что у Виктора Андреевича они пришлись на суровые тридцатые годы ХХ века.

Юность

Виктор Андреевич Топоногов родился
6 марта 1930 года в городе Томске в семье
техников землеустройства. Оба родителя:
отец Андрей Иванович Топоногов и мать
Милица Петровна, уроженцы университет-
ского города, работали в этой должности.
Семья, по городским меркам, была большая
– 10 детей: семь братьев, три сестры и еще
двое родителей. Ютились в одной неболь-
шой комнате, купленной в переулке Глухо-
заборный на деньги, вырученные от прода-
жи пианино. Спали на полу.

В феврале 1937 года органами НКВД
был арестован отец и с этого времени о нём
не было никаких известий. Вся тяжесть по
содержанию и воспитанию детей легла на
плечи матери, Милицы Петровны. В своём
листке по учёту кадров Топоногов пишет:
«В 1938 году мать поступила работать в
Томское отделение Запсибпроекта, позже
переименованное в Томскую контору «Обл-
проект», где она работает и сейчас (24.VI-1953 г.) в должности техника-счётчика.
За период своей работы мать награждена медалью «За доблестный труд в Вели-
кой Отечественной войне 1941−1945 гг.» и в 1950 году – значком «Отличник со-
циалистического соревнования»…».

Учёба в школе Виктору давалась легко: у него были отличные оценки и по
точным и по гуманитарным предметам. Среднюю школу он окончил в 1948 году с
золотой медалью. И поскольку любил математику, то проблем с выбором куда
поступать не было: ТГУ, механико-математический факультет.

Студенческие годы

В.А. Топоногову повезло. Он поступил на факультет, который появился в ТГУ
в 1948 году в результате разделения физико-математического факультета на фи-
зический и механико-математический. На ММФ того периода работали блестя-
щие учёные и педагоги, имена которых и поныне чтут не только на факультете, но
и далеко за его пределами: профессора Куфарев П.П., Клементьев З.И., Суворов
Г.Д. (ставший членом-корреспондентом АН УССР), одна из первых выпускниц
ТГУ, доцент Аравийская Е.Н.

На фотографиях студенческой поры Виктор Топоногов выделялся из общей
массы сокурсников босыми ногами и фуфайкой. Вопреки простецкому внешнему
виду учился Виктор отлично, любил исследовательскую работу. За активное уча-

Виктор Топоногов в юности
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стие в научных студенческих конференциях он в 1952 году был награждён грамо-
той Томского горисполкома и дважды – университетской премией.

Виктор (справа) с другом Ильей в студенческие годы

Итоги государственных экзаменов В.А. Топоногова
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Июнь, июль 1953 года. Жаркая пора – государственные экзамены, защита ди-
пломной работы на тему: «О вероятности захвата в задаче трёх тел с положитель-
ной постоянной энергии». Этот этап успешно преодолен. Виктор Топоногов по-
лучил диплом с отличием.

Диплом с отличием В.А. Топоногова

Казалось бы, дальнейший путь предопределён: научная работа, аспирантура.
Но время внесло свои коррективы. Для сына «врага народа» дорога в аспирантуру
была закрыта. Надо отдать должное выдающемуся учёному, профессору Павлу
Парфеньевичу Куфареву. Будучи деканом ММФ, он дал характеристику Топоно-
гову В.А. для поступления в аспирантуру. В ней, в частности, сказано:

«...Топоногов В.А. является одним из наиболее способных студентов факульте-
та. Во время обучения в университете активно участвовал в работе научных студен-
ческих кружков. Выступал с докладами на VII и VIII научной студенческой конфе-
ренциях ТГУ. За доклады был награждён грамотами обкома ВЛКСМ и горисполко-
ма, а последний доклад был отмечен премией ТГУ. Учится только на отлично.
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Выдержка из автобиографии В.А. Топоногова

Был два года по поручению городского комитета ВЛКСМ в Доме пионеров руко-
водителем шахматного кружка. В 1950−1951 году работал членом бюро ВЛКСМ,
принимал активное участие в проведении Всесибирской математической олим-
пиады. Отец В.А. Топоногова арестован в 1937 году органами НКВД. Мать рабо-
тает техником-счётчиком в конторе Облпроекта г. Томска».

Подпись: декан механико-математического факультета
 профессор-доктор /П.П. Куфарев/

Рекомендация в аспирантуру ММФ Учёного Совета ТГУ
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Благодаря настойчивости и защите профес-
сора Куфарева, В.А. Топоногов был зачислен в
аспирантуру ММФ ТГУ на первый курс. Руко-
водителем стал заведующий кафедрой матема-
тического анализа П. П. Куфарев.

Аспирантура

Вступительные экзамены по математическо-
му анализу, по основам марксизма-ленинизма и
по английскому языку сданы на отлично. Вик-
тор Топоногов – аспирант ММФ.

Под руководством П.П. Куфарева он работал
немногим более года. За это время были успеш-
но сданы кандидатские экзамены и аспирант
был переведён на второй год обучения, но 29
декабря 1954г выходит приказ № 200 по ТГУ
следующего содержания: «Утвердить следую-
щих научных руководителей аспирантов: Топо-
ногову В.А. (математический анализ) – кандида-
та физико-математических наук доцента Фет А.И., освободить от этой обязанно-
сти профессора Куфарева П.П.

Основание: отношение Главного управления университетов, экономических и
юридических Вузов от 3.XII.54 г. У12-34/7057, представление проректора по на-
учной работе профессора-доктора Пегеля В.А.».

29 сентября 1955 года выходит приказ № 144 по ТГУ, согласно которому «Ас-
пиранта второго года подготовки по специальности «математический анализ» То-
поногова В.А. отчислить из аспирантуры в связи с отсутствием научного руково-
дителя. Основание: приказ МВО СССР № 909 от 10/IX-1955г.

С 25 сентября 1955 года зачислить Топоногова В.А. на должность ассистента
кафедры математического анализа с окладом 1050 рублей в месяц».

Становление

В 1956 году Виктор Андреевич переехал в Новосибирск. В апреле 1957 года он
стал научным сотрудником Новосибирского Института радиофизики и электро-
ники, возглавляемого Юрием Борисовичем Румером.

В декабре 1958 года В.А. Топоногов защитил в МГУ кандидатскую диссерта-
цию, в которой теорему А.Д. Александрова о сравнении углов перенёс на много-
мерные римановы многообразия. В апреле 1961 года Виктор Андреевич стал ра-
ботать в созданном в тот период времени Институте математики СО АН СССР.
В 1969 году он защитил докторскую диссертацию «Экстремальные теоремы для
римановых пространств кривизны, ограниченной сверху». В начале 1980-х годов
В.А. Топоногов два года работал заместителем директора Института математики
Соболева Сергея Львовича. По признанию близко знавших его людей он хотел,
чтобы «всем всегда было хорошо». И хотя это не всегда получалось, Виктор Анд-
реевич стремился делать добро.

Ему было свойственно бескорыстное отношение к науке, он умел глубоко по-
нимать исследуемую проблему, находить оптимальные пути её решения. Такому
подходу его научили профессор Клементьев З.И., умевший на своих блестящих

В.А. Топоногов – аспирант ТГУ
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лекциях по математическому анализу просто объяснять сложные понятия; вы-
дающийся учёный, профессор Куфарев П.П. – эрудит, человек энциклопедиче-
ских знаний, научил преодолевать трудности, не падать духом.

Павел Парфеньевич, первый профессор-доктор в Сибирском регионе, был не-
обычайно скромным человеком, для него главным было служение науке, а не ре-
галии. По-видимому, это своё рыцарское отношение к Математике профессор пе-
редал своему талантливому ученику.

Всевозможные награды обходили Виктора Андреевича стороной. Впрочем, он
относился к этому спокойно, никак не реагируя.

Первые тридцать лет своей научной деятельности он посвятил римановой гео-
метрии. Работы учёного легли в основу многочисленных исследований о связи
между кривизной и топологическим строением римановых многообразий, а также
поведением геодезических.

Следует отметить, что В. А. Топоногов много работал с А.Д. Александровым.
Они доказывали одну теорему разными методами. По словам А. Д. Александрова
он доказывал классическим методом, восходящим к Евклиду, а методы Виктора
Андреевича, по словам академика Ю. Г. Решетняка, можно отнести к Эйлеру.

Виктор Андреевич Топоногов



Рыцарь науки Виктор Андреевич Топоногов 155

Главным итогом научной деятельности профессора В.А. Топоногова явились
следующие результаты:

1. Теорема о сравнении углов треугольника, которая утверждает, что углы лю-
бого треугольника из кратчайших в полном римановом многообразии кривизны
не меньше k не меньше углов треугольника со стороной той же длины на одно-
связной поверхности постоянной кривизны k.

2. Теорема о расщеплении, утверждающая, что риманово многообразие неот-
рицательной кривизны, содержащее прямую-полную геодезическую, любой уча-
сток которой является кратчайшей, разлагается в прямое метрическое произведе-
ние. Г.Я. Перельман использовал эту теорему в своём доказательстве гипотезы
Пуанкаре [2].

3. Экстремальные теоремы, характеризующие римановы многообразия,
имеющие максимально возможные при данной грани кривизны диаметр или
замкнутую геодезическую.

В 1980 – 1990-е годы Виктор Андреевич выполнил несколько работ по мате-
матическим методам в химии.

В 2006 году на английском языке вышел университетский учебник профессора
Топоногова по дифференциальной геометрии [3]. В 2012 году была издана рус-
скоязычная версия книги [4]. Многие годы Виктор Андреевич посвятил педагоги-
ческой работе: он читал лекции по дифференциальной и римановой геометрии и
математическому анализу на механико-математическом и физическом факульте-
тах НГУ. Более 15 учеников профессора защитили кандидатские диссертации, се-
меро из них в дальнейшем стали докторами наук.

В.А. Топоногов был разносторонним человеком: прекрасным шахматистом,
гостеприимным хлебосольным хозяином. В его доме собирались друзья, которые
не забудут его заразительный жизнерадостный смех, научные разговоры и расска-
зы о походах по Сибири. Виктор Андреевич много ходил по сибирской тайге,
сплавлялся по сибирским рекам, был заядлым лодочником. В нём гармонично со-
четались учёный и открытый душевный человек. Память о нём останется в его
учениках, в его научных работах, в добрых делах.

Томский государственный университет выступает одним из организаторов
конференции, посвящённой 90-летию со дня рождения Виктора Андреевича То-
поногова, которая будет проходить 14−19 сентября 2020 г. в Международном ма-
тематическом институте им. Леонарда Эйлера в г. Санкт-Петербурге [5].
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