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Построено аналитическое решение задачи о волновом транспорте вещества
через составные сверхтонкие барьеры. Показано, что для составной мембра-
ны, состоящей из двух одинаковых сверхтонких слоев, всегда существуют
расстояния между слоями, при которых реализуется резонансное прохожде-
ние одной из компонент. Резонанс позволяет разделять дебройлевские вол-
ны частиц, одинаковых по свойствам и различающихся лишь массами. При
температуре 25 К найдена широкая полоса гиперселективного разделения
гелион-гелиевой смеси.

Ключевые слова: интегральное уравнение, вырожденное ядро, оператор
сдвига, экспоненциальные функции, тождество Фурье.

В качестве элементов составной мембраны наилучшим образом подходит по-
ристый графен или пористый нитрид бора. Такие материалы могут быть получе-
ны методом эпитаксии [1, 2] или способом осаждения из паровой фазы на под-
ложку, содержащую бездефектный графен или пористый нитрид бора [3, 4].
Однако существует еще целая группа стабильных листов толщиной в один атом,
которые на этапе синтеза или после механического отслоения могут быть пре-
вращены в пористый 2D-материал. Так, в работе [5] сообщается о листах GeH, ко-
торые являются термически стабильными до 75 °C. Известен также силицен –
графеновый эквивалент кремния[6], имеющий большие перспективы для новых
применений. В работе [7] авторы указывают на черный фосфор как на слоистый
материал из которого может быть получен фосфорен – одноатомный слой, физи-
ческие свойства которого значительно отличаются от его объемного аналога.
В работе [8] сообщается об успешном изготовлении двумерного станена на осно-
ве Sc методом молекулярно-лучевой эпитаксии. В [9] отмечается, что функциана-
лизация гексагонального нитрида бора молекулами амина вызвала расслоение
слоистой структуры, что привело к образованию листов нитрида бора. В работе
[10] говорится, что «разработка новых слоистых материалов претерпела эволю-
цию от графена к металлическим оксидам и металлическим халькогенидным на-
нолистам». В [11] также упоминаются металлдихалькогениды как новейшие 2D-
материалы и приводится пример материала, созданного на основе MoS2. В [12]
изучаются электронные свойства следующих металлдихалькогенидов, имеющих
двумерную структуру: MoS2, WS2, WTe2, TiSe2, NbS2, VSe2, NbSe2, TaS2. Все ма-
                                                          
1 Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ и Министерством культуры, образова-
ния, науки и спорта Монголии в рамках научного проекта № 19-51-44002.
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териалы при соответствующем способе их синтеза или последующей обработке,
приводящей к образованию пор, могут быть приспособлены для разделения газов.
В [13] сообщается о слоистой двумерной сетчатой структуре, которая содержит
равномерно распределенные дырки и имеет в своей основе стехиометрию C2N.

Таким образом, уже синтезировано достаточно много двумерных материалов,
которые могут быть применены в работах по квантовому просеиванию изотопов.

Цель настоящей работы состоит в нахождении условий, обеспечивающих ре-
зонансное прохождение компонент газовой смеси через составные барьеры.

Дифференциальное уравнение Шредингера

Дифференциальное уравнение волновой динамики имеет вид
2 2

0
2

U
m i t

∂Ψ
− ∆Ψ + Ψ + =

∂
. (1)

Здесь Ψ – волновая функция, ħ – постоянная Планка, U – энергия взаимодействия
частицы с окружением, m – масса частицы, ∆ – оператор Лапласа, i – мнимая еди-
ница.

В частном случае, когда потенциальная энергия U явно не зависит от времени,
решение уравнения (1) ищется в виде

/iEte−Ψ = ψ . (2)
где E – энергия частицы.

Тогда для нахождения амплитуды волны Ψ будем иметь стационарное уравне-
ние Шредингера:

2
2 ( ) 0m E U∆ψ + − ψ = . (3)

В задачах низкотемпературного мембранного разделения газовых смесей оп-
ределяющее значение имеет направление переноса, перпендикулярное поверхно-
сти мембраны. Ввиду малых размеров нанопор любой макроскопический фраг-
мент мембраны можно считать бесконечно протяженным в направлениях, парал-
лельных мембране. Определяя по некоторому представительному фрагменту по-
верхности мембраны среднее значение энергии взаимодействия и используя од-
номерное волновое уравнение переноса вещества, мы можем говорить о барьер-
ной теории проницаемости мембраны.

Таким образом, при получении результата по проницаемости отдельных компо-
нент смеси или по селективности ее разделения можно исходить из уравнения (3).

Ниже будут представлены некоторые аналитические построения, которые ока-
зались весьма эффективными при анализе задач прохождения изотопов через со-
ставные мембраны. В связи с этим удобней будет иметь безразмерную форму
уравнения переноса вещества.

Если массу частицы отнести к m0 – массе атома водорода, за масштаб энергии
взять U0 – глубину потенциальной ямы в распределении энергии парных взаимо-
действий вещества мембраны и подвижных частиц, а в качестве масштаба длины
принять величину

0 0L m U= , (4)
то безразмерное уравнение волновой динамики не будет содержать постоянной
Планка ħ:
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2

2 2 ( ( )) 0d m E U x
dx
ψ
+ − ψ = . (5)

В записи (5) все величины безразмерные, включая координату x.
Таким образом, мы уменьшили количество констант задачи на единицу. Это

является существенным при проведении дальнейших аналитических выкладок.

Интегральное уравнение Шредингера и его преобразования

Реализация численных методов решения дифференциального уравнения Шре-
дингера ориентирована на конечную область изменения независимой переменной,
а также на применение «сшивки» полученных численных данных с асимптотиче-
скими распределениями вычисляемой величины. Обычно под условиями «сшив-
ки» понимаются равенства самой волновой функции и ее производной. Однако
отсутствуют какие-либо обоснования в отношении использования этой формы ус-
ловий. Также требует обоснования и сам размер конечной области интегрирова-
ния. В связи с этим важными являются попытки проведения интегрирования по
всей действительной оси. По-видимому, это возможно сделать аналитическим ме-
тодами. Вполне подходящим для этого является интегральное уравнение Шре-
дингера:

2( )  ( ) ( )
2

ik x ikxmx e U d e
ik

∞
−ζ

−∞

ψ − ζ ψ ζ ζ =∫ . (6)

Здесь m – безразмерная масса частицы, 2k mE=  – параметр волны, E – безраз-
мерная энергия частицы.

В книге Ф.М. Морса и Г. Фешбаха [14] доказывается эквивалентность диффе-
ренциального и интегрального подходов в описании процессов распространения
волн материи.

Уравнение (6) есть интегральное уравнение с вырожденным ядром. Для про-
ведения дальнейших его преобразований воспользуемся дифференциальным опе-
ратором сдвига:

( ) ( )
dh
dxe f x f x h

−
= − . (7)

Доказательство последнего равенства можно провести с помощью разложения
экспоненты в ряд Тейлора, а также посредством применения уже линейных опе-
раторов к функции f(x) и нахождения новой суммы ряда. Применяя равенство (7)
к ik xe −ζ , исходное уравнение можем переписать в виде

1 2( ) ( ) ( ) ,  .
2

d
ik x ikxdx m mx U e d e e

ik i E

∞ −ζ

−∞

⎛ ⎞
ψ −λ ζ ψ ζ ζ ⋅ = λ = =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ . (8)

Обратим внимание на выражение в скобках. Это выражение можно рассматри-
вать как дифференциальный оператор или аналитическую функцию параметра
p = d/dx:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),     
d

pdx dU e d U e d L p p
dx

∞ ∞−ζ −ζ

−∞ −∞

ζ ψ ζ ζ = ζ ψ ζ ζ = =∫ ∫ . (9)
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С учетом введенного обозначения уравнение (9) можно переписать в следую-
щем виде:

( ) ( ) ik x ikxx L p e e−ψ −λ ⋅ ⋅ = . (10)
Вид дифференциального оператора, действующего на стоящую от него справа

экспоненциальную функцию, пока что нам неизвестен. Однако его можно найти.
Умножая (10) на U(x)exp(–xp) и интегрируя в бесконечных пределах найдем

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ik xxp xp ikx xpU x x e dx L p e U x e dx e U x e dx
∞ ∞ ∞

− − −

−∞ −∞ −∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
ψ −λ ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ . (11)

Здесь появляются еще два дифференциальных оператора, для которых введем
следующие обозначения:

( ) ( ) ,   ( ) ( )ik xikx xp xpB p e U x e dx Q p e U x e dx
∞ ∞

− −

−∞ −∞

= =∫ ∫ . (12)

С учетом этих обозначений операторное равенство (11) примет вид:
[ ]( ) 1 ( ) ( )L p Q p B p⋅ − λ = . (13)

Отсюда получаем
( )( )

1 ( )
B pL p

Q p
=

−λ
. (14)

Иногда интегралы (12) могут быть вычислены аналитическим способом.
В общем случае нужно проводить численное интегрирование. В любом случае эти
интегралы зависят только от формы потенциального барьера. Подставляя (14) в
выражение (10), получаем решение интегрального уравнения в виде

( )( ) ,   ,  2  ,  
1 ( )

ik xikx B p d mx e e p k mE
Q p dx ik

λ
ψ = + ⋅ = = λ =

−λ
. (15)

Если бы дифференциальный оператор L(p) действовал на показательную
функцию обычного вида, то результат был бы следующим:

( )x xdL e L e
dx

μ μ⎛ ⎞ ⋅ = μ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (16)

Однако в формуле (10) этот оператор действует на экспоненту от модуля ар-
гумента. Поэтому непосредственное применение (16) невозможно. Но экспоненту
от модуля аргумента можно привести к обычной экспоненте, если воспользовать-
ся тождеством Фурье:

1
2

ik x iki x ie e e e d d
∞ ∞

α− ω ωα

−∞ −∞

= α ω
π ∫ ∫ . (17)

Применяя правила (16) и (17) к формуле (15), получим

1( ) ( )
2

ikikx i x ix e L i e e e d d
∞ ∞

α− ω ωα

−∞ −∞

ψ = + − ω α ω
π ∫ ∫ . (18)

Выражение (18) и представляет собой решение интегрального уравнения Шре-
дингера, записанное в виде двойного интеграла по спектральной оси. Как видим, в
отличие от (6), в его правой части находятся все известные величины, поскольку
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функции B(ω) и Q(ω), называемые спектрами барьера, определяются лишь его
формой, т.е. являются известными функциями постановки задачи. Кроме формы
барьера, до получения решения нам известен характер асимптотического поведе-
ния решения по оси физической переменной x.

На этом этапе интегрирования мы уже освободились от дифференциального
оператора L(p), заменив его с использованием правила (16) функцией L(ω). Функ-
цию L(–iω) обозначим через G(ω). Тогда с учетом (14) получим

( )( ) 
( )( )

1 ( )
1 ( ) 

ix k

ik x i x

U x e dx
B iG

Q i
U x e e dx

∞
ω+

−∞
∞

ω

−∞

λ
λ − ω

ω = =
−λ − ω

−λ

∫

∫
. (19)

В результате будем иметь

1( ) ( )
2

ikikx i x ix e e G e e d d
∞ ∞

α− ω ωα

−∞ −∞

ψ = + ω α ω
π ∫ ∫ . (20)

Если функция ( )G ω  является спектром некоторой функции ( )K x , то

     1( ) ( ) ,       ( ) ( ) 
2

i x i xG K x e dx K x G e d
∞ ∞

ω − ω

−∞ −∞

ω = ⋅ = ⋅ ω ω
π∫ ∫ . (21)

Тогда решение (20) запишется в виде последовательности трех интегралов:

         

  (- )

1( ) ( )  
2

1( ) .
2

i kikx i x i i

i kikx i x

x e e K e e e d d d

e K e e d d d

∞ ∞ ∞
α− ω ω β ω α

−∞ −∞ −∞
∞ ∞ ∞

α ω +β+α

−∞ −∞ −∞

ψ = + β ⋅ α β ω =
π

⎛ ⎞
= + β ω α β⎜ ⎟⎜ ⎟π⎝ ⎠

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ (22)

Интеграл, стоящий в скобках последнего выражения, представляет собой
дельта-функцию Дирака. Поэтому далее можем записать:

( )       ( ) ( ) ( ) ( )i k i k xi k x i k xx e K d e x d e K e d
∞ ∞ ∞

α −β

−∞ −∞ −∞

ψ = + β β δ α − −β α = + β ⋅ β∫ ∫ ∫ . (23)

Таким образом, наиболее компактная запись решения, в котором интеграл бе-
рется по направлению изменения физической переменной, выглядит следующим
образом:

    ( ) ( ) i k xi k xx e K e d
∞

−ζ

−∞

ψ = + ζ ⋅ ζ∫ . (24)

При решении уравнения Шредингера методом интегрального уравнения не
предусмотрено выполнение условий «сшивки». Поэтому необходимо проверить
выполнение условий при x = ±∞. Для этого перепишем решение (24) в следующем
виде:

        ( ) 1 ( ) ( ) 
x

i k x i k i k x i k

x

x e K e d e K e d
∞

− ζ − ζ

−∞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
ψ = + ζ ζ + ζ ζ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫ ∫ . (25)
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Опираясь на последнюю форму решения, можно сделать заключение об асим-
птотическом поведении волновой функции следующим образом:

    

      

( ) 1 ( ) ,       ;

( ) ( ) ,      .

i k x i k

i k x i k x i k

x e K e d x

x e e K e d x

∞
− ζ

−∞
∞

− ζ

−∞

⎡ ⎤
ψ ≈ + ζ ζ → ∞⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

ψ ≈ + ζ ζ → −∞

∫

∫
(26)

Как видим из этих соотношений, после барьера мы имеем проходящую волну,
а до барьера имеются и падающая, и отраженная волны. Таким образом, решение
(24) верно отражает асимптотическое поведение искомой функции.

Одиночный барьер в виде импульса Гаусса

Пусть барьер определяется простейшей формулой:
2

( ) xU x e−= . (27)

Вычислим графики спектральных функций:

( )
1

( )
2

3

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,  

( ) ( ) ( ) .

ix k

ix k

ik x i x

B k U x e dx

B k U x e dx

Q B U x e e dx

∞
ω+

−∞
∞

ω−

−∞
∞

ω

−∞

ω+ =

ω− =

ω = ω =

∫

∫

∫

(28)

Графики этих трех функций, рассчитанные численным методом, показаны на
рис. 1.
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k
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k
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–8 –6 –4 –2 0 2 4 6 8–10 ω
–0.5

0

1
1.5

B 3
(ω

)

0.5
Re(B3)
Im(B3)

B k1( + )ω
B k2( – )ω

Рис. 1. Графики B1(ω+k), B2(ω–k) и B3(ω)
Fig. 1. Graphs B1 (ω+k), B2 (ω–k) and B3 (ω)

Функций B1(ω+k) и B2(ω–k) являются вещественными функциями частоты ω и
соответствуют сдвигу спектра барьера на величину ±k. Что касается функции
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B3(ω), то она является комплексной. Легко заметить, что вещественная часть
функции B3(ω) равна полусумме величин B1 и B2. При этом вся комплексная
функция B3(ω) является четной функцией относительно частоты ω. Кроме того,
видно, что все три функции достаточно быстро убывают с увеличением модуля ω.
Последнее обстоятельство позволяет после вычисления спектра G(ω) легко вос-
становить и функцию K(x) по формуле (21). Графики функций G(ω) и K(x) приве-
дены на рис. 2.

–8 –6 –4 –2 0 2 ω

–0.5
0

0.5

–1

0

–1

–2

G(ω)

K x( )

–4 –2 1 2 x–3 –1 0

Re(G)
Im(G)

Re(K)
Im(K)

Рис. 2. Графики вещественных и мнимых частей функций G(ω) и K(x),
вычисленные для значений: m = 3 и E = 0.5

Fig. 2. Graphs of the real and imaginary parts of the functions G (ω) and K (x),
calculated for the values: m = 3 and E = 0.5

Видно, что обе функции G(ω) и K(x) отличны от нуля только на ограниченных
участках, как по переменной ω, так и по расстоянию x.

Коэффициент отражения

Очень важным преимуществом точного решения, по сравнению с решениями,
получаемыми с помощью численных методов «сшивки», является то, что точное
решение позволяет вычислять полный коэффициент прохождения S или отраже-
ния R для потенциального барьера U(x) заданной формы. Из распределения (25)
сразу же находим коэффициент отражения:

2
  ( ) i kR K e d

∞
ζ

−∞

= ζ ζ∫ . (29)

Коэффициент прохождения будет равен
2

  1 ( ) i kS K e d
∞

− ζ

−∞

= + ζ ζ∫ . (30)

Эти интегралы записаны с бесконечными пределами и, по крайней мере, один
из них можно выразить через спектральную функцию G(ω). Действительно, фор-
мулы (21) и (19) дают



12 М.А. Бубенчиков, А.М. Бубенчиков, С. Жамбаа, А.В. Лун-Фу, А.С. Челнокова

2( ) 
( ) ( )

1 ( ) 

ikx

ikx

ik x ikx

U x e dx
K x e dx G k

U x e e dx

∞

∞
−∞
∞

−∞

−∞

λ

= =

−λ

∫
∫

∫
. (31)

Интеграл, входящий в формулу (30), не выражается подобным же простым об-
разом через спектр G(ω), однако в книге Ф.М. Морса и Г. Фешбаха [14] доказыва-
ется, что между коэффициентами S и R выполняется равенство

1S R+ = . (32)
Поскольку справедливо соотношение (29), то имеем следующие формулы для

коэффициентов прохождения и отражения, выраженные в явном виде через инте-
гралы от потенциального барьера:

2
2

2
( ) 

( )
1 ( ) 

ikx

ik x ikx

U x e dx
R G k

U x e e dx

∞

−∞
∞

−∞

λ

= =

−λ

∫

∫
. (33)

Формулы (33) удобны для случаев, когда спектральная функция потенциаль-
ного барьера находится аналитическим путем.

Нахождение нулевой спектральной функции

Для барьера в виде импульса Гаусса нулевая спектральная функция имеет вид
2

2 4
0 0( ) ,    ( ) ( ) x i xU x e B U x e dx e

ω∞ −
−β ω β

−∞

π
= ω = = ⋅

β∫ . (34)

Для прямоугольного импульса с шириной h, основной спектр определяется
следующим образом:

/ 2

0 0
/ 2

0,
2 sin

2( ) 1, , ( )
2 2

20,
2

h
i x

h

hx
h

h hU x x B e dx h
h

hx

ω

−

⎧ < −⎪ ω⎛ ⎞⎪ ⎜ ⎟⎪= − ≤ ≤ ω = = ⋅⎨ ⎜ ⎟ω⎪ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ >⎪⎩

∫ . (35)

Для барьера, обратного квадрату гиперболического косинуса, имеем

0 02
1 2( ) ,    ( )
( )

U x B
ch x sh

ωπ⎛ ⎞
⎜ ⎟σ= ω = ⎜ ⎟ωπσσ ⎜ ⎟
⎝ ⎠σ

. (36)

Можно найти и другие примеры спектра B0(ω) в справочнике Градштейна и
Рыжика [15]. Все они являются четными вещественными функциями ω и быстро
убывают, когда ω стремится к бесконечности.
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Свойства составных потенциальных барьеров

В известных литературных источниках никогда не заострялось внимание на
особом поведении составных потенциальных барьеров, т.е. таких, когда два или
несколько барьеров находятся на некотором расстоянии друг от друга и между
ними образуется потенциальная яма. Между тем, при численных решениях, ис-
пользующих метод «сшивки», для составных барьеров часто наблюдались значи-
тельные колебания коэффициента отражения R и коэффициента прохождения S с
изменением энергии частицы E. Метод «сшивки» носит сугубо численный харак-
тер и при его применении трудно понять причину того, почему частица легче
проходит через двойной барьер, чем через барьер одиночный, поэтому чаще всего
относили такой эффект к ошибкам счета.

Сначала заметим, что если одиночный барьер сдвинуть на расстояние d от на-
чала координат, то получим, что его спектр нужно просто умножить на множи-
тель eiωd, т.е.

0( ) ( )i x i dU x d e dx e B
∞

ω ω

−∞

− = ⋅ ω∫ . (37)

Спектр двойного барьера тогда будет равен

[ ] ( ) 0( ) ( )  1 ( )i x i dU x U x d e dx e B
∞

ω ω

−∞

+ − = + ⋅ ω∫ . (38)

Функция G(ω), определяемая формулой (21), изменится при этом следующим
образом:

( )

[ ]

( ) ( )( ) 1
( )  

1 ( ) ( )

ix k i k d

ik x i x

U x e dx e
G

U x U x d e e dx

∞
ω+ ω+

−∞
∞

ω

−∞

λ ⋅ +

ω =

−λ + −

∫

∫
. (39)

Естественно, что и функция K(x), входящая в решение (24), также поменяется с
изменением функции G(ω).

Подставляя в (39) ω = k, получаем следующее выражение для коэффициента
отражения:

( )

[ ]

2
2 2

2
( ) 1

( ) ,    1
1 ( ) ( )

ikx ikd

ik x ikx

U x e dx e
R G k S R

U x U x d e e dx

∞

−∞
∞

−∞

λ ⋅ +

= = = −

−λ + −

∫

∫
. (40)

Формула (40), представляющая коэффициент отражения составной мембраны,
определяет основной математический результат работы, поскольку позволяет вы-
явить резонансные режимы прохождения компонентов газовой смеси. Наличие
множителя (1+e2ikd) существенно усложняет спектр двойного барьера по сравне-
нию со спектром одиночного барьера, и этим объясняется чувствительность ко-
эффициента отражения к параметрам формы потенциального барьера.

Присутствие множителя (1+e2ikd) в числителе формулы (40) означает, что ко-
эффициент отражения R должен обращаться в ноль при определенных значениях
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расстояния d между барьерами. Приравнивая этот множитель нулю, находим

2     (2 1)

1 1
2 21 ,    ,  0,  1,  2 ,  3,

2
i k d i n

n n
e e d n

k mE
π +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞π + π +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠= − = = = = . (41)

Отсюда видно, что коэффициент отражения обращается в ноль не при одном, а
при многих значениях расстояния d между одиночными барьерами.

Выбирая таким способом расстояние d в формуле (40), мы достигаем эффекта
избирательности, т.е. того, что частица с массой m и с энергией E будет свободно
проходить, без всякого отражения, через потенциальный барьер, состоящий из
двух одинаковых частей.

Если имеется возможность изменять расстояние d между двумя потенци-
альными барьерами, то представляет интерес проследить зависимость коэф-
фициента прохождения S(d), вычисленного с использованием формулы (40),
при частных значениях массы и энергии. На рис. 3 показан результат такого
расчета, выполненного для случая, когда: E = 0.5 и m1 = 3, m2 = 4.
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Рис. 3. Графики коэффициента прохождения S(m,E,d),
при значении энергии E = 0.5 для двух значений масс: m = 3 и m = 4

Fig. 3. Graphs of the transmission coefficient S(m,E,d),
at an energy value of E = 0.5 for two mass values: m = 3 and m = 4

Из этого расчета видно, что существует эффект сепарации частиц, различаю-
щихся по массе. Регулируя расстояние d между барьерами, можно добиться про-
хождения одной из частиц и при этом прохождение другой будет полностью бло-
кировано.

Блокирование гелиона определяется участками сплошной кривой, лежащими
на горизонтальной оси. При этом если [5,6]d ∈ , то волны коэффициента прохож-
дения идут в противофазе. Это означает, что на большей части отмеченного ин-
тервала мы имеем сверхвысокие значения коэффициента разделения гелий-
гелионовой смеси. В том, что изотоп 4He проходит через составные барьеры луч-
ше, чем 3He, нет ничего удивительного. Поскольку даже по меркам классической
механики частица, имеющая тот же эффективный размер, но большую массу,
должна проходить лучше.
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Заключение

Получено аналитическое решение интегрального уравнения Шредингера, из
которого сразу следуют выражения для коэффициентов отражения и прохожде-
ния. Благодаря наличию второго барьера, коэффициент отражения обращается в
ноль в последовательности значений по расстояниям между моноатомными слоя-
ми мембраны. Это означает, что на этих дистанциях коэффициент прохождения
гелия будет равен единице. В то же время гелион, имеющий другую массу, не бу-
дет иметь резонансного прохождения на указанных дистанциях между слоями
мембраны.

Таким образом, одна из компонент будет проходить через систему барьеров,
другая же не будет проходить вовсе. В результате мы получаем эффективную
систему для просеивания изотопов. Эту систему можно настраивать на разделе-
ние газов, меняя расстояние между барьерами. При этом выводы оказываются
справедливыми для сверхтонких одинаковых барьеров различной формы.
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In this paper, the question about the use of wave dynamics for solving problems of membrane
separation of helium isotopes in the gas state at cryogenic temperatures is considered. The
dimensionless form of the stationary Schrödinger differential equation is obtained. Following that,
the integral representation form of the wave function is written. This form, which is equivalent to
the classical equation, is similar to the integral equation with a degenerate core; however, it
contains a modulus of the argument with a shift along the real axis. Using the shift operator, the
existing exponential function in the Schrödinger integral equation can be split into a differential
operator and an exponential function of the argument module which does not contain a shift. The
Fourier identity allows reducing the exponent of the modulus of the argument to a regular
exponent. Next, based on the general property of a differential operator acting on an exponent, it
is possible to calculate the spectral functions of the problem and write down the distribution for
the wave function. This distribution is ultimately expressed through the spectra of the potential
barrier. Thereafter, the structure and the spectrum of the composite barrier are considered. With
the expression determining the reflection coefficient, it is found that the double-barrier system can
have a resonant passage of one of the components in the sequence of distances between the layers
of the membrane.
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