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ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ РЕШЕНИЙ ОДНОГО
ОБЫКНОВЕННОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

И УРАВНЕНИЯ ЛЕВНЕРА – КУФАРЕВА

Рассматривается вопрос о построении интегрального представления реше-
ний обыкновенного специального дифференциального уравнения и диффе-
ренциального уравнения в частных производных, являющегося вторым
дифференциальным уравнением Левнера – Куфарева в частном случае. Вво-
дится новый метод исследования, в основе которого – установление уравне-
ния связи между составляющими компонентами дифференциальных урав-
нений и введенными аналитическими функциями. Дается интегральное
представление решений рассматриваемых дифференциальных уравнений,
являющееся альтернативой построения решений в виде различных рядов.

Ключевые слова: дифференциальные уравнения, интегральные представ-
ления решений, однолистные функции, конформные отображения.

Рассмотрен метод интегрального представления решений обыкновенного
дифференциального уравнения первого порядка, в котором правая часть является
многочленом специального вида, и решений дифференциальных уравнений в
частных производных, в которых правая часть является многочленом второго
порядка.

Статья состоит из двух разделов. В первом излагается суть метода исследования,
основанного на введении произвольных аналитических функций и указании связи
между введенными функциями и составляющими компонентами (коэффициентами)
дифференциального уравнения. Реализация уравнения связи состоит в указании вы-
ражения введенных функций в терминах коэффициентов исходного дифференци-
ального уравнения. Приводятся разные варианты реализации уравнения связи, ко-
торые могут быть использованы в различных приложениях.

Полученные результаты используются во втором разделе, посвященном рас-
смотрению дифференциального уравнения Левнера – Куфарева с квадратичной
правой частью, в настоящее время мало исследованного [1–8]. Заметим, что класс
функций Базилевича и различные его модификации могут быть получены из вто-
рого уравнения Левнера – Куфарева с линейной правой частью, в то время, как в
данной статье рассматривается уравнение с квадратичной частью, что является
существенным обобщением. Метод интегрального представления решений диф-
ференциальных уравнений, изложенный в статье, является альтернативой по-
строения решений в виде различных рядов.
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1. Исследование обыкновенного дифференциального уравнения
вида nw a w0 0′ + = , n∈

1 . 1 .  О бщ е е  у р а в н е н и е  с в я з и .  О бщ а я  т е о р е м а

Пусть 0 0 1 1( ), ( )a a z a a z= =  – аналитические в области D ⊂  функции. За-
пишем дифференциальное уравнение

0 1 0nw a a w′ + + = , n∈ , (1.1)
в виде

0 1(1 ) 0nkw a k w a w′ ′+ − θ+ − + + θ = , (1.2)

где ( )k k z= , ( )zθ = θ  – некоторые аналитические в области D ⊂  функции. Для
простоты изложения в дальнейшем будем опускать аргумент z.

Заметим, что в результате приведения подобных слагаемых в уравнении (1.2)
получим выражение (1.1).

Введем обозначения

1b dz
k
θ

= ∫ , 0
2

a
b dz

k
= ∫ . (1.3)

Приравняем нулю первые три слагаемых в (1.2):

0 0kw a′ + − θ = , (1.4)
а также последние три:

1(1 ) 0nk w a w′− + + θ = . (1.5)
Из (1.4) следует

0
1

a
w w

k k
θ′ ′= = − , (1.6)

а также, с учетом (1.3),

1 1 2 1w w b b c= = − + , 1 constc = . (1.7)
Из (1.5) получаем

1 2
2 1

na w
w w

k
θ+

′ ′= = −
−

. (1.8)

Считая, что 1 2w w′ ′= , приравняем правые части в (1.6) и в (1.8):

0 1 2

1

na a w
k k k

θ+θ
− = −

−
.

Преобразуем последнее выражение

0 1 2( )(1 ) na k k ka wθ− − = − θ− .
Откуда следует

0 0 1 2
na a k ka wθ− + = −

или 0 0
2 0

1 1

(1 ) 1n a k a
w a

ka a k k
− −θ θ⎛ ⎞= = − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
,
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а также, с учетом (1.3),

( )2 1 2 0
1

1nw b b a
a

′ ′= − + −

и ( )
1

2 1 2 0
1

1 n
w b b a

a
⎛ ⎞′ ′= − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (1.9)

Считая, что 1w  в (1.7) равно 2w  в (1.9), имеем

( )
1

1 2 1 1 2 0
1

1 n
b b c b b a

a
⎛ ⎞′ ′− + = − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

или ( )1 2 0 1 1 2 1
nb b a a b b c′ ′− + − = − + . (1.10)

Уравнение (1.10) назовем уравнением связи между коэффициентами 0a , 1a
дифференциального уравнения (1.1) и введенными функциями θ и k.

Объединяя вышеизложенное, сформируем утверждение.
Утверждение 1 (общее).
Пусть функции 0 ( )a z , 1( )a z , ( )zθ , ( )k z :
1) являются аналитическими в области D ⊂  функциями;
2) удовлетворяют уравнению связи (1.10) в D ⊂

( )1 2 0 1 1 2 1
nb b a a b b c′ ′− + − = − + .

Тогда функция ( )w z  в (1.7)

0
1( )

a
w z dz dz c

k k
θ

= − +∫ ∫ , 1 constc = ,

удовлетворяет дифференциальному уравнению (1.1):

0 1 0nw a a w′ + + = , n∈ .

1 . 2 .  Р е а л и з а ц и я  у р а в н е н и я  с в я з и  ( 1 . 1 0 )
п р и  2n = ,  1 0c =  п у т е м  в в о д а  в ы р а ж е н и я  0 0a a−

Уравнение связи (1.10) при 2n = , 1 0c =  перепишем в виде

( )2 2
1 2 0 1 1 1 2 2 0 02b b a a b b b b a a′ ′− + − = − + + − . (1.11)

Применительно к уравнению (1.11) введем систему соотношений

0 1 1 22a a b b= ⋅ ⋅ ; (1.12)

2
1 0 1 1b a a b′− = + ; (1.13)

2
2 0 1 2b a a b′ = − + . (1.14)

Из (1.12) следует

0
2

1 12
a

b
a b

= . (1.15)



Интегральное представление решений одного обыкновенного дифференциального уравнения 31

Подставим (1.15) в (1.14):

2
0 0 01

0 12 2
1 1 1 11 1

1 1
2 2 2

a a ab
a a

a b a ab b

′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− ⋅ = − + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. (1.16)

Заменяя в (1.16) выражение 1b′−  выражением в правой части (1.13), перепишем
выражение в (1.16) в виде

( )2 2
0 0 1 10 0

0 12 2
1 1 11 1 1

1 1
2 22

a a a ba a
a a

a b aa b b

′ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⋅ + = − + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
.

Приведем подобные и умножим на 2
12b  обе части последнего выражения:

2
2 0 0

0 1 1
1 1

3 0
2

a a
a b b

a a

′
⎛ ⎞

+ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

Обозначив
2 3

0 0

1 1

6a a
A

a a

′
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

, (1.17)

укажем корни последнего квадратного уравнения

0

1
1

06

a
A

a
b

a
+

′
⎛ ⎞

− +⎜ ⎟
⎝ ⎠= ; (1.18)

0

1
1

06

a
A

a
b

a
−

′
⎛ ⎞

− −⎜ ⎟
⎝ ⎠= . (1.19)

Из (1.18), (1.19) и (1.15) имеем

0
2

1 12
a

b
a b

+
+

= ; (1.20)

0
2

1 12
a

b
a b

−
−

= . (1.21)

Утверждение 2. Пусть функции 1b+ , 2b+  определяются по формулам (1.18),

(1.20), а функции 1b− , 2b−  – по формулам (1.19), (1.21) при условии (1.16), (1.11).
Тогда функции

1 2w b b+ + += −

и 1 2w b b− − −= −

удовлетворяют уравнению (1.1).
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1 . 3 .  Р е а л и з а ц и я  у р а в н е н и я  с в я з и  ( 1 . 1 0 )
п р и  2n = ,  1 0c =  п у т е м  в в о д а  в ы р а ж е н и я  g ( z ) – g ( z )

Введением выражения g(z) − g(z) уравнение связи (1.10) перепишется в виде
2 2

1 2 0 1 1 1 2 2( 2 ) ( ) ( ) 0b b a a b b b b g z g z′ ′− + − = − + + − = . (1.22)
Применительно к уравнению (1.22) введём систему соотношений

0 1 1 22a a b b= ; (1.23)

2
1 1 1b g a b′− = + ; (1.24)

2
2 1 2b g a b′ = − + . (1.25)

Из (1.23) следует
0

2
1 12

a
b

a b
= . (1.26)

Подставим (1.26) в (1.25):
2

0 0 01
12 2

1 1 1 11 1

1 1
2 2 2
a a ab

g a
a b a ab b

′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. (1.27)

Заменяя в (1.27) выражение 1b′− выражением в правой части (1.24), перепи-
шем выражение в (1.27) в виде

2 2
0 0 1 1 0

2 2
1 1 11 1 1

( )1 1 0
2 42
a a g a b a

g
a b aa b b

′ +⎛ ⎞
+ = − + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
.

Умножим обе части последнего выражения на 2
12b и приведем подобные:

2 0 0
0 1 1 0

1 1
( 2 ) ( 2 ) 0

2
a a

a g b b a g
a a

′
⎛ ⎞

+ + − − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

Обозначив
0

1
( )

a
p z

a
= , 2 2 2

02 ( 4 )B p p a g′= + − , (1.28)

укажем корни последнего квадратного уравнения

1
02( 2 )

p Bb
a g

+ ′− +
=

+
; (1.29)

1
0

'
2( 2 )

p Bb
a g

− − −
=

+
. (1.30)

Из (1.29), (1.30) и (1.26) имеем

2
12

pb
b

+
+

= ; (1.31)

2
12

pb
b

−
+

= . (1.32)
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Утверждение 3 (основное). Пусть g(z) – произвольная аналитическая в D ⊂
функция. Тогда при обозначениях (1.28 – 1.32) функции

1 2w b b+ ++ = − (1.33)

и 1 2w b b− −− = − (1.34)

удовлетворяют уравнению (1.1) при 2n = , 1 0c = .

1 . 4 .  Р е а л и з а ц и я  у с л о в и й  с в я з и  ( у р а в н е н и я  с в я з и )
п р и  2n = ,  1 0c ≠

Напомним, что реализация уравнения связи состоит в выражении дополни-
тельных функций θ, k через коэффициенты 0а , 1а  или в указании связи (зависимо-
сти) коэффициентов 0а , 1а  между собой.

При 2n = , 1 0c ≠  выражение в (1.10) перепишется в виде (с добавлением вы-
ражения 0 0а а− )

2 2 2
1 2 0 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 0 0( 2 2 2 ) 0b b а а b b с b b b с b с а а′ ′− + − = + + − ⋅ + ⋅ − + − = . (1.35)

В случае (1.35) положим
2

0 1 1 1 1 22а с а а b b− − = − ⋅ ⋅ ; (1.36)

2
1 1 1 1 1 1 02b а b а b с а′− = + + ; (1.37)

2
2 1 2 1 2 1 02b а b а b с а′ = − − . (1.38)

Из (1.36) следует
2

0 1 1
2

1 1 12
а с а

b
а b b
+ α

= = , где 
2

0 1 1

12
а с а

а
+

α = . (1.39)

Пусть функции b1, b2 в (1.3) удовлетворяют уравнениям (1.37) и (1.38) соответ-
ственно.

Подставим (1.39) в (1.38)
2

1
1 1 1 02 2

1 11 1

2
b

а а с а
b bb b

′′α α α
−α = − ⋅ − .

В последнем уравнении производную 1b′−  заменим выражением в правой час-
ти (1.37):

2
2

1 1 1 1 1 0 1 1 1 02 2
1 11 1

( 2 ) 2а b а b с а а а с а
b bb b
′α α α α
+ ⋅ + + = − ⋅ − .

Обе части последнего выражения умножим на 2
1b  и приведем подобные

2 2
1 1 0 1 1 1 1 0( ) ( 4 ) 0b а а b a с а а′α + + α + α − α +α = . (1.40)
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Коэффициент при 2
1b  обозначим через 2

2
β

 и преобразуем его:

2
20 1 12

2 0 1 1
3

, 3
2 2

а a с
а a с

+β
= β = + . (1.41)

Коэффициент при b1 обозначим через 1

2
β

 и преобразуем его:

2 2
0 1 1 1 0 1 11

1 1
1

4 ( )14
2 2 2

а a с с а a с
a с

a

′
⎛ ⎞+ +β ′= α + α = +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

,

2
20 1 1

1 1 0 1 1
1

4 ( )
а a с

с а a с
a

′
⎛ ⎞+

β = + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (1.42)

Коэффициент при 0
1b  обозначим через 0

2
β

 и преобразуем его:

( )( )2 2 2 2 4
0 1 1 0 1 10 0 1 1

1 1

1 1
2 2 2 2 2

а a с а a с а a с
a a

+ −β −
= = ⋅ .

Откуда имеем
2 2 4
0 1 1

0
22

а a с
а
−

β = . (1.43)

Умножая на 2 обе части выражения в (1.40), с учетом (1.41), (1.42) и (1.43),
перепишем выражение в (1.40) в виде

2
2 1 1 1 0 0b bβ ⋅ +β +β = .

Обозначив
2
1 2 04B = β − β ⋅β , (1.44)

укажем корни последнего квадратного уравнения

1
1

22
В

b+
−β +

=
β

, 1
1

22
В

b−
−β −

=
β

. (1.45)

С учетом (1.35) и (1.45) укажем 2b+  и 2b− :

2
1

b
b

+
+

α
= , 2

1

b
b

−
−

α
= .

Утверждение 4. При обозначениях (1.35) – (1.46), функции

1 2w b b+ + += −

и 1 2w b b− − −= −

удовлетворяют дифференциальному уравнению (1.1) при 2n = , 1 0c ≠ .
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2. Второе дифференциальное уравнение в частных производных
Левнера – Куфарева с квадратичной правой частью

Обозначим:
С −  класс регулярных и однолистных в { : 1}E z z= <  функций ( )p z , отобра-

жающих E  на область, расположенную в правой полуплоскости;
( )С T  – множество функций ( , )p z t , принадлежащих классу С  при каждом

фиксированном [0; ) { : 0}t T t t∈ = +∞ = ≥ .
В геометрической теории функций комплексного переменного хорошо извест-

ны первое и второе дифференциальные уравнения Левнера – Куфарева, последнее
из которых имеет вид

( , ),z

t

zF
p z t

F
′
=

′
 ( , ) ( )p z t C T∈ .

В данном параграфе рассматривается второе дифференциальное уравнение
Левнера – Куфарева в случае

2
2 1 0( , ) ( ) ( ) ( ),p z t p z t p z t p z= + +

где ( ) , 0, 2, 0ip z C i t∈ = ≥ .
Решение ( , )F z t  дифференциального уравнения

2
2 1 0( ) ( ) ( )z

t

zF
p z t p z t p z

F
′
= + +

′
(2.1)

будем искать в виде
( ) ( )( , )

( ) 1
a z t b zF z t

c z t
+

=
+

. (2.2)

Дифференцируя функцию ( , )F z t  в (2.2) по z, получим
2

2 1 0
2

( ) ( )
( 1)z

b z t b z t b
F

ct
+ +

′ =
+

,

где 2b a c ac′ ′= − ; (2.3)

1b a b c bc′ ′ ′= + − ; (2.4)

0b b′= . (2.5)

Частная производная tF ′ , с учетом (2.2), равна

2( 1)t
a bcF
ct
−′ =
+

.

Рассмотрим отношение вышеизложенных частных производных:

2 02 1z

t

zbzF zb zb
t t

F m m m
′
= + +

′
, (2.6)

где m a bc= − . (2.7)
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Обозначив через 2 1 0( ), ( ), ( )p z p z p z  коэффициенты при 2 1 0, ,t t t  в (2.6), с по-
следующим преобразованием, получим систему уравнений

2( )z a c ac p m′ ′− = ; (2.8)

1( )z a b c bc p m′ ′ ′+ − = ; (2.9)

0zb p m′ = . (2.10)
С помощью операции интегрирования разрешим уравнение (2.8) относитель-

но a :

2a cu= ,       (2.11)

где 2
2 22

p m
u dz c

zc
= +∫ , 2 constс = , (2.12)

а уравнение (2.10) разрешим относительно b :

0b u= ,       (2.13)

где 0
0 0

p m
u dz c

z
= +∫ , 0 constс = . (2.14)

Подставляя (2.11) – (2.14) в (2.9), перепишем его в виде

02
2 0 12( )

p mp m
z c u u c p m

zzc
⎛ ⎛ ⎞⎞′ − + + =⎜ ⎜ ⎟⎟
⎝ ⎝ ⎠⎠

. (2.15)

С учетом (2.11) – (2.14) выражение (2.7) перепишется в виде

2 0( )m c u u= − .
Откуда следует

2 0
mu u
c

− = . (2.16)

Используя (2.11) – (2.14), продифференцируем обе части в (2.16)

m m
c c

′
⎛ ⎞ = γ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,

где 02 cpp
zc z

γ = − .

Интегрируем последнее дифференциальное уравнение
( )

3
z dzm c c e γ∫= ⋅ ⋅ , 3 constс = . (2.17)

Подставив (2.16) в (2.15), преобразуем его в виде уравнения Риккати

202 1 0
pp p

с c c
z z z

′ + − + = . (2.18)

Полагая
( )с e z w= , (2.19)

найдем ( ) ( )с e z w e z w′ ′ ′= + .
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С учетом (2.19) имеем

2 202 1( ) ( ) ( ) ( ) 0
pp p

e z w e z w e z w e z w
z z z

′ ′+ + − + =

и 202 1( ) ( ) 0
( ) ( )

pp pe zw w e z w
ze z e z z z

′⎛ ⎞′ + + − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (2.20)

С целью простоты исследования и приведения дифференциального уравнения
(2.20) к виду дифференциального уравнения, рассмотренного в пункте 1.3 первого
раздела, приравняем к нулю выражение при w

1( ) 0
( )

pe z
e z z
′

− = .

Последующим его интегрированием, получим

1
4( ) exp ,

p
e z c dz

z
⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦∫  4 constс = .  (2.21)

С учетом (2.21), выражение в (2.20) перепишется в виде дифференциального
уравнения

2
0 1 0w a a w′ + + = ,

где 2
0 ,

( )
p

a
ze z

=  0
1 ( )

p
a e z

z
= ,

интегрирование которого рассмотрено в первом разделе в пункте 1.3.
Определив w+ , w− , используя (2.21), по формуле (2.19) определим c+ , c− ,

затем m+ , m−  находим по формуле (2.17).
Последовательно определяем остальные составляющие a+ , a− , b+ , b− , F + ,

F − . Развернутую запись вышеуказанных составляющих в статье не приводим в
силу их громоздкости.
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The article presents a method of integral representation of solutions of ordinary differential
equations and partial differential equations with a polynomial right-hand side part, which is an
alternative to the construction of solutions of differential equations in the form of different series.

The method is based on the introduction of additional analytical functions establishing the
equation of connection between the introduced functions and the constituent components of the
original differential equation. The implementation of the coupling equations contributes to the
representation of solutions of the differential equation in the integral form, which allows solving
some problems of mathematics and mathematical physics.

The first part of the article describes the coupling equation for an ordinary differential
equation of the first order with a special polynomial part of a higher order. Here, the integral
representation of the solution of a differential equation with a second-order polynomial part is
indicated in detail.

In the second part of the paper, we consider the integral representation of the solution of a
partial differential equation with the polynomial second-order part of the Loewner–Kufarev
equation, which is an equation for univalent functions.
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