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ИССЛЕДОВАНИЕ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ
ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ ВТОРОГО ПОРЯДКА

СО СТЕПЕННО-ЛОГАРИФМИЧЕСКОЙ ОСОБЕННОСТЬЮ В ЯДРЕ

Для одного класса интегро-дифференциальных уравнений в частных произ-
водных второго порядка со степенной и логарифмической сингулярностью в
ядре, в классе функций, обращающихся в нуль с определённой асимптоти-
кой, найдены интегральные представления многообразия решений через
произвольные постоянные. Использован метод представления интегро-
дифференциального уравнения второго порядка в виде произведения двух
интегро-дифференциальных операторов первого порядка. Для этих одно-
мерных интегро-дифференциальных операторов в случаях, когда корни ха-
рактеристических уравнений являются вещественно разными, вещественно
равными и комплексно-сопряженными, найдены обратные операторы. Вы-
яснено, что присутствие степенно-логарифмической особенности в ядре
действует на число произвольных констант в общем решении. Это число, в
зависимости от корней соответствующих характеристических уравнений,
может достигать девяти. Найдены случаи, когда данное интегро-
дифференциальное уравнение имеет единственное решение. Использован-
ный метод можно применять для изучения модельных и немодельных ин-
тегро-дифференциальных уравнений со степенно-логарифмической особен-
ностью более высоких порядков.

Ключевые слова: интегро-дифференциальное уравнение, степенные осо-
бенности, логарифмические особенности, интегральные представления, ха-
рактеристическое уравнение.

К рассмотрению интегро-дифференциальных уравнений приводят многие за-
дачи прикладного характера из области математической биологии, теоретической
экологии [1], финансовой математики, эконометрики [2] и других разделов совре-
менной науки. Например, задача моделирования рассеивания и роста популяции,
задача Вольтерра о крутильных колебаниях [1], задача Прандтля о расчёте крыла
самолёта [3, 4], задача об изучении кинетического уравнения Больцмана [5], зада-
ча разрешимости интегро-дифференциальных уравнений, возникающих в тепло-
физике и акустике [6] и т.д., приводят к изучению интегро-дифференциальных
уравнений. В современности многие стохастические процессы с вероятностными
скачками, например стохастические процессы Леви описываются интегро-
дифференциальными уравнениями [7]. Помимо важнейшей прикладной стороны
вопроса, не меньший интерес представляет математическое построение основ со-
ставляющей проблематики.

Особое внимание следует уделить исследованию различных случаев вырожде-
ния, например вырождения коэффициента при старших производных, сингуляр-
ности и сверхсингулярности ядра изучаемого уравнения и т.д. Изучению подоб-
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ных объектов в регулярном случае посвящена обширная библиография [8 – 18].
Однако исследованию особых или сингулярных случаев в мировой литературе
уделено мало внимания, поэтому список соответствующей литературы в этом на-
правлении достаточно беден.

В данной работе излагается исследование одного класса интегро-дифферен-
циальных уравнений в частных производных второго порядка типа Вольтерра со
степенной и логарифмической сингулярностью в ядре. Подобные уравнения, но
только в одномерном случае, были исследованы в работах [19–22]. Хочется про-
должить этот цикл работ и построить фундаментальные теории для сингулярных
интегро-дифференциальных уравнений в частных производных. Здесь привлека-
ется аппарат представления общего интегро-дифференциального уравнения в ви-
де произведения двух интегро-дифференциальных операторов первого порядка,
один из которых содержит только степенную сингулярность, а другой – только
логарифмическую. Однако важно заметить, что понятие сингулярности со сторо-
ны отдельных авторов понимается по-разному. Например, можно понимать это в
смысле главного значения по Коши. Здесь для исследования привлекается аппа-
рат теории аналитических функций [23]. Также можно понимать сингулярность в
смысле обращения в нуль определителя матрицы главного оператора в уравнении.
Для исследования таких уравнений привлекается аппарат распределения Соболе-
ва – Шварца, центральное место в которых занимает конструкция фундаменталь-
ной оператор-функции – аналога фундаментального решения [24, 25].

В наших исследованиях понятие сингулярности понимается в смысле сингу-
лярности интеграла по Лебегу или сингулярности интеграла в обычном смысле
Римана [21, 22].

Постановка задач и их решение

Через R  обозначим область { }( , ) : ,R x y a x b c y d= < < < < . Соответственно
обозначим { }1 ( , ) : ,x y a x b y cΓ = < < =  и { }2 ( , ) : ,x y x a c y dΓ = = < < . В облас-
ти R  рассмотрим сингулярное интегро-дифференциальное уравнение в частных
производных второго порядка вида

( ) ( ) ( )
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∫ ∫ (1)

где 1 1 2( , ) x aK x t p p
t a
−⎛ ⎞= + ⎜ ⎟−⎝ ⎠

 – ядро, имеющее степенную особенность;

2 1 2( , ) ln y cK y s q q
s c
−⎛ ⎞= + ⎜ ⎟−⎝ ⎠

 – ядро, имеющее логарифмическую особенность;

3 1 2( , , , ) ( , ) ( , )K x t y s K x t K y s=  – ядро, имеющее степенно-логарифмическую осо-
бенность; ( ),f x y  – заданная функция в области R , ( ),U x y  – искомая функция.

Через [ ]1 2 , ; ,xyC a b c dδ δ , или просто 1 2
xyCδ δ , обозначим класс таких функций

( ),U x y , которые имеют производные первого порядка по обеим переменным и
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смешанную производную второго порядка и в точке ( , )a c  обращаются в нуль с
асимптотическим поведением

( ) ( ) ( )1 2
1 1 2 2, , ,U x y o x a y cγ γ⎡ ⎤= − − γ > δ γ > δ⎣ ⎦ ,

и решение уравнения (1) будем искать в этом классе.
Для решения однородного уравнения (1) прежде всего представим его в виде
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или в виде произведения двух линейных интегро-дифференциальных операторов
первого порядка вида

( ), 0x y
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Теперь, частное решение этого уравнения будем искать в виде

( ) ( ) ( ),U x y x a y cλ μ= − − ,
где λ  и μ  – постоянные числа. Подставляя эту функцию в левую часть уравнения
(2) для определения λ  и μ , получим следующее характеристическое уравнение:

( )
1 2 1 2

2 0
1 2 1 1

p p q q⎛ ⎞⎛ ⎞λ + + μ + + =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟λ − λ − μ −⎝ ⎠ μ −⎝ ⎠
, (3)

только с тем ограничением, что λ  и μ  строго должны удовлетворять условиям

2λ > , 1μ > . Эти условия определяют класс функций 21
xyC , в которых нужно ис-

кать решение уравнения (1).
Видно, что характеристическое уравнение (3) распадается на два алгебраиче-

ских уравнения третьего порядка вида

1 2 0
1 2

p p
λ + + =

λ − λ −
(4)

и 
( )

1 2
2 0

1 1
q q

μ + + =
μ − μ −

(5)

и поэтому в зависимости от корней этих алгебраических уравнений решение
уравнения (2) получим в следующем виде:

I. Пусть корни характеристических уравнений (3) и (4) являются веществен-
ными и разными. Тогда формально общее решение однородного уравнения (2)
имеет вид

( ) ( ) ( )
3 3

1 1
, i j

i j
i j

U x y x a y c с cλ μ

= =
= − −∑∑ ,

где ( ), , 1,3i jс c i j =  – произвольные постоянные числа.
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Далее, используя метод вариации произвольных постоянных решение неодно-
родного уравнения (1) легко находим в таком виде:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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где обратные операторы ( ) 1x
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−
Λ соответственно определяются из сле-
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где

0 1 2 3

1 2 3

1 1 1
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− − −
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, 0 1 2 3

1 2 3
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,

1 2 3, ,∆ ∆ ∆  и 1 2 3, ,∆ ∆ ∆  – соответственно алгебраические дополнения элементов

последней строки определителя 0∆  и 0∆ .
Заметим, что необходимым условием для того, чтобы однородное уравнение

(2) имело нетривиальное решение, являются условия 2, 1λ > μ > . Поэтому если,
например, выполняются условия

1 2 32λ < < λ < λ  и 1 2 31μ < < μ < μ , (7)

то в общее решение (6) из всевозможных значений произвольных констант 1 1,c c
нужно выбирать только их нулевые значения.

Далее, для сходимости интегралов в обратные операторы ( ) 1x
a I

−
Π  и ( ) 1y

c I

−
Λ ,

требуем, чтобы функция ( , )f x y  в точке ( , )a c  обращалась в нуль с асимптотиче-
ским поведением:

( ) ( )3 4
3 3 4 3( , ) , 1, 1f x y o x a y cγ γ⎡ ⎤= − − γ > λ − γ > μ −⎣ ⎦ . (8)

Подставляя найденное решение (6) в уравнение (1) легко определим, что в
случае 1 10, 0c c= =  оно в действительности удовлетворяет этому уравнению.
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Таким образом, доказано:
Теорема 1. Пусть в интегро-дифференциальном уравнении (1) ядра K1, K2 и K3

такие, что корни характеристических уравнений (4) и (5) являются веществен-
ными и разными и они удовлетворяют условиям (7). Кроме того, пусть функция
( ), ( )f x y C R∈  и в точке ( ),a c , ( ), 0f a c =  с асимптотическим поведением (8).

Тогда неоднородное уравнение (1) в классе функций 21( , ) xyU x y C∈ , обращаю-

щихся в нуль в точке ( , )a c , всегда разрешимо и его общее решение даётся при
помощи формулы (6) при 1 10, 0c c= = .

Теперь, пусть вместо условия (7) выполняется один из следующих всевозмож-
ных случаев:

1) 1 2 32λ < λ < < λ  и 1 2 31μ < < μ < μ ;
2) 1 2 3 2λ < λ < λ <  и 1 2 31μ < < μ < μ ;
3) 1 2 32λ < < λ < λ  и 1 2 31μ < μ < < μ ;
4) 1 2 32λ < < λ < λ  и 1 2 3 1μ < μ < μ < ;
5) 1 2 32λ < λ < < λ , 1 2 31μ < μ < < μ ;
6) 1 2 3 2λ < λ < λ <  и 1 2 31μ < μ < < μ ;
7) 1 2 32λ < λ < < λ  и 1 2 3 1μ < μ < μ < ,

тогда в каждом из этих случаев обратные операторы ( ) 1x
a

−
Π  и ( ) 1y

c
−

Λ  не меняют-

ся, а только меняется число линейно независимых решений однородного уравне-
ния (1) или число нулей оператора ( )x y

a cΠ Λ ⋅ . То есть, при выполнении каждого из
этих случаев в общее решение однородного уравнения (1) нужно взять только ну-
левые значения у тех произвольных констант ( ), , 1,3i jс c i j = , индексы которых

совпадают с индексами ( )2, 1 , 1,3i j i jλ < μ < = . Отсюда, в каждом из перечис-

ленных случаев, легко можно определить размерность пространства ( )Ker x y
a cΠ Λ

или число нулей оператора x y
a cΠ Λ :

1) ( )dim Ker 2x y
a cΠ Λ = ;

2) ( )dim Ker 0x y
a cΠ Λ = ;

3) ( )dim Ker 2x y
a cΠ Λ = ;

4) ( )dim Ker 0x y
a cΠ Λ = ;

5) ( )dim Ker 1x y
a cΠ Λ = ;

6) ( )dim Ker 0x y
a cΠ Λ = ;

7) ( )dim Ker 0x y
a cΠ Λ = .

II. Пусть корни характеристических уравнений (3) и (4) являются веществен-
ными и равными, т.е. 1 2 3λ = λ = λ = λ , 1 2 3μ = μ = μ = μ . Тогда формально общее
решение однородного уравнения (2) имеет вид



Исследование некоторых классов интегро-дифференциальных уравнений 45

( ) ( ) ( )( ) ( )
3 3

1 1
3 3

1 1
, ln lni j

i j
i j

U x y x a x a y c y c с cλ μ− −
+ +

= =
= − − − −∑∑ ,

где ( )3 3, , 1,3i jс c i j+ + =  – произвольные постоянные числа.
В этом случае также используя метод вариации произвольных постоянных,

общее решение неоднородного уравнения (1) находим в таком виде:

( ) ( ) ( )1 1
, ( , ),x y

a cII II
U x y f x y

− −
= Π Λ (9)

где обратные операторы ( ) 1x
a II

−
Π  и ( ) 1y

c II

−
Λ  соответственно определяются из сле-

дующих равенств

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

3
1

2

2

2
( )

2

2 1 ln 2 2 1 ln 2 ,

x
x
a II

a

x a
P t a

x a x a dt
t a t a

λ− λ − −⎛ ⎞Π ⋅ = − ×⎜ ⎟−⎝ ⎠
− −⎡ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎤× λ − λ − + λ − + λ − + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥− −⎣ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎦

∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

1 2 2

2

1
( ) 1 ln 4 1 ln 2

2

y
y
c II

c

y c y c y c ds
q s c s c s c

μ− μ − − − −⎛ ⎞ ⎡ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎤Λ ⋅ = − λ − + λ − + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥− − −⎝ ⎠ ⎣ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎦∫ .

Заметим, что необходимым условием для того, чтобы однородное уравнение (2)
имело нетривиальное решение, являются условия

2λ >  и 1μ > . (10)
С другой стороны, из характеристических уравнений (4) и (5) видно, что в случае
вещественно-равных корней должны выполнятся условия

3 3 1λ = ⇒ λ =  и 23 2
3

μ = ⇒ μ = .

Отсюда, так как условия (10) не выполняются, то однородное уравнение (2) в этом
случае имеет только нулевое решение, а неоднородное уравнение (2) имеет един-
ственное решение (9).

В этом случае для сходимости интегралов в обратные операторы ( ) 1x
a II

−
Π  и

( ) 1y
c II

−
Λ  требуем, чтобы функция ( , )f x y  в точке ( , )a c  обращалась в нуль с асим-

птотическим поведением:

( ) ( )5 6
5 6( , ) , 1, 1f x y o x a y cγ γ⎡ ⎤= − − γ > λ − γ > μ −⎣ ⎦ . (11)

Можно проверить, что при выполнении условия (11), полученное решение (9)
в действительности принадлежит классу 21

xyC  и оно удовлетворяет уравнению (1).
Таким образом, доказано:
Теорема 2. Пусть в интегро-дифференциальном уравнении (1) ядра 1K , 2K  и

3K  такие, что корни характеристических уравнений (4) и (5) являются вещест-
венными и равными. Кроме того, пусть функция ( ), ( )f x y C R∈  и в точке ( ),a c ,
( ), 0f a c =  с асимптотическим поведением (11).
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Тогда неоднородное уравнение (1) в классе функций 21( , ) xyU x y C∈ , обращаю-

щихся в нуль в точке ( , )a c , всегда разрешимо и его единственное решение даётся
при помощи формулы (9).

Заметим, что в случае вещественно-равных корней характеристических урав-
нений (4) и (5) оператор ( )x y

a cΠ Λ ⋅  не имеет нулей т.е. ( )dim Ker 0x y
a cΠ Λ = .

III. Пусть среди корней характеристических уравнений (3) и (4) имеются
комплексно-сопряженные корни, которые обозначим так: 1 2,3 1 1, iλ = λ λ = α ± β  и

1 2,3 2 2, iμ = μ μ = α ± β , тогда формально общее решение однородного уравнения
(1) имеет вид

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ][ ]( )
( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ][ ]( )

1

2

7 1 8 1 9

7 2 8 2 9

, cos ln sin ln

cos ln sin ln ,

U x y x a с x a x a с x a с

y c с y c y c с y c с

λ α

μ α

= − + − β − + β − ×

× − + − β − + β −

где 7 8 9 7 8 9, , , , ,с с с c с с  – произвольные постоянные числа.
В этом случае решение неоднородного уравнения (1) находится в таком виде:

( ) ( ) ( )1 1
, ( , )x y

a cIII III
U x y f x y

− −
= Π Λ , (12)

где обратные операторы ( ) 1x
a III

−
Π  и ( ) 1y

c III

−
Λ  определяются так:

( ) ( )( ) ( )

( )
1

1

1 2

3 1 3 1
1 2

2 1
( )

1 cos ln sin ln ,

x
x
a III

a
x

a

x a dt
D p t a

x a x a x a dt
D p t a t a t a

λ−

α

λ − λ − −⎛ ⎞Π ⋅ = ⋅ −⎜ ⎟−⎝ ⎠

− − −⎛ ⎞ ⎡ ⎡ ⎛ ⎞⎤ ⎡ ⎛ ⎞⎤⎤− α β +β β ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎥− − −⎝ ⎠ ⎣ ⎣ ⎝ ⎠⎦ ⎣ ⎝ ⎠⎦⎦

∫

∫

( ) ( ) ( )

( )
2

2
1

2 2

4 2 4 2
2 2

1
( )

1 cos ln sin ln ,

y
y
c III

c
y

c

y c ds
D q s c

y c y c y c ds
D q s c s c s c

μ−

α

μ − −⎛ ⎞Λ ⋅ = ⋅ −⎜ ⎟−⎝ ⎠

− − −⎛ ⎞ ⎡ ⎡ ⎛ ⎞⎤ ⎡ ⎛ ⎞⎤⎤− α β +β β ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎥− − −⎝ ⎠ ⎣ ⎣ ⎝ ⎠⎦ ⎣ ⎝ ⎠⎦⎦

∫

∫
.

здесь 
( )

1
1 2 2

1 1

2 2 1 ,
22

D
α −λ −

= −
λ −α − +β

( )( ) ( )( ) ( )( ) 2
3 1 1 1 1 1 1 11 2 1 2 ,α = − α − α − + α − λ −α + α − λ −α +β

( )( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
3 1 1 1 1 1 1

1

1 2
1 2 ,

α − α − λ −α α
β = + α − β + α − β − λ −α β

β

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2
4 2 2 2 2 2 2

2

1
1 1 .

α − μ −α
β = − + α − β + α − β + μ −α β

β

Здесь тоже необходимым условием для того, чтобы однородное уравнение (2)
имело нетривиальное решение, являются условия

12, 2λ > α >  и 21, 1μ > α > . (13)
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С другой стороны, из характеристического уравнения (4) и (5) видно, что в случае
комплексно-сопряженных корней должны выполняться условия

12 3λ + α =  и 22 2μ + α = . (14)
Отсюда, так как условия (13) и (14) несовместимы, следует, что однородное урав-
нение (2) в этом случае тоже имеет только нулевое решение, а неоднородное
уравнение (2) имеет единственное решение вида (12).

Для сходимости интегралов в обратные операторы ( ) 1x
a III

−
Π  и ( ) 1y

c III

−
Λ  от функ-

ции ( , )f x y  в точке ( , )a c  требуем следующую асимптотику:

( ) ( ) { } { }7 8
7 1 8 2( , ) , max , 1, max , 1f x y o x a y cγ γ⎡ ⎤= − − γ > λ α − γ > μ α −⎣ ⎦ . (15)

В этом случае тоже при выполнении условие (15) полученное решение (12)
принадлежит классу 21

xyC  и оно удовлетворяет уравнению (1).
Таким образом, имеет место следующая теорема:
Теорема 3. Пусть в интегро-дифференциальном уравнении (1) ядра K1, K2 и K3

такие, что корни характеристических уравнений (4) и (5) являются комплексно-
сопряженными. Кроме того, пусть функция ( ), ( )f x y C R∈  и в точке ( ),a c ,
( ), 0f a c =  с асимптотическим поведением (15).

Тогда неоднородное уравнение (1) в классе функций 21( , ) xyU x y C∈ , обращаю-

щихся в нуль в точке ( , )a c , всегда разрешимо и его единственное решение даётся
при помощи формулы (13).

Пусть вместо условия (13) выполняется одно из условий:
1) 12, 2λ < α >  и 21, 1μ < α > ;
2) 12, 2λ < α >  и 21, 1μ > α < ;
3) 12, 2λ > α <  и 21, 1μ < α > ;
4) 12, 2λ > α <  и 21, 1μ > α < ;
5) 12, 2λ < α <  и 21, 1μ < α > ;
6) 12, 2λ < α <  и 21, 1μ > α < ;
7) 12, 2λ > α <  и 21, 1μ < α < ;
8) 12, 2λ < α >  и 21, 1μ < α < ;
9) 12, 2λ < α <  и 21, 1μ < α < .

В этих случаях также легко определим дефектные числа оператора x y
a cΠ Λ :

1) ( )dim Ker 4x y
a cΠ Λ = ;

2) ( )dim Ker 2x y
a cΠ Λ = ;

3) ( )dim Ker 2x y
a cΠ Λ = ;

4) ( )dim Ker 1x y
a cΠ Λ = ;

5) ( )dim Ker 0x y
a cΠ Λ = ;

6) ( )dim Ker 0x y
a cΠ Λ = ;
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7) ( )dim Ker 0x y
a cΠ Λ = ;

8) ( )dim Ker 0x y
a cΠ Λ = ;

9) ( )dim Ker 0x y
a cΠ Λ = .

Отсюда видно, что в пяти случаях однородное уравнение (1) имеет только три-
виальное решение, а неоднородное уравнение (1) имеет единственное решение.
В остальных случаях однородное уравнение (1) имеет нетривиальные решения, и
поэтому общее решение неоднородного уравнения (1) содержит произвольные
константы.

Замечание 1. Соответствующие теоремы легко можно получить в других воз-
можных случаях корней характеристических уравнений (4) и (5), т.е., например:
1) корни уравнения (4) являются вещественно разными, а корни уравнения (5) яв-
ляются вещественно равными; 2) корни уравнения (4) являются вещественно раз-
ными, а корни уравнения (5) являются комплексно-сопряженными; 3) корни
уравнения (4) являются вещественно равными, а корни уравнения (5) являются
вещественно разными и т. д.

Примеры
Приведём примеры:
Пример 1. Рассмотрим следующий пример:

( )
( ) ( )

( )

2 2

2
2 2

, ,1 1, ln
3 27( ) ( )

,1 1 ln ( ) ( ).
3 27( ) ( )

yx
y x

xy
a c

yx

a c

U t y U x sx a y cU x y dt ds
t a s ct a s c

U t sx a dt y c ds x a y c
t a s ct a s c

′ ′− −⎛ ⎞ ⎡ ⎛ ⎞⎤′′ + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥− −⎝ ⎠ ⎣ ⎝ ⎠⎦− −

− −⎛ ⎞ ⎡ ⎛ ⎞⎤+ + = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥− −⎝ ⎠ ⎣ ⎝ ⎠⎦− −

∫ ∫

∫ ∫ (16)

Решение. Составим характеристическое уравнение:

( )2

1 1
0 1 3 27 0

1 2 1 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞λ + + μ + + =⎜ ⎟⎜ ⎟λ − λ − μ −⎝ ⎠ μ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

Отсюда ( )
3

3 21 0
3

⎛ ⎞λ − μ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. То есть характеристическое уравнение имеет два

трёхкратных корня 21,
3

λ = μ = . Таким образом, так как условия 2, 1λ > μ >  не

выполняются, то согласно пункту II, однородное уравнение (16) имеет только
тривиальное решение, а неоднородное уравнение имеет единственное решение,
которое даётся по формуле

( )

2
3 2 2

, ln 1

1 2ln ln 1 ( ) ( ) .
18 3

x

a

y

c

x a x aU x y
t a t a

y c y c y c t a s c ds
s c s c s c

− −⎛ ⎞ ⎡ ⎛ ⎞ ⎤= − − ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥− −⎝ ⎠ ⎣ ⎝ ⎠ ⎦

− − −⎛ ⎞ ⎡ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎤× − + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥− − −⎝ ⎠ ⎣ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎦

∫

∫
.

Легко можно проверить, что найденное решение удовлетворяет уравнению (16).
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Пример 2. Рассмотрим другой пример:

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

6 3
2 2

, ,
, 30 12 4 6ln

( ) ( )

,
30 12 4 6ln .

( ) ( )

yx
y x

xy
a c

yx

a c

U t y U x sx a y cU x y dt ds
t a s ct a s c

U t sx a dt y c ds x a y c
t a s ct a s c

′ ′− −⎡ ⎛ ⎞⎤ ⎡ ⎛ ⎞⎤′′ + − + + − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎝ ⎠⎦ ⎣ ⎝ ⎠⎦− −

− −⎡ ⎛ ⎞⎤ ⎡ ⎛ ⎞⎤+ − + − + = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎝ ⎠⎦ ⎣ ⎝ ⎠⎦− −

∫ ∫

∫ ∫ (17)

Решение. Характеристическое уравнение в этом случае примет такой вид:

( )2
30 12 4 6 0

1 2 1 1

⎛ ⎞⎛ ⎞λ − + μ − + =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟λ − λ − μ −⎝ ⎠ μ −⎝ ⎠
,

или ( )( )( )( )( )23 4 4 2 4 5 0λ − λ − λ + μ + μ − μ + = .

Отсюда имеем такие корни: 1 2 3 1 2,34, 3, 4, 2, 2 iλ = − λ = λ = μ = − μ = ± . Видно, что
для этих корней выполняются условия { }1 2 3 1 2 32 , 1 Re ,λ < < λ < λ μ < < μ μ . Та-
ким образом, согласно пунктам I и III, общее решение однородного уравнения
(17) имеет вид

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]( )3 4 2 2
2 3 2 3, cos ln sin ln ,ооU x y x a с x a с y c y c с y c y c с= − + − − − + − −

где 2 2 2 3, , ,с с с с  – произвольные постоянные числа. Видно, что правая часть
уравнения (17) по переменной x  удовлетворяет условию (8), а по переменной y
– условию (15) и поэтому частное решение неоднородного уравнения (17) даётся
по формуле

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 6 3

чн I III
, ,x y

a cU x y x a y c
− −

= Π Λ − −

где обратные операторы ( ) 1

I
x
a

−
Π  и ( ) 1

III
y
c

−
Λ  соответственно определяются из сле-

дующих равенств

( )
4 3 41

1 2 3I
0

1( ) 2 6 12 ( )
12

x
x
a

a

x a x a x a dt
t a t a t a

−− ⎡ ⎤− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Π ⋅ = − ∆ + ∆ + ∆ ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∆ − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ ,

( ) ( )

( )

21

III
2

2

4 4
2

3( )
2

1 cos ln sin ln .
6

y
y
c

c
y

c

y c ds
D s c

y c y c y c ds
D s c s c s c

−− −⎛ ⎞Λ ⋅ = ⋅ −⎜ ⎟−⎝ ⎠

− − −⎛ ⎞ ⎡ ⎡ ⎛ ⎞⎤ ⎡ ⎛ ⎞⎤⎤− α +β ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎥− − −⎝ ⎠ ⎣ ⎣ ⎝ ⎠⎦ ⎣ ⎝ ⎠⎦⎦

∫

∫
Таким образом, общее решение неоднородного уравнения (17) определяется по
формуле

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 4
2 3

2 2
2 3

1 1 6 3 6 3
1,3 1 2 3 2 3I III

,

cos ln sin ln

, , , 0, , , .x y
a c

U x y x a с x a с

y c y c с y c y c с

x a y c E c c c c c x a y c
− − +

= − + − ×

× − − + − − +

⎡ ⎤+ Π Λ − − ≡ − −⎣ ⎦
В этом случае тоже легко проверяется, что найденное решение удовлетворяет
уравнению (17).
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Заключение

В заключение приведём некоторые отличительные свойства уравнения (1) от
раньше рассмотренных уравнений типа Вольтерра:

1. Независимо от нефредгольмовости ядра уравнения (1) найдено решение этого
уравнения в классе функций, обращающихся в нуль в точке ( ),a c , в явном виде.

2. Выяснено, что решение уравнения (1) в общем случае содержит четыре про-
извольных постоянных. Решение этого уравнения в других случаях может содер-
жать либо 1, либо 2 произвольных констант.

3. Выделяется случай, когда уравнение (1) имеет единственное решение. Этот
случай совпадает с теорией интегро-дифференциальных уравнений с регулярны-
ми ядрами.

4. Согласно общей теории, общее решение регулярных интегро-дифферен-
циальных уравнений в частных производных второго порядка может содержать
не более двух произвольных функций или констант. Отсюда выходит, что эффект
степенной и логарифмической сингулярности ядра уравнения (1) действует на
число произвольных констант в общем решении и это число для уравнения (1)
достигает четырёх.

5. Выяснено, что степенная особенность ядра более сильная, чем логарифми-
ческая. Эти особенности действуют на классах функций, обращающихся в нуль в
точке ( ),a c  с определённой асимптотикой.
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For a class of second-order partial integro-differential equations with a power singularity and
logarithmic singularity in the kernel, integral representations of the solution manifold in terms of
arbitrary constants are obtained in the class of functions vanishing with a certain asymptotic
behavior. Although the kernel of the given equation is not a Fredholm type kernel, the solution of
the studied equation in a class of vanishing functions is found in an explicit form. We represent a
second-order integro-differential equation as a product of two first-order integro-differential
operators. For these one-dimensional integro-differential operators, in the cases when the roots of
the corresponding characteristic equations are real and different, real and equal and complex and
conjugate, the inverse operators are found. It is found that the presence of power singularity and
logarithmic singularity in the kernel affects the number of arbitrary constants in the general
solution. This number, depending on the roots of the corresponding characteristic equations, can
reach nine. Also, the cases when the given integro-differential equation has a unique solution are
found. The correctness of the obtained results with the help of the detailed solutions of concrete
examples are shown. The method of solving the given problem can be used for solving model and
nonmodel integro-differential equations with a higher order power singularity and logarithmic
singularity in the kernel.
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