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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ 3-ХОРОШИХ КОЛЕЦ ФОРМАЛЬНЫХ МАТРИЦ1

Исследуются кольца формальных матриц со значениями в данном кольце и с
матрицей множителей, состоящей из 0 и 1. При указанных ограничениях
кольцо формальных матриц может быть представлено как расщепляющееся
расширение одного своего нильпотентного идеала с помощью произведения
обычных колец матриц, а вопрос об обратимости формальной матрицы сво-
дится к вопросу об обратимости обычных матриц над кольцом. При некото-
рых дополнительных условиях, наложенных на матрицу множителей, удает-
ся воспользоваться известной теоремой Хенриксена и доказать, что всякий
элемент кольца формальных матриц представляет собой сумму трех обрати-
мых элементов этого кольца. В конце мы приводим примеры таких колец
формальных матриц порядка 4 и 5.

Ключевые слова: кольцо, хорошее кольцо, кольцо формальных матриц.

В [1] и [2] рассматривался класс колец формальных матриц, для которых было
описано строение их групп автоморфизмов. В данной статье показано, что кольца
формальных матриц этого (и даже в некотором смысле более широкого) класса
будут 3-хорошими.

Пусть k – натуральное число, k ≥ 2. Напомним [3], что элемент кольца называ-
ется k-хорошим, если он представим в виде суммы k обратимых элементов этого
кольца; кольцо называют k-хорошим, если все его элементы k-хорошие. Изучению
колец, которые аддитивно порождаются своими обратимыми элементами, посвя-
щено большое количество работ. Хороший обзор исследований по этой теме дан в
статье [4].

Далее R – произвольное ассоциативное кольцо с единицей, M(n, R) – кольцо
всех (n × n)-матриц над R.

1. Кольца формальных матриц

Изучению произвольных колец формальных матриц также посвящено множе-
ство работ (см., например, [1, 2, 5–12]).

Понятия формальной матрицы и кольца формальных матриц берут свое начало
в работах японского математика К. Мориты. В 1958 году в статье [8] он ввел объ-
ект, который позже был назван контекстом Мориты.

Контекст Мориты – это набор (R, M, N, S, φ, ψ), состоящий из произвольных ко-
лец R и S, бимодулей RMS и S NR и определенным образом связанных между собой
бимодульных гомоморфизмов φ и ψ. Морита пришел к нему при изучении кон-
травариантных функторов D1 и D2 между категориями модулей Mod-R и Mod-S,
таких, что выполняются условия D1D2 ≈ IdMod-R и D2 D1 ≈ IdMod-S (позже им было
                                                          
1 Работа выполнена при поддержке гранта Президента РФ для молодых ученых – докторов наук
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доказано, что на самом деле это функторы Hom). Контексты Мориты интересны и
сами по себе, и как очень полезный инструмент обобщения в теории колец. Эта
тема заслуженно привлекает внимание алгебраистов уже более полувека. Под-
робнее с историей развития данного направления исследований можно познако-
миться в обзорной статье [9]; в ней же можно найти ссылки на наиболее важные
работы по теме.

По данному контексту Мориты всегда можно построить кольцо матриц вида
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называемое кольцом контекста Мориты или кольцом формальных матриц.
Понятия формальной матрицы и кольца формальных матриц естественным обра-
зом можно расширить на случай произвольного порядка ≥ 2.

Нас интересует лишь один частный случай – кольца формальных матриц со
значениями в данном кольце R. Впервые такие кольца появились в работе
П.А. Крылова [7]. Они устроены следующим образом.

Пусть K – кольцо формальных матриц порядка n ≥ 2 (см. [5, 6]), в котором все
стоящие на главной диагонали кольца R1, R2, …, Rn совпадают c некоторым коль-
цом R, а в качестве Ri -Rj -бимодулей Mij берется R-R-бимодуль RRR. Далее, пусть
ϕijk : R ⊗R

 R → R, где i, j, k ∈ {1, 2, …, n}, – бимодульные гомоморфизмы, опреде-
ляющие K (в произвольных кольцах формальных матриц отображение ϕijk пред-
ставляет собой гомоморфизм 

jij R jk ikM M M⊗ → ). Обозначим sijk = ϕijk (1⊗1) для

любых i, j, k ∈ {1, 2, …, n}. Тогда x ○ y = ϕijk (x ⊗ y) = xϕijk (1⊗1)y = xsijk y (здесь мы
считаем, что элементы x и y стоят в своих матрицах в позициях (i, j) и ( j, k) соот-
ветственно). Справедливы также равенства xsijk = ϕijk (x ⊗1) = ϕijk (1⊗ x) = sijk x, т.е.
sijk – центральный элемент кольца R. В итоге мы получаем, что x ○ y = sijk xy. Далее,
несложно убедиться в том, что siij = 1 = sijj для любых i, j ∈ {1, 2, …, n}. Полагая
x = y = z = 1 в соотношении ассоциативности x ○ ( y ○ z) = (x ○ y) ○ z, получаем, что
sijl ⋅ sjkl = sijk ⋅ sikl для всех i, j, k, l ∈ {1, 2, …, n}.

Полученные равенства
siij = 1 = sijj и sijl ⋅ sjkl = sijk ⋅ sikl (1)

будем называть основными тождествами.
Пусть теперь Σ = {sijk | i, j, k = 1, 2, …, n} – некоторое множество центральных

элементов кольца R, удовлетворяющих равенствам (1). Для произвольных индек-
сов i, j, k ∈ {1, 2, …, n} можно задать бимодульный гомоморфизм ϕijk : R ⊗R

 R → R,
полагая x ○ y = ϕijk (x ⊗ y) = sijk xy. Указанные гомоморфизмы определяют кольцо
формальных матриц порядка n. Таким образом, имеется взаимно однозначное со-
ответствие между кольцами рассматриваемого вида и множествами центральных
элементов, удовлетворяющих основным тождествам (1). Подобные кольца фор-
мальных матриц называем кольцами формальных матриц со значениями в данном
кольце R. Будем обозначать их через M(n, R, Σ); множество Σ будем называть сис-
темой множителей кольца M(n, R, Σ), а сами элементы sijk – множителями кольца
M(n, R, Σ). Легко убедиться, что если кольцо R коммутативно, то M(n, R, Σ) пред-
ставляет собой R-алгебру.

Для произвольных матриц A = (aij) и B = (bij) из M(n, R, Σ) имеем

AB = C = (cij), где 
1

n

ij ikj ik kj
k

c s a b
=

= ∑ .
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Если все множители sijk равны 1, то, как несложно видеть, получается кольцо
обычных матриц M(n, R).

Полагая k = i в основных тождествах (1), мы получаем равенство siji = sijl ⋅ sjil.
Значит, sjij = sjil ⋅ sijl и поэтому siji = sjij. Теперь, взяв l = j в тождествах (1), получаем
sjkj = sijk ⋅ sikj. Следовательно, siji = slij ⋅ slji. Таким образом, справедливы соотноше-
ния siji = sjij = sijl ⋅ sjil = slij ⋅ slji. Из них можно при помощи перестановки индексов
получить следующие тождества:

siji = sjij = sijk ⋅ sjik = skij ⋅ skji,
sjkj = skjk = sjki ⋅ skji = sijk ⋅ sikj, (2)
skik = siki = skij ⋅ sikj = sjki ⋅ sjik.

Если siji и sjkj – неделители нуля, то, исходя из (2), элементы sjik и sjki тоже будут
неделителями нуля, а значит, skik – неделитель нуля. Таким образом, справедлив
следующий факт:

Лемма 1. Для множителей siji, sjkj и skik (где i, j, k ∈ {1, 2, …, n}) из системы Σ
имеет место ровно одна из следующих возможностей:

1) все три элемента – неделители нуля;
2) какие-то два из трех элементов – делители нуля, а третий – неделитель нуля;
3) все три элемента – делители нуля. ■
С данным кольцом формальных матриц M(n, R, Σ) мы можем связать матрицу

множителей S = (siji). Из (2) следует, что матрица S является симметрической.

2. Один класс 3-хороших колец формальных матриц над данным кольцом

В работах [1] и [2] был выделен один класс алгебр формальных матриц, у ко-
торых оказалось возможным дать описание их групп автоморфизмов. Это дости-
галось за счет того, что алгебра формальных матриц представлялась как расщеп-
ляющееся расширение нильпотентного идеала I с помощью прямой суммы обыч-
ных колец матриц. Ниже мы рассмотрим близкий класс колец формальных мат-
риц, отказавшись от требования коммутативности R и ограничения I ⋅ I = 0.

Существует несколько способов получения систем множителей из уже имею-
щихся для колец формальных матриц со значениями в данном кольце. Приведем
один такой способ. Пусть Σ = {sijk | i, j, k = 1, 2, …, n} – система множителей кольца
формальных матриц K = M(n, R, Σ), а τ – произвольная подстановка на множестве
{1, 2, …, n}. Как определить действие подстановки τ на системе множителей Σ так,
чтобы получившееся множество оказалось системой множителей для некоторого
кольца K′ ?

Для матрицы A = (aij) из кольца K = M(n, R, Σ) положим τA = (aτ(i)τ( j)); таким об-
разом, мы считаем, что в матрице τA в позиции (i, j) стоит элемент aτ(i)τ( j). Далее
рассмотрим множество {sτ(i)τ( j)τ(k) | i, j, k = 1, 2, …, n}. Можно заметить, что данное
множество тоже будет системой множителей, поскольку оно удовлетворяет тож-
дествам (1). Обозначим получившуюся новую систему множителей через τΣ. Для
этой системы можно построить новое кольцо формальных матриц τK = M(n, R, τΣ).
Нетрудно видеть, что сопоставление A → τA, где A = (aij) и τA = (aτ(i)τ( j)), осуществ-
ляет изоморфизм между кольцами K и τK.

Далее будем рассматривать более узкий класс колец формальных матриц: нас
интересуют только такие кольца K = M(n, R, Σ), у которых система множителей Σ
может содержать лишь 1 и 0.
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Введем на множестве чисел {1, 2, …, n} бинарное отношение «∼», полагая i ∼ j
тогда и только тогда, когда множитель siji равен единице. Из леммы 1 следует, что
ситуация siji = sjkj = 1, skik = 0 невозможна, а значит, это бинарное отношение явля-
ется отношением эквивалентности.

Построим подстановку τ следующим образом: в верхней строке расположим
числа 1, 2, …, n в порядке возрастания, а нижнюю строку составим из классов эк-
вивалентности отношения «∼», записанных в произвольном порядке (внутри клас-
сов входящие в них индексы располагаем также в произвольном порядке). Тогда в
матрице τS = (sτ(i)τ( j)τ(i)) на главной диагонали стоят квадратные блоки, состоящие
только из единиц; эти блоки находятся во взаимно однозначном соответствии с
классами эквивалентности относительно «∼» (порядок такого блока равен числу
элементов в соответствующем классе эквивалентности). Все позиции в матрице τS
вне рассматриваемых блоков заняты нулями.

Сопоставление A → τA, где A ∈ K, задает изоморфизм между кольцами K и τK.
Таким образом, мы можем с самого начала считать, что матрица множителей S
кольца K имеет указанный выше блочный вид. Пусть количество блоков на глав-
ной диагонали матрицы S равно m и эти блоки имеют порядки n1, n2, …, nm. Ясно,
что n1

 + n2
 + … + nm = n.

Нам понадобится следующий простой факт:
Лемма 2. а) Если индексы i, j ∈ {1, 2, …, n} таковы, что i ∼ j, то sijk = 1 = skij для

всех k ∈ {1, 2, …, n}.
б) Если индексы i, j, k ∈ {1, 2, …, n} таковы, что i ∼ j и k не эквивалентно i и j,

то справедливо равенство sikj = 0.
Доказательство. Воспользуемся тождествами (2).
а) Поскольку siji = 1, то с учетом первого из тождеств мы имеем sijk ≠ 0 и skij ≠ 0,

отсюда sijk = 1 = skij.
б) Так как 1 = siji = skij ⋅ skji, то skij ≠ 0, т.е. skij = 1. Тогда 0 = skik = skij ⋅ sikj = sikj. ■
На главной диагонали каждой матрицы A ∈ K мы выделим блоки A1, A2, …, Am

того же порядка, что и блоки на главной диагонали матрицы S (и в той же после-
довательности). Тогда, как видно из пункта а) леммы 2, для всякого фиксирован-
ного v блоки Av всех матриц из K образуют кольцо обычных матриц Kv = M(nv, R).

Через I обозначим множество всех матриц A ∈ K, у которых описанные выше
блоки A1, A2, …, Am целиком состоят из нулей; через L – множество всех матриц
A ∈ K, у которых все элементы, находящиеся за пределами блоков A1, A2, …, Am,
равны 0. Легко видеть, что L – подкольцо кольца K, изоморфное прямой сумме
K1

 ⊕ K2
 ⊕ … ⊕ Km (далее будем отождествлять L с этой прямой суммой). Заметим

также, что K = L ⊕ I, т.е. всякая матрица A ∈ K единственным образом представи-
ма в виде суммы A = C + D, где C ∈ L и D ∈ I.

Предложение 3. Множество I является идеалом кольца K.
Доказательство. Ясно, что (I, +) является подгруппой в (K, +). Зафиксируем

произвольные матрицы A = (aij) ∈ I и X = (xij) ∈ K.
Допустим, что XA ∉ I. Тогда существуют индексы i, j ∈ {1, 2, …, n}, такие, что

позиция (i, j) находится в одном из блоков A1, A2, …, Am и элемент матрицы XA,
стоящий в позиции (i, j), отличен от 0. В свою очередь, это означает, что для неко-
торого k ∈ {1, 2, …, n} выполнено sikj xik akj ≠ 0. Из неравенства akj ≠ 0 следует, что
индексы j и k не эквивалентны. Так как i ∼ j, то ввиду пункта б) леммы 2 получаем
sikj = 0, что невозможно. Итак, I – левый идеал в K.

Если AX ∉ I, то аналогичным образом показывается, что существуют индексы
i, j, k ∈ {1, 2, …, n}, такие, что i ∼ j и sikj aik xkj ≠ 0. Из aik ≠ 0 вытекает, что индексы i
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и k не эквивалентны. Поэтому в силу леммы 2 вновь имеем sikj = 0, что приводит к
противоречию. Следовательно, I – правый идеал в K. ■

Предложение 4. Справедливо равенство I m = 0.
Доказательство. Допустим, что выполняется B1, B2, …, Bm ∈ I и B1B2…Bm ≠ 0.

В силу дистрибутивности операции умножения относительно сложения найдутся
индексы i0, i1, …, im ∈ {1, 2, …, n}, такие, что для элементов b1, b2, …, bm ∈ R, стоя-
щих в матрицах B1, B2, …, Bm в позициях (i0, i1), (i1, i2), ..., (im−1, im) соответственно,
выполнено b1

 ○ b2
 ○ … ○ bm ≠ 0 (тогда, в частности, при всех q ∈ {1, 2, …, m} имеем

bq ≠ 0). Поскольку количество классов эквивалентности в {1, 2, …, n} равно m, то
найдутся числа u и v, для которых 0 ≤ u < v ≤ m и iu ∼ iv. Из bv ≠ 0 следует, что iv−1
не эквивалентно iv и u < v − 1.

Применяя пункт б) леммы 2 к i = iu, j = iv, k = iv−1, мы получаем, что множитель

1u v vi i iw s
−

=  равен 0. Тогда bu+1
 ○ … ○ bv−1

 ○ bv = w(bu+1
 ○ … ○ bv−1)bv = 0, что противо-

речит условию b1
 ○ b2

 ○ … ○ bm ≠ 0. Таким образом, I m = 0. ■
Мы получили, что кольцо K представляет собой расщепляющееся расширение

нильпотентного идеала I с помощью кольца L.
Теорема 5. Пусть A ∈ K и A = C + D, где C ∈ L и D ∈ I. Тогда следующие усло-

вия эквивалентны:
1) Матрица A обратима в кольце K.
2) Матрица C обратима в кольце L.
Доказательство. 1) ⇒ 2). Запишем A−1 = C′ + D′, где C′ ∈ L и D′ ∈ I. Заметим,

что CC′ + (CD′ + DC′ + DD′ ) = AA−1 = E ∈ L (здесь E – единичная матрица). Так как
L и I являются соответственно подкольцом и идеалом в K, то CD′ + DC′ + DD′ ∈ I и
CC′ ∈ L, а значит, CC′ = E. Аналогично доказывается, что C′C = E. Следовательно,
C – обратимая в L матрица.

2) ⇒ 1). Положим B = C −1 − C −1(DC −1) + C −1(DC −1)2 − … + (−1)m−1C −1(DC −1)m−1.
Поскольку матрицы DC −1 и C −1D лежат в I, то (DC −1)m = 0 = (C −1D)m и, значит,

AB = AC −1(E − DC −1 + (DC −1)2 − … + (–1)m−1(DC −1)m−1) =
= (E + DC −1)(E − DC −1 + (DC −1)2 − … + (−1)m−1(DC −1)m−1) = E,

BA = (E − C −1D + (C −1D)2 − … + (–1)m−1(C −1D)m−1)C −1A =
= (E − C −1D + (C −1D)2 − … + (−1)m−1(C −1D)m−1)(E + C −1D) = E.

Следовательно, матрица A обратима в K. ■
В прямой сумме L = K1

 ⊕ K2
 ⊕ … ⊕ Km каждое Kv – это обычное кольцо матриц,

Kv = M(nv, R). С учетом результатов М. Хенриксена [13] мы получаем следующее
утверждение:

Теорема 6. Пусть у всех колец-блоков Kv из разложения L = K1
 ⊕ K2

 ⊕ … ⊕ Km
порядки nv строго больше единицы. Тогда K – 3-хорошее кольцо.

Доказательство. Пусть A ∈ K и A = C + D, где C ∈ L и D ∈ I. Поскольку все Kv
являются 3-хорошими кольцами [13, теорема 3], то C = C1

 + C2
 + C3, где C1, C2, C3 –

обратимые в L матрицы. Тогда матрицу A можно представить в виде суммы трех
матриц C1, C2 и C3

 + D, каждая из которых обратима в K ввиду теоремы 5. ■
Но если порядок хотя бы одного из слагаемых Kv равен 1 (т.е. когда мы имеем

само кольцо R в качестве одного из блоков), то все будет зависеть от «хорошести»
кольца R. Например, как показано в [10, теорема 1], если R – k-хорошее кольцо, то
и кольцо K будет таковым.
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В завершение мы рассмотрим некоторые частные случаи (по-прежнему считая,
что система множителей Σ содержит только 1 и 0).

Если K = M(n, R, Σ) и множество {1, 2, …, n} представляет собой единственный
класс эквивалентности, то K совпадает с обычным матричным кольцом M(n, R) и
ввиду теоремы Хенриксена является 3-хорошим для каждого n ≥ 2. Наименьшее n,
для которого возможно нетривиальное разбиение множества {1, 2, …, n} на клас-
сы эквивалентности, каждый из которых содержит хотя бы два индекса, очевидно,
равно 4. Если K = M(4, R, Σ) или K = M(5, R, Σ), а матрица множителей S кольца K
может быть представлена в виде

1 1 0 0
1 1 0 0
0 0 1 1
0 0 1 1

S

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 или 

1 1 1 0 0
1 1 1 0 0
1 1 1 0 0
0 0 0 1 1
0 0 0 1 1

S

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

,

то по теореме 6 кольцо K является 3-хорошим.
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Let R be an associative ring with unity. An element b ∈ R is said to be k-good if it can be
represented as a sum of k invertible elements of R; if all elements of R are k-good, we say that R is
a k-good ring. We show that, under certain conditions, formal matrix rings over a given ring are
3-good.

Let n ≥ 2. Suppose that Σ = {sijk | i, j, k = 1, 2, …, n} is a set of central elements of R such that
siij = 1 = sijj and sijl ⋅ sjkl = sijk ⋅ sikl for all i, j, k, l ∈ {1, 2, …, n}. If A = (aij) and B = (bij) are two
matrices of order n over R, we define

AB = C = (cij), where 
1

n

ij ikj ik kj
k

c s a b
=

= ∑ .

All matrices of order n over R form an associative ring with unity under the usual addition and the
multiplication defined above; this ring is denoted by K. We say that K is a formal matrix ring of
order n over R (such rings were first introduced by P.A. Krylov).

We restrict ourselves to the case when sijk ∈ {0, 1} for every i, j, k ∈ {1, 2, …, n} and let i ∼ j if
and only if we have siji = 1. It can be shown that “∼” is an equivalence relation on {1, 2, …, n}.
Without loss of generality we may assume that if i ∼ j and i < k < j, then i ∼ k. Let I be the set of
all matrices A = (aij) ∈ K such that aij = 0 when i ∼ j and L be the set of all matrices A ∈ K such
that aij = 0 when i and j are not equivalent. It is easy to see that K = L ⊕ I.

Proposition 3. I is an ideal of the ring K.
Proposition 4. I m = 0.
Theorem 5. Suppose that A ∈ K and A = C + D with C ∈ L, D ∈ I. Then the following are

equivalent:
1) A is invertible in the ring K.
2) C is invertible in the ring L.
Theorem 6. If all equivalence classes of “∼” have cardinalities ≥ 2, then K is a 3-good ring.
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