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ВПОЛНЕ РАЗЛОЖИМЫХ ГРУПП КОНЕЧНОГО РАНГА

Пусть группа G есть конечная прямая сумма групп без кручения Gi ранга 1.
Доказано, что каждая проективно инертная подгруппа группы G соизмерима
с некоторой вполне инвариантной подгруппой тогда и только тогда, когда
все Gi не делятся ни на одно простое число p, причем у различных подгрупп
Gi и Gj их типы равны либо несравнимы.
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Все группы, если специально не оговорено, предполагаются абелевыми. Через
E(G) обозначается кольцо эндоморфизмов группы G. Подгруппы H, K группы G
называются соизмеримыми (обозначение H ~ K), если обе факторгруппы
(K + H)/H и (K + H)/K конечны. Соизмеримость является отношением эквивалент-
ности. Если φ ∈ E(G), то подгруппа H ≤ G называется φ-инертной, если H соизме-
рима с H + φH. Если H φ-инертна для всякого φ ∈ E(G), то H называется вполне
инертной. Подгруппу H ≤ G, π-инертную для всякой проекции π группы G, назо-
вем проективно инертной. Проективно инертные подгруппы образуют более ши-
рокий класс групп, чем вполне инертные подгруппы. Так, в неразложимой группе
всякая ее подгруппа проективно инвариантна.

Вполне инертные подгруппы абелевых групп изучались в [1−5]. Подгруппа,
соизмеримая с некоторой вполне инертной подгруппой (в частности, с вполне
инвариантной подгруппой), сама является вполне инертной [1, следствие 2.10].
В [2], соответственно и в [3], показано, что всякая вполне инертная подгруппа
свободной группы и p-группы, разложимой в прямую сумму циклических групп,
соизмерима с некоторой вполне инвариантной подгруппой; делимые группы та-
ким свойством в общем случае не обладают [1]. Различным вопросам инертности
в теории групп посвящена статья [6].

Лемма 1. Для подгруппы H группы G следующие условия эквивалентны:
1) H проективно инертна;
2) H ~ πH + (1 – π)H для всякой проекции π группы G;
3) H ~ (A ∩ H) ⊕ (B ∩ H) для всякого прямого разложения G = A ⊕ B группы G.
Доказательство. Эквивалентность 1) ⇔ 2) справедлива ввиду равенства

πH + (1 – π)H = H + πH.
1) ⇒ 3) Поскольку (πH + H)/H ≅ πH/(πH ∩ H), то πH ∩ H ~ πH, аналогично

(1 – π)H ∩ H ~ (1 – π)H. Поэтому (πH ∩ H) + ((1 – π)H ∩ H)) ~ πH + (1 – π)H =
= H + πH ~ H. Теперь следует учесть, что πH ∩ H ⊆ A ∩ H и (1 – π)H ∩ H ⊆ B ∩ H.

3) ⇒ 1) Пусть π – проекция и π(G) = A, (1 – π)G = B. По условию
H ~ (A ∩ H) ⊕ (B ∩ H). Поскольку B ∩ H ⊆ H, то H ~ (A ∩ H) + H. Осталось заме-
тить, что A ∩ H имеет конечный индекс в πH. Действительно, условие
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H ~ (A ∩ H) ⊕ (B ∩ H) означает, что почти все элементы подгруппы H содержатся
в (A ∩ H) ⊕ (B ∩ H), но тогда почти все элементы πH содержатся в A ∩ H.

Из доказательства импликации 3) ⇒ 1) леммы 1 следует, что справедливо
Замечание. Если H – проективно инертная подгруппа группы G = A ⊕ B, то

A ∩ H ~ πH, где π – проекция группы G на A.
Отметим следующие простые свойства.
1. Подгруппа, соизмеримая с некоторой проективно инертной подгруппой

(в частности, с проективно инвариантной подгруппой), сама является проектив-
но инертной.

В связи с этим свойством представляет интерес вопрос изучения классов
групп, в которых все проективно инертные подгруппы соизмеримы с проективно
инвариантными подгруппами.

2. Если H – проективно инертная подгруппа группы G, то для любых проекций
π1,…, πn группы G подгруппа H + π1(H) + ⋯ + πn(H) соизмерима с H.

3. Если H – проективно инертная подгруппа группы без кручения G, то
π(H) ⊆ H∗ для всякой проекции π группы G, где H∗ – чистая оболочка подгруппы H
в G. В частности, подгруппа H∗ является проективно инвариантной в G.

Это свойство вытекает из того, что подгруппа H∗/H факторгруппы G/H совпа-
дает с ее периодической частью.

4. Если H – проективно инертная подгруппа группы G = A ⊕ B, то подгруппа
A ∩ H проективно инертна в A. Причем если φ ∈ Hom (B,A), а α – проекция груп-
пы G, то подгруппа (A ∩ H) + φ(B ∩ H) + πα(A ∩ H) соизмерима с A ∩ H, где π –
проекция группы G на прямое слагаемое A.

Первое утверждение этого свойства следует из того, что если A = U ⊕ V,
то H ~ (U ∩ H) ⊕ (V ∩ H) ⊕ (B ∩ H), где A ∩ H~ (U ∩ H) ⊕ (V ∩ H) и
U ∩ H = U ∩ (A ∩ H), V ∩ H = V ∩ (A ∩ H). Далее, пусть π: G→A и θ: G→B –
проекции. Тогда π + πφθ также является проекцией группы G и
(π + πφθ)((A ∩ H)⊕(B ∩ H)) = (A ∩ H) + φ(B ∩ H). Подгруппа (A ∩ H) ⊕ (B ∩ H)
ввиду проективной инертности соизмерима с (A ∩ H)⊕(B ∩ H) +
+ (π + πφθ)((A ∩ H) ⊕ (B ∩ H)), поэтому подгруппа A ∩ H = π((A ∩ H) ⊕ (B ∩ H))
соизмерима с подгруппой A ∩ H + φ(B ∩ H) = π((A ∩ H + φ(B ∩ H)) ⊕ (B ∩ H)).
Покажем теперь, что A ∩ H ~ A ∩ H + πα(A ∩ H). Действительно, это следует из
соотношений A ∩ H ~ π(H) ⊇ πα(A ∩ H). Итак, A ∩ H ~ A ∩ H + φ(B ∩ H) и
A ∩ H ~ A ∩ H + πα(A ∩ H), поэтому A ∩ H ~ A ∩ H + φ(B ∩ H) + πα(A ∩ H).

5. Если проективно инертная подгруппа H группы G содержит ненулевую де-
лимую подгруппу без кручения, то H содержит делимую часть D = D(G) группы
G; а если H содержит подгруппу, изоморфную квазициклической p-группе ℤ(p∞),
то H содержит p-компоненту группы D.

Делимая часть D(H) группы H выделяется прямым слагаемым в G,
G = D(H) ⊕ K. Имеем D = D(H) ⊕ (D ∩ K). Поэтому если D(H) группа непериоди-
ческая, то она содержит прямое слагаемое, изоморфное ℚ. Всякая делимая группа
ранга 1 является гомоморфным образом группы ℚ. Получаем, что для каждой де-
лимой подгруппы Dʹ ранга 1 группы D ∩ K существует такой гомоморфизм
φ ∈ Hom (D(H), Dʹ), что H ∩ φH является подгруппой конечного индекса в Dʹ. Де-
лимые группы не имеют собственных подгрупп конечного индекса, поэтому
D ⊆ H. В случае подгруппы ℤ(p∞) рассуждения аналогичны.
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6. Если делимая часть без кручения F группы G имеет бесконечный ранг и
проективно инертная подгруппа H группы G является непериодической, то H со-
держит делимую часть D группы G.

Имеем G = F ⊕ K и H ~ (F ∩ H) ⊕ (K ∩ H). Поскольку всякая группа без кру-
чения бесконечна, то из свойства 4 следует, что F ∩ H ≠ 0 и является существен-
ной подгруппой в F. Ввиду бесконечности ранга группа F ∩ H имеет в качестве
гомоморфного образа группу ℚ. Поэтому, как в свойстве 5, получаем, что D ≤ H.

Через Gp обозначим p-компоненту группы G.
7. Если G = D ⊕ R, где D = F ⊕ (⊕ p Dp) – делимая часть группы G, F – делимая

часть без кручения, ⊕p Dp –периодическая часть группы D и H – такая проектив-
но инертная подгруппа группы G, что подгруппа H ∩ R не является периодиче-
ской, то подгруппа H ∩ F существенна в F, причем D ⊆ H, если ранг без кручения
подгруппы H ∩ R бесконечен. Если же подгруппа H ∩ Rp не является ограничен-
ной, то Dp ⊆ H.

Если подгруппа H ∩ R не является периодической, то она содержит бесконеч-
ную циклическую подгруппу. Поскольку делимые группы инъективны, то отсюда
следует, что H ∩ Dʹ ≠ 0 для всякой делимой подгруппы без кручения Dʹ ранга 1, в
частности H ∩ F существенна в F. Если же ранг без кручения подгруппы H ∩ R
бесконечен, то она содержит свободную группу K бесконечного ранга, всякая
счетная группа является гомоморфным образом группы K; откуда следует, что H
содержит каждую подгруппу ранга 1 группы D, значит, D ⊆ H. Если группа
H ∩ Rp неограниченная, то существует эпиморфизм H ∩ Rp→ℤ(p∞), откуда следу-
ет, что Dp ⊆ H.

Очевидно, что если A – вполне инвариантное прямое слагаемое группы G, то
всякая проективно инертная подгруппа группы A будет проективно инертной под-
группой группы G. Справедливость следующего свойства также очевидна.

8. 1) Пусть G = A ⊕ B. проективно инертная подгруппа H группы A является
проективно инертной подгруппой группы G тогда и только тогда, когда fH – ко-
нечная группа для каждого f ∈ Hom (A, B). В частности, если A – проективно
инертное прямое слагаемое в G, то Hom (A, B)A – периодическая подгруппа в B.

2) Если B – группа без кручения, а H – существенная проективно инертная
подгруппа группы A, то H будет проективно инертной подгруппой группы
G = A ⊕ B тогда и только тогда, когда A – вполне инвариантное прямое слагае-
мое в G.

Из примера 4.7 статьи [1] следует справедливость следующего интересного
факта.

Пример 1. Если G – группа без кручения, конечного ранга n и H ≤ G – ее вполне
разложимая однородная подгруппа ранга n, то H является вполне инертной в G.

Пример 2. Если G – группа без кручения, ранг аддитивной группы кольца
E(G) > 1 и все ненулевые эндоморфизмы группы G суть мономорфизмы, то всякая
циклическая подгруппа X группы G (будучи проективно инвариантной) не являет-
ся вполне инертной.

Действительно, в этом случае найдется f ∈ E(G), такой, что nf ≠ m⋅1G, где 1G –
тождественный эндоморфизм группы G. Поскольку все ненулевые эндоморфизмы
группы G есть мономорфизмы, то отсюда следует, что фактор-группа (X + f(X)) / X
будет бесконечной.
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Пример 3. Если A – неразложимая группа и X ≤ A, то для всякой группы B со
свойством Hom (B, A) = 0 подгруппа H = X ⊕ B является проективно инвариант-
ной в G = A ⊕ B.

Действительно, если G = U ⊕ V, то B = (U ∩ B) ⊕ (V ∩ B) ввиду вполне инва-
риантности подгруппы B, где U ∩ B = U или V ∩ B = V в силу неразложимости
группы A. Поэтому, если, к примеру, U ∩ B = U, то H = U ⊕ (V ∩ H).

Лемма 3. Пусть G = G1 ⊕…⊕ Gn, πi: G→Gi – соответствующие проекции и Hi
– проективно инертные подгруппы групп Gi i = 1,…,n. Подгруппа H = H1 ⊕…⊕ Hn
является проективно инертной тогда и только тогда, когда для каждого
i = 1,…,n подгруппа Hi соизмерима с Hi + πiθ(Hi) + φ(⊕ j ≠ i Hj) при каждой проек-
ции θ группы G и каждом φ ∈ Hom (⊕ j ≠ i Gj, Gi).

Доказательство. Необходимость. Следует из свойства 4.
Достаточность. Пусть θ – проекция группы G. Имеем θ = π1θ +…+ πnθ.

Достаточно показать, что H ~ H + πiθ(H) для каждого i = 1,…,n. Данная
соизмеримость является следствием соизмеримости Hi с Hi + πiθ(H). Поскольку
πiθ(H) = πiθ(Hi) + πiθ(⊕ j ≠ i Hj), где πiθ действует на ⊕ j ≠ i Hj как гомоморфизм из
Hom (⊕ j ≠ i Gj, Gi), то соизмеримость Hi с Hi + πiθ(H) выполняется по условию.

Следствие 4. Пусть G = G1 ⊕…⊕ Gn, а H – такая проективно инертная под-
группа группы G, что все подгруппы H ∩ Gi являются вполне инертными в Gi. То-
гда подгруппа H является вполне инертной в G.

Пример 4. Пусть X – свободная группа конечного ранга, Y – периодическая
группа. Тогда X является вполне инертной, не проективно инвариантной под-
группой в группе X ⊕ Y.

Поскольку Hom (X, Y) ≠ 0, то подгруппа X не проективно инвариантна в X ⊕ Y,
а поскольку образ f(X) конечен для всякого f ∈ Hom (X, Y), то X является вполне
инертной подгруппой.

Пример 5. Пусть A – неразложимая редуцированная группа без кручения и X –
ее свободная подгруппа конечного ранга. Тогда если B – делимая группа без круче-
ния конечного ранга, а Y – ее существенная свободная подгруппа, то X ⊕ Y явля-
ется проективно инертной, но не проективно инвариантной подгруппой группы
G = A ⊕ B.

Доказательство. Подгруппа X является проективно инвариантной в A, а Y
вполне инертной в B. Для всякого φ ∈ Hom (A, B) фактор-группа (X + φ(Y)) / X ко-
нечна как конечно порожденная периодическая группа. Поэтому по свойству 4
подгруппа X ⊕ Y является проективно инертной в G. Пусть f: A→B – такой гомо-
морфизм, что f(x) ∉ Y для некоторого x ∈ X; поскольку B – делимая группа, то та-
кие гомоморфизмы существуют. Если теперь π: G→A и θ: G→B – проекции, то
θ + θfπ также является проекцией, для которой (θ + θfπ)(x) ∉ Y. Значит, подгруппа
X ⊕ Y не является проективно инвариантной. Если подгруппу X выбрать не впол-
не инертной в A, то и подгруппа X ⊕ Y не будет вполне инертной в G.

Теорема 5. Пусть G = G1 ⊕…⊕ Gn, где r(Gi) = 1, – вполне разложимая группа
без кручения конечного ранга. Каждая проективно инертная подгруппа группы G
соизмерима с некоторой вполне инвариантной подгруппой тогда и только тогда,
когда pGi ≠ Gi для всякого i = 1,…,n и для всякого простого числа p, причем при
всех i,j = 1,…,n типы t(Gi), t(Gj) либо равны, либо несравнимы.

Доказательство. Необходимость. Поскольку вполне инертные подгруппы
являются проективно инертными, то необходимость утверждения следует из [5,
теорема 2].
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Достаточность. Пусть H – проективно инертная подгруппа группы G. Со-
гласно лемме 1 достаточно показать, что подгруппа (H ∩ G1) ⊕…⊕ (H ∩ Gn) со-
измерима с некоторой вполне инвариантной подгруппой. Поскольку pGi ≠ Gi для
всякого простого числа p и для всех i = 1,..,n, то группа Hom (Gi, Gj) либо изо-
морфна группе целых чисел ℤ (если тип группы Gi равен типу группы Gj), либо
Hom (Gi, Gj) = 0 (если тип группы Gi не сравним с типом группы Gj), поэтому
для всякой подгруппы X ⊆ Gi имеет место равенство Hom (Gi, Gj)X = fX,
где f – гомоморфизм, порождающий Hom (Gi, Gj). В частности, всякая
подгруппа группы Gi является вполне инвариантной в Gi. Поскольку
Hom (G, Gi) ≅ Hom (G1, Gi) ⊕…⊕ Hom (Gn, Gi), то отсюда следует, что если
Hi = Hom (G, Gi)((H ∩ G1) ⊕…⊕ (H ∩ Gn)), то H ∩ Gi ⊆ Hi и из свойства 4 следует,
что подгруппа H ∩ Gi соизмерима с Hi. Значит, H = H1 ⊕…⊕ Hn соизмерима с
(H ∩ G1) ⊕…⊕ (H ∩ Gn). Подгруппы Hi вполне инвариантны в Gi и поскольку
Hom (Gi,Gj)Hi ⊆ Hj, то подгруппа H вполне инвариантна в G.

Следствие 6. 1) Если G – однородная вполне разложимая группа конечного
ранга, то всякая ее проективно инертная подгруппа соизмерима с некоторой
вполне инвариантной подгруппой тогда и только тогда, когда pG ≠ G для всякого
простого числа p.

2) В однородной вполне разложимой группе G конечного ранга проективно
инертная подгруппа H соизмерима с некоторой вполне инвариантной подгруппой
тогда и только тогда, когда pH = H для всякого простого числа p со свойством
pG = G.

3) Если в делимой группе без кручения G проективно инертная подгруппа H
соизмерима с некоторой вполне инвариантной подгруппой, то H = G.

Доказательство. 1) и 2) Вытекают из теоремы 5. 3) Следует из 2) и из того,
что в такой группе G вполне инертная подгруппа должна быть существенной в G.

Предложение 7. Если G = G1 ⊕…⊕ Gn – группа без кручения, где n ≥ 2, Gi ≅ Gj
при i,j = 1,…,n, то всякая проективно инертная подгруппа H группы G является
вполне инертной.

Доказательство. Пусть f ∈ E(G), πi: G→Gi – проекции. Тогда f = π1f +…+ πnf.
Далее, если Hi = H ∩ Gi, то достаточно показать соизмеримость Hi с
Hi + πif(Hi) + πif(⊕ j ≠ i Hj). Соизмеримость Hi с Hi + πif(⊕ j ≠ i Hj) есть следствие лем-
мы 3, а соизмеримость Hi с Hi + πif(Hi) следует из изоморфизма прямых слагаемых
Gi. Образ πif(Hi) соизмерим с образом подгруппы Hj (j ≠ i) при некотором гомо-
морфизме Gj→Gj.

Отметим, что в [5] изучались вполне инертные подгруппы вполне разложимых
групп бесконечного ранга; в частности, там получен следующий результат.

Пример 6. Пусть A – однородная вполне разложимая группа без кручения ко-
нечного ранга и pA ≠ A для всякого простого числа p, B – однородная вполне раз-
ложимая идемпотентного типа группа без кручения бесконечного ранга и
t(B) > t(A). Тогда в G = A ⊕ B всякая вполне инертная подгруппа H ≠ 0 соизмери-
ма с некоторой вполне инвариантной подгруппой.
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