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С.В. Галаев

∇N-ЭЙНШТЕЙНОВЫ ПОЧТИ КОНТАКТНЫЕ
МЕТРИЧЕСКИЕ МНОГООБРАЗИЯ

На почти контактном метрическом многообразии M рассматривается
N-связность ∇N, определяемая парой ( ), ,N∇  где ∇ – внутренняя метриче-
ская связность, N: TМ → TM – эндоморфизм касательного расслоения мно-
гообразия M, такой, что 0,Nξ =  ( ) .N D D⊂  Рассматривается случай косо-
симметрической N-связности ∇N. Кручение кососимметрической N-связ-
ности, представленное трехвалентным ковариантным тензором, кососим-
метрично. Такая связность определена однозначно и отвечает эндоморфизму
N = 2ψ, где эндоморфизм ψ задается равенством ( ) ( ), ,X Y g X Yω = ψ  и по-
лучает в работе название второго структурного эндоморфизма почти кон-
тактного метрического многообразия. Вводится понятие ∇N-Эйнштейнова
почти контактного метрического многообразия. Для случая N = 2ψ находят-
ся условия, при которых почти контактные метрические многообразия яв-
ляются ∇N -Эйнштейновыми многообразиями.

Ключевые слова: почти контактное метрическое многообразие, внутрен-
няя связность, полуметрическая связность с кососимметрическим кручени-
ем, ∇N-Эйнштейново многообразие.

1. Введение

Систематическое изложение теории многообразий Эйнштейна с кососиммет-
ричным кручением приводится в работе [1]. Интерес к таким многообразиям оп-
ределяется применением связностей с кручением в модифицированной теории
относительности Эйнштейна – Картана (см., также, [2]). Многообразие Сасаки яв-
ляется одним из примеров многообразий Эйнштейна с кососимметричным круче-
нием [1]. В работе [3] доказывается, что на многообразии Сасаки существует
единственная связность с кососимметрическим кручением, совместимая со струк-
турой Сасаки. Эта связность получила название характеристической связности.
Ранее автором настоящей статьи было показано, что на многообразии с почти
контактной метрической структурой существует, и при этом единственная,
N-связность ∇N с кососимметрическим кручением [4]. В настоящей работе такая
связность получила название канонической связности. Доказывается, что в случае
многообразия Сасаки характеристическая связность совпадает с канонической
связностью.

В настоящей работе рассматриваются почти контактные метрические много-
образия, оснащенные N-связностью ∇N. Нас будет интересовать следующий во-
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прос: «Какие почти контактные метрические многообразия являются ∇N-Эйн-
штейновыми многообразиями с кососимметрическим кручением?».

Не всякая связность с кососимметричным кручением является N-связностью.
В то же время под определение N-связности попадают часто используемые в гео-
метрии почти контактных метрических многообразий связности с кручением.
N-связность ∇N определяется на почти контактном метрическом многообразии,
наделенном внутренней связностью ∇ и эндоморфизмом N: TМ→TM касательного
расслоения многообразия M, таким, что 0,Nξ =  ( ) ,N D D⊂  как единственная
связность на многообразии M, удовлетворяющая следующим условиям [5]:

1) ( );N
X Y D∇ ∈Γ

2) 0;N
X∇ ξ =

3) [ , ] ;NY Y NYξ∇ = ξ +  

4) ,N
Y YZ Z∇ = ∇  ( ) ,X TM∈Γ  ( ), .Y Z D∈Γ

Если ∇ – метрическая связность, то связность ∇N характеризуется следующи-
ми условиями [5]:

1) ( , ) 2 ( , ) ( ) ( ) ,S X Y X Y X NY Y NX= ω ξ + η −η  ( ), , ;X Y Z TM∈Γ

2) ( , ) 0,N
X g Y Z∇ =  ( ), , ;X Y Z D∈Γ

3) 0,N
X∇ ξ =  ( );X TM∈Γ

4) 0,N
X∇ η =  ( ).X TM∈Γ

Задавая соответствующим способом эндоморфизм N, можно получить извест-
ные ранее классы N-связностей. Ниже приводятся далеко не все примеры N-
связностей, естественным образом возникающих на многообразиях с почти кон-
тактной метрической структурой (или, более обще, на субримановых многообра-
зиях контактного типа).

П р и м е р ы  N - с в я з н о с т е й

1. Связность Бежанку ∇B  с нулевым эндоморфизмом N = 0. Связность Бежан-
ку ∇B связана со связностью Леви-Чивита ∇g помощью формулы [6]

( ) ( )( ) ,gB
X X YY Y X c X Y∇ = ∇ −η ∇ ξ + ω+ ξ .

2. Связность Танака – Вебстера ∇TW определяется как единственная связность,
удовлетворяющая следующим условиям [6]:

1) 0;TW∇ η =

2) 0;TW∇ ξ =

3) 0;TW g∇ =

4) ( ) ( ), 2 , ,S X Y X Y= ω ξ  ( ), ;X Y D∈Γ

5) ( ) ( ), , ,S X S Xξ ϕ = −ϕ ξ  ( ).X TM∈Γ

Связность ∇TW совпадает с N-связностью в случае, когда N = C.
3. Связность Схоутена – ван Кампена ∇SK определяется равенством

( ) ( )g gSk h h v v
X X XY Y Y∇ = ∇ + ∇

и является N-связностью для случая, когда N = C – φ [7].
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4. В работе [8] доказывается существование и единственность связности ,∇
удовлетворяющей условиям:

1) ( ) ( ): ;Z D D∇ Γ → Γ

2) 0;∇ξ =

3) 0;∇η =

4) ( ) ( ), , ;S X Y X Y= ω ξ

5) ( ), ,S X NXξ =  где N – симметрический оператор, ( ), ,X Y D∈Γ  ( ).Z TM∈Γ

5. Полученный В.В. Вагнером тензор кривизны неголономного многообразия
коразмерности 1 совпадает с тензором кривизны N-связности с эндоморфизмом
N: TМ→TM специального строения [9, 10].

Из приведенных выше примеров видно, что класс N-связностей, используемых
в геометрии почти контактных метрических многообразий, достаточно широк.
Представление о связностях с кручением, не принадлежащих классу N-связ-
ностей, можно получить, например, ознакомившись с работой [2]. Об использова-
нии N-связностей для построения продолженных структур можно узнать из работ
[5, 11−14].

Известно, что почти контактное метрическое многообразие является многооб-
разием Эйнштейна относительно связности с кручением только в том случае, ко-
гда эта связность риччи-плоская [1]. Для случая N-связности указанный результат
в настоящей работе уточняется. А именно, приводятся необходимые ограничения
на второй структурный эндоморфизм такой связности.

Во втором разделе мы сообщаем основные свойства N-связности с кососиммет-
рическим кручением. Частично результаты этого раздела отражены в работе [4].

В третьем разделе приводятся примеры ∇N-Эйнштейновых почти контактных
метрических многообразий с кососимметрическим кручением.

2. Определение и основные свойства N-связности
с кососимметрическим кручением

Рассмотрим почти контактное метрическое многообразие M нечетной размер-
ности n = 2m + 1. Пусть ( ), , , , ,M g Dξ η ϕ  – заданная на многообразии M почти

контактная метрическая структура, где φ – тензор типа (1,1), называемый струк-
турным эндоморфизмом, ξ  и η  – вектор и ковектор, называемые соответственно
структурным вектором и контактной формой, g – (псевдо) риманова метрика. При
этом выполняются следующие условия:

1) 2 ;Iϕ = − + η⊗ξ

2) ( ) 1;η ξ =

3) ( ) ( ) ( ) ( ), , ;g X Y g X Y X Yϕ ϕ = −η η

4) ( ), 0,d Xη ξ =

где ( ), .X Y TM∈Γ  Здесь ( )TMΓ  – модуль гладких векторных полей на M.
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Гладкое распределение kerD = η  называется распределением почти контакт-
ной структуры.

В качестве следствия условий 1) – 4) получаем
5) 0;ϕξ =
6) 0;η ϕ =

7) ( ) ( ), ,X g Xη = ξ  ( ).X TM∈Γ

Кососимметрический тензор ( , ) ( , )X Y g X YΩ = ϕ  называется фундаментальной
формой структуры. Почти контактная метрическая структура называется контакт-
ной метрической структурой, если выполняется равенство .dΩ = η  Гладкое рас-

пределение ( ),D span⊥ = ξ  ортогональное распределению D, называется оснаще-

нием распределения D. Имеет место разложение .TM D D⊥= ⊕
Многообразие Сасаки – контактное метрическое пространство, удовлетво-

ряющее дополнительному условию 2 0,N dϕ + η⊗ξ =  где ( ) [ ], ,N X Y X Yϕ = ϕ ϕ +

[ ] [ ] [ ]2 , , ,X Y X Y X Y+ ϕ −ϕ ϕ −ϕ ϕ  – тензор Нейенхейса эндоморфизма φ. Выполне-

ние условия 2 0N dϕ + η⊗ξ =  означает, что пространство Сасаки является нор-
мальным пространством.

Более подробно подход автора к исследованию почти контактных метрических
многообразий изложен в работе [5]. В основе этого подхода лежит активное ис-
пользование внутренней, или, в другой терминологии, трансверсальной геометрии
изучаемых пространств. Идея использования внутренней геометрии и внутренних
инвариантов восходит к исследованиям Вагнера [9, 10].

Наряду с инвариантным методом в работе используется метод координат.
А именно, карту ( )K xα  (α, β, γ = 1,..., n; a, b, c = 1,..., n–1) многообразия M

будем называть адаптированной к распределению D, если n∂ = ξ [7]. Пусть

P: TМ→D – проектор, определяемый разложением ,TM D D⊥= ⊕  и ( )K xα  –

адаптированная карта. Векторные поля ( ) n
a a a a nP e∂ = = ∂ −Γ ∂  линейно независи-

мы и в области определения соответствующей карты порождают распределение
D: ( ).aD span e⊥ =  Неголономному полю базисов ( ) ( , )a ne eα = ∂  соответствует

поле кобазисов ( ), .a n n n a
adx dx dxη = θ = + Γ  Имеет место равенство [ ],a be e =

2 ba n= ω ∂ . Условие ( ), 0d Xη ξ =  влечет справедливость равенства 0.n
n a∂ Γ =

Для адаптированных карт ( )K xα  и ( )K x ′α′  выполняются следующие форму-

лы преобразования координат: ( ) ,a a ax x x ′=  ( ).n n n ax x x x′ ′= +

Тензорное поле t-типа (p,q), заданное на почти контактном метрическом мно-
гообразии, назовем допустимым (к распределению D), или трансверсальным, если
t обращается в нуль каждый раз, когда среди его аргументов встречаются ξ  или η .
Координатное представление допустимого тензорного поля в адаптированной
карте имеет вид 1 1

11

...
... ... ... .p q

pq

a a bb
a ab bt t e e dx dx= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗
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Преобразование компонент допустимого тензорного поля в адаптированных
координатах подчиняется следующему закону:

,a a b a
b a b bt A A t′ ′

′ ′=

где 
'

' .
a

a
a a

xA
x

∂
=
∂

Из формул преобразования компонент допустимого тензорного поля следует,
что производные a

n bt∂  являются компонентами допустимого тензорного поля того

же типа. Заметим, что обращение в нуль производных a
n bt∂  не зависит от выбора

адаптированных координат.
Внутренней линейной связностью ∇  [5] на многообразии с почти контактной

метрической структурой называется отображение ( ) ( ) ( ): ,D D D∇ Γ ×Γ → Γ  удов-
летворяющее следующим условиям:

1) 
1 2 1 2 ;f x f y x yf f+∇ = ∇ + ∇

2) ( ) ;x xf y xf y f y∇ = + ∇
3) ( ) ,x x xy z y z∇ + = ∇ +∇

где ( )DΓ  – модуль допустимых векторных полей (векторных полей, в каждой
точке принадлежащих распределению D.

Коэффициенты внутренней линейной связности определяются из соотношения

.
a

c
e b ab ce e∇ = Γ  Из равенства ,a

a a ae A e′ ′=  где 
'

' ,
a

a
a a

xA
x

∂
=
∂

 обычным образом следу-

ет формула преобразования для коэффициентов внутренней связности:
.c a b c c c c

ab a b c a b c a bA A A A e A′ ′ ′ ′
′ ′ ′ ′Γ = Γ +

Отсюда, в частности, следует, что производные d
n ac∂ Γ  являются компонентами

допустимого тензорного поля.
Известно [5], что на многообразии M существует единственная внутренняя

связность ∇  с нулевым кручением, такая, что ( ), 0,X g Y Z∇ =  ( ), , .X Y Z D∈Γ
Кручение внутренней линейной связности S по определению полагается равным
( ), [ , ],X YS X Y Y X P X Y= ∇ −∇ −  где P: TМ → D – проектор, определяемый раз-

ложением .TM D D⊥= ⊕
Пусть g∇  – связность Леви-Чивита и α

βγΓ  – ее коэффициенты. В результате
непосредственных вычислений убеждаемся в справедливости следующего пред-
ложения.

Предложение 1 [5]. Коэффициенты связности Леви-Чивита почти контактного
метрического многообразия в адаптированных координатах имеют вид

,c c
ab abΓ = Γ  ,n

ab ba abCΓ = ω −  ,b b b b
an na a aCΓ = Γ = +ψ  0,n a

na nnΓ = Γ =

где ( )1 ,
2

a cd
bc b cd c bd d bag e g e g e gΓ = + −  ,b bc

a acgψ = ω

1 ,
2ab n abC g= ∂  .a bc

b acC g C=
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Предложение 2 [5]. Пусть N: TМ → TМ – эндоморфизм касательного рас-
слоения почти контактного метрического многообразия M, такой, что 0,Nξ =

( ) .N D D⊂  Тогда на многообразии M существует единственная линейная связ-
ность ∇N с кручением S(X,Y), однозначно определяемая следующими условиями:

1) ( ) ( ) ( ) ( ), 2 , ,S X Y X Y X NY Y NX= ω ξ + η −η  ( ), ;X Y TM∈Γ

2) ,N
X XY Y∇ = ∇  ( ), ;X Y D∈Γ

3) 0,N
X∇ ξ =  ( ).X TM∈Γ

Определим в адаптированных координатах отличные от нуля коэффициенты

связности ,N
X∇  положив ( )1 ,

2
a ad
bc b cd c bd d bcG g e g e g e g= + −  .b b

na aG N=  Непосред-

ственно проверяется, что определяемая тем самым связность удовлетворяет усло-
виям предложения 2.

Из предложения 2 следует, что ( ), 0,N
X g Y Z∇ =  ( ), , .X Y Z D∈Γ  Последнее за-

мечание подтверждает целесообразность назвать связность ∇N полуметрической.
Положим ( ) ( )( ), , , , ,S X Y Z g S X Y Z=  ( ), , .X Y Z TM∈Γ  В адаптированных

координатах возможно ненулевые компоненты тензора ( ), ,S X Y Z  будут иметь
следующий вид:

( ), , 2 ;a b n abS e e ∂ = ω

( ) ( ), , , ;a n b a bS e e g Ne e∂ = −

( ) ( ), , , .n a b a bS e e g Ne e∂ =

Как видно из полученных равенств, тензор ( ), ,S X Y Z  кососимметричен тогда

и только тогда, когда ( )2 ,ab a bg Ne eω =  или 2 .c
ab bc ag Nω =  Отсюда получаем

2 .c cb
a abN g= ω  Таким образом, в силу равенства b bc

a acgψ = ω  окончательно полу-

чаем 2 .c c
a aN = ψ  Тем самым доказана следующая теорема.

Теорема 1. Линейная связность ∇N, заданная на почти контактном метриче-
ском многообразии, кососимметрична тогда и только тогда, когда N = 2ψ, где эн-
доморфизм ψ: TМ → TМ определяется из равенства ( ) ( ), , .X Y g X Yω = ψ

В инвариантном виде тензор кручения S  задается следующим образом:
.S d= η∧ η

В дальнейшем будем полагать, что для связности N∇  со структурным эндо-
морфизмом N = 2ψ будет использоваться обозначение .ψ∇

Теорема 2. Линейная связность ,ψ∇  заданная на почти контактном метриче-
ском многообразии, метрическая тогда и только тогда, когда 0.L gξ =

Доказательство. Из предложения 2 следует, что 0.c abgψ∇ =  Вычислим

.n abgψ∇  Имеем

2 2 2 2c c cd cd
n ab n ab a cb b ac n ab da cb db acg g g g g g g g gψ∇ = ∂ − ψ + ψ = ∂ + ω + ω =

2 2 .n ab ab ba n abg g= ∂ + ω + ω = ∂
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Пусть K(X,Y)Z, ( ), , ,X Y Z TM∈Γ  тензор кривизны связности .ψ∇  Вычислим
ненулевые компоненты тензора K(X,Y)Z. Имеем

4 ,d d d
abc abc ab cK R= + ω ψ  .d d d

anc a c n acK = ∇ ψ + ∂ Γ

Здесь [ ] [ | | ]2 2d d d e
abc a b c a e b cR e= Γ + Γ Γ  – компоненты тензора кривизны Схоутена [5],

определяемого равенством
( ) [ ][ ][ , ], , , ,X Y Y X P X YR X Y Z Z Z Z P Q X Y Z= ∇ ∇ −∇ ∇ −∇ −  Q = I – P.

Инвариантное представление тензора K(X,Y)Z имеет вид
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ), , 4 , ,X YK X Y Z R X Y Z Y Z X Z X Y Z= + η ∇ ψ −η ∇ ψ + ω ψ

( ), , .X Y Z TM∈Γ

После необходимых вычислений в адаптированных координатах убеждаемся в
справедливости следующих теорем.

Теорема 3. N-связность с кососимметрическим кручением, заданная на субри-
мановом многообразии контактного типа, является плоской тогда и только тогда,
когда ( ) ( ), 4 , ,R X Y Z X Y Z= − ω ψ  0,∇ψ =  ( ), , .X Y Z D∈Γ

Теорема 4. Кручение кососимметрической линейной связности ,ψ∇  заданной
на субримановом многообразии M, параллельно тогда и только тогда, когда

0,∇ω =  где ∇  – внутренняя метрическая связность.
Пусть почти контактное метрическое многообразие M является многообразием

Сасаки. В этом случае имеет место равенство 0.∇ω =  Что позволяет в качестве
следствия теоремы 4 сформулировать теорему 5.

Теорема 5. Кручение кососимметрической линейной связности ψ∇  (N = –2φ),
заданной на сасакиевом многообразии M, параллельно.

Таким образом, на каждом почти контактном метрическом многообразии су-
ществует единственная N-связность с кососимметрическим кручением. Будем на-
зывать эту связность канонической связностью.

3. Примеры ∇N-Эйнштейновых почти контактных
метрических многообразий

В работе [3] было установлено, что на многообразии Сасаки существует един-
ственная связность с кососимметрическим кручением, совместимая с почти кон-
тактной метрической структурой. Такая связность была названа характеристиче-
ской связностью. Обозначим характеристическую связность символом .∇  Мы по-
кажем, что в случае многообразия Сасаки характеристическая связность совпада-
ет с канонической связностью: .ψ∇ = ∇  Действительно, ψ∇  является канониче-
ской связностью и, тем самым, является единственной среди N-связностей, обла-
дающих кососимметрическим кручением. С другой стороны, как следует из тео-
ремы 2, каноническая связность совместима с почти контактной метрической
структурой многообразия Сасаки. Таким образом, доказано следующее предло-
жение.

Предложение 3. Для многообразия Сасаки каноническая связность является
единственной связностью с кососимметрическим кручением.
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Вернемся к компонентам тензора кривизны K(X,Y)Z канонической связности:
4 ,d d d

abc abc ab cK R= + ω ψ  .d d d
anc a c n acK = ∇ ψ −∂ Γ

Пусть ( ), ,k X Y  ( ),r X Y  – тензоры Риччи и Риччи – Схоутена [5] соответст-
венно. В адаптированных координатах получаем

4 ,d
ab ab da bk r= + ω ψ  0,an nnk k= =  .n d

na n ad d ak = ∂ Γ −∇ ψ

Пусть M – ∇N-Эйнштейново почти контактное метрическое многообразие:
( ) ( ), , .k X Y ag X Y=  Из равенства 0nnk =  следует, что a = 0. Таким образом,

справедлива следующая теорема:
Теорема 6. Почти контактное метрическое многообразие ∇N-Эйнштейново то-

гда и только тогда, когда оно риччи-плоское.
Пример 1. Пусть M – неголономное многообразие Кенмоцу. Покажем, что

многообразие M не является ∇N-Эйнштейновым многообразием. Действительно,
пусть 4 0.d

ab ab da bk r= + ω ψ =  Или пусть 4 .d
ab da br = ω ψ  Однако последнее равенст-

во выполняться не может. В работе [15] было показано, что 0,n abr∂ =  в то время

как 0.d
n b∂ ψ ≠

Пример 2. Пусть M – многообразие Сасаки. В работе [13] доказывается ут-
верждение, что на сасакиевом многообразии существует единственная связность
∇  с кососимметричным кручением, совместимая со структурой многообразия:

0.g∇η = ∇ϕ = ∇ =

Условие 4 d
ab da br = ω ψ  для многообразия Сасаки перепишется в виде

4 .d
ab da br = ω ψ  Из свойств многообразия Сасаки следует, что последнее равенство
эквивалентно равенству 4 .ab abr g= −  Таким образом, многообразие Сасаки явля-
ется ∇N-Эйнштейновым многообразием относительно канонической связности то-
гда и только тогда, когда выполняется равенство 4 .ab abr g= −

4. Заключение

Из результатов, полученных в работе [3], следует, что на почти контактном
метрическом многообразии существуют связности с кососимметрическим круче-
нием, не являющиеся N-связностями. А именно, в цитируемой работе доказывает-
ся, что для некоторого класса почти контактных метрических многообразий су-
ществует связность с кососимметрическим кручением, сохраняющая почти кон-
тактную метрическую структуру. При этом эта связность определена однозначно,
если ее кручение S  имеет следующее строение:

( ) ,S d d N Nϕ
ϕ ϕ= η∧ η+ Ω+ −η∧ ξ

где ( ) ( ), , , , ,d X Y Z d X Y ZϕΩ = − Ω ϕ ϕ ϕ  2 .N N dϕ ϕ= + η⊗ξ

В работе [1] основное внимание уделяется метрическим связностям с косо-
симметрическим кручением. В то же время, в одной из версий теории Эйнштейна
– Картана требование метричности используемой связности снимается [2, 16, 17].
Последнее замечание подчеркивает актуальность исследования ∇N-Эйнштей-
новых многообразий, связности которых в общем случае не обладают свойством
метричности.
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On an almost contact metric manifold M, an N-connection ∇N defined by the pair ( ), ,N∇

where ∇  is the interior metric connection and N: TМ → TM is an endomorphism of the tangent
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bundle of the manifold M such that 0,Nξ =  ( )N D D⊂ , is considered. Special attention is paid
to the case of a skew-symmetric N-connection ∇N, which means that the torsion of an
N-connection considered as a trivalent covariant tensor is skew-symmetric. Such a connection
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defined by the equality ( ) ( ), ,X Y g X Yω = ψ  and is called in this work the second structure
endomorphism of an almost contact metric manifold. The notion of a ∇N-Einstein almost contact
metric manifold is introduced. For the case N = 2ψ, conditions under which almost contact
manifolds are ∇N-Einstein manifolds are found.
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ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВ

Изучены вопросы локальной слабой τ-плотности топологических пространств.
Найдены достаточные условия сохранения свойства локальной слабой τ-плот-
ности подмножеств топологических пространств. Показано, что подмножест-
во локально плотного пространства также является локально слабо τ-плотным,
если оно удовлетворяет хотя бы одному из следующих условий: a) подмноже-
ство открыто в пространстве; б) подмножество всюду плотно в пространстве;
в) подмножество канонически замкнуто в пространстве.

Ключевые слова: локальная τ-плотность, локальная слабая τ-плотность,
локально компактное пространство, пространства Хаттори.

Актуальным с точки зрения теоретического исследования является раздел об-
щей топологии, где изучаются свойства топологических пространств и их непре-
рывных отображений, операции над топологическими пространствами и их ото-
бражениями, классификация топологических пространств. Этот раздел общей то-
пологии оперирует такими понятиями, как окрестность, замыкание, компактность,
плотность, сепарабельность, кардинальное число, π-база множеств, сумма, пере-
сечение, тихоновское произведение и другими. Обзор основных этапов развития
теоретико-множественной топологии приведен в работе [1]. Нас интересуют ло-
кальная слабая τ-плотность и локальная τ-плотность топологических пространств.

Семейство ν непустых открытых подмножеств топологического пространства
X называется π-базой, если для любого открытого подмножества U пространства
X найдется элемент семейства ν , лежащий в множестве U.

В работе [2] введено понятие слабой плотности топологического пространства.
Слабой плотностью топологического пространства X называется наименьшее кар-
динальное число 0τ ≥ ℵ , такое, что в X существует π-база, распадающаяся на τ
центрированных систем открытых множеств. Другими словами, существует
π-база { }:B Aα= α∈∪B , где Bα  − центрированная система открытых множеств
для каждого Aα∈  и A = τ . Слабая плотность топологического пространства X
обозначается через ( )wd X . Если ( ) 0wd X =ℵ , то топологическое пространство X
называется слабо сепарабельным. В работе [2] получены следующие результаты.

Предложение 1 [2]. Слабая плотность топологических пространств обладает
следующими свойствами:

Wd1) ( ) ( )wd X d X≤  для любого топологического пространства X;
Wd2) Пусть Y − непрерывный образ топологического пространства X. Тогда
( ) ( )wd Y wd X≤ ;
Wd3) ( ) ( )wd X d X=  для любого:
а) локального компакта X;
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б) метрического пространства X;
с) топологического линейно упорядоченного пространства X;
Wd4) Если Y − всюду плотное подмножество топологического пространства X,

то ( ) ( )wd Y wd X= ;
Wd5) Если Y открыто в X, то ( ) ( )wd Y wd X≤ ;

Wd6). Если ( )swd X ≤ τ  для каждого s S∈  и 2S τ≤ , то s
s S

wd X
∈

⎛ ⎞
≤ τ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏ .

Топологическое пространство X называется локально слабо сепарабельным [3]
в точке x X∈ , если x имеет слабую сепарабельную окрестность в X. Топологиче-
ское пространство X называется локально слабо сепарабельным, если оно локаль-
но слабо сепарабельно в каждой точке x X∈ . Понятие локальной слабой сепара-
бельности может быть обобщено для любого кардинала 0τ ≥ ℵ . Топологическое
пространство X называется локально слабо τ-плотным в точке x X∈ , если τ наи-
меньшее кардинальное число, такое, что x имеет окрестность слабой плотности τ в
X [4]. Локальная слабая плотность в точке x обозначается через ( )lwd x . Локаль-
ная слабая плотность пространства X есть точная верхняя грань всех кардиналь-
ных чисел ( )lwd x  для x X∈ :

( ) ( ){ }sup :lwd X lwd x x X= ∈ .

Множество называется канонически замкнутым, если оно является замыкани-
ем своей внутренности [5]. Пусть задано семейство { }s s SX ∈  попарно непересе-
кающихся топологических пространств, т.е. 's sX X∩ =∅  для 's s= . Рассмотрим
множество s

s S
X X

∈

= ∪  и семейство τ всех множеств U X⊂ , таких, что sU X∩

открыто в sX  для каждого s S∈ . Легко видеть, что семейство τ удовлетворяет
условиям топологии и потому определяет некоторую топологию на множестве X.
Множество X с этой топологией называется суммой пространств { }s s SX ∈  и обо-
значается ss S

X
∈
⊕  или 1 2 ... ,kX X X⊕ ⊕ ⊕  если { }1, 2, ...,S k=  [3].

Топологическое пространство X называется локально τ-плотным в точке
x X∈ , если τ наименьшее кардинальное число такое, что x имеет окрестность
плотности τ в X [4]. Локальная плотность в точке x обозначается через ( )ld x . Ло-
кальная плотность пространства X определяется следующим образом:

( ) ( ){ }sup :ld X ld x x X= ∈ .

Очевидно, что локальная плотность топологических пространств не превосхо-
дит плотности этого пространства, т.е. ( ) ( )ld X d X≤ .

Пусть R – числовая прямая и A R⊆ . Топология ( )Aτ  в R определяется сле-
дующим образом:

1) Для любой точки x R∈  множество ( ){ }, : 0x x− ε + ε ε >  является базой ок-
рестностей точки x;

2) Для любой точки \x R A∈  множество [ ){ }, : 0x x + ε ε >  является базой ок-
рестностей точки x [6].
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Пространство R с топологией Хаттори называется пространством Хаттори и
обозначается через ( )H A  [7, 8]. В работе [7] изучены некоторые кардинальные и
топологические свойства пространства Хаттори.

Пусть τE – евклидовая топология в прямой и τS – топология Зоргенфрея. Для
любых подмножеств ,A B R⊆  имеем отношение A B⊇  тогда и только тогда, ко-
гда ( ) ( )A Bτ ⊆ τ , в частности, имеем ( ) ( )ER Aτ = τ ⊆ τ , ( ) ( ) SBτ ⊆ τ ∅ = τ . Поло-
жим, ( ) ( ){ }:topP R A A R= τ ⊆ . На множестве ( ) ( ){ }:topP R A A R= τ ⊆  вводится
частичный порядок ≤  относительно отношения: A B⊇  тогда и только тогда, ко-
гда ( ) ( )A Bτ ≤ τ  [6].

В работе [8] доказано, что пространство Хаттори H(A) является локально ком-
пактным тогда и только тогда, когда множество R\A замкнуто в R и дискретно в
прямой Зоргенфрея S.

Топологическое пространство X называется локально компактным, если для
каждого x X∈  существует окрестность U точки x, такая, что U  является ком-
пактным подпространством пространства X [3]. В работе [9] доказано, что ло-
кальные плотности пространства X и пространства n-й симметрической степени
пространства X равны.

Наименьшее кардинальное число 0τ ≥ℵ , такое, что каждое замкнутое под-
множество пространства X, состоящее только из изолированных точек, имеет
мощность ≤ τ , называется экстентом пространства X: ( ) {sup :e X Y Y=  – замк-
нутое дискретное в }X  [3].

Спрэд ( )s X  пространства X есть наименьший бесконечный кардинал τ,
такой, что мощность дискретного подпространства X не превосходит τ, т.е.
( ) {sup : , ,s X Y Y X Y= τ τ = ⊂  – дискретно в }X  [3].
В настоящей работе изучаются вопросы локальной слабой τ-плотности топо-

логических пространств, устанавливаются достаточные условия сохранения свой-
ства локальной слабой τ-плотности подмножеств топологических пространств.
Доказывается, что подмножество локально плотного пространства также является
локально слабо τ-плотным, если оно удовлетворяет хотя бы одному из следующих
условий: a) подмножество открыто в пространстве; б) подмножество всюду плот-
но в пространстве; в) подмножество канонически замкнуто в пространстве. При-
водится доказательство того, что сумма, пересечение и произведение локально
слабо τ-плотных пространств также являются локально слабо τ-плотными про-
странствами. А также рассматриваются в локально компактных пространствах
вопросы локальной τ-плотности и локальной слабой τ-плотности. Доказывается,
что в локально компактных пространствах эти два понятия совпадают.

Основные результаты

Утверждение 1. Пусть X − локально слабо τ-плотное пространство и
:f X Y→  − непрерывное открытое отображение «на». Тогда Y также является

локально слабо τ-плотным пространством.
Доказательcтво. Так как f – отображение «на», то для всякой точки y Y∈

прообраз ( )1f y−  – непустое подмножество в X. Для каждой точки ( )1x f y−∈
существует окрестность Ox, такая, что Ox − слабо τ-плотно. Так как f − открытое
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отображение, то ( )xf O  − открытое множество в Y и содержит точку y. В силу не-
прерывности f и предложения 1 из [2], множество ( )xf O  − слабо τ-плотно в Y.
Утверждение 1 доказано.

Утверждение 2. Пусть X локально слабо τ-плотно и G − некоторое подмноже-
ство X. Если G удовлетворяет хотя бы одному из следующих условий: а) G откры-
то в X; б) G всюду плотно в X; в) G канонически замкнуто в X, то G является ло-
кально слабо τ-плотным.

Доказательство. а) Пусть G − непустое открытое подмножество пространства
X. Для любой точки x G∈  по определению существует окрестность ,xO X⊂  та-

кая, что xO  слабо τ-плотно. Тогда '
x xO G O∩ =  − непустое открытое множество в

G, содержащее точку x. Так как всякое открытое подмножество слабо τ-плотного
пространства слабо τ-плотно, то '

xO  слабо τ-плотно.
б) Пусть M X⊂  − всюду плотное подмножество пространства X. Рассмотрим

произвольную точку y M∈ . Так как X локально слабо τ-плотно, то существует ок-

рестность yO X⊂  точки y, такая, что Oy слабо τ-плотно. Рассмотрим '
y yO M O∩ = .

Тогда '
yO  непустое открытое подмножество в M. Кроме того, '

y yO O⊆  и '
yO  всюду

плотно в Oy. Так как всякое всюду плотное подмножество слабо τ-плотного про-
странства слабо τ-плотно (см. предложение 1), то '

yO  слабо τ-плотно.
в) Пусть G − канонически замкнутое подмножество пространства X. Тогда су-

ществует открытое множество U, такое, что [ ]G U= . Тогда, в силу пункта а) U
локально слабо τ-плотно. Возьмем произвольную точку z G∈  и слабо τ-плотную
окрестность zO X⊂ . Тогда '

z zO O G= ∩  – непустое открытое подмножество в G.
Рассмотрим zV O U= ∩ , поскольку всякое открытое подмножество слабо τ-плот-
ного пространства слабо τ-плотно, то V слабо τ-плотно. С другой стороны, V всю-
ду плотно в '

zO . Тогда в силу предложения 1 из [2, Wd4] окрестность '
zO  точки z

является слабо τ-плотным. Утверждение 2 доказано.
Утверждение 3. Пусть Xα  − локально слабо τ-плотное пространство для каж-

дого Aα∈ . Тогда { }:X X Aα= ⊕ α∈  также локально слабо τ-плотно.
Доказательство. Пусть x X∈  − произвольная точка. Тогда существует такой
Aα∈ , что x Xα α∈ . Так как пространство Xα  локально слабо τ-плотно, то суще-

ствует окрестность xO X
α α⊂  точки xα , где xO

α
 − слабо τ-плотно. Так как

пространство Xα  открыто-замкнуто в X, то xO
α

 открыто и слабо τ-плотно в X.
Утверждение 3 доказано.

Утверждение 4. Пусть iX X⊂ , 1, 2,...,i n= , и каждое iX  локально слабо τ-

плотно. Тогда 
1

n

i
i

X
=
∩  также локально слабо τ-плотно.

Доказательство. Пусть 
1

n

i
i

x X
=

∈∩  − произвольная точка. Тогда ix X∈ ,

1, 2,...,i n= . Так как пространство iX  локально слабо τ-плотно, то существует



20 Ф.Г. Мухамадиев

окрестность i
x iO X⊂ , такая, что i

xO  слабо τ-плотно для каждого 1, 2,...,i n= .

Положим 
1

n
i
x x

i
O O

=

=∩ . Тогда xO  открытое множество в i
xO , 1, 2,...,i n= , и в силу

предложения 1 из [2] получим, что xO  слабо τ-плотно в 
1

n

i
i

X
=
∩ . Утверждение 4

доказано.

Теорема 1. Тихоновское произведение 
1

n

i
i

X X
=

=∏  локально слабо τ-плотно то-

гда и только тогда, когда iX  локально слабо τ-плотно для каждого 1, 2,...,i n= .

Доказательство. Необходимость. Пусть 
1

n

i
i

X X
=

=∏  и :i ip X X→  проекция

X  на iX , т. е. { }( )k ip x x= , { }kx x X= ∈ , 1, 2,...,k n= . Так как ip  ( )1, 2,...,i n=
– непрерывные открытые отображения «на», то в силу предложения 1 получим,
что для каждого 1, 2,...,i n=  пространство iX  локально слабо τ-плотно.

Достаточность. Пусть { }1 2, , ..., kx x x x=  произвольная точка из X. Посколь-
ку iX  локально слабо τ-плотно для каждого 1, 2,...,i n= , то существует слабо τ-
плотные окрестности 

ixO  точки ix  в iX . Пусть 
1 2

...
nx x x xO O O O= × × ×  – декарто-

во произведение окрестностей 
ixO , 1, 2,...,i n= . Тогда xO  слабо τ-плотно (см.

предложение 1 из [2, Wd6]). Значит, xO  – слабо τ-плотная окрестность точки x.
Теорема 1 доказана.

Пусть τ – некоторое бесконечное кардинальное число. Рассмотрим семейство
топологических пространств { : }sX s S∈ , где 2S τ≤ .

Теорема 2. Если все пространства sX  локально слабо τ-плотны и существует
конечное множество 0S S⊂ , такое, что sX  слабо τ-плотны при всех 0\s S S∈ , то
произведение s

s S
X

∈
∏  локально слабо τ-плотно.

Доказательство. Возьмем любую точку { : }sx x s S= ∈  из произведения

s
s S

X
∈
∏ . Для точки s sx X∈  при 0s S∈ , в силу локальной слабой τ-плотности про-

странства sX  существует окрестность sU  слабой плотности ≤ τ . Множество

0 0\
s s

s S s S S
U X

∈ ∈

×∏ ∏  является окрестностью точки x  в s
s S

X
∈
∏  и в силу предложе-

ния 1 из [2] 
0 0\

s s
s S s S S

wd U X
∈ ∈

⎛ ⎞
× ≤ τ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏ ∏ . Итак, мы нашли слабую τ-плотную окре-

стность точки x в s
s S

X
∈
∏ . В силу произвольности точки x, произведения

s
s S

X
∈
∏ локально слабо τ-плотно. Теорема 2 доказана.
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Следствие 1. Если пространство sX  локально слабо сепарабельно для каждо-
го s S∈  и S c≤  и, кроме того, существует конечное подмножество 0S  множест-
ва S , такое, что все sX  слабо сепарабельны для 0\s S S∈ , то произведение

s
s S

X
∈
∏  локально слабо сепарабельно.

Теорема 3. Пусть произведение s
s S

X
∈
∏  локально слабо τ-плотно. Тогда суще-

ствует конечное подмножество 0S  множества S, такое, что sX  является слабо τ-
плотным при 0\s S S∈ .

Доказательство. Берем произвольную точку { : }sx x s S= ∈  из произведения

s
s S

X
∈
∏ . В силу локальной слабой τ-плотности произведения s

s S
X

∈
∏ , точка x имеет

базовую окрестность 
0 0\

s s
s S s S S

U X
∈ ∈

×∏ ∏  слабую плотности τ, где 0S  конечное

подмножество множества S  и s sx U∈  для 0s S∈ . Так как слабая плотность со-
храняется при открытом отображении и проектирование есть открытое отображе-
ние, то все sX  слабо τ -плотны при 0\s S S∈ . Теорема 3 доказана.

Следствие 2. Пусть произведение s
s S

X
∈
∏  локально слабо сепарабельно. Тогда

существует конечное подмножество 0S  множества S, такое, что все sX  слабо се-
парабельны при 0\s S S∈ .

Утверждение 5. Пусть X − локально компактное пространство. Тогда про-
странства X локально τ-плотно в том и только в том случае, когда X локально сла-
бо τ-плотно.

Доказательство. Сначала докажем случай, когда X – локально компактное
пространство. Тогда следующие два условия эквивалентны: 1) X  локально слабо
τ-плотно; 2) X локально τ-плотно. Пусть x X∈  и xO  – слабо τ-плотная окрест-
ность точки x . Поскольку всякое открытое подмножество локально компактного
пространства локально компактно, то xO  локально компактно. Так как слабо
τ-плотное локально компактное пространство τ-плотно (см. предложение 1 из [2,
Wd3]), то xO  τ-плотно. Следовательно, X локально τ-плотно. Обратное утвержде-
ние следует из того, что ( ) ( )wd X d X≤  [2].

Как мы отмечали выше, в работе [8] доказано, что пространства Хаттори
( )H A  является локально компактным тогда и только тогда, когда множество
\R A  замкнуто в R и дискретно в прямой Зоргенфрея S. Поэтому, в силу утвер-

ждения 5, мы приходим к следующему следствию.
Следствие 3. Континуальная степень пространства Хаттори ( )( )cH A  слабо

сепарабельно при любом A из R.
Следствие 4. Пусть множество \R A  замкнуто в R и дискретно в прямой Зор-

генфрея S. Тогда континуальная степень пространства Хаттори ( )( )cH A  локально
сепарабельна и локально слабо сепарабельна.
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separable at every point x∈X. The notion of local weak separability can be generalized for any
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X [4]. The local density at a point x is denoted as ld(x). The local density of a topological space X
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space we have ( ) ( )ld X d X≤ .
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ЭЛЕКТРОИМПУЛЬСНЫЙ НАГРЕВ
РЕАКЦИОННОСПОСОБНЫХ СОСТАВОВ

ТОНКОСТЕННЫМИ ПРОВОДНИКАМИ-ТЭНАМИ
В РЕЖИМАХ МНОГООЧАГОВОГО ЗАЖИГАНИЯ

МЕТАТЕЛЬНЫХ ЗАРЯДОВ1

Представлены результаты численно-аналитического исследования процес-
сов электроимпульсного нагрева теплопроводных сред проводниками из ме-
таллической фольги (тэнов) применительно к устройствам многоочагового
зажигания комбинированных метательных зарядов. Определены условия
равномерного нагрева таких проводников в режимах интенсивной теплоот-
дачи в прилегающие слои реакционноспособных составов при различных
условиях теплообмена.

Ключевые слова: электрический разряд, импульсный нагрев, проводник-
тэн, нагреваемая среда, теплообмен, условие однородности, сопряженная
задача.

В последние десятилетия получили развитие электротермохимические (ЭТХ)
ускорители [1, 2], обладающие рядом преимуществ перед традиционными поро-
ховыми ствольными системами за счет дополнительного ввода электрической
энергии в пороховой заряд с помощью электроразрядной плазмы. Процесс элек-
троимпульсной генерации плазмы энергозатратен, а относительно низкая плот-
ность запасаемой электрической энергии может приводить к неприемлемо высо-
ким весогабаритным характеристикам накопителя. В [3, 4] предложена и экспе-
риментально исследована энергетически экономичная плазмозамещающая схема
ЭТХ-зажигания метательных зарядов, основанная на замене плазменной субстан-
ции высокотемпературными двухфазными продуктами сгорания дополнительного
заряда (ДЗ) высокоэнергетического гетерогенного топлива. Эффективное много-
очаговое зажигание ДЗ осуществляется потоками раскаленных металлических
частиц, генерируемых в результате капельной деструкции проводников из метал-
лической фольги под действием электрического разряда конденсаторной батареи
[5, 6]. Такие устройства энергетически экономичны по сравнению с плазмотрона-
ми и не требуют высоковольтных источников электрической энергии, поскольку
при таком способе зажигания основную часть вводимой в пороховой заряд энер-
гии составляют высокоэнергетические двухфазные продукты сгорания ДЗ. Нагрев
топлива ДЗ происходит в два этапа: при омическом нагреве проводников до нача-
                                                          
1 Данное научное исследование (№8.2.12.2018) выполнено при поддержке Программы повышения
конкурентоспособности ТГУ.
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ла их мелкодисперсного капельного разрушения и каплями расплавленного ме-
талла, образованными при тепловой и электродинамической капельной деструк-
ции проводников. Увеличение суммарной контактной поверхности проводника
после его деструкции существенно ускоряет процесс нагрева и зажигания приле-
гающих слоев топлива ДЗ. В [7, 8] исследована возможность дополнительного
уменьшения запасаемой электрической энергии за счет нанесения высокоэнерге-
тических пиротехнических покрытий на фольговые проводники. Результаты экс-
периментов на ЭТХ-ускорителе калибром 35 мм [3] подтвердили эффективность и
энергетическую экономичность такого решения.

Условие равномерного нагрева фольговых проводников для их капельной де-
струкции исследовано экспериментально [9]. Капельная деструкция проводника
происходит, если при начале его плавления тепловое состояние проводника близ-
ко к однородному [10]. Выполнение этого условия накладывает ограничение на
толщину проводника. Ее допустимое значение зависит от теплофизических пара-
метров фольги и инициируемого состава, условий их теплообмена, а также от ха-
рактерной частоты нагревающего проводник тока. В рассматриваемой задаче
мощность омического нагрева проводника из металлической фольги практически
однородна по его объему [11], а неравномерное распределение температуры обу-
словлено теплообменом с нагреваемой средой. В настоящей работе получено вы-
ражение для оценки допустимой толщины проводника, температурное состояние
которого близко к однородному на момент начала его плавления. Применимость
оценочного выражения подтверждается решением сопряженной тепловой задачи
для характерных импульсных режимов омического нагрева проводников-тэнов.

Постановка и решение сопряженной тепловой задачи

Проводник-тэн длиной l, шириной a и толщиной h
нагревается током I. Развертка тэна с направлением
тока плотностью j и удельным тепловым потоком q
приведена на рис. 1. Предполагается, что мощность
омического нагрева тэна ( ) ( ) 2  ( )N t R t I t= ⋅  равномер-
но распределена по его объему. R(t) − сопротивление
тэна в процессе электрического разряда, t − время.
Плотность материала тэна − ρ, удельные значения его
теплоемкости c и его теплопроводности k – постоян-
ные величины. Распределение температуры в тэне из-
меняется по его толщине в направлении оси x.

В декартовых координатах уравнение теплопро-
водности для развертки тэна (см. рис. 1) приводится к
виду

2

2
( ) ,

  
N t

t m cx
∂θ ∂ θ

= α +
∂ ⋅∂

 0 ,T Tθ = −  0.5 0.5h x h− ≤ ≤ ,

,k
c

α =
ρ⋅

 ( ,  0) 0,
 

t x
x

∂θ =
=

∂
(1)

где x – координата соответствующего поперечного сечения тэна, T – его темпера-
тура, T0 – начальная температура тэна и реакционноспособной среды, находящей-

q

l

h

x

j

a

0

q

Рис. 1. Развертка тэна в де-
картовых координатах, q –
тепловой поток в среду
Fig. 1. Scan of a heater in
Cartesian coordinates; q is
the heat flow into a medium
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ся в тепловом контакте с тэном, m a l h= ⋅ ⋅ ⋅ρ  − масса тэна. В сечении x = 0 вы-
полняется условие симметрии. Тепловое состояние среды описывается соотноше-
ниями

2

1 2 ,
 t x

∂ν ∂ ν
= α

∂ ∂
 1 0 ,T Tν = −  0.5x h≥ , 1

1
1 1

,
k

c⋅
α =

ρ
 ( , ) 0.tν ∞ =  (2)

В (2) индексом «1» отмечены температура среды и ее теплофизические пара-
метры, значения которых – постоянные величины. На границе с тэном выполня-
ются условия идеального теплового контакта и равенства тепловых потоков:

( ) ( ) 1
( ,0.5 ) ( ,0.5 ),0.5 ,0.5 ,           .t h t ht h t h k k

x x
∂θ ∂ν

θ = ν =
∂ ∂

 (3)

При идеальном тепловом контакте тэна со средой температурная  неоднород-
ность в тэне максимальна, поэтому ограничение на толщину тэна h будет заведо-
мо выполняться при других режимах теплообмена. Тепловая задача (1) – (3) ре-
шается методом интегрального преобразования Лапласа. В изображениях задача
преобразуется к виду

( )
2

2 ,dp x
m cdx
Nθ

⋅θ = α ⋅ +
⋅

 ( ) ( )2

1 2   ,
d v x

p v x
dx
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( ) ( )
1

0.5 0.5
,

d h dv h
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⋅⋅ =  ( ) ( )0.5 0.5 ,h v hθ =  (4)

где p – параметр преобразования, а волна сверху обозначает изображение соот-
ветствующей функции. Решение задачи (4) определяется в виде
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Коэффициенты b1 и b − безразмерные параметры, причем 1b < . Выражение
1

1 exp h qb
−⋅⎛ ⎛ ⎞⎞− ⋅ −⎜ ⎜ ⎟⎟

⎝ ⎝ ⎠⎠α
разлагается в ряд Макларена:
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при этом решение (5) принимает вид
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Ряды в (7) являются быстро сходящиеся, для их вычисления с точностью до по-
строения достаточно нескольких первых слагаемых. При b1 = 1 функции T(t,x) и
T1(t,x) в (7) определяются в виде конечных квадратур:
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Одним из необходимых условий электроимпульсной капельной деструкции тэна

является такой режим его нагрева, при котором его тепловое состояние близко к
однородному [10]. Степень однородности теплового состояния тэна перед началом
его плавления может быть описана следующим безразмерным параметром:
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Условие «однородности» теплового состояния тэна перед его плавлением опреде-
ляется соотношениями

1 1,− ε ≤ ϕ ≤  0 1.≤ ε (10)
При постоянной мощности N выражение (9) значительно упрощается за счет того,
что в него не входят электротехнические параметры устройства зажигания заряда.
С учетом обратного преобразования Лапласа
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Таким образом, коэффициент «однородности» ϕ  является функцией двух безраз-
мерных комплексов – b1 и b2 . Их значения определяются теплофизическими ха-
рактеристиками тэна и среды, толщиной тэна h и временем его нагрева до темпе-
ратуры плавления tm. Значение tm зависит от электротехнических параметров уст-
ройства и может регулироваться величиной начального напряжения накопителя
электрической энергии. Основным параметром тэна, влияющим на процесс его
капельной деструкции, является толщина фольги h, из которой изготовлен тэн.
Чем меньше h, тем более равномерно нагрет тэн к моменту начала его капельной
деструкции. Из (11) следует: ( )0 1,hϕ → →  т.е. при уменьшении толщины тэна
распределение температуры в момент tm стремится к однородному, что обеспечи-
вает оптимальные условия для его объемной капельной деструкции [9].

Результаты расчетов

Влияние режима мощности нагрева N(t) на параметр «однородности» φ опре-
деляется при трех характерных зависимостях Nj(t):
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3 3 4sin ( ),q tN t A e q t⋅−= ⋅
которые реализуются при квазистационарном нагреве, нагреве униполярным им-
пульсом тока и колебательном затухающем токе соответственно. Режим N2(t) ха-
рактерен при нагреве тэна низковольтным источником энергии [3], а колебатель-
ный режим N3(t) моделирует его индукционный нагрев [6]. На рис. 2 показаны
эти зависимости применительно к нагреву тэна из магниевой фольги толщиной
h0 = 100 мкм, нагреваемого за время tm = 5 мс до температуры плавления.
Длина тэна l = 0.1 м, его ширина a = 0.02 м. Параметры нагреваемой среды:
k1 = 40 Вт·м−1·град−1, ρ1 = 7.7 кг·дм−3, c1 = 650 Дж·кг−1·град−1. Режимы нагрева реа-
лизуются при следующих значениях тепловых параметров: A1(h0) = 0.47 МВт,
A2(h0) = 3.8 МВт, A3(h0) = 1.3 МВт, q1(h0) = 162 c−1, q2(h0) = 243 c−1, q3(h0) = 120 c−1,
q4 = 482 c−1.
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Рис. 2. Три режима мощности омического нагрева тэна
из магниевой фольги

Fig. 2. Three power modes for ohmic heating of the heater made
of magnesium foil

Значения параметра «однородности» температуры φ для этих режимов нагрева
следующие: φ1 = 0.974, φ2 = 0.966, φ3 = 0.967, т. е. перепад температуры тэна в
момент tm = 5 мс составляет 2.6, 3.4 и 3.3 % соответственно. На рис. 3 построены
зависимости φj(h) для каждого из трех режимов нагрева тэнов с толщиной маг-
ниевой фольги h от 20 до 200 мкм. Время нагрева − tm = 5 мс. Значения тепловых
параметров для тэнов толщиной h и их массы m определяются формулами при
h0 = 100 мкм:
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Рис. 3. Зависимости параметра «однородности» тэна
от его толщины при трех режимах нагрева

Fig. 3. The "uniformity" parameter of the heater
as the functions of its thickness in three heating modes
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При всех режимах нагрева тепловая неоднородность в тэне растет с увеличе-
нием его толщины до 6.5 %. Параметр «однородности» φj мало «чувствителен» к
режиму омического нагрева тэна. Поэтому целесообразно оценку допустимой
толщины тэна, обеспечивающей его объемную капельную деструкцию за фикси-
рованное время нагрева, проводить в приближении постоянной мощности нагрева
(11). Такое допущение существенно упрощает оценку и расширяет область ее
применимости, поскольку при ее расчете не используются электротехнические
параметры устройства зажигания заряда.

Для оценки толщины тэна при различных временах его нагрева удобно ввести
усредненный по трем режимам нагрева параметр «однородности»:

ср 1 2 3
1 ( )
3

ϕ = ϕ + ϕ +ϕ .

На рис. 4 приведены зависимости φср(tmj, h) при фиксированных временах нагрева
тэна tmj = 1, 2 и 5 мс.
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Рис. 4. Усредненные зависимости параметра «однородности» для тэна
из магниевой фольги различной толщины при трех временах его нагрева

Fig. 4. Averaged dependences of the "uniformity" parameter for the heater
made of magnesium foil of different thickness at three heating times

С уменьшением времени нагрева тэна его температурная неоднородность за-
метно увеличивается, что должно компенсироваться уменьшением толщины
фольги. Так, при нагреве тэна за 5 мс температурная неоднородность менее 5 %
достигается для магниевой фольги толщиной до ~ 200 мкм, при нагреве за 2 мс –
до ~125 мкм, а при 1 мс – до ~ 65 мкм.

Приближение «тонкого» тэна

Под термином «тонкий» подразумевается тэн с близким к однородному тепло-
вым состоянием при импульсном нагреве до температуры плавления. В прибли-
жении однородного распределения температуры по объему тэна тепловой поток в
среду Q(t) интерпретируется как однородный объемно распределенный по тэну
сток части энергии его омического нагрева в окружающую среду. Уравнение теп-
лопроводности для тэна в этом случае принимает вид
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Решение сопряженной тепловой задачи с выражениями (12) построено мето-
дом интегрального преобразования Лапласа аналогичным образом:
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где T00(t) и T10(t, x) температуры тэна и среды соответственно, а b0 − безразмерный
параметр, учитывающий практически все исходные данные для тэна, среды и
длительности процесса его нагрева.
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Рис. 5. Температурные профили в момент нагрева среднего сечения тэна 0x =
до температуры плавления Tm = 651°C: (а), (c) − в тэне, (b), (d) − в среде

Fig. 5. Temperature profiles when the middle section of the heater 0x = is heating
up to a melting point Tm = 651°C: (a), (c) in the heater and (b), (d) in the medium

На рис. 5 показаны два варианта финишного распределения температуры в тэ-
не и среде для процессов нагрева длительностью 1 мс (графики а, b) и 5 мс (гра-
фики c, d). Сплошными линиями выделены результаты расчетов в приближении
(7), пунктирными – в приближении «тонкого» тэна (13). Расчеты проведены для
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тэна из магниевой фольги толщиной 100 мкм, нагреваемого в колебательном ре-
жиме. График мощности нагрева тэна длительностью 5 мс показан на рис. 2 под
номером 3. Параметры нагреваемой среды приведены выше.

Таким образом, приближение «тонкого» тэна (13) применимо для оценки теп-
лового состояния среды даже при достаточно «быстрых» режимах нагрева тэна с
толщиной фольги до 100 мкм. Для оценки теплового состояния тэна перед нача-
лом процесса его капельной деструкции модель «тонкого» тэна также применима
в сочетании с параметром «однородности» из (11). Нагрев тэна при значениях па-
раметра 0.95ϕ ≥  создает благоприятные условия для эффективной капельной де-
струкции тэна.

При теплообмене по закону Ньютона приближение «тонкого» тэна выполняет-
ся с большей точностью за счет снижения скорости теплоотдачи от тэна в среду
по сравнению с условием идеального теплового контакта на границе «тэн – среда».
Увеличение длительности нагрева приводит к дополнительному выравниванию
температуры по толщине тэна за счет механизма теплопроводности. Решение теп-
ловой задачи с граничным условием ( ) ( ) ( )[ ]1,0.5 ,0.5H H HQ t H T t h T t h= ⋅ −  в при-
ближении «тонкого» тэна получено с помощью приведенного выше алгоритма
методом интегрального преобразования Лапласа и имеет следующий вид:
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Здесь H – коэффициент теплообмена между тэном и средой, а индекс «H» указы-
вает на условие теплообмена. Из (14) следует, что распределение температур в
значительной степени определяется безразмерным комплексным параметром β.

Линейная зависимость удельного сопротивления тэна η от его температуры
( ) [ ]0 01 ( )TT b T Tη = η + −  позволяет с помощью (14) определить текущее значение

сопротивления тэна через мощность его нагрева:

( ) 0 1

3 0

11 Im ( )
t

H
m

l b tR t F N d
a h b t

⎧ ⎫⎡ ⎛ ⎞⎤η − τ⎪ ⎪= − β τ τ⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥⋅ β⎪ ⎪⎣ ⎝

⋅

⎠⎦⎩ ⎭
∫ ,  (15)

где η0 − удельное сопротивление материала тэна при температуре T0, а bT − посто-
янный температурный коэффициент для твердого агрегатного состояния материа-
ла тэна [12]. С помощью квадратурной зависимости (15) электротехнические
уравнения устройства приводятся к интегро-дифференциальному виду. Из реше-
ния соответствующей электротехнической задачи определяется, в том числе,
мощность омического нагрева тэна N(t) для конкретного источника электрической
энергии. Температуры тэна и среды, а также другие тепловые характеристики
процесса определяются по найденному значению N(t) с помощью соответствую-
щих квадратурных формул.
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Заключение

Решена задача электроимпульсного нагрева среды проводником-тэном при
идеальном тепловом контакте со средой для произвольной функции мощности
омического нагрева тэна. С помощью полученного решения введен критерий
«тонкого» тэна, для которого возможна объемная капельная деструкция в резуль-
тате импульсного омического нагрева. В приближении «тонкого» тэна получены
решения тепловой задачи при теплообмене по закону Ньютона и идеальном теп-
ловом контакте тэна со средой. Во всех решениях выделены специфические без-
размерные параметры подобия моделируемых процессов. Показана применимость
модели «тонкого» тэна для расчета теплового состояния нагреваемой среды. По-
лученные результаты применимы при расчетах и проектировании компактных
электроимпульсных устройств многоочагового зажигания метательных зарядов и
различных реакционноспособных составов с использованием плазмозамещающих
технологий с минимизацией затрат электрической энергии.
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The problem of electric pulse heating of a medium by the heater made of metal foil with an
ideal thermal contact with the medium is solved. The solution is obtained in the form of rapidly
converging series for ohmic heating power, which is given as an arbitrary function of time. Using
the obtained solution, a dimensionless criterion is introduced for quasi-homogeneous heating of
the heater up to a melting point with intensive heat transfer to environment. It is shown that with a
fixed heating duration, the criterion value depends weakly on the type of a heating power
function, which allows ignoring parameters of the external electrical circuit of the device while
choosing the heater thickness. The definition of a "thin" heater is introduced, which admits of
bulk droplet destruction during heating of a reactive medium. In the "thin" heater approximation,
quadrature solutions to the thermal problem are obtained under heat exchange according to
Newton's law and ideal thermal contact, when the heater power is an arbitrary function of time.
Dimensionless similarity parameters of the simulated processes are identified in all solutions,
which include thermal and physical characteristics of the heater and medium, as well as the
thickness of the heater and the time of its heating up to the melting point. The applicability of the
"thin" heater model for calculating the thermal state of a high-energy pyrotechnic coating is
shown. As an example, the permissible values of the thickness of the magnesium foil heater are
determined, which ensure its uniform heating up to the melting point in 1 and 5 milliseconds
under the ideal thermal contact with ignited coating. The obtained quadrature solutions to the
thermal problems and the calculated results are applicable in the design of compact electric pulse
devices for contact multi-point ignition of various reactive compositions with efficient
consumption of electric energy.
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ВЛИЯНИЕ НАЧАЛЬНОЙ ТЕМПЕРАТУРЫ ТОПЛИВА
И МЕТОДА ВОСПЛАМЕНЕНИЯ НА БАЛЛИСТИЧЕСКИЕ

ХАРАКТЕРИСТИКИ ВЫСТРЕЛА В УСЛОВИЯХ
МОДЕЛЬНОЙ УСТАНОВКИ КАЛИБРОМ 120 мм1

С помощью разработанной осесимметричной численной методики теорети-
чески исследовано влияние начальной температуры топлива на баллистиче-
ские характеристики выстрела из модельной 120-мм установки для двух ти-
пов зажигания: при использовании капсюля-воспламенителя и плазматрона
типа «флейта». Отмечено, что начальная температура заряда в рассмотрен-
ном диапазоне существенно влияет на характеристики выстрела, тип зажи-
гания значительно влияет на время зажигания заряда и время выстрела, од-
нако на скорость метания и максимальное давление в камере существенного
влияния не оказывает.

Ключевые слова: воспламенение, баллистические характеристики, на-
чальная температура топлива, осесимметричная постановка, электрокап-
сюль-воспламенитель, плазматрон «флейта».

Рассматривается влияние типа воспламенения и начальной температуры топ-
лива на зажигание метательного заряда и характеристики выстрела в баллистиче-
ских установках. Анализируются два типа воспламенения метательного заряда:
традиционное воспламенение в ствольных газодинамических метательных систе-
мах с помощью капсюля-воспламенителя (ЭКВ) и воспламенение с применением
одного из перспективных устройств электротермохимической (ЭТХ) технологии –
плазматрона типа «флейта», который представляет собой расположенную по оси
симметрии метательного заряда удлиненную трубку с отверстиями, через которые
осуществляется вдув воспламенительного состава [1].

Для ствольных баллистических систем в большинстве случаев характерным
является значительное превышение продольных размеров над поперечными, по-
этому, как правило, для описания внутрибаллистических процессов использу-
ются квазиодномерные уравнения, что существенно снижает трудоемкость ре-
шения конкретных задач. Однако при исследовании зажигания метательного за-
ряда, в том числе, в случае применения воспламенительного устройства типа
«флейта», в связи с характером течения происходящие в пороховой камере про-
цессы, по крайней мере, на начальном этапе выстрела, носят существенно неод-
номерный характер. Поэтому следует учитывать, что решение задачи исследо-
вания внутрибаллистических процессов в одномерной постановке может не дать
адекватной картины движения внутриканальной среды в ходе выстрела. В связи
с этим в данной работе указанная задача рассматривается в осесимметричной
постановке.

                                                          
1 Результаты были получены в рамках выполнения государственного задания Минобрнауки России,
проект № 0721-2020-0032.
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Поскольку во многих случаях волновой характер движения рабочих газов и
конденсированных элементов играет существенную роль, в качестве базовой ма-
тематической модели при решении поставленной задачи выбрана модель поли-
дисперсной смеси твердых частиц и несущей газовой фазы в приближении меха-
ники взаимопроникающих континуумов [2, 3]. При записи уравнений предполага-
ется, что вязкость и теплопроводность газа проявляется только во взаимодействии
с частицами, и рассматривается случай несжимаемой конденсированной фазы.
Записываются уравнения сохранения массы, импульса и внутренней энергии для
несущей газовой фазы. Для каждого конденсированного компонента также запи-
сываются уравнения сохранения массы и импульса. Для инертных частиц рассчи-
тывается уравнения сохранения внутренней энергии. Отметим, что в уравнениях
сохранения импульсов для частиц присутствует член, отвечающий за их силовое
взаимодействие, при этом используемое выражение для шаровой части тензора
напряжений в конденсированной фазе препятствует неограниченному возраста-
нию плотности частиц.

Расчет зажигания компонента метательного заряда проводится путем решения
задачи теплопроводности, при этом каждый компонент рассматривается как реак-
ционно-способная частица [4]. В качестве критерия зажигания компонента ис-
пользуется условие достижения заданной критической температуры на поверхно-
сти частицы или в окружающей частицу газовой фазе. После воспламенения про-
грев частицы не считается, а вместо этого определяется ее степень превращения.
Под временем зажигания метательного заряда подразумевалось время, к которому
для всех компонентов заряда выполнится условие зажигания.

Система полученных уравнений замыкается соотношениями, определяющими
массовое, силовое и энергетическое межфазное взаимодействие системы «газ –
конденсированные частицы». Для описания массового взаимодействия фаз ис-
пользуются геометрические законы газообразования, в которых для определения
площади поверхности послойного горения используют общепринятые в балли-
стике полученные из геометрических соображений соотношения, при этом значе-
ния параметров – коэффициентов формы для отдельного типа частиц – известны.
Также могут применяться физические законы газообразования, в которых вели-
чина поверхности послойного горения определяется не из геометрических сооб-
ражений, а на основании обработки результатов испытаний топлива в манометри-
ческой бомбе. В настоящей математической модели результаты, полученные с ис-
пользованием новых уточненных методик обработки таких экспериментальных
данных [5], применяются в виде аппроксимаций зависимости относительной по-
верхности горения от степени превращения в виде полинома девятой степени и
кусочно-линейной зависимости.

Для линейной скорости горения применяется квазистационарная степенная за-
висимость от давления, в которой коэффициент при степени зависит от химиче-
ской природы и начальной температуры элемента заряда, а показатель степени
определяется его составом.

Для характеристики силового взаимодействия фаз используется сила сопро-
тивления, для которой на основе имеющихся в литературе данных [6] выбирались
зависимости от условий взаимодействия, среди которых главное значение имеют
число Рейнольдса относительного движения фаз и объемное содержание газовой
фазы. При этом значение коэффициента аэродинамического сопротивления час-
тиц отдельного компонента заряда находится по известным полученным исходя
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из экспериментальных данных зависимостям [7, 8] для широкого диапазона по-
ристостей.

При описании теплового взаимодействия газовой и конденсированной фаз ка-
лорийность горящих элементов метательного заряда определяется по известному
во внутренней баллистике соотношению.

Также для замыкания системы основных уравнений используется уравнение
состояния смеси газов типа Дюпре, где коэффициенты уравнения состояния для
смеси газов находятся, исходя из известных коэффициентов отдельных газовых
компонентов и значений их средних плотностей по определенным соотношени-
ям [3].

Таким образом получаем замкнутую систему для определения средних плот-
ностей газовых компонентов, объемного содержания каждой конденсированной
фракции, скоростей газа и частиц, энергии, температуры и давления смеси газов, а
также степени превращения и температуры отдельного компонента заряда.

Расчетные области для рассматриваемой задачи приведены на рис. 1 и 2. На
рис. 1 показана расчетная область при ЭКВ-воспламенении. Область ограничена
слева дном камеры, имеющим круглое отверстие (0< r <Rf ), через которое про-
дукты сгорания воспламенителя, попадают в пороховую камеру. Справа расчет-
ная область ограничена дном метаемого объекта (МО). Снизу расчетная область
ограничена осью симметрии, а сверху – твердой непроницаемой стенкой – внут-
ренней поверхностью пороховой камеры.

МО

Rf

x0

r R(x)

L

Рис. 1. Расчетная область при ЭКВ-воспламенении
Fig. 1. Computational domain for EPI-ignition

МО

Rf

x0

r R(x)

Lf L

Рис. 2. Расчетная область при использовании «флейты»
Fig. 2. Computational domain for "flute" plasma torch ignition
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Задача решается при естественных начальных условиях: в начальный момент
задаются парциальные давления компонент газовой смеси и ее температура, ха-
рактеризующие начальное состояние газовой фазы, а также начальное простран-
ственное распределение каждого конденсированного компонента.

При задании граничных условий для газодинамической части задачи дно по-
роховой камеры рассматривается как неподвижная непроницаемая граница, на
которой ставятся условия непротекания, за исключением первого варианта вос-
пламенения, когда на части поверхности задаются параметры втока продуктов
сгорания воспламенителя. Также параметры втока воспламенительного состава
задаются при втором варианте воспламенения на поверхности «флейты». На оси
симметрии и внутренней поверхности пороховой камеры ставятся естественные
условия непротекания. На снаряде в качестве граничных условий также исполь-
зуются условия непротекания, при этом для определения скорости и положения
снаряда интегрируется уравнение его движения.

Для численного решения поставленной задачи для обоих вариантов воспламе-
нения расчетная область разбивается на расчетные интервалы таким образом,
чтобы они образовывали сетку, однородную по координате x и пропорциональ-
ную однородную по координате r. Проинтегрировав основные уравнения по эле-
ментарной счетной ячейке, вычислив интегралы, отвечающие за геометрию ячей-
ки, получаем формулы для определения параметров на следующем временном
слое. При этом для нахождения потоков на границах ячеек используется модифи-
кация метода С.К. Годунова, описанная в [9, 10]. В одномерных задачах эта чис-
ленная методика хорошо обоснована физически. В то же время формально ее
можно применить и к двумерной осесимметричной постановке. В этом случае
скорость газа в каждой ячейке разлагается на нормальную и касательную состав-
ляющие, из которых получают значения нормальной и касательной скорости на
каждой границе, участвующие в формулах распада разрыва. При этом расчет рас-
пада произвольного разрыва становится массовой элементарной операцией, по-
зволяющей определить потоки через границы ячейки.

При решении уравнения теплопроводности используется неявная схема с не-
линейной правой частью, которая обладает свойствами абсолютной устойчивости,
монотонности и консервативности [11]. При аппроксимации конвективных сла-
гаемых применяются разности против потока. Для нахождения значения темпера-
туры на каждом временном слое в силу нелинейности системы полученных урав-
нений необходимо было организовать итерационный процесс. В качестве нулево-
го приближения бралось значение с предыдущего временного слоя. На каждом
итерационном шаге значения температуры находятся из системы с трехдиаго-
нальной матрицей методом прогонки. Процесс итераций проводится до тех пор,
пока не достигается заданная точность вычислений.

По описанной численной методике на основе принципов объектно-ориентиро-
ванного программирования на языке С++ [12] было разработано комплексное
программное обеспечение, позволяющее моделировать выстрел в осесимметрич-
ной постановке. Интерфейсная часть программного обеспечения разрабатывалась
с помощью библиотеки классов Qt [13]. Описываемое программное обеспечение
имеет графический интерфейс пользователя (GUI) и работает в рамках системы
Win32, запуск программы расчета осуществляется привычным для этой операци-
онной системы образом. Входные данные для программы расчета вводятся в виде
конфигурационных файлов. В ходе расчета имеется возможность графической
иллюстрации происходящих процессов в виде изолиний различных характери-
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стик, поля скоростей, а также пространственных распределений осредненных по
поперечному сечению внутрибаллистических параметров.

Разработанный программный комплекс для расчета внутрибаллистических ха-
рактеристик выстрела в осесимметричной постановке использовался для исследо-
вания модельной установки с применением для зажигания метательного заряда
ЭКВ-воспламенителя и плазматрона «флейта». Исследуемая модельная установка
имеет калибр 120 мм и длину ствола около 5 м. Пороховая камера имеет длину
0.40 м и диаметр 160 мм. В качестве основного метательного заряда применялся
зерненный семиканальный порох, в качестве воспламенителя – порох ДРП, при
этом навеска ДРП располагалась на дне пороховой камеры и у снаряда при ЭКВ-
воспламенении и внутри «флейты» в случае использования плазматрона «флей-
та». В ходе расчетов было рассмотрено три варианта начальной температуры за-
ряда: –40, 0 и +40 °С.

Некоторые результаты расчетов приведены в таблице и на рис. 3 – 12. В таблице
сведены основные результаты расчетов. На рис. 3 показаны зависимости среднего
давления на дно МО от времени, на рис. 4 – зависимости скорости МО от его теку-
щей координаты для шести вариантов расчета. Из рис. 3, 4 и таблицы видно, что
повышение начальной температуры заряда приводит к повышению максимального
давления в камере и на дно снаряда и повышению его дульной скорости. Разница
между дульными скоростями в рассмотренных случаях начальной температуры со-
ставляет около 100 м/с (~7.5%) для обоих типов воспламенения, причем кривые
скорости для отдельных типов воспламенения практически совпадают. Также мож-
но отметить, что в случае более высокой начальной температуры кривые давления
более острые, очевидно, что воспламенение заряда и форсирование снаряда проис-
ходит в этом случае быстрее и разница в расчетных длительностях выстрела со-
ставляет около 0.5 мс для воспламенения с помощью «флейты» и около 0.75 мс при
ЭКВ-воспламенении. Заметим, что несущественное превышение максимального
давления на дно МО при использовании «флейты» можно объяснить более форси-
рованными режимами при таком зажигании. Также можно отметить, что характер
волновых процессов в заснарядном объеме не зависит от начальной температуры
заряда, однако отличается при разных типах воспламенения.

О характере распространения воспламенения можно судить по рис. 5 и 6, на
которых приведены поля зажигания в три последовательных момента времени,
соответствующих воспламенительному периоду, для двух типов воспламенитель-
ных устройств.

Рис. 7 – 10, на которых приведены изолинии давления и поля скоростей газо-
вой фазы в последовательные моменты времени, иллюстрируют протекающие в
ходе выстрела процессы для случая начальной температуры метательного заряда
Т0 = 0°С. При этом рис. 7, 8 соответствуют воспламенительному периоду, а рис. 9,
10 характеризуют протекание процесса с момента форсирования снаряда, рис.7, 9
показывают распределения соответствующих характеристик при ЭКВ-воспла-
менении, а рис. 8, 10 – при воспламенении с помощью плазматрона «флейта».
Из приведенных рисунков видно, что в рассмотренных случаях существенная не-
одномерность имеет место только на начальном этапе выстрела. Дальнейшее раз-
витие процесса происходит практически одномерно, что позволяет на этом этапе
для описания внутрибаллистических процессов пользоваться одномерными чис-
ленными моделями. Отметим также, что при моделировании не учитывалась гео-
метрия ведущего устройства и наличие конструктивных элементов установки.
Поэтому учет отмеченных факторов может осложнить картину течения.
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Рис. 3. Зависимость среднего давления на дно МО от времени:
1 – Т0 = –40 °С; 2 – Т0 = 0° С; 3 – Т0 = +40 °С

Fig. 3. Time dependence of the average pressure on a projectile bottom:
Т0 = (1) –40, (2) 0, and (3) +40 °С
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Рис. 4. Зависимость скорости МО от его координаты:
1 – Т0 = –40 °С; 2 – Т0 = 0 °С; 3 – Т0 = +40 °С

Fig. 4. Velocity of the projectile as a function of its coordinate:
Т0 = (1) –40, (2) 0, and (3) +40 °С

Основные результаты расчетов

Вариант расчета 1_1 2_1 3_1 1_2 2_2 3_2
Тип воспламенения ЭКВ ЭКВ ЭКВ «флейта» «флейта» «флейта»
Начальная температура, °С -40 0 +40 -40 0 +40
Дульная скорость, м/с 1199.5 1302.3 1386.3 1194.5 1298.2 1382.8
Дульное время, мс 12.31 11.52 10.77 9.07 8.50 7.97
Время зажигания, мс 2.92 2.39 2.83 0.84 0.83 0.63
Максимальное давление, МПа 291.3 351.3 428.4 285.8 344.5 421.2
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Рис. 5. Поле воспламенения в три последовательных момента времени:
1 – t = 0.2 мс; 2 – t = 0.8 мс; 3 – t = 2.0 мс; ЭКВ-воспламенение, T0 = 0 °С

Fig. 5. Ignition fields at three consecutive time instants:
t = (1) 0.2, (2) 0.8, and (3) 2.0 ms; EPI-ignition, T0 = 0 °С
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Рис. 6. Поле воспламенения в три последовательных момента времени:
1 – t = 0.1 мс; 2 – t = 0.4 мс; 3 – t = 0.7 мс; воспламенение «флейтой», T0 = 0 °С

Fig. 6. Ignition fields at three consecutive time instants:
t = (1) 0.1, (2) 0.4, and (3) 0.7 ms; "flute" plasma torch ignition, T0 = 0 °С
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Fig. 7. (a) Pressure isolines and (b) velocity fields:

t = (1) 0.2, (2) 0.8, and (3) 2.0 ms;
EPI-ignition, T0 = 0°С
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Рис. 8. Изолинии давления (a) и поле скоростей (b):
1 – t = 0.1 мс; 2 – t = 0.4 мс; 3 – t = 0.7 мс;
воспламенение «флейтой», T0 = 0°С

Fig. 8. (a) Pressure isolines and (b) velocity fields:
t = (1) 0.1, (2) 0.4, and (3) 0.7 ms;

"flute" plasma torch ignition, T0 = 0°С
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Рис. 9. Изолинии давления (a) и поле скоростей (b):
1 – t = 2 мс; 2 – t = 7 мс; 3 – t = 10 мс;

ЭКВ-воспламенение, T0 = 0°С
Fig. 9. (a) Pressure isolines and (b) velocity fields:

t = (1) 2, (2) 7, and (3) 10 ms;
EPI-ignition, T0 = 0°С
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Рис. 10. Изолинии давления в барах (a) и поле скоростей (b):
1 – t = 0.7 мс; 2 – t = 4.0 мс; 3 – t = 8.0 мс;
воспламенение «флейтой», T0 = 0°С

Fig. 10. (a) Pressure isolines in bars and (b) velocity fields:
t = (1) 0.7, (2) 4.0, and (3) 8.0 ms;

"flute" plasma torch ignition, T0 = 0°С
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Таким образом, в данной работе проведено исследование влияния начальной
температуры топлива и типа воспламенения на функционирование модельной
баллистической установки калибром 120 мм. Описана разработанная численная
методика, которая позволяет в осесимметричной постановке моделировать артил-
лерийский выстрел как при использовании воспламенительного устройства ЭТХ-
технологии типа «флейта», так и при традиционном ЭКВ-воспламенении. Приве-
дены некоторые результаты расчета внутрибаллистических характеристик вы-
стрела для шести различных расчетных вариантов начальной конфигурации, ко-
торые позволяют судить о происходящих в ходе выстрела процессах. Показано,
что начальная температура топлива в исследованном диапазоне существенно
влияет на баллистические характеристики выстрела и не учет этого фактора мо-
жет значительно понизить точность моделирования. Также отмечено, что тип
воспламенения значительно влияет на время зажигания метательного заряда и
время выстрела в целом, однако на скорость метания и максимальное давление в
заснарядном пространстве существенного влияния не оказывает.
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In this paper, the effect of the initial temperature of a propellant charge and ignition method
on ballistic characteristics of a shot from a model installation with a caliber of 120 mm is
theoretically studied. Two types of charge ignition are considered: ignition by means of an
electric primer-igniter and by a "flute"-type plasma torch. The developed numerical technique is
described, which serves to simulate an artillery shot in an axisymmetric setting in conditions of
the indicated ignition types. Three values of the initial temperature of the propellant charge are
considered: –40, 0, and +40 °C. Configurations of computational domains for the given ignition
methods are shown, and some calculated shot ballistic characteristics for six different calculation
options, differing in the ignition type and initial temperature, are presented. It is revealed that in
the specified range, the initial temperature of the propellant charge significantly affects the
ballistic characteristics of the shot, such as a throwing speed and a maximum pressure in the
chamber, while the type of ignition does not significantly affect these characteristics. It is noted
that the ignition type has a great impact on temporal characteristics of the shot: the ignition time
of a propellant charge and the time of the shot as a whole.
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ФОРМУЛИРОВКА МЕТОДА ОЦЕНКИ ВЕРОЯТНОСТИ
БЕЗОТКАЗНОЙ РАБОТЫ КОНСТРУКЦИЙ НА ОСНОВЕ
СОЧЕТАНИЯ СТАТИСТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ
И ЧИСЛЕННЫХ МЕТОДОВ ОЦЕНКИ НАПРЯЖЕНИЙ

Рассматриваются методы оценки вероятности безотказной работы конст-
рукций. Приведена формулировка метода оценки вероятности безотказной
работы конструкций на основе сочетания статистического моделирования и
численных методов оценки напряжений. В основе метода лежит модель «на-
грузка – несущая способность», учитывающая: стохастичность механиче-
ских свойств материалов конструкции; случайность геометрических харак-
теристик; нагрузки вероятностного характера.

Ключевые слова: вероятность безотказной работы, нагрузка, несущая
способность, статистическое моделирование.

1. Введение

Сложный характер взаимодействия различных составляющих конструкций с
окружающей средой и между собой, случайная природа прочности материалов и
условий эксплуатации, неточность сведений о характере нагружения и условий
отказа элементов конструкции требуют в расчетах на прочность и долговечность
применения вероятностных методов анализа и использования в качестве критери-
ев показатели надежности. Таким образом, вероятностные аспекты проблем проч-
ности рассматриваются теорией надежности.

На текущий момент достаточно хорошо разработаны методы и подходы к
оценке вероятности безотказной работы или надежности конструкции на основе
модели «нагрузка – несущая способность» [1−6]. В рамках указанных методов
условие безотказной работы конструкции, или условие прочности, представляет
неравенство между нагрузкой Q и несущей способностью R. Ввиду того, что и
нагрузка и несущая способность подвержены случайному разбросу с определен-
ными параметрами рассеяния, условие прочности приобретает вероятностный
смысл. Таким образом, вероятность отказа конструкции есть вероятность невы-
полнения условия прочности. Условие прочности записывается в виде

0R QΨ = − > , (1)
где Ψ – функция неразрушимости.

Аналитические методы и подходы предполагают знание законов распределе-
ния (математическое ожидание, дисперсия, коэффициент вариации) всех опреде-
ляющих параметров, входящих в функции нагрузки Q и несущей способности R, а
также наличие аналитической зависимости определяющих параметров конструк-
ции в виде функции

( )1 2, ,.... ,...i nZ a a a a= Ψ . (2)
Для ряда конструкций получение аналитического выражения, определяющего

взаимосвязь между параметрами нагрузки Q и несущей способностью R, вызывает
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затруднение. В этих случаях для оценки надежности (вероятности безотказной
работы) прибегают к алгоритмам статистического моделирования и численным
методам оценки напряжений, например методу конечных элементов [7−10].

Математическая модель, которая является описанием системы, функциони-
рующей в условиях всякого рода случайных воздействий, называется стохастиче-
ской моделью системы [1], где уравнение вида (2) может быть задано аналитиче-
ски или в виде конечно-разностной или конечно-элементной схемы.

Задача исследования надежности системы – исследование вероятностных
свойств Z, когда имеются вероятностные характеристики аi (i = 1,2,…,n). Так как
полной вероятностной характеристикой случайной функции является ее функ-
ционал распределения, а случайная величина – ее функция распределения, то для
решения сформулированной задачи необходимо уметь строить функционалы и
функции распределения. Их определение с помощью аналитических методов
представляет известные трудности.

Поставленную задачу можно решить следующим образом:
1) Сформировать вероятностные характеристики Z, определяющие надежность

системы, а с помощью натурных испытаний, экспериментов (в том числе вычис-
лительных) или теоретических исследований выяснить вид Ψ;

2) На множестве выборок реализаций случайных величин аi реализовать алго-
ритм распределения параметров системы;

3) На совокупности реализаций модели решений Ψ построить статистические
оценки вероятностных характеристик Z.

Основная идея метода статистического моделирования (статистических испы-
таний – метод Монте-Карло) состоит в том, что многократно воспроизводится
схема, являющаяся формальным математическим описанием процесса функцио-
нирования реальной системы и в то же время выступающая в качестве математи-
ческой модели, вероятностные характеристики которой адекватны решениям за-
дач математического анализа.

Теоретической основой метода статистического моделирования является ши-
роко известный в теории вероятностей закон больших чисел, устанавливающий,
при определенных условиях, предельное равенство среднего арифметического
случайных величин при бесконечном увеличении числа опытов.

Метод статистического моделирования является универсальным методом на-
хождения закона распределения f (z) по известным законам распределения опре-
деляющих параметров аi. Метод пригоден практически для любых математиче-
ских моделей.

Следует заметить, что совместное использование модели «нагрузка – несущая
способность», метода статистического моделирования и конечно-элементного
анализа также широко освещено в литературе [3−6].

2. Классический подход

Общий алгоритм статистического моделирования для оценки вероятности без-
отказной работы на основе модели «нагрузка – несущая способность» представ-
лен на рис. 1. При этом вычисление напряжений может производиться либо по
аналитической функции Ψ, определяющей взаимосвязь между параметрами на-
грузки Q и несущей способности R, либо на основе расчета конечно-элементной
модели (КЭМ). Это так называемый классический подход статистического моде-
лирования.
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Рис. 1. Общий алгоритм статистического моделирования
Fig. 1. Statistical modeling algorithm

Одной из программных реализаций представленного подхода (рис. 1) является
алгоритм модуля Probabilistic Design Analysis пакета программ ANSYS. В рамках
данного модуля при решении задач оценки вероятности безотказной работы тре-
буются следующие исходные данные: модельный файл, содержащий расчетную
модель для вероятностного анализа (т.е. параметрическая КЭМ с фиксированным
числом определяющих параметров как случайных величин) и собственно пере-
менные (случайные величины), для которых либо должен быть задан закон рас-
пределения как набор констант (например, для нормального закона распределения
следует задать математическое ожидание и дисперсию), либо должны быть зада-
ны вариационные ряды с высоким объемом выборки.



54 С.А. Пименов

В классическом подходе можно выделить следующие не совсем корректные
моменты:

1) В интерфейсе модуля Probabilistic Design Analysis, так же как и в других
реализациях классического подхода, предлагается ограниченное число видов за-
конов распределения. Что делать если случайный параметр имеет какой-то другой
закон распределения, не описанный в интерфейсе? Этот параметр, конечно же,
можно задать в виде вариационного ряда с высоким объемом выборки. Но при
этом объем этой выборки должен быть сопоставим с объемами выборок сгенери-
рованных данных для других случайных параметров, с заданными в интерфейсе
законами распределения, что на практике не всегда возможно выполнить.

2) Если для какого-либо случайного параметра задан закон распределения, то
генерация значений этого параметра выполняется с применением алгоритмов
случайной генерации чисел, а получившийся, сгенерированный, вариационный
ряд должен удовлетворять заданному закону распределения. При этом, при по-
вторном запуске алгоритма генерации, можно получить совершенно другой ва-
риационный ряд, но тоже удовлетворяющий заданному закону распределения.
Никаких проверок, что эти ряды из одной и той же генеральной совокупности
обычно не делается. И эти ряды никакого отношения к реальным конструктивным
значениям не имеют, это абстрактные данные, а не данные, снятые средствами
мониторинга конструкции.

3) Если случайные параметры заданы в виде вариационных рядов, а вариаци-
онные ряды – это результаты статистики мониторинга конструкции, то объем вы-
борок этих рядов должен быть значительным (более 500 измерений, как показы-
вает практика). Применение в классическом подходе вариационных рядов с низ-
ким объемов выборки может привести к некорректным результатам.

3. Новая формулировка
В отличие от классических реализаций предлагается новый подход, в котором

в качестве исходных данных при решении задач оценки вероятности безотказной
работы требуются: параметрическая КЭМ (как и в классической реализации) либо
аналитическая функция Ψ, определяющая взаимосвязь между параметрами на-
грузки Q и несущей способности R; определяющие параметры как случайные ве-
личины, но заданные в виде вариационных рядов как результат статистики по-
добных конструкций. При этом объем выборки определяющих параметров может
быть незначительным, а законы распределения не определены (т.е. имеет место
эмпирические распределения определяющих параметров, без привязки к каким
либо известным законам распределения).

Основой предлагаемой формулировки является алгоритм, в рамках которого
следует многократно запустить расчет КЭМ конструкции для вычисления напря-
жений (либо вычислить напряжения на основе аналитической функции) с учетом
данных вариационного ряда каждого из определяющих параметров. Алгоритм
представляет собой вложенный цикл по вариационным рядам определяющих па-
раметров (рис. 2). В теле цикла производится расчет КЭМ (или вычисляются на-
пряжения на основе аналитической функции в слабейшем звене конструкции) с
текущими значениями параметров из соответствующего вариационного ряда.
Реализация такого алгоритма обычно производится языком команд системы ин-
женерного анализа [4]. С использованием команд системы составляется управ-
ляющая программа для многократного запуска расчетного процесса. В результате
расчета получается ряд чисел Ψij = Rj – Qij, которые определяют кривую распреде-
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ления функции Ψ для узлов КЭМ (или слабейшего звена). Здесь Qij – уровень эк-
вивалентных напряжений на i-й итерации для j-гоузла КЭМ, Rj – уровень пре-
дельных напряжений для конструкции (в районе j-го узла КЭМ). Таким образом, в
результате итерационного процесса Rj, Qij представляются как эмпирические рас-
пределения для каждого узла КЭМ.

a I1 1[ ]; a I a I2 2[ ]; ...; [ ]n n

I1 = 1; I I2 = 1; ...;  = 1n

A1 = a I1 1[ ]

A2 = a I2 2[ ]

An = a In n[ ]

A A A1 2, ,...,  n
A A A1 2, ,...,  n

I1 = +1I1

I I2 2= +1

I In n= +1

n –
a I1 1[ ]; a I a I2 2[ ]; ...; [ ] –n n

K1; K K2; ...;  –n
a1; a a2; ...; n

I1; I I2; ...; n –
a1; a a2; ...; .n

Рис. 2. Модифицированный алгоритм статистического моделирования
Fig. 2. A modified algorithm for statistical modeling
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Дальнейший расчет производится для опасного узла, исходя из принципа сла-
бейшего звена, по методу определения вероятности безотказной работы (надеж-
ности), а именно выполнению условия неразрушимости по результатам расчета
напряжений при эмпирических распределениях R и Q [2]. Данный метод выбран
исходя из того, что нет оснований для принятия допущения о каком-либо кон-
кретном распределении нагрузки Q и несущей способности R, однако имеется
достаточный объем эмпирических данных. В нашем случае в качестве эмпириче-
ских данных выступают данные вычислительного эксперимента – результаты
расчета КЭМ (или вычисленные напряжения на основе аналитической функции
в слабейшем звене конструкции) в теле цикла (рис. 2). Вводя обозначения
Gj = 1 – FR(Rj) и Hj = FQ(Qij), запишем выражение для вероятности безотказной ра-
боты конструкции или надежности:

1

0

.j j jN G dH= ∫ (3)

Выражение (3) показывает, что вероятность безотказной работы (надежность)
Nj численно равна площади под кривой зависимости Gj и Hj [2]. Используя резуль-
таты расчета КЭМ и соответственно данные о несущей способности Rj и нагрузке
Qij объекта, строятся эмпирические функции распределения FR(Rj), FQ(Qij) и, сле-
довательно, Gj и Hj. Площадь под кривой зависимости Gj и Hj определяется путем
численного интегрирования. В результате расчета по каждому узлу КЭМ получа-
ется диаграмма изменения вероятности безотказной работы (надежности) по эле-
ментам конструкции.

Приведенный новый алгоритм (рис. 2) в общем случае представляет собой
блок-схему из n вложенных циклов. Количество определяющих параметров n за-
висит от конструкции. Для выполнения расчета с произвольным значением n ал-
горитм должен быть преобразован. Реализация такого алгоритма на ЭВМ осуще-
ствлена с применением рекурсии [4].

Основное отличие алгоритма (рис. 2) от классических алгоритмов статистиче-
ского моделирования (рис. 1, как пример алгоритма модуля Probabilistic Design
Analysis пакета программ ANSYS) − это применение формализованного метода
определения вероятности безотказной работы при эмпирических распределениях
R и Q (вычисление Nj). Изначально это графический метод вычисления показате-
лей надежности. В рамках формализации в первую очередь производится вырав-
нивание статистических распределений нагрузки и несущей способности с помо-
щью некоторых аппроксимирующих кривых. Для построения функции распреде-
ления нагрузки по результатам решения задачи по всем итерациям и построения
функции распределения несущей способности по указанному вариационному ря-
ду производятся следующие действия:

- расчет области определения функций;
- построение графиков эмпирических функций распределения по результатам

расчетов;
- аппроксимация результатов расчетов по методу наименьших квадратов с ав-

томатическим выбором степени полинома;
- вычисление набора значений аппроксимации функции распределения на зна-

чениях исходного ряда;
- аппроксимация функции распределения с помощью сплайнов третьего по-

рядка с асимптотическими граничными условиями.
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Область определения функций либо задается пользователем указанием мини-
мального и максимального значения аргумента, либо задается с помощью расчета
доверительного интервала математического ожидания по входному ряду с учетом
заданного пользователем коэффициента доверительной вероятности. Расчет ин-
тервала выполняется с учетом распределения Стьюдента и оценки среднеквадра-
тичного отклонения:

1 1
, , ,k kx

S S
x t I x t

n nα α− < < +

где x  – среднее значение; n – объем выборки (число измерений случайной вели-
чины x); S1 – значение среднеквадратического отклонения с учетом коэффи-
циента K0, который учитывает смещенность оценки среднеквадратического от-
клонения при малых объемах выборки; tα,k – значение квантили распределения
Стьюдента для числа степеней свободы K = n − 1 c доверительной вероятностью
P = 1 − α/2.

Графики эмпирических функций распределения по результатам расчетов стро-
ятся как кусочно-постоянная функция, дополнительно строится кусочно-линейная
интерполяция (рис. 3).

–0.05

0.22

0.50

0.78

1.05

321.66 338.50 354.50 370.50 386.42
Stress, MPa

U
ni

tle
ss

 S
ca

la
r

Рис. 3. Кусочно-линейная интерполяция
Fig. 3. Piecewise linear interpolation

Выравнивание статистических распределений осуществляется путем полино-
миальной аппроксимации результатов расчетов по методу наименьших квадратов
с автоматическим выбором степени полинома (рис. 4).

Полиномиальная аппроксимация обеспечивает нахождение коэффициентов
полинома

2
0 1 2( ) ... m

my x a a x a x a x= + + + + (4)
из решения следующей системы уравнений:

1 1 2 2 0

1 2 1 3 2 1 1

1 1 2 2 2

... ,

... ,
...

... ,

o o m m

o m m

m o m m m m m

c a c a c a c a d
c a c a c a c a d

c a c a c a c a d

+

+ +

+ + + + =
+ + + + =

+ + + + =

(5)
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Рис. 4. Полиномиальная аппроксимация
Fig. 4. Polynomial approximation

где
1

xyN

j
i

c xj
=

= ∑ , j = 0, 1, 2, …, 2m; (6)

1

xyN
k

k i i
i

d x y
=

= ∑ , k = 0, 1, 2, …, m. (7)

Полином (4) степени m<Nxу, где Nxy – число пар xi и yi, обеспечивает аппрокси-
мацию (и интерполяцию) таблично заданной функции yi(xi) с минимальной сред-
неквадратичной погрешностью:

2
0

1
/( 1),

xyN

i xy
i

E K N
=

= ε −∑ (8)

где ( ) ( ) ( ) ( )
/ ;

( ) ( )
i i i i i i

i xy
i i i i

y x y x y x y x
N

y x y x
− −

ε = −

K0 – поправочный коэффициент, учитывающий смещенность оценки среднеквад-
ратического отклонения в зависимости от Nxy.

Если m = Nxy, то имеет место обычная интерполяция, в этом случае значения
y(x) при x = xi точно совпадают с заданными уi. При m<Nxy такого совпадения в
общем случае нет, аппроксимация yi(xi) по методу наименьших квадратов, таким
образом, имеет более универсальных характер, чем обычная интерполяция.

Если достаточно ограничиться вычислением лишь коэффициентов 0 1, ,..., ma a a
полинома (4) без вычисления значения погрешности Е, то нет необходимости в
хранении массивов xi и yi. При этом достаточно вычислить сj (массив из 2m чисел)
и dk (массив из m чисел) с помощью (6), (7) соответственно и далее решить полу-
ченную систему уравнений методом Гаусса.

Полиномиальная аппроксимация с автоматическим выбором степени полино-
ма выполняется по следующему алгоритму:

1) Задается степень m = 1 (линейная интерполяция), при этом массивы xi и yi
сохраняются;



Формулировка метода оценки вероятности безотказной работы конструкций 59

2) После вычисления коэффициентов 1, ,...,o ma a a  методом Гаусса с помощью
(8) вычисляется среднеквадратическая погрешность Е и сравнивается с заданной
Е1;

3) Если Е > Е1, то степень полинома m увеличивается на 1 и так далее произ-
водится итерационный расчет, начиная с второго пункта перечисления настояще-
го списка;

4) Расчет прекращается, как только достигается Е < Е1.
Примечание. Таким образом, производится полиномиальная аппроксимация

функций распределения нагрузки FQ(Qi) и несущей способности FR(Ri) исходя из
результатов расчетов (вариационных рядов нагрузки Qi в контрольных узлах
КЭМ) и данных о несущей способности конструкции (вариационный ряд Ri). По-
линомиальная аппроксимация производится методом наименьших квадратов с ав-
томатическим выбором степени полинома на основе погрешности, указанной на
входе алгоритма.

По результатам аппроксимации методом наименьших квадратов производится
вычисление значений функции распределения на значениях исходного ряда. Эти
значения становятся исходными для расчетов, выполняемых на следующем шаге.

Метод наименьших квадратов достигает точности на значениях исходного ря-
да, но обладает существенными недостатками − большой погрешностью интерпо-
ляции при больших промежутках в значениях исходного ряда и погрешностью
экстраполяции (рис. 4). Поэтому для экстраполяции на функции распределения на
участках справа и слева от исходного ряда требуется введение сплайнов третьего
порядка с асимптотическими граничными условиями.

Аппроксимация функции распределения с помощью сплайнов третьего поряд-
ка с асимптотическими граничными условиями выполняется c учетом гладкого
(равенство первых производных) соединения участков функции между исходны-
ми значениями. Функция распределения асимптотически приближается к нулю
слева и к единице справа, поэтому принимается, что в граничных точках опреде-
ления первая производная равна нулю. Экстраполяция слева и справа области оп-
ределения выполняется линейными участками с сохранением наклона (значения
первой производной) на границах области определения (рис. 5).
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Рис. 5. Экстраполяция на границах области определения
Fig. 5. Extrapolation at the boundaries of a definition domain
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Из ранее приведенного видно, что производится выравнивание статистических
распределений нагрузки и несущей способности с помощью некоторых теорети-
ческих кривых. Между теоретической кривой (как бы она хорошо подобрана не
была) и статистическим распределением неизбежны некоторые расхождения.
Возникает вопрос: объясняются ли эти расхождения только случайными обстоя-
тельствами, связанными с ограниченным числом наблюдений, или они являются
существенными и связаны с тем, что подобранная кривая плохо выравнивает дан-
ное статистическое распределение. Для ответа на этот вопрос служат критерии
согласия.

В данном случае проверка расхождения между теоретическим и статистиче-
ским распределениями осуществляется на основе критериев согласия Колмогоро-
ва и Пирсона. По данным критериям проверяется гипотеза Н, состоящая в том,
что случайная величина X подчиняется некоторому определенному закону рас-
пределения, полученному на основании заданного статистического материала
(опытные или расчетные данные).

Схема применения критерия Колмогорова следующая:
1) Строятся статистическая функция распределения *( )nF x  и предполагаемая

функция теоретического распределения ( )F x  на основе ранее приведенной тех-
нологии выравнивания с помощью аппроксимационных функций (рис. 6);
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Рис. 6. Схема применения критерия Колмогорова
Fig. 6. Scheme for applying the Kolmogorov criterion

2) Определяется максимум nD  модуля разности между этими распределения-
ми:

*max ( ) ( )n nD F x F x= − ;

3) Определяется величина nD nλ =  и по табл. 1 находится вероятность ( )P λ ;
Примечание. Величина ( )P λ  есть вероятность того, что за счет чисто случай-

ных причин максимальное расхождение между ( )F x и *( )nF x  будет не меньше,
чем фактически наблюдаемое.
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λ ( )P λ λ ( )P λ λ ( )P λ λ ( )P λ
0.0 1.000 0.6 0.864 1.1 0.178 1.6 0.012
0.1 1.000 0.7 0.711 1.2 0.112 1.7 0.006
0.2 1.000 0.8 0.544 1.3 0.068 1.8 0.003
0.3 1.000 0.9 0.393 1.4 0.040 1.9 0.002
0.4 0.997 1.0 0.270 1.5 0.022 2.0 0.001
0.5 0.964

4) Если вероятность ( )P λ  весьма мала, то гипотезу Н следует отвергнуть как
неправдоподобную, при сравнительно больших ( )P λ  её можно считать совмес-
тимой с опытными (расчетными) данными.

Схема применения критерия Пирсона:
1) Определяется мера расхождения 2χ по формуле

* 2 2
2

1 1

( ) ( )
,

n n
i i i i

i ii i

P P m kP
W k

P kP= =

− −
= χ = =∑ ∑

где * /i iP m k= ; im – число значений в i-м разряде; n – число разрядов;
2) Определяется число степеней свободы K по формуле K n s= − (число раз-

рядов n минус число независимых условий, связей s, наложенных на частоты *
iP );

3) По K и 2χ  с помощью таблиц распределения Пирсона находят вероятность

того, что величина, имеющая распределение 2χ  с K степенями свободы, превзой-

дет данное значение 2χ ;
4) Если эта вероятность весьма мала (меньше 0.1), гипотеза H отбрасывается

как неправдоподобная, а если вероятность относительно велика, гипотезу Н мож-
но признать не противоречащей опытным (расчетным) данным.

Основная область применения предлагаемого метода − оценка вероятности
безотказной работы конструкций, нагруженных стационарной или квазистацио-
нарной случайной нагрузкой при следующих условиях:

1) Предполагается, что вид законов распределения нагрузки и несущей спо-
собности во времени не меняется. Неизменными также считаются и параметры
законов распределения;

2) Для исследуемой конструкции, для ее опасного места, выведено аналитиче-
ское выражение ( )1 2, ,..., ,...,i na a a aψ , определяющее взаимосвязь R и Q, либо
конструкция задана в виде параметрической КЭМ с заданным числом опреде-
ляющих параметров 1 2, ,..., ,...,i na a a a ;

3) Определяющие параметры конструкции аi полагаются независимыми слу-
чайными величинами, имеют произвольный закон распределения или заданы эм-
пирически в виде вариационных рядов.

Дополнительная область применения – оценка вероятности безотказной рабо-
ты при случайных динамических нагрузках, представленных в виде детерминиро-
ванных функций, зависящих от конечного числа случайных величин. Например:
ударные воздействия, форма импульса которых неизменна, а амплитуда и дли-
тельность представлены как независимые случайные величины; синусоидальная
вибрация, где амплитуда и частота – независимые случайные величины. В рамках
предлагаемого метода возможно решить классическую задачу статистической ме-
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ханики с точки зрения теории надежности, т.е. вычислить вероятность безотказ-
ной работы с учетом случайного нагружения (например, заданного в виде широ-
кополосной случайной вибрации) и случайных факторов на уровне геометрии и
свойств материалов конструкции.

В предлагаемом методе случайными факторами могут быть: механические
свойства материалов конструкции, геометрические характеристики конструкции и
дефектов, условия нагружения.

4. Заключение

Разработанный метод предназначен для анализа вероятности безотказной ра-
боты при случайном нагружении. Его основной отличительной чертой является
возможность использования в качестве исходных данных для решения задач
оценки вероятности безотказной работы (надежности) определяющих параметров,
заданных в виде вариационных рядов. Достоверность результатов достигается при
незначительных объемах выборки, при этом закон распределения может оставать-
ся неизвестным.

Основное преимущество – универсальность метода. С применением данного
метода возможно проводить расчеты для широкого ряда конструкций с учетом
статистического характера исходных данных. Ввиду возможности использования
выборок малых объемов, применение метода актуально для конструкций, диагно-
стика и систематический мониторинг которых затруднены вследствие конструк-
тивных особенностей и специфики эксплуатации.
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In this paper, methods for estimating the reliability of constructions are considered. The
formulation of a method for estimating the reliability of the design based on a combination of
statistical modeling and numerical methods for evaluating stresses is given. The method is based
on a "load – bearing capacity" model, which takes into account both stochasticity of mechanical
properties of construction materials, randomness of geometric characteristics, and loads of a
probabilistic nature.

This new method is a system of n nested cycles. The number of governing parameters n
depends on the design. The load variation series is calculated in the body of the internal cycle.
The load is calculated numerically in terms of stresses using the finite element method. Any
commercial solver such as Nastran, Ansys, or Abaqus can be used for this purpose. The
probability of failure-free operation (reliability) is calculated involving the variational series of
loads and load-carrying ability. For this purpose, the formalized estimation method based on
empirical distributions is used. Fundamentals of the latter are available in the monograph
"Reliability in Engineering Design" written by Kapur K.C. and Lamberson L.R..

A primary function of the proposed method is to evaluate the probability of failure-free
operation of constructions under stationary or quasi-stationary random loads.
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РЕАКТАНСЫ И САССЕПТАНСЫ МЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ

Цель исследования состоит в разработке существенно компактных методов
расчета механических систем при гармонических силовых воздействиях для
установившихся режимов. При решении использованы подходы, применяе-
мые для расчета электрических цепей. Представление гармонических вели-
чин в виде вращающихся векторов в комплексной плоскости и операций с
их комплексными амплитудами позволяет многократно облегчить расчет
механических систем. Ключевую роль в предложенном методе играют ме-
ханические реактанс, резистанс и импеданс для параллельного соединения
потребителей механической мощности и сассептанс, кондактанс и адмитанс
– для последовательного.

Ключевые слова: реактанс, резистанс, импеданс, сассептанс, кондактанс,
адмитанс.

Классическое решение задач, связанных с расчетом скоростей и реакций эле-
ментов сложных механических систем при гармоническом силовом воздействии,
заключается в составлении и интегрировании систем дифференциальных уравне-
ний и является достаточно громоздким и трудоемким [1, 2].

В большинстве случаев интерес ограничивается установившимся режимом.
Цель исследования состоит в разработке существенно компактных методов

расчета систем для установившихся режимов.
При решении использованы методы, применяемые для расчета электрических

цепей.

Параллельное соединение потребителей механической мощности

Точки приложения сил к потребителям механической мощности (рис. 1) обла-
дают единой скоростью

sinv V t= ω . (1)

k

 m

r

 f

Рис. 1. Параллельное соединение
Fig. 1. Parallel connection
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Силы, приложенные к инертному телу, упругому элементу и демпферу, соот-
ветственно равны

 cosm
dvf m m V t
dt

= = ω ω ;  (2)

 cosk
kf kx k vdt V t= − = = − ω
ω∫ ;  (3)

 sinrf rv rV t= = ω .  (4)
Суммарная сила, развиваемая источником силового гармонического воздейст-

вия, равна

cos sinm k r
kf f f f V m t r t⎡⎛ ⎞ ⎤= + + = ω− ω + ω =⎜ ⎟⎢ ⎥ω⎣⎝ ⎠ ⎦

( )
( ) ( )

2 2

2 22 2
cos sinm k rV m k r t t

m k r m k r

⎡ ⎤ω− ω⎢ ⎥= ω− ω + ω + ω
⎢ ⎥ω− ω + ω− ω +⎣ ⎦

.

Пусть  arctg m k
r

ω− ω
ϕ = .  (5)

Тогда ( ) ( )2 2 sin cos cos sinf V m k r t t= ω− ω + ϕ ω + ϕ ω =

 ( )2 2 sin( ) sin( )V m k r t F t= ω− ω + ω +ϕ = ω +ϕ .  (6)
Это известная формула вынужденных колебаний, для получения которой не

потребовалось составлять и решать дифференциальное уравнение.
Амплитуда суммарной силы

F Vz= ,  (7)

где ( )2 2 1[кг с ]z m k r −= ω− ω + ⋅ .  (8)
В 1873 г. Максвелл ввел первую (из двух) систему электро-механических ана-

логий:
- (скорость) V ⇒ I (ток),
- (сила) F ⇒ U (напряжение),
- (масса) m ⇒ L (индуктивность),
- (коэффициент упругости) k ⇒ 1/C (C – емкость),
- (коэффициент вязкого сопротивления) r ⇒ R (сопротивление).
В 1919 г. Вебстер ввел в механику заимствованное из электротехники понятие

о механических реактансах, являющихся аналогами электрических реактивных
сопротивлений:

- (инертный реактанс) ωm ⇒ ωL (индуктивное сопротивление),
- (упругий реактанс) k/ω ⇒ 1/(ωC) (емкостное сопротивление).
В соответствии с представленной системой аналогий выражение (7) дуально

закону Ома ддя участка электрической цепи
U IZ= ,

где [ ]2 21 ( )Z L C R= ω − ω +  – полное сопротивление. Следовательно, выражение
(8) – это механический импеданс (impedance), как в силу дуального соответствия,
так и потому, что в его состав входят инертный и упругий реактансы.
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Механический реактанс (reactance) равен
kx m= ω−
ω

.

При 0x =  получается известная формула k mω = . Имеет место резонанс
сил [3]. Если при этом 0r = , то и 0z = . Физический смысл этого состоит в том,
что система не оказывает сопротивления внешнему силовому гармоническому
воздействию.

Для единообразия терминологии величина r в дальнейшем называется механи-
ческим резистансом (resistance).

Комплексное представление при параллельном соединении.

По аналогии с электротехникой гармоническую величину можно представить
в виде

( )sin( ) Im[ ]i ta A t Ae ω +ϕ= ω + ϕ = ,

где ( )i tAe ω +ϕ  – вращающийся в комплексной плоскости вектор.
Векторы в комплексной плоскости принято изображать для нулевого момента

времени. При этом величина
( 0 )i iAe Ae A

•
ω +ϕ ϕ= =

называется комплексной амплитудой.
В соответствии с этим выражение (1) можно представить в виде

sin Im( )i tv V t Ve ω= ω = ,

0iV Ve
•
= .

Формула (2) показывает, что fm опережает по фазе v на π/2. Следовательно,

2
i

m mF m V e x V
π• • •

= ω = ,

где  2
i

mx me i m
π

= ω = ω  (9)
– инертный реактанс в комплексном представлении.

Над комплексными величинами, не являющимися изображениями синусоиды,
точка не ставится, такие величины подчеркиваются.

Комплексная амплитуда инертной силы равна

02 2
i ii

mF me Ve mVe
π π•

= ω = ω .
Аналогично, с учетом (3) и (4)

2
i

k k
kF V e x V

π• • •
= − =

ω
,

где  2 2
i i

k
k k kx e e i

π π
−

= − = = −
ω ω ω

(10)

– упругий реактанс;

rF rV r V
• • •
= = , r r=

– резистанс.
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Комплексные амплитуды упругой и резистивной сил соответственно равны

02 2
i ii

k
k kF e Ve Ve

π π• − −
= =
ω ω

;

0 0i i
rF rV re Ve
• •
= = .

а механические реактанс и импеданс

2
i

m k
kx x x m e

π
⎛ ⎞= + = ω−⎜ ⎟ω⎝ ⎠

;

2
ikz r x r m e
π

⎛ ⎞= + = + ω−⎜ ⎟ω⎝ ⎠
.

Модуль механического импеданса совпадает с (8):
2

2 kZ r m⎛ ⎞= + ω−⎜ ⎟ω⎝ ⎠
.

Его фаза равна (5). Таким образом,
iz Ze ϕ= .

Суммарная сила, развиваемая источником силового гармонического воздейст-
вия, равна

 iF zV ZVe
• •

ϕ= = , (11)
что соответствует (6).

Пример 1. 0100 НiF e
•
= , 2 рад/сω = , 10 кгm = , 220 кг сk −= ⋅ , 17 кг сr −= ⋅ .

Найти скорость и составляющие силы в установившемся режиме.
90 90 120 кг сi i

mx me e° ° −= ω = ⋅ ,

90 90 110 кг сi i
k

kx e e− ° − ° −= = ⋅
ω

.

( ) ( )2 22 2 17 20 10 12,207 кг сm kZ r x x −= + − = + − = ⋅ .

20 10arctg arctg 55
7

m kx x
r
− −

ϕ = = = ° ,

55 112,207 кг сi iz Ze eϕ ° −= = ⋅ .

 
0

55 1
55

100 8,192 м с
12,207

i
i

i
F eV e
z e

•
•

− ° −
°

= = ≈ ⋅ , (12)

90 55 3520 8,192 163,846 Нi i i
m mF x V e e e
• •

° − ° °= = ⋅ = ,

90 55 14510 8,192 81,923 Нi i i
k kF x V e e e
• •

− ° − ° − °= = ⋅ = ,

0 55 557 8,192 57,344 Нi i i
rF rV e e e
• •

− ° − °= = ⋅ = .
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Разумеется,
35 145 55 0163,846 81,923 57,344 100 (Н)i i i i

m k rF F F e e e e F
• • • •

° − ° − °+ + = + + = = .
Классический расчет по сравнению с примером 1 несоизмеримо сложнее и

объемнее.
Векторная диаграмма (не является необходимой частью расчета) для величин

из примера 1 представлена на рис. 2.

V
•

xF
•

rF
•

mF
•

kF
•

F
•

ϕ

Рис. 2. Векторная диаграмма при параллельном соединении
Fig. 2. Vector diagram for parallel connection

Резонанс сил

В дополнение к вышесказанному о резонансе сил можно ограничиться чис-
ленным примером.

Пример 2. Пусть k = 40 кг·c–2. Остальные данные – из примера 1. Потребители
механической мощности соединены параллельно.

90 120 кг сi
kx e− ° −= ⋅ ,

0 17 кг сiz r e ° −= = ⋅ ,

0
0 1

0
100 14,286 м с

7

i
i

i
F eV e
z e

•
•

° −
°

= = ≈ ⋅ ,

90 0 9020 14,286 285,72 Нi i i
m mF x V e e e
• •

° ° °= = ⋅ = ,

90 0 9020 14,286 285,72 Нi i i
k kF x V e e e
• •

− ° ° − °= = ⋅ = ,

0 0 07 14,286 100 Нi i i
rF rV e e e
• •

° °= = ⋅ = .
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Разумеется,

90 90 0 0285,72 285,72 100 100 Нi i i i
m k r rF F F e e e e F F
• • • • •

° − ° °+ + = + + = = = .

Векторная диаграмма для величин из примера 2 представлена на рис. 3. Реак-

тивные силы mF
•

 и kF
•

 (термин заимствован из электротехники) существенно
выше, чем в примере 1.

V
•

rF
•

mF
•

k k mF F F
• • •⎛ ⎞=⎜ ⎟

⎝ ⎠

F
•

Рис. 3. Векторная диаграмма резонанса сил
Fig. 3. Vector diagram of force resonance
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Последовательное соединение
потребителей механической мощности

Ко всем потребителям механической мощности (рис. 4) приложена единая сила
cosf F t= ω .

 k
m r

 f

Рис. 4. Последовательное соединение
Fig. 4. Serial connection

Скорости инертного тела и изменения размеров упругого элемента и демпфера
соответственно равны

 1 sinm
Fv fdt t

m m
= = ω

ω∫ ; (13)

 1 1 sink
dx df Fv k t

k dt k dt k
ω

= − = = − ω ; (14)

 cosr
f Fv t
r r

= = ω .  (15)

Скорость штока источника силового гармонического воздействия

[ ]

[ ] [ ]

2 2

2 22 2

1 1sin cos 1 ( ) (1 )

1 ( ) 1sin cos ;
1 ( ) (1 ) 1 ( ) (1 )

m k rv v v v F t t F m k r
m k r

m k rt t
m k r m k r

ω⎡⎛ ⎞ ⎤= + + = − ω + ω = ω −ω + ×⎜ ⎟⎢ ⎥ω⎣⎝ ⎠ ⎦
⎡ ⎤ω −ω⎢ ⎥× ω + ω
⎢ ⎥ω −ω + ω −ω +⎣ ⎦

1 ( )arctg
1
m k

r
ω −ω

ϕ = ;

[ ] ( )2 21 ( ) (1 ) sin sin cos cosv F m k r t t= ω −ω + ϕ ω + ϕ ω =

[ ]2 21 ( ) (1 ) cos( ) cos( )F m k r t V t= ω −ω + ω −ϕ = ω −ϕ .
Это формула вынужденных колебаний при последовательном соединении по-

требителей механической мощности, для получения которой не потребовалось со-
ставлять и решать дифференциальное уравнение.

Амплитуда суммарной скорости равна
V Fy= ,

[ ]2 21 ( ) (1 )y m k r= ω −ω + . (16)
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При 1 ( ) 0m kω −ω =  также получается известная формула k mω = . Имеет
место резонанс скоростей [3], при котором точка приложения силы к системе уп-
ругий элемент – инертное тело неподвижна, при этом сами по себе инертное тело
и упругий элемент совершают колебания. Если дополнительно 1/ 0r = , то и

0y = . Физический смысл этого состоит в том, что система оказывает бесконечно
большое сопротивления внешнему силовому гармоническому воздействию,
вследствие чего шток источника силового гармонического воздействия неподви-
жен, хотя инертное тело и упругий элемент совершают колебания.

Комплексное представление при последовательном соединении

Порядок рассуждений аналогичен представленному выше:
cos Re( )i tf F t Fe ω= ω = ,

2
i

F Fe
π•

= .
Формула (13) показывает, что vm отстает по фазе f на π/2. Следовательно,

21 1i
m m

m
V F e F b F

m x

π• • • •
= − = =

ω
,

21 1 1i
m

m
b e i

m m x

π
−

= = − =
ω ω

– инертный сассептанс (susceptance) в комплексном представлении.
Комплексная амплитуда инертной скорости равна

02 21 1i i i
mV e Fe Fe

m m

π π• −
= =
ω ω

.

Аналогично, с учетом (14) и (15)

2 1i
k k

k
V F e F b F

k x

π• • • •ω
= = = ,

2 1i
k

k
b e i

k k x

πω ω
= = =

– упругий сассептанс.
Комплексные амплитуды упругой и резистивной скоростей соответственно

равны

2 2
i i i

kV e Fe Fe
k k

π π•
πω ω

= = ,

21 i
rV F g F gFe

r

π• • •
= = = ,

1g g
r

= =

– механический кондактанс (conductance).
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Механический сассептанс равен

21 i
k mb b b e

k m

πω⎛ ⎞= + = −⎜ ⎟ω⎝ ⎠
.

Механический адмитанс (admittance)

21 i
y g b g e

k m

πω⎛ ⎞= + = + −⎜ ⎟ω⎝ ⎠
.

Модуль механического адмитанса совпадает с (16):

( )
2

22
2

1 1
k mY g b b

k mr
ω⎛ ⎞= + − = + −⎜ ⎟ω⎝ ⎠

,

1 ( )arctg arctg arctg ( )k mb b k m rm k
g g mk
− ω − ω ⎡ ⎤ϕ = = = ω− ω⎢ ⎥⎣ ⎦

,

iy Ye ϕ= .

Суммарная скорость равна скорости штока источника силового гармоническо-
го воздействия

 
( )

2 2
i iiV y F Ye Fe YFe
π π• • ϕ+ϕ= = = .  (17)

Пример 3. Для данных примера 1 найти все скорости в установившемся ре-
жиме.

1 2 90 15 10 кг сi
m mb x e− − − ° −= = ⋅ ⋅ ,

1 2 90 110 10 кг сi
k kb x e− − ° −= = ⋅ ⋅ ,

1 2 114,286 10 кг сg r− − −= = ⋅ ⋅ .

( ) ( )222 2 2 2 2 2 1(14,286 10 ) 10 10 5 10 15,135 10 кг сk mY g b b − − − − −= + − = ⋅ + ⋅ − ⋅ = ⋅ ⋅ .

2 2

2
10 10 5 10arctg arctg 19,29

14,286 10
k mb b

g

− −

−

− ⋅ − ⋅
ϕ = = = °

⋅
,

2 19,29 115,135 10 кг сi iy Ye eϕ − ° −= = ⋅ ⋅ .

2 19,29 19,29 115,135 10 100 15,135 м сi iV y F e e
• •

− ° ° −= = ⋅ ⋅ = ⋅ ,

2 90 90 15 10 100 5 м сi i
m mV b F e e
• •

− − ° − ° −= = ⋅ ⋅ = ⋅ ,

2 90 90 110 10 100 10 м сi i
k kV b F e e
• •

− ° ° −= = ⋅ ⋅ = ⋅ ,

2 114,286 10 100 14,286 м сrV g F
• •

− −= = ⋅ ⋅ = ⋅ .
Разумеется,

90 90 19,29 15 10 14,286 15,135 м сi i i
m k rV V V e e e V
• • • •

− ° ° ° −+ + = + + = ⋅ = .
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Классический расчет по сравнению с примером 3 несоизмеримо сложнее и
объемнее.

Векторная диаграмма для величин из примера 3 представлена на рис. 5.

ϕ

F
•

V
•

mV
•

kV
•

rV
•

xV
•

Рис. 5. Векторная диаграмма при последовательном соединении
Fig. 5. Vector diagram for serial connection

Резонанс скоростей

В дополнение к вышесказанному о резонансе скоростей можно ограничиться
численным примером.

Пример 4. Все данные – из примера 2. Потребители механической мощности
соединены последовательно.

2 90 15 10 кг сi
kb e− ° −= ⋅ ⋅ ,

2 114,286 10 кг сY g − −= = ⋅ ⋅ ,

0ϕ = ° ,

2 0 114,286 10 кг сi iy Ye eϕ − ° −= = ⋅ ⋅ ,

2 0 114,286 10 100 14,286 м сiV y F e
• •

− ° −= = ⋅ ⋅ = ⋅ ,

2 90 90 15 10 100 5 м сi i
k kV b F e e
• •

− ° ° −= = ⋅ ⋅ = ⋅ .
Разумеется,

90 90 0 15 5 14,286=14,286 м сi i i
m k r rV V V e e e V V
• • • • •

− ° ° ° −+ + = + + ⋅ = =

Векторная диаграмма для величин из примера 4 представлена на рис. 6.
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F
•

V
•

mV
•

kV
•

rV
•

Рис. 6. Векторная диаграмма резонанса скоростей
Fig. 6. Vector diagram of velocity resonance

Заключение

Применение комплексного представления позволило получить существенно
более компактные алгебраические методы расчета сложных механических систем
в установившихся режимах по сравнению с классическими методами, основан-
ными на составлении и интегрировании систем дифференциальных уравнений.
При этом объем вычислений сокращается в несколько раз. Ключевую роль в
предложенном методе играют механические реактанс, резистанс и импеданс для
параллельного соединения потребителей механической мощности и сассептанс,
кондактанс и адмитанс – для последовательного.
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The classical solution to the problems associated with calculating the velocities and reactions
of elements of complex mechanical systems under harmonic force consists in the compilation and
integration of systems of differential equations and is rather cumbersome and time-consuming. In
most cases, a steady state is of major interest. The purpose of this study is to develop essentially
compact methods for calculating systems under steady-state conditions. The problem is solved by
the methods which are typically used to calculate electrical circuits. Representation of harmonic
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quantities as rotating vectors in a complex plane and the operations with their complex amplitudes
can greatly facilitate the calculation of arbitrarily complex mechanical systems under harmonic
effects in the steady state. In the proposed method, a key role is played by mechanical reactance,
resistance, and impedance for the parallel connection of consumers of mechanical power, as well
as susceptance, conductance, and admittance for the serial one. At force resonance, the total
reactance of the mechanical system is zero. This means that the system does not exhibit reactive
resistance to the external harmonic force. At velocity resonance, the total susceptibility of the
mechanical system is zero. This means that the system has infinitely high resistance to the
external harmonic force. As a result, the stock of the source of harmonic force is stationary,
although the inert body and the elastic element oscillate.
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕЧЕНИЯ СТЕПЕННОЙ ЖИДКОСТИ
В КАНАЛЕ С ДВОЙНЫМ СУЖЕНИЕМ1

Выполнено численное моделирование установившегося течения неньюто-
новской жидкости в осесимметричной трубе с двумя перекрытиями, геомет-
рия которых описывается функцией косинуса. Математическая постановка
задачи формулируется в переменных вихрь – функция тока. Для описания
свойств среды используется модель Оствальда – де Ваале. Решение диффе-
ренциальных уравнений для вихря и функции тока осуществляется численно
с использованием метода установления. Для нахождения поля давления ре-
шается уравнение Пуассона. В работе исследуется три среды: ньютоновская,
псевдопластичная и дилатантная жидкости. Показано влияние числа Рей-
нольдса, степени нелинейности реологической модели и геометрических па-
раметров канала на характеристики течения.

Ключевые слова: ламинарное течение, двойное сужение / расширение,
степенная жидкость, модель Оствальда – де Ваале, преобразование коор-
динат, уравнение Пуассона для давления.

Поле течения неньютоновской жидкости в цилиндрических каналах в окрест-
ности препятствий представляет интерес для исследователей, изучающих механи-
ку жидкостей. В инженерных приложениях подобные каналы используются в ка-
честве комплектующих элементов различного рода теплообменных установок и
гидравлических систем. Кроме того, в биомеханике течение вязкой жидкости в
трубке с участком сужения / расширения, описываемым, например, функцией ко-
синуса или Гаусса, применяются для моделирования течения крови в стенозиро-
ванном сосуде. Эти обстоятельства обуславливают актуальность эксперименталь-
ного и численного исследований течений в каналах с препятствиями заданной
конфигурации.

В настоящее время доступно большое количество численных и эксперимен-
тальных работ, в которых исследуются течения ньютоновской жидкости в канале
с одним препятствием [1–6]. Результаты этих работ содержат сведения о структу-
ре потока и об основных параметрах задачи, влияющих на характеристики тече-
ния. Например, в работе [2] авторы одними из первых численно исследовали
влияние числа Рейнольдса и геометрических параметров на распределения основ-
ных характеристик задачи. Развитие вычислительных технологий позволило изу-
чить течения неньютоновских жидкостей [7–12]. Авторы работ [7, 8] используют
реологические законы Балкли – Гершеля, Каро, Оствальда – де Ваале, Кассона
для оценки влияния неньютоновских свойств при моделировании течений в арте-
риях. В обзорной части [13] приведены работы авторов, исследующих ламинар-
ные стационарные и нестационарные течения, как для ньютоновской, так и нень-
ютоновской жидкости в случае, когда в канал включено одно препятствие.

                                                          
1 Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 18-19-00021).
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Течению в трубе с несколькими последовательно размещенными участками
сужения / расширения уделено меньше внимания, при этом во всех исследованиях
в качестве рассматриваемой среды используется ньютоновская жидкость. Подоб-
ные трубки встречаются в системах охлаждения летательных аппаратов и ускори-
телей ракет, которые функционируют при вхождении в плотные слои атмосферы,
где рабочим телом служит газ или жидкость. В [14, 15] изучено влияние числа
Рейнольдса в диапазоне от 5 до 200 на распределения напряжения и давления,
сделаны выводы о локализации максимальных значений вихря на стенке. Пред-
ставлены картины течения, демонстрирующие поля вихря и функции тока в зави-
симости от основных параметров задачи, дана оценка влиянию второго препятст-
вия на структуру потока и на параметры течения. В статье тех же авторов [16]
расширен диапазон исследуемых чисел Рейнольдса до 400. В [17] описывается
трехмерное моделирование стационарного течения жидкости через несколько по-
следовательно расположенных препятствий. Решение задачи осуществляется с
помощью модифицированного метода LBGK, в основе которого лежит метод ре-
шеточных уравнений Больцмана (LBM), где столкновение частиц учитывается
моделью Батнагара – Гросса – Крука (BGK). Авторы ограничились исследова-
ниями в диапазоне чисел Рейнольдса от 10 до 150. К основным выводам данной
работы можно отнести следующее: метод LBGK является полезным инструмен-
том для моделирования установившихся течений; результаты, полученные с по-
мощью трехмерной модели, хорошо согласуются с данными из работы [14], где
применяется двумерная постановка задачи.

Целью данной работы является исследование структуры потока и характери-
стик течения неньютоновской жидкости в осесимметричном канале с двумя пре-
пятствиями в зависимости от параметров задачи и оценка влияния геометриче-
ских параметров одного из препятствий на распределения характеристик потока
около другого.

Постановка задачи

Рассматривается стационарное течение степенной несжимаемой жидкости в
круглой трубе с двумя последовательно размещенными в ней участками сужения /
расширения, форма которых описывается функцией косинуса. Область течения
представлена на рис. 1.
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Рис. 1. Область течения
Fig. 1. Flow area

Для математического описания процесса используется постановка задачи в пе-
ременных вихрь – функция тока [18]. Реологическое поведение жидкости описы-
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вается законом Освальда – де Ваале [19]. Система уравнений имеет вид
2 2

2 2 2

2 2 2

2 2

( ω) ( ω) μ ω ω 1 ω ω
Re

1 μ μ ω μ ω μ μ ω μ2 2 2 ;
Re

u v
z r r rz r r

v u u v
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Безразмерные компоненты скорости и вихрь в уравнении (1) определяются

формулами
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∂
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∂

, 1 ψv
r z
∂

= −
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, ω v u
z r
∂ ∂

= −
∂ ∂
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Здесь u, v − аксиальная и радиальная компоненты скорости соответственно,
2

0ρ
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m mU r
k

−

=  – число Рейнольдса, ρ – плотность, U – среднерасходная скорость,

( )
1
22 ,ij ji ijA e e e=  – компоненты тензора скоростей деформаций, k – консистенция

жидкой среды, m – степень нелинейности жидкости. В качестве масштабов обез-
размеривания приняты следующие величины: длины – радиус трубы r0; скорости
– среднерасходная скорость U. Граничные условия в переменных вихрь – функ-
ция тока имеют вид [18]
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Метод решения

Для получения численного решения сформулированной задачи применяется
метод установления, который позволяет получить стационарное решение. В этом
случае организуется нестационарный процесс, решение которого с течением вре-
мени оказывается независимым от него и устанавливается к решению исходной
стационарной задачи [20]. Для реализации нестационарного процесса в уравнения
для вихря (1) и функции тока (2) добавляются производные по времени функций
ω, ψ соответственно. Итерационный процесс продолжается до установления в
пределах заданной точности.

Для аппроксимации дифференциальных уравнений область течения с криво-
линейной границей f(z) трансформируется в прямоугольную с помощью введения
новой системы координат ξ , η / ( )z r f z= = . В координатах ξ, η уравнение пере-
носа вихря (1) и уравнение Пуассона для функции тока (2) с введенными произ-
водными по времени принимают вид

2 2 2

2 2 2 2 2

ω ( ω) ( ω) 1 ( ω)
ξ η η

μ ω ω ω ω 1 ω ω2 ;
Re η ξ η η Reξ η η η

u u vg
t f

SH g G
f f

∂ ∂ ∂ ∂
+ − + =

∂ ∂ ∂ ∂
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + − + + − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂⎝ ⎠
 (5)

2 2 2

2 2 2
ψ ψ 1 ψ ψ ψ2 ηω,

η ξ ηξ η η
H g G f

t f
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + − − + = −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂⎝ ⎠
(6)

где
2 2

2 2
1 η ; η 2 ; η ,f f f fG H g

f f ff f
⎛ ⎞′ ′ ′′ ′⎛ ⎞= + = − =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 2 3 4
2 2

1 2

2 2

2 2 2
2

3 2 2 2

4

,
1 μ μ μ 12 ,

ξ η η η η ξ ηη
μ μ ω ω 1 μ ω2 2 ,
ξ η ξ η η η

μ μ μ 1 μ 12 ,
η ξ η η ξ ηξ η

S S S S S
g g v u uS g

f f f f

S g g
f

u v vS H g g g
ff

S

= + + +
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − − − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞= − − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + − + − + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

2
ω μ .

ηηf
∂

=
∂

Численное решение дифференциальных уравнений осуществляется конечно-
разностным методом. Преобразованная прямоугольная область решения покрыва-
ется равномерной в каждом направлении разностной сеткой

{ }1 2ξ , η , 0,..., , 0,..., ,h i jih jh i N j NΩ = = = = =

где h – шаг сетки; N1 – количество узлов в направлении ξ; N2 – количество узлов в
направлении η. Разностное представление уравнений (5), (6) выполняется с ис-
пользованием явной разностной схемы. Конвективные слагаемые в уравнении (5)
аппроксимируются схемой против потока. Условие сходимости вычислительного
процесса к стационарному решению задачи имеет вид
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1 1
, ,

, ,, ,

ω ψ
max 1 ε, max 1 ε,

ω ψ

q q
i j i j
q qi j i ji j i j

+ +

− < − <

где ε – параметр сходимости; q – номер шага по фиктивному времени. Значение
параметра ε определяется в ходе численного эксперимента (ε = 10−5). Выбор явной
схемы обусловлен простотой реализации расчётного алгоритма. Схема против по-
тока для аппроксимации конвективных слагаемых обеспечивает устойчивость
разностной схемы.

При расчете эффективной вязкости в случае, когда m < 1 значения μ стремятся
к «бесконечным». Для устранения этой особенности используется модифициро-
ванная запись реологического уравнения (3), которая имеет вид

( ) 1μ λ .mA −= + (7)
Здесь λ – параметр регуляризации, значение которого выбиралось эксперимен-
тально и принималось равным 0.001.

Для тестирования вычислительного алгоритма выполнены расчеты на вложен-
ных сетках. В таблице приведены значения аксиальной скорости на оси симмет-
рии в трех контрольных сечениях в зависимости от шага сетки, демонстрирующие
аппроксимационную сходимость алгоритма. Все дальнейшие расчеты проводи-
лись с использованием шага 0.025.

Аппроксимационная сходимость
при Re = 10, m = 0.9, α1 = α2 = 0.5, Z1 = Z2 = 1, L1 = 3, L3 = 7

h umax,
z = L1+Z1

umax,
z = L3+Z2

umax,
z = L

0.1 5.3844 5.4860 1.9408
0.05 5.4081 5.49675 1.9469
0.025 5.415 5.4956 1.9478
0.0125 5.4159 5.4959 1.9476

На рис. 2 показано сравнение распределений функции тока, полученных в на-
стоящей работе, с данными, взятыми из работы [14], при этом функция f(z) зада-
ётся в соответствии с [14]. Структура потока характеризуется зонами одномерно-
го течения в окрестности входной и выходной границ. В области препятствий те-
чение имеет двумерный характер, за препятствиями образуются циркуляционные
зоны. Наблюдается качественное согласование результатов.

2 4 6 8 10 12
0

0.5

1

а

b

Рис. 2. Сравнение распределений линий тока из статьи [14] (a)
и настоящей работы (b) (Re = 25, m = 1, α1 = α2 = 0.5, Z1 = Z2 = 1)
Fig. 2. Comparison of streamline distributions (a) from the paper [14]
and (b) in the present work (Re = 25, m = 1, α1 = α2 = 0.5, Z1 = Z2 = 1)
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Восстановление давления

Постановка задачи в переменных вихрь – функция тока не содержит давления.
Для расчета динамических характеристик потока воспользуемся уравнением Пу-
ассона [18], которое позволяет по известным полям скорости, вихря и функции
тока рассчитать поле давления и в физических переменных имеет вид

2 2 2

2 2 2

2 2 2
2 2

2 2

1 2

2 μ μ μ μ .
Re

p p p u v u v v
r r z r r zz r r

u v u vu v
z r z r r z z rz r

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = − − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ μ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ ⋅∇ + ⋅∇ + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ∂ ∂⎝ ⎠
(8)

Для обезразмеривания величины p используется масштаб ρU2. Уравнение (8) в
преобразованной системе координат (ξ, η) принимает вид

( )

22 2 2

5 6 7 82 2 2

8 6
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Для постановки граничного условия на границе Г2 используются уравнения
движения, которые с учетом условий прилипания на твердой стенке при η = 1 в
системе координат (ξ, η) запишутся в виде

1 μ ω ω ω μ ;
ξ η Re η η η
p pg

f f
∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎛ ⎞ ⎞− = − + +⎜ ⎜ ⎟ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎝ ⎠ ⎠

 (10)

ω ω μ μμ ω .
η Re ξ η ξ η
p f g g∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎞= − − −⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎠

 (11)

Используя (10) и (11), получим уравнения для расчета давления на границах Г1
и Г2. В выходном сечении Г3 безразмерное давление задается равным нулю, на
оси симметрии Г4 реализуется условие симметрии. Таким образом, граничные ус-
ловия для расчета давления принимают вид

1

2

1 μ ω ω ω μГ : при ξ 0;
ξ Re η η

1 ω ω μ μ ω ω ω μГ : μ ω приη 1;
ξ Re ξ η ξ η η η

p
f f f

p gf g g
f f f
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3

4

Г : 0 при ξ ;

Г :  = 0 при η 0.
η

p L
p
= =

∂
=

∂
Решение дифференциального уравнения для давления, как и в случае нахож-

дения функций ω, ψ, осуществляется конечно-разностным методом в явном виде с
использованием метода установления. Условие для определения сходимости по
давлению имеет вид

1
, 7

, ,

max 1 ε, где ε 10 .
q
i j
qi j i j

p

p

+
−− < =

Результаты

Рисунок 3 демонстрирует типичные картины течения псевдопластичной жид-
кости (m < 1) в виде распределений линий тока в зависимости от Re. При числе
Рейнольдса равном 5 за препятствиями формируются циркуляционные зоны оди-
накового размера. При дальнейшем увеличении Re до 15 циркуляционная зона за
первым участком сужения / расширения увеличивается и занимает всю область
между препятствиями выше сечения r = 0.5, зона за вторым препятствием также
увеличивается. На рис. 4 второе препятствие смещено относительного первого в
сторону выходной границы, в результате тенденция распределения линий тока
для Re, равного 1 и 5, сохраняется, а для Re = 15 зона за первым перекрытием ста-
ла равной зоне за вторым.
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Рис. 3. Линии тока (m = 0.8, α1 = α2 = 0.5, Z1 = Z2 = 1)
Fig. 3. Streamline distributions (m = 0.8, α1 = α2 = 0.5, Z1 = Z2 = 1)
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Рис. 4. Линии тока (m = 0.8, α1 = α2 = 0.5, Z1 = Z2 = 1)
Fig. 4. Streamline distributions (m = 0.8, α1 = α2 = 0.5, Z1 = Z2 = 1)
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Влияние параметра нелинейности на структуру потока показано на рис. 5.
С уменьшением m размер циркуляционных зон за препятствиями увеличивается,
начиная с некоторого значения параметра нелинейности, первая зона занимает все
пространство между препятствиями, а размер второй продолжает расти в направ-
лении выходной границы.
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Рис. 5. Линии тока (Re = 25, α1 = α2 = 0.5, Z1 = Z2 = 1)
Fig. 5. Streamline distributions (Re = 25, α1 = α2 = 0.5, Z1 = Z2 = 1)

На рис. 6 показано влияние глубины второго перекрытия (α2) на распределение
линий тока в случае течения псевдопластичной жидкости. Уменьшение α2 приво-
дит к распространению первой циркуляционной зоны в область второго препятст-
вия.
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Рис. 6. Линии тока (Re = 25, m = 0.8, α1 = 0.5, Z1 = Z2 = 1)
Fig. 6. Streamline distributions (Re = 25, m = 0.8, α1 = 0.5, Z1 = Z2 = 1)

Графики на рис. 7 демонстрируют сравнение распределений давления на твер-
дой стенке с данными [16]. Для сравнения динамических характеристик потока
функция f(z) задавалась в соответствии с [16], кроме того, безразмерное давление
на входе в канал принималось равным нулю. В зоне одномерного течения давле-
ние падает линейным образом, а на участках с препятствиями распределение дав-
ления носит сложный характер. Кривые на рис. 7 демонстрируют согласование
полученных результатов с данными [16].

На рис. 8 показаны распределения давления вдоль оси симметрии для трех
значений параметра m в канале, изображенном на рис. 5. Минимальному перепаду
давления между входом и выходом соответствует течение вязкопластичной жид-
кости, что согласуется с изменением эффективной вязкости в зависимости от m.
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Рис. 7. Распределения давления вдоль стенки
(Re = 2.5, m = 1, α1 = α2 = 0.333, Z1 = Z2 = 1).

Обозначения: —— – настоящая работа; ●-●-● – работа [16]
Fig. 7. Pressure distributions along the wall

(Re = 2.5, m = 1, α1 = α2 = 0.333, Z1 = Z2 = 1).
Notations: —— – present work; ●-●-● – paper [16]
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Рис. 8. Распределение давления вдоль оси симметрии
(Re = 25, α1 = α2 = 0.5, Z1 = Z2 = 1).

Обозначения: ····· – m = 0.8, —— – m = 1, - - - – m = 1.2
Fig. 8. Pressure distributions along the symmetry axis

(Re = 25, α1 = α2 = 0.5, Z1 = Z2 = 1).
Notations: ····· – m = 0.8, —— – m = 1, - - - – m = 1.2

На рис. 9 и 10 приведены распределения аксиальной скорости на оси симмет-
рии канала для псевдопластичной, ньютоновской и дилатантной жидкостей. Гра-
фики на рис. 9 и 10 показывают, что рост числа Рейнольдса приводит к уменьше-
нию максимальных значений скорости в зоне двумерного течения, что согласует-
ся с кинематикой течения, показанной на рис. 3 и 5.

Рисунок 11 иллюстрирует распределения вихря на твердой стенке в зависимо-
сти от местоположения второго препятствия относительного первого для трех
значений параметра Re. Расчеты показали, что увеличение числа Рейнольдса при-
водит к росту максимальных значений вихря на стенке. С изменением геометрии
происходит соответствующее перераспределение максимумов в функции ω(z).
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Рис. 9. Распределения аксиальной скорости на оси симметрии (α1 = α2 = 0.5, Z1 = Z2 = 1,
L1 = 3, L3 = 5).Обозначения: ····· – m = 0.8, —— – m = 1, - - - – m = 1.2

Fig. 9. Axial velocity distributions along the symmetry axis (α1 = α2 = 0.5, Z1 = Z2 = 1,
L1 = 3, L3 = 5). Notations: ····· – m = 0.8, —— – m = 1, - - - – m = 1.2
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Рис. 10. Распределения аксиальной скорости на оси симметрии (α1 = α2 = 0.5, Z1 = Z2 = 1,
L1 = 3, L3 = 7). Обозначения: ····· – m = 0.8, —— – m = 1, - - - – m = 1.2

Fig. 10. Axial velocity distributions along the symmetry axis (α1 = α2 = 0.5, Z1 = Z2 = 1,
L1 = 3, L3 = 7). Notations: ····· – m = 0.8, —— – m = 1, - - - – m = 1.2
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Рис. 11. Распределения вихря на стенке (m = 1, Re = 5, α1 = α2 = 0.5, Z1 = Z2 = 1).
Обозначения: ····· – L1 = 3, L3 = 5; - - - – L1 = 3, L3 = 7; —— – L1 = 3, L3 = 11

Fig. 11. Shear stress distributions on the wall (m = 1, Re = 5, α1 = α2 = 0.5, Z1 = Z2 = 1).
Notations: ····· – L1 = 3, L3 = 5; - - - – L1 = 3, L3 = 7; —— – L1 = 3, L3 = 11
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Заключение
Выполнено численное моделирование течения неньютоновской жидкости в

осесимметричном канале с двумя препятствиями. Создана и протестирована про-
грамма расчета течений для ЭВМ. Показаны и описаны картины течения степен-
ной жидкости в зависимости от параметров процесса. Проведены параметриче-
ские расчеты динамических и кинематических характеристик течения.
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Flow fields of non-Newtonian fluids in cylindrical channels with obstacles are of great
interest for researchers studying the mechanics of fluids. In engineering techniques, such channels
represent component parts of heat exchangers and hydraulic systems of various types.

In this work, the numerical simulation of a steady non-Newtonian fluid flow in an
axisymmetric pipe with two overlaps, whose geometry is described by a cosine function, is
carried out. Mathematical formulation of the problem is written in terms of vortex and stream
function variables. The Ostwald – de Waele model is used to describe rheological properties of
the medium. The solution to a system of differential equations is obtained numerically using the
false transient method. To determine the pressure field, the Poisson equation for pressure is
solved. Three media are considered in the paper: Newtonian, pseudoplastic, and dilatant fluids.
The influence of the Reynolds number, power-law index in the rheological model, and geometric
parameters of the channel on the flow characteristics is shown as streamline distributions and
functional curves.
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ЛОКАЛИЗАЦИЯ ПЛАСТИЧЕСКОЙ ДЕФОРМАЦИИ ТЕХНИЧЕСКИ
ЧИСТОГО ТИТАНА В СЛОЖНОМ НАПРЯЖЕННОМ СОСТОЯНИИ

ПРИ ВЫСОКОСКОРОСТНОМ РАСТЯЖЕНИИ1

Представлены результаты исследования влияния сложного напряженного
состояния на механическое поведение и разрушение технически чистого ти-
тана ВТ1-0 (Grade 2) в диапазоне скоростей деформации от 0.1 до 103 с−1.
Испытания проведены на стенде Instron VHS 40/50-20 на плоских образцах с
постоянным сечением рабочей части и образцах с надрезом. Поля деформаций
в образце определены методом корреляции цифровых изображений (DIC). Ус-
тановлено, что пластическая деформация в полосах локализации существенно
превышает значение относительного удлинения до разрушения.

Ключевые слова: локализация пластической деформации, технически чис-
тый титан, высокая скорость деформации, механическое поведение, трех-
осность напряженого состояния.

Технически чистый (ТЧ) титан обладает высокой коррозионной стойкостью,
биосовместимостью, стабильностью физико-механических свойств, хорошей де-
формируемостью и свариваемостью [1−4]. В настоящее время ТЧ-титан использу-
ется для изготовления легких, надежных и коррозионностойких деталей механиз-
мов и машин, медицинских имплантатов и оборудования, элементов конструкций
авиакосмических и морских транспортных систем. На основе методов интенсив-
ной пластической деформации (ИПД) разработаны технологии, обеспечивающие
повышение прочностных свойств ТЧ-титана за счет формирования ультрамелко-
зернистой (УМЗ), нанокристаллической (НК) структур и структуры с бимодаль-
ным распределением размеров зерен (УМЗ+НК) [5−8].

Недавние исследования показали, что локализация пластической деформации
влияет на механическое поведение ТЧ-титана в крупнокристаллическом и в ульт-
рамелкозернистом состояниях [5−7].

Развитие технологий получения изделий методами экструзии, штамповки, со-
единений элементов конструкций из ТЧ-титана и других сплавов, металлов или
сталей с помощью сварки трением потребовало более полного понимания зако-
номерностей деформации и механического поведения титана в сложном напря-
женном состоянии в широком диапазоне скоростей деформации.

 Было установлено, что закономерности упругопластического деформирования
крупнокристаллического ТЧ-титана в широком диапазоне скоростей деформации
и температуры подобны закономерностям сплавов с гексагональной плотноупако-
ванной (ГПУ) решеткой [9].

В работе [10] установлена пониженная чувствительность напряжения течения
у проката ТЧ-титана к скорости деформации при ориентации нагрузки в направ-

                                                          
1 Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (грант № 20-79-00102).
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лении проката (RD). В работе [11] обнаружено снижение пластичности и увели-
чение прочности ТЧ-титана в условиях двухосного квазистатического нагруже-
ния. Указанные результаты могут объяснить изменение закономерностей дефор-
мационного упрочнения и разупрочнения в условиях локализации деформации.
Экспериментальные исследования [12] показали, что при неоднородной пластиче-
ской деформации в сложном напряженном состоянии ТЧ-титан демонстрирует
сильную пластическую анизотропию.

В работе [13] показано, что на стадии образования шейки при растяжении об-
разцов развитие макроскопической пластической деформации определяется фор-
мированием полос локализации.

Исследования в [14−16] показали, что в нормальных условиях зависимость
предела текучести ТЧ-титана от логарифма нормированной скорости деформации
аппроксимируется линейным соотношением в диапазоне скоростей деформации
от 10−3 до 103 с−1. Было установлено, что при растяжении макроскопическая де-
формация до разрушения крупнокристаллического ТЧ-титана уменьшается с рос-
том скорости деформации в диапазоне от 10−3 до 104 с−1 [16, 17]. Авторами [17]
было показано, что механическое поведение ТЧ-титана при заданных скоростях
деформации изменяется с ростом температуры.

Экспериментальные и теоретические данные [18−19] показали существенное
влияние температуры, скорости деформации и параметра трехосности напряжен-
ного состояния на закономерности разрушения и пластической деформации ТЧ-
титана. Результаты исследований показали, что в условиях квазистатического
растяжения титановых сплавов предельная деформация до разрушения монотонно
уменьшается при увеличении параметра трехосности напряженного состояния.

Одновременная регистрация полей деформации методом корреляции цифро-
вых изображений и поля температуры методом инфракрасной термометрии пока-
зала повышение температуры в полосах локализации деформации при растяжении
плоских образцов ТЧ-титана в условиях квазистатического нагружения [5–7].

Закономерности локализации пластической деформации и разрушения ТЧ-
титана при высокоскоростном растяжении исследованы не достаточно полно.

Цель данной работы состояла в получении новых экспериментальных данных
о закономерностях локализации деформации ТЧ-титановых сплавов в сложном
напряженном состоянии при высокоскоростном растяжении в диапазоне скоро-
стей деформации от 0.1 до 103 с−1.

Материал и условия эксперимента

Технически чистый титан ВТ1-0 был исследован в условиях растяжения со
скоростями деформации от 0.1 до 103 с−1 при комнатной температуре.

Титан имел химический состав в вес. %: Ti ~ 99.45; Si ~ 0.08; Fe ~ 0.25; O ~ 0.2
и находился в поликристаллическом состоянии со средним размером зерна
~ 40 мкм. Образцы были вырезаны из тонколистового проката титана ВТ1-0 вдоль
направления проката (RD) электроэрозионным методом. Толщина образцов со-
ставляла 0.72 ± 0.005 мм, а наименьшая ширина w – 4.85+0.05 мм. Начальная дли-
на рабочей части L0 была равна 20.0 ± 0.1 мм. Надрезы образцов были выполнены
с радиусами 10.0, 5.0 и 2.5 мм. На рис. 1 показана геометрия образцов, применяв-
шихся при испытаниях. Минимальная площадь поперечного сечения плоских об-
разцов (w×d) составляла A0 = 3.5 ± 0.03 мм2.
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Рис. 1. Исходная геометрия образцов
Fig. 1. Initial geometry of specimens

Испытания образцов на растяжение с постоянной скоростью деформации про-
водились при комнатной температуре на высокоскоростном испытательном стен-
де Instron VHS 40/50-20 (Instron, High Wycombe, Великобритания) с датчиком на-
грузки 50 кН. Испытания проводились в режиме управления скоростью захвата
при начальных значениях: 0.002 ± 0.00001, 2 ± 0.01 и 20 ± 0.1 м/с. Растягивающие
усилия и смещения до разрушения образцов регистрировались с высоким времен-
ным разрешением. Истинное макроскопическое напряжение 1

trueσ  и истинная де-

формация 1
trueε при растяжении образцов определялись по формулам [20, 21]

1 0 0( / )(1 / )true F A L Lσ = + ∆ , (1)

1 0ln(1 / )true L Lε = + ∆ , (2)
где F – усилие, A0 – начальная минимальная площадь поперечного сечения образ-
ца, ∆L – удлинение и L0 –начальная длина рабочей части образца, ∆L/L0 – относи-
тельное удлинение.

Параметр трехосности напряженного состояния определяется по формуле
[18−20]

    / eqpη = − σ , (3)

где p = −(σ11+ σ22+σ33)/3 – давление, σeq = [(3/2)(σij – pδij)(σij – pδij)]1/2 – эквивалент-
ное напряжение, σij – компоненты тензора напряжения Коши, δij – символ Кроне-
кера.

Начальная величина параметра трехосности напряженного состояния η в плос-
ком напряженном состоянии рассчитывалась по формуле [21]

2(1 2 ) /(3 1 , ln[1 /(4 )]A A A A w Rη= + + + = + , (4)
где w – минимальная ширина образца в зоне надреза, R – радиус надреза.

Начальные значения параметра η для образцов с гладкой частью равны 0.333,
для образцов с радиусами надрезов 10.0 мм, 5.0 мм и 2.5 мм – 0.380, 0.416 и 0.467
соответственно.
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Величина главной пластической деформации ε1
p определялась по формуле

1 11 /p true true Eε =ε −σ , (5)
где E – модуль Юнга.

Эквивалентная пластическая деформация в случае одноосного напряженного
состояния при растяжении плоских образцов определялась с учетом εp

2 = εp
3 =

= − (1/2) εp
1 по формуле

2 2 2 1/ 2
1 2 2 3 3 1 1( 2 / 3)[( ) ( ) ( ) ]p p p p p p pp

eqε = ε −ε + ε −ε + ε −ε =ε . (6)

Эквивалентная деформация в случае одноосного напряженного состояния оп-
ределялась с учетом ε2 = εp

2 = ε3 = εp
3, εe

2 = εe
3 = − νεe

1 :
2 2 2 1/ 2

1 2 2 3 3 1[(2 / 3)[( ) ( ) ( ) ]eqε = ε −ε + ε −ε + ε −ε ,  (7)

где ν – коэффициент Пуассона.
Для каждого типа образца при скоростях деформации 103, 102 и 0.1 с−1 было

проведено по три испытания. В каждой серии испытаний наблюдались малые
значения среднеквадратичного отклонения зарегистрированной скорости дефор-
мации, усилий и смещений. Поля деформации плоских образцов при растяжении
были получены методом цифровой корреляции изображений (DIC) [22−24].

Для измерения полей смещения методом DIC на поверхность образца были
нанесены маркеры путем распыления черной акриловой краски, что позволило
сравнить спекл-структуры поверхности в кадрах высокоскоростной регистрации
видео. Высокоскоростная камера Phantom V711 (Vision Research − AMETEK Co.,
Уэйн, Нью-Джерси, США) использовалась для видеозаписи изменения геометрии
образца со скоростью 100 тысяч кадров в секунду. Видео было записано в не-
скольких разрешениях: 1280×800, 1024×680 и 512×400 пикселей при скоростях
деформации 0.1, 102 и 103 с−1 соответственно.

Размер изображения варьировался в зависимости от разрешения для записи
изображений с 250 пикселями вдоль минимальной ширины измерительной части
образца. Во всех проведенных DIC-анализах размер подмножества (subset size)
был установлен равным 12 пикселям, что привело к получению бесшумных полей
деформации [22].

Применение метода DIC позволило определить поле деформации образцов с
надрезом и непосредственно наблюдать влияние радиуса надреза на распределе-
ние деформации в процессе растяжения.

При определении значений пластической деформации модуль Юнга для тех-
нически чистого титана ВТ1-0 принимался равным 112 ГПа, а значение коэффи-
циента Пуассона – 0.32 [9].

Результаты и обсуждение

На рис. 2 показаны диаграммы «истинное напряжение − истинная деформа-
ция» и зависимости усилий от перемещений, полученные при обработке экспери-
ментально зарегистрированных изменений усилий и перемещений во времени.
На рис. 2, a показаны диаграммы для образцов с гладкой рабочей частью, а на
рис. 2, b − диаграммы усилий от перемещений для образцов с надрезами.

Нисходящие ветви графиков закономерностей деформирования на рис. 2 соот-
ветствуют зарождению и росту полос локализации пластической деформации.
С ростом параметра трехосности напряженного состояния η и скорости деформа-
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ции уменьшаются эквивалентные пластические деформации, при которых начи-
нают формироваться полосы локализованной пластической деформации при на-
чальной температуре 295 К.
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Рис. 2. Зависимости истинных напряжений от истинных
деформаций технически чистого титана ВТ1−0 для образ-
цов с гладкой рабочей частью (а), зависимости усилий от
перемещений (b)
Fig. 2. (a) Curves of true stresses versus true strains of
commercially pure VT1-0 titanium for smooth specimens and
(b) force versus displacement curves

Полученные зависимости истинных напряжений от истинных деформаций до-
полняют данные, полученные для ТЧ-титана при более низких скоростях дефор-
мации [5−7, 19] и при скорости 103 с−1 [14−16].



94 В.В. Скрипняк, К.В. Иохим, В.А. Скрипняк

На рис. 3 показаны поля деформации ε1 в рабочей части образцов, полученные
при растяжении образцов ВТ1-0 с гладкой рабочей частью (a) и при растяжении
образцов с надрезами, имеющими радиусы 10, 5 и 2.5 мм (b). Поля деформаций
показаны в моменты времени, предшествующие образованию макротрещины.

0.1 100 1000 (1/s)

a b

0.1 100 1000 (1/s)

R = 10 mm

R = 5 mm

R = 2.5 mm

εeq

Рис. 3. Эквивалентные деформации в образцах ТЧ-титана ВТ1-0 с гладкой рабочей
частью при растяжении со скоростями деформации 0.1, 102, 103 с−1 (a) и в образцах
с надрезами, имеющими радиусы 10, 5, 2.5 мм (b)
Fig. 3. Equivalent strains (a) in smooth specimens of commercially pure titanium VT1-0
under tension with strain rates of 0.1, 102, and 103 s−1 and (b) in specimens with notches
of different radii: 10, 5, and 2.5 mm

Единая цветовая шкала на рис. 3 использована для сопоставления результатов.
Анализ полей деформаций в условиях высокоскоростного растяжения показал,
что образованию трещины в рабочей части образцов предшествует образование
системы полос локализованной деформации. При растяжении формируются 2
системы сопряженных полос локализации, ориентированных под углом к направ-
лению растяжения, что обусловлено формированием полос в плоскостях действия
наибольших сдвиговых напряжений. Отметим, что полосы могут формироваться
как под углом к боковой поверхности рабочей части образцов, так и к плоскости.
Результаты на рис. 3 демонстрируют, что в зоне пересечения полос локализации
достигаются наибольшие локальные значения эквивалентных пластических де-
формаций. Величины эквивалентных пластических деформаций в зоне полос ло-
кализации существенно превышают предельные деформации до разрушения.

С ростом скорости деформации происходит увеличение εp
eq в полосах локали-

зации. Указанный эффект обусловлен снижением сопротивления деформирова-
нию из-за разогрева материала в зоне локализации деформации в результате дис-
сипации работы напряжений. Отметим, что невысокие значения коэффициента
теплопроводности ТЧ-титана (~18.85 Вт/(м·К)), что ниже, чем, например, в алю-
миниевых сплавах (~122 Вт/(м·К)), препятствуют формированию однородного
температурного поля в рабочей части образцов. Поэтому в рассмотренных усло-
виях нагружения процесс деформации происходит не в изотермических условиях.

Локальное возрастание температуры в полосах локализации в ТЧ-титана под-
тверждено в экспериментах с применением метода инфракрасной термометрии [6,
7]. Полученные результаты согласуются с наблюдаемым уменьшением деформа-
ционного упрочнения с ростом скорости деформации (см. рис. 2).
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При скорости деформации ~102 c−1 зона локализации пластического течения
формируется при больших степенях деформации, усредненной по рабочей части
образцов, чем при 103 c−1. Предельные относительные удлинения ТЧ-титана до
разрушения при растяжении со скоростью деформации ~102 c−1 оказались выше
для всех типов образцов, чем при 103 c−1.

Результаты, представленные на рис. 2 и 3, свидетельствуют о том, что пла-
стичность ТЧ-титана снижается с увеличением параметра трехосности напряжен-
ного состояния η. Полученные результаты показывают, что сложное напряженное
состояние оказывает существенное влияние на процессы зарождения, роста и коа-
лесценции повреждений титана при растяжении со скоростями деформации от 0.1
до 103 с−1. Отметим, что при скорости деформации 103 c−1 влияние сложного на-
пряженного состояния на предельную деформацию до разрушения минимально, а
локализация начинается при пластической деформации ~0.007. При растяжении
со скоростью деформации 102 c−1 величина деформации до разрушения в большей
степени зависела от параметра трехосности напряженного состояния η.

На рис. 4 представлены поля эквивалентных деформаций в образце ТЧ-титана
с гладкой рабочей частью при скорости деформации 103 c−1 в последовательные
моменты времени (a) и (b). Результаты свидетельствуют о неоднородности рас-
пределения деформаций в рабочей части растягиваемого образца. Локальные зна-
чения эквивалентной деформации в зоне полос локализации пластической дефор-
мации существенно отличались от усредненных деформаций в рабочей части об-
разца.

εeq εeq

a b

Рис. 4. Поля эквивалентной деформации в гладком
образце при растяжении со скоростью деформации
103 c−1, при удлинениях 2 (a) и 4.5 мм (b)
Fig. 4. Equivalent strain fields in a smoothed
specimen under tension at a strain rate of 103 s−1 with
elongations of (a) 2 and (b) 4.5 mm

На рис. 5 показаны поля эквивалентной деформации в гладких образцах при
растяжении со скоростью деформации102 с−1.

На рис. 4, a и 5, a показаны поля эквивалентной деформации в момент начала
формирования шейки, а на рис. 4, b и 5, b – перед зарождением трещины. Зарож-
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дение повреждений при высокоскоростной деформации при η ≈ 0.333 начинается
в зоне выхода полос на границы образцов (см. рис. 4, b, 5, b). Когда полосы стано-
вятся стационарными, в одной из них эквивалентная пластическая деформация
резко возрастает, ширина уменьшается до субмиллиметровых размеров. Цен-
тральная часть образца продолжает пластически деформироваться при снижаю-
щемся напряжении до ~15 % вплоть до полного разрушения образца.

a b

εeq εeq

Рис. 5. Поля эквивалентной деформации в гладком
образце при растяжении со скоростью деформации
102 c−1 , при удлинениях 3 (a) и 5.8 мм (b)
Fig. 5. Equivalent strain fields in a smoothed
specimen under tension at a strain rate of 102 s−1 with
elongations of (a) 3 and (b) 5.8 mm

С ростом параметра η в области надрезов ускоряется формирование полос ло-
кализации и снижаются эффективные макроскопические деформации до разру-
шения.

На рис. 6 и 7 показаны поля эквивалентной деформации при растяжении об-
разцов с радиусом надреза 5 мм при скоростях деформации 102 и 103 c−1 соответ-
ственно. В зоне концентраторов напряжений (при η ~ 0.416) повреждения зарож-
даются в области пересечения полос локализации пластических сдвигов (см.
рис. 6, b и 7, b).

Полученные результаты согласуются с данными, полученными при квазиста-
тическом растяжении, и расширяют понимание закономерностей развития лока-
лизации пластической деформации при высокоскоростном растяжении [10,
12−14].

При увеличении параметра η до ~0.467 (радиус надреза образцов 2.5 мм) тре-
щина зарождается в области пересечения полос локализации в центральной зоне
образца и распространяется к его поверхности.

Полученные результаты свидетельствуют о вязком характере разрушения
сплава ВТ1-0 при скоростях деформации до 103 с−1.

Возрастание скорости деформации от 102 до 103 с−1 приводит к существенному
(от 80 до 100 %) расхождению относительного остаточного удлинения δ ТЧ-
титана и деформаций, реализующихся в полосах локализации при зарождении
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трещины, как показано на рис. 6(b) и 7(b). В диапазоне скоростей деформации от
102 до 103 с−1 увеличение параметра трехосности напряженного состояния от η ~
0.333 до 0.467 приводит к уменьшению удлинения ТЧ-титана до разрушения бо-
лее чем на порядок.

εeq εeq

a b

Рис. 6. Поля эквивалентной деформации в образце с
надрезом при растяжении со скоростью деформации
102 c−1  при удлинениях 0.39 (a) и 0.84 мм (b)
Fig. 6. Equivalent strain fields in a notched specimen
under tension at a strain rate of 102 s−1 with elongations of
(a) 0.39 and (b) 0.84 mm

εeq εeq

a b

Рис. 7. Поля эквивалентной деформации в образце с
надрезом при растяжении со скоростью деформации
103 c−1 при удлинениях 0.73 (a) и 1.56 мм (b)
Fig. 7. Equivalent strain fields in a notched specimen
under tension at a strain rate of 103 s−1 with elongations of
(a) 0.73 and (b) 1.56 mm
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Заключение
Закономерности локализации пластической деформации технически чистого

титана марки ВТ1-0 исследованы при растяжении плоских образцов со скоростя-
ми деформации 0.1, 102 и 103 с−1 на сервогидравлическом стенде Instron VHS
40/50-20. Для исследования влияния сложного напряженного состояния на разви-
тие локализации деформации использовались образцы с надрезами, имевшими
радиусы 10, 5, 2.5 мм.

Видеорегистрация процесса растяжения образцов со скоростью до 100 тысяч
кадров в секунду проводилась камерой Phantom V 711. Поля деформаций в рабочей
части образца исследовались методом корреляции цифровых изображений (DIC).

В результате прямых наблюдений было установлено, что магистральная тре-
щина в образцах ТЧ-титана ВТ1-0 зарождалась в зоне пересечения стационарных
полос локализованной деформации.

Полученные результаты свидетельствуют о том, что величина эквивалентной
пластической деформации в полосах локализации существенно превышает значе-
ния относительного остаточного удлинения δ ТЧ-титана в условиях высокоскоро-
стного растяжения.

С ростом скорости деформации от 102 до 103 с−1 влияние параметра трехосно-
сти напряженного состояния на величину предельной деформации до разрушения
уменьшается.

Было показано, что влияние скорости деформации на предельные деформации
до разрушения имеет немонотонный характер.

Анализ полей деформации в рабочей части образцов показал, что степень рав-
номерной деформации рабочей части снижается с ростом скорости деформации.
При скоростях деформации выше 103 с−1 формирование полос локализованного
сдвига происходит при начале пластического течения.

 Технически чистый титан разрушается за счет зарождения, роста и слияния
повреждений в полосах локализованной пластической деформации. Результаты
подтверждают, что разрушение технически чистого титана имеет вязкий характер
при скоростях деформации от 0.1 до 103 с−1, при значениях параметра трехосности
напряжений 0.333 ≤ η <0.467 и при температуре, близкой к 295 К.
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In this work, the effect of a triaxiality stress state on the mechanical behavior and fracture of
commercially pure titanium VT1-0 (Grade 2) in the range of strain rates from 0.1 to 1000 s−1 is
studied. Tensile tests are carried out using a servo-hydraulic testing machine Instron VHS 40 / 50-
20 on flat specimens with a constant cross-sectional area and on flat specimens with a notch. To
study the effect of the complex stress state on the ultimate deformation before fracture, the
samples with the notch of various radii (10, 5, 2.5 mm) are used in the experiments. Phantom
V711 is employed for high-speed video registration of specimen’s deformation. Deformation
fields in a working part of the sample are investigated by the digital image correlation method. It
is shown that the effect of the strain rate on the ultimate deformations before fracture has a non-
monotonic behavior. An analysis of strain fields in the working part of the samples shows that the
degree of uniform deformation of the working part decreases with an increase in the strain rate. At
strain rates above 1000 s−1, the shear bands occur at the onset of a plastic flow. Commercially
pure titanium undergoes fracture due to the nucleation, growth, and coalescence of damages in the
bands of localized plastic deformation oriented along the maximum shear stresses. The results
confirm that the fracture of commercially pure titanium exhibits ductile behavior at strain rates
varying from 0.1 to 1000 s−1, at a triaxiality stress parameter in the range of 0.333 ≤ η <0.467, and
at a temperature close to 295 K.
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КОНЕЧНЫЕ ДЕФОРМАЦИИ НЕЛИНЕЙНО УПРУГИХ
АНИЗОТРОПНЫХ МАТЕРИАЛОВ1

Рассмотрен вариант соотношений нелинейной упругости для анизотропных
материалов, по типу симметрии относящихся к кристаллам кубической син-
гонии. В предложенной модели учитывается физическая нелинейность в по-
ведении таких материалов при конечных деформациях. Исходя из представ-
ления упругого потенциала как тензорного многочлена по деформациям, по-
лучены соотношения для напряжений, содержащие константы упругости
второго и третьего порядков.

Ключевые слова: анизотропия, гиперупругость, конечные деформации, ку-
бические материалы, тензорные базисы, инварианты

Будем рассматривать анизотропные материалы, обладающие симметрией уп-
ругих свойств, присущей кристаллам кубической сингонии [1 – 4]. Это означает,
что упругие свойства таких материалов удовлетворяют условиям симметрии, при-
сущей точечной группе объемно- или гранецентрированного куба. Группа сим-
метрии кубических материалов характеризуется наличием трех поворотных осей
четвертого порядка, четырех поворотных осей третьего порядка и шести осей
симметрии второго порядка. Порождающими элементами группы симметрии ку-
бических материалов являются три поворота на угол 90° вокруг поворотных осей
четвертого порядка [3, 4].

По своим свойствам кубические материалы близки к изотропным материалам.
Известно [2, 3], что под действием гидростатического давления сфера из анизо-
тропного материала в общем случае становится эллипсоидом. В случаях изо-
тропного и кубического материалов при воздействии гидростатического давле-
ния сферы остаются сферами, что не позволяет в таком опыте различить эти
материалы.

Линейные упругие кубические материалы в рамках обобщенного закона Гука
описаны в работах [2, 6–10]. В этих работах получены структурные представления
тензоров упругости четвертого ранга, инвариантных относительно описанной
группы симметрии. Тензоры упругости, записанные в произвольной (лаборатор-
ной) системе координат, имеют в общем случае 21 ненулевую компоненту, кото-
рые не являются независимыми. В работах [6–9] проведен анализ зависимости
модулей упругости кубического материала и коэффициента Пуассона от направ-
ления растяжения образца. Для кубического материала может быть определена
такая система координат, названная в статье [11] канонической, в которой тензор
упругих свойств имеет три ненулевые независимые константы.

Нелинейные модели поведения кубических материалов могут учитывать либо
геометрическую, либо физическую нелинейность. В наиболее сложных моделях

                                                          
1 Работа выполнена при частичной поддержке гранта Президента Российской Федерации (проект МД-

1803.2019.1) и РФФИ (проект № 18-31-20053).



104 М.Ю. Соколова, Д.В. Христич

необходимо учитывать геометрическую и физическую нелинейности одновре-
менно. Построению моделей кубических материалов, учитывающих физическую
нелинейность при конечных деформациях, посвящена работа [12]. В этой статье
автор записывает нелинейные определяющие соотношения для кубического мате-
риала на основе девяти тензорных генераторов, построенных по тензору конеч-
ных деформаций Коши – Грина и полученных в работе [5].

 Если при упругом деформировании в рассматриваемых материалах наблюда-
ются нелинейные эффекты даже в области малых деформаций, то требуется по-
строить физически нелинейные определяющие соотношения. Решению этой зада-
чи посвящены статьи [13, 14]. В этих работах для записи нелинейных определяю-
щих соотношений используется разложение в ряд упругого потенциала с сохра-
нением членов второй и третьей степеней относительно тензора малых деформа-
ций. В статьях [13, 14] определена структура тензоров упругости шестого ранга,
которые в канонической системе координат содержат шесть ненулевых независи-
мых констант. Геометрически и физически нелинейная модель кубического мате-
риала предложена в [15].

В отличие от результатов, полученных в работах [13–15], авторы данной ста-
тьи используют разложение тензоров упругости четвертого и шестого рангов по
собственным упругим состояниям кубического материала [13, 14]. Это позволяет
записать упругий потенциал для кубического материала в виде функции инвари-
антов тензоров, которые являются проекциями тензора деформаций Коши – Гри-
на в собственные подпространства кубического материала. Получающиеся при
этом выражения для тензора напряжений отражают взаимное влияние процессов,
происходящих в различных собственных подпространствах рассматриваемого
материала, и позволяют для кубического материала описать эффекты второго по-
рядка.

1. Общий подход к записи упругого потенциала деформаций
в случае конечных деформаций кубического материала.

Строение тензоров упругости

Рассмотрим гиперупругий анизотропный материал, для которого можно запи-
сать упругий потенциал. В качестве такового используем удельную (отнесенную к
объему) потенциальную энергию деформации. Дифференциал удельной потенци-
альной энергии деформаций может быть представлен в виде

:dW d= T ε ,
где T  – энергетический тензор напряжений, связанный с тензором напряжений
Коши S  соотношением

1

0
Σ ,T dV

dV
− −= ⋅ ⋅ =T Φ Φ Σ S ,

Φ  – аффинор деформаций, ( )1=
2

T⋅ −ε Φ Φ E  – тензор деформаций Коши – Грина,

E  – единичный тензор, двоеточие означает свертывание тензоров [3, 16]. Из этого
следует возможность определения напряжений при конкретизации вида удельной
потенциальной энергии деформаций по формулам

W∂
=

∂
T

ε
.  (1)
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Такой подход к построению соотношений гиперупругости для изотропных и
анизотропных материалов использовался в работах [16 – 18].

Представим тензорную функцию ( )W ε  в виде ряда по степеням тензора де-
формаций Коши – Грина

0 0
1 1: :: ::: ...
2! 3!

W W= + + + +A ε N εε L εεε , (2)

причем 0 00, 0W = =A , если начальное состояние является ненапряженным.
В выражении (2) использовано произведение ij kl i j k le e e e= ε εεε , где

i j k l i j k le e e e e e e e= ⊗ ⊗ ⊗  – полиада, образованная векторами ортонормированно-

го базиса , 1, 2,3ie i = , и произведение ij kl mn i j k l m ne e e e e e= ε ε εεεε , где

i j k l m n i j k l m ne e e e e e e e e e e e= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ .
Сохраним в представлении (2) только первые два ненулевых члена:

1 1:: :::
2! 3!

W = +N εε L εεε ,  (3)

тогда из соотношений (1) и (3) следует выражение для напряжений
1: ::
2

= +T N ε L εε .  (4)

В выражениях (3) и (4) N  и L  – тензоры упругих констант четвертого и шес-
того рангов соответственно, которые удовлетворяют условиям внутренней сим-
метрии

 ijkl jikl ijlk klijN N N N= = = , ijklmn jiklmn ijlkmn ijklnm ijmnkl klijmnL L L L L L= = = = = .  (5)

Структура тензоров N  и L  для кубического материала известна [1 – 4, 16].
Тензор N  содержит три независимые константы упругости второго порядка, а
тензор L  – шесть независимых констант упругости третьего порядка. Наимень-
шее число ненулевых компонент тензоры упругости имеют в системе канониче-
ских осей анизотропии материала [11, 17]. В произвольной (лабораторной) систе-
ме координат тензоры упругости кубического материала имеют произвольный
вид. Главные оси анизотропии по В.В. Новожилову [11, 16] определяются как
главные оси тензора напряжений при всестороннем сжатии, однако для кубиче-
ского материала все главные значения тензора напряжений в этом случае равны, а
главные векторы могут быть выбраны произвольно. Канонические оси анизотро-
пии материала всегда совпадают с главными осями анизотропии, определенными
по В.В. Новожилову. Однако в кубическом материале главные оси анизотропии,
найденные из эксперимента, могут и не совпадать с каноническими осями. Тогда
возникает необходимость определить взаимную ориентацию лабораторной систе-
мы координат с ортонормированным базисом ik  и системы канонических осей
координат с базисом ia .

Поскольку реализация эксперимента по всестороннему сжатию образца за-
труднена, в работе [11] предложено заменить этот эксперимент на три опыта по
сжатию кубического образца в трех взаимно перпендикулярных направлениях.
В этих опытах обязательным является измерение всех компонент тензора дефор-
маций в лабораторной системе координат. Эквивалентность таких экспериментов
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является следствием линейности связи между деформациями и напряжениями в
области малых деформаций. В этом случае речь идет об определении начального
положения осей анизотропии материала.

Пусть опыты по сжатию кубических образцов проводятся в лабораторной сис-
теме координат с ортонормированным базисом ik . Взаимная ориентация вектор-
ных базисов ia  и ik  определяется ортогональным тензором поворота Q . Для

компонент тензора i j
ijq k k=Q  выполняются тождества

2 2 2 2 2 2 2 2 2
11 21 31 12 22 32 13 23 33

11 12 21 22 31 32 11 13 21 23 31 33

13 12 23 22 33 32

1, 1, 1,
0, 0,

0.

q q q q q q q q q
q q q q q q q q q q q q

q q q q q q

+ + = + + = + + =

+ + = + + =

+ + =

(6)

 В работе [11] показано, что для определения положения канонических осей
анизотропии в кубическом материале достаточно двух экспериментов на сжатие
кубических образцов. В первом эксперименте тензор напряжений определяется
как 1 1

1 tk k= −T . Пусть С  – тензор упругих податливостей, обратный к тензору
упругости N . Измеряемые деформации выражаются через константы податливо-
сти и компоненты тензора Q  следующим образом:

( )( )[ ]11 1 1111 1122 1212 1122 12122 2t Q C C C C Cε = − − + + + ,

( )( )[ ]12 7 1111 1122 12122t Q C C Cε = − − + ,

( )( )[ ]22 4 1111 1122 1212 11222t Q C C C Cε = − − + + ,

( )( )[ ]13 8 1111 1122 12122t Q C C Cε = − − + , (7)

( )( )[ ]33 5 1111 1122 1212 11222t Q C C C Cε = − − + + ,

( )( )[ ]23 9 1111 1122 12122t Q C C Cε = − − + ,
где обозначено

4 4 4 2 2 2 2 2 2
1 11 12 13 4 11 21 12 22 13 23
2 2 2 2 2 2 3 3 3

5 11 31 12 32 13 33 7 21 11 22 12 23 13
3 3 3 2 2 2

8 31 11 32 12 33 13 9 21 31 11 22 32 12 23 33 13

, ,
, ,

, .

Q q q q Q q q q q q q
Q q q q q q q Q q q q q q q

Q q q q q q q Q q q q q q q q q q

= + + = + +

= + + = + +

= + + = + +

Во втором эксперименте тензор напряжений 2 2
2 tk k= −T  и измеряемые ком-

поненты тензора деформаций также выражаются через константы податливости и
компоненты тензора Q :

( )( )[ ]11 4 1111 1122 1212 1122 12122 2t Q C C C C Cε = − − + + + ,

( )( )[ ]12 10 1111 1122 12122t Q C C Cε = − − + ,

( )( )[ ]22 2 1111 1122 1212 11222t Q C C C Cε = − − + + ,

( )( )[ ]23 11 1111 1122 12122t Q C C Cε = − − + , (8)

( )( )[ ]33 6 1111 1122 1212 11222t Q C C C Cε = − − + + ,

( )( )[ ]13 12 1111 1122 12122t Q C C Cε = − − + ,
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где обозначено
4 4 4 2 2 2 2 2 2 3 3 3

2 21 22 23 6 31 21 32 22 33 23 10 11 21 12 22 13 23, , ,Q q q q Q q q q q q q Q q q q q q q= + + = + + = + +

3 3 3 2 2 2
11 31 21 32 22 33 23 9 11 31 21 12 32 22 13 33 23, .Q q q q q q q Q q q q q q q q q q= + + = + +

Для отыскания девяти компонент тензора Q  используем шесть соотношений
(6) и четыре независимых соотношения из (7), (8):

( )( )[ ]7 1111 1122 1212 122t Q C C C− − + = ε ,

( )( )[ ]8 1111 1122 1212 132t Q C C C− − + = ε ,

( )( )[ ]9 1111 1122 1212 232t Q C C C− − + = ε ,

( )( )[ ]10 1111 1122 1212 122t Q C C C− − + = ε .

Исключая из них множитель ( )( )1111 1122 12122C C C− + , получим три уравнения
относительно компонент тензора Q :

( )3 3 3 3 3 313
31 11 32 12 33 13 21 11 22 12 23 13

12
,q q q q q q q q q q q q

ε
+ + = + +

ε

( )2 2 2 3 3 323
21 31 11 22 32 12 23 33 13 21 11 22 12 23 13

12
,q q q q q q q q q q q q q q q

ε
+ + = + +

ε
 (9)

( )3 3 3 3 3 312
11 21 12 22 13 23 21 11 22 12 23 13

12
.q q q q q q q q q q q q

ε
+ + = + +

ε
Численное решение системы уравнений (6), (9) позволяет найти компоненты

тензора Q , то есть определить ориентацию канонической системы координат в
кубическом материале относительно лабораторной системы координат по изме-
ряемым в опытах деформациям.

Вычисления показали, что в случае кубических кристаллов канонические оси
анизотропии совпадают с их кристаллографическими осями [100], [010] и [001]
(обозначения из [1, 4]), а для композитных материалов или древесины их положе-
ние совпадает с преимущественными структурными направлениями.

Введем в рассмотрение тензорный базис, образованный диадами базисных
векторов канонических осей симметрии кубического материала ia :

1
1 1a a=А , 2

2 2a a=А , 3
3 3a a=А , ( )4

1 2 2 1
1
2

a a a a= +А ,

( )5
2 3 3 2

1
2

a a a a= +А , ( )6
3 1 1 3

1
2

a a a a= +А .  (10)

Базис (10) нормируется соотношением: :i j ij= δА А , где ijδ  – дельта Кронекера.
Наряду с базисом (10) рассмотрим тензорный базис А.А. Ильюшина
( 0,1,...,5)α α =I  с базисными тензорами [11, 16, 17]:

( )0
1 1 2 2 3 3

1
3

a a a a a a= + +I , ( )1
3 3 1 1 2 2

1 2
6

a a a a a a= − −I , ( )2
1 1 2 2

1
2

a a a a= −I ,

( )3
1 2 2 1

1
2

a a a a= +I , ( )4
2 3 3 2

1
2

a a a a= +I , ( )5
3 1 1 3

1
2

a a a a= +I .  (11)
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Тензорный базис (11) также нормирован: :α β αβ= δI I .
Тензор деформаций ij i ja a= εε  как симметричный тензор второго ранга можно

разложить по базисам (10) и (11). Эти разложения имеют вид
1 2 3 4 5 6

11 22 33 12 23 312 2 2= ε + ε + ε + ε + ε + εε A A A A A A  (12)

и 0 1 2 3 4 5
0 1 2 3 4 5= ε + ε + ε + ε + ε + εε I I I I I I , (13)

где : α
αε = ε I .

Между коэффициентами разложений (12) и (13) имеется связь:

( )0 11 22 33
1
3

ε = ε + ε + ε , ( )1 33 11 222
1
6

ε = ε − ε − ε , ( )2 11 22
1
2

ε = ε − ε ,

3 122ε = ε , 4 232ε = ε , 5 312ε = ε .
Обратная связь имеет вид

11 0 1 2
1 1 1
3 6 2

ε = ε − ε + ε , 22 0 1 2
1 1 1
3 6 2

ε = ε − ε − ε , 33 0 1
1 2

33
ε = ε + ε ,

12 3
1
2

ε = ε , 23 4
1
2

ε = ε , 31 5
1
2

ε = ε .

По тензорам второго ранга (10) образуем тензоры четвертого и шестого ран-
гов, обладающие внутренней симметрией (5):

( )1
2

αβ α β β α= +А А А А А ,

( )1
6

αβγ α β γ β α γ γ α β α γ β β γ α γ β α= + + + + +А А А А А А А А А А А А А А А А А А А ,  (14)

где , , 1, 2,...,6α β γ = .
Из работ [1 – 4, 15, 16] известно разложение тензоров упругости N  и L  по ба-

зисам (14). Для кубического материала эти разложения имеют вид

( ) ( ) ( )11 22 33 12 23 13 44 55 66
11 12 44п п п= + + + + + + + +N A A A A A A A A A ;  (15)

( ) ( )
( )

( )

111 222 333 155 266 344
1 2

112 113 122 133 223 233
3

144 166 255 244 355 366 123 456
4 5 6 ,

с с

с

с с с

= + + + + + +

+ + + + + + +

+ + + + + + + +

L A A A A A A

A A A A A A

A A A A A A A A  (16)

где 11 12 44, ,п п п  – ненулевые компоненты тензора упругости N  – константы упру-
гости второго порядка; 1 2 3 4 5 6, , , , ,с с с с с с  – константы упругости третьего по-
рядка.

По тензорам (11) построим базисы, состоящие из тензоров четвертого ( )αβI  и

шестого ( )αβγI  рангов:



Конечные деформации нелинейно упругих анизотропных материалов 109

( )1
2

αβ α β β α= +I I I I I ,  (17)

( )1
6

αβγ α β γ β α γ γ α β α γ β β γ α γ β α= + + + + +I I I I I I I I I I I I I I I I I I I ,  (18)

где , , 0,1,...,5α β γ = .
Базисы (17) и (18) нормируются соотношениями:

( )1::
2

αβ γε αγ βε αε βγ= δ δ + δ δI I ,

( )1:::
6

αβγ δεζ αζ βε γδ αε βζ γδ αδ βζ γε αζ βδ γε αδ βε γζ αε βδ γζ= δ δ δ +δ δ δ +δ δ δ +δ δ δ +δ δ δ +δ δ δI I .

В работах [11, 17] получено разложение тензора упругости N  по базису (5) в
виде

( ) ( )(1) 00 (2) 11 22 (3) 33 44 55n n n= + + + + +N I I I I I I . (19)

Коэффициенты в представлении (19) связаны с константами упругости второ-
го порядка (15) соотношениями

(1) (2) (3)
11 12 11 12 442 , ,n n n n n n n n= + = − = .

Тензор констант упругости третьего порядка L  может быть разложен по бази-
су (18), однако в своем разложении он должен содержать только такие комбина-
ции тензоров αβγI , которые являются инвариантными относительно группы орто-
гональных преобразований кубической сингонии. Методом прямой проверки ус-
тановлено, что для кубического материала имеется шесть инвариантных комби-
наций тензоров (18):

(1) 000 (2) 011 022 (3) 033 044 055, , ,= = + = + +B I B I I B I I I (20)

( ) ( ) ( )(4) 111 122 (5) 144 155 133 255 244 (6) 3451 1 1 13 , 2 ,
6 6 2 2

= − = + − + − =Β I I B I I I I I B I .

Разложение тензора L  по базису (20) имеет вид
6

( )

1

s
s

s
s

b
=

=
= ∑L B .  (21)

В выражении (21) коэффициенты sb  связаны с константами упругости третье-
го порядка кубического материала (16) соотношениями

( )1 1 3 5
1 6 2
3

b с с с= + + , ( )2 1 53b с с= − , ( )3 2 42 3 2b с с= + ,

4 1 3 53 2b с с с= − + , ( )5 4 26b с с= − , 6 624b с= .
Разложения тензоров упругости (19) и (21) далее использованы для записи уп-

ругого потенциала для кубического материала и получения нелинейных опреде-
ляющих соотношений.
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2. Определяющие соотношения в собственных подпространствах
кубического материала

Если в представлении для удельной потенциальной энергии деформаций (2)
ограничиться только членом второго порядка, то соотношения (4) принимают вид
обобщенного закона Гука:

:=T N ε .  (22)
Учтем в соотношениях (22) представление (19) и получим

( ) ( )(1) 00 (2) 11 22 (3) 33 44 55: : :n n n= + + + + +T I ε I I ε I I I ε

или   (1) (2) (3)
(1) (2) (3)n n n= + +T ε ε ε .  (23)

Из соотношений (19) и (23) следует, что тензорный базис (17) является собст-
венным для кубического материала. Понятие о собственных тензорах и собствен-
ных состояниях введено в работах Рыхлевского, Ковина и Махрабади [19, 20].
Собственные тензоры для кубического материала получены в работах [11, 12, 16,
21].

Тензоры деформаций (1) (2) (3), ,ε ε ε  являются собственными упругими состоя-
ниями кубического материала и принадлежат трем собственным подпространствам:

- одномерному (1D) – 0
(1) 0= εε I ;

- двумерному (2D) – 1 2
(2) 1 2= ε + εε I I ; (24)

- трехмерному (3D) – 3 4 5
(3) 3 4 5= ε + ε + εε I I I .

Спроектируем тензор T  в те же собственные подпространства:
0

(1) 0T=T I ,  1 2
(2) 1 2T T= +T I I ,  3 4 5

(3) 3 4 5T T T= + +T I I I , (25)

где :T α
α = T I .

В соответствии с (23) закон Гука можно записать в виде

 
3 3

( )
( ) ( )

1 1

k
k k

k k
n

= =
= =∑ ∑T T ε .  (26)

Из представления (26) следует, что в рамках линейной упругости тензоры на-
пряжений ( )αT  и деформаций ( )αε  в каждом собственном подпространстве соос-
ны и пропорциональны.

Конкретизируем соотношения (4) для кубического материала. Для этого выяс-
ним свойства тензоров ( )sB , входящих в разложение (21) тензора L . Эти свойст-
ва проявляются при вычислении сверток тензоров ( )sB  с собственными тензорами
деформаций (24):

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ): : : :s s
α β β α=ε B ε ε B ε .

Из этих произведений ненулевыми являются следующие девять:
(1) 2 0

(1) (1) 1 (1): : 3 ( )J=ε B ε ε I ,  (2)
(1) (2) 1 (1) (2)

1: : ( )
3 3

J=ε B ε ε ε ,

(2) 2 0
(2) (2) 1 (2): : ( )J=ε B ε ε I ,  (3)

(1) (3) 1 (1) (3)
1: : ( )

3 3
J=ε B ε ε ε ,
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(3) 2 0
(3) (3) 1 (3): : ( )J=ε B ε ε I ,   (4)

(2) (2) (2)2: : =ε B ε Q , (27)

(5)
(2) (3) (3)

2: :
3

=ε B ε P ,  (5)
(3) (3) (3)2

2: :
3

=ε B ε Q ,  (6)
(3) (3) (3)3

1: :
3

=ε B ε Q .

В соотношениях (27) обозначено 1( ) :J =А А Е  – первый инвариант тензора

А ; (2)2Q  – проекция тензора 2
(2)ε  во второе собственное подпространство:

( ) ( )2 2 2 0 2 2 1 2
(2) 1 2 (2)2 (2)2 1 2 1 2

1 1 2,
33 6

= ε + ε + = ε − ε − ε εε I Q Q I I ;  (28)

(3)2Q  и (3)3Q  – проекции тензора 2
(3)ε  во второе и третье собственные подпро-

странства:

( )

( ) ( )

2 2 2 2 0
(3) 3 4 5 (3)2 (3)3

2 2 2 1 2 2 2
(3)2 3 1 2 4 5

3 4 5
(3)3 4 5 3 5 3 4

1 ,
3

1 12 ,
2 6 2 2

1 1 1 ;
2 2 2

= ε + ε + ε + +

−
= ε − ε − ε − ε − ε

= ε ε + ε ε + ε ε

ε I Q Q

Q I I

Q I I I

 (29)

тензор

3 4 5
(3) 1 3 1 2 4 1 2 5

1 1 1 1 1 1 1
2 26 6 2 6 2
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ε ε + ε − ε ε + ε + ε ε⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

P I I I .  (30)

В данной модели выражение для удельной потенциальной энергии деформа-
ции имеет вид

( )
( )

( ) ( )

(1) (2) (3)
2 (1) 2 (2) 2 (3)

1 (1) 1 2 (1) 2 2 (2) 3 2 (3)

3 (2) 4 5 3 (3) 6 5 5 3 (2) (3)

1 3 ( ) ( ) ( )
2

1 ( ) 9 ( ) ( ) ( )
6 3

1 1 1( ) 3 2 ( ) 12 ( ),
6 36 3

W n J n J n J

J b J b J b J

J b b J b b b J

= + + +

+ + + +

+ − + − + +

ε ε ε

ε ε ε ε

ε ε ε ε  (31)

где введены обозначения для второго и третьего инвариантов тензора второго
ранга: 2 ( ) :J =А А А , 3 ( ) detJ =А А .

Запишем выражения для инвариантов тензоров, входящих в соотношения (27)
и (31), через коэффициенты αε  разложения (13). Инварианты тензоров (1)ε , (2)ε ,

(3)ε  запишутся как

1 (1) 0
1( )
3

J = εε ,  2
2 (1) 0

1( )
3

J = εε , 3
3 (1) 0

1( )
3 3

J = εε ,

1 (2)( ) 0J =ε ,  2 2
2 (2) 1 2( )J = ε + εε ,  ( )2 2

3 (2) 1 1 2
1( ) 3

3 6
J = ε ε − εε ,  (32)

1 (3)( ) 0J =ε ,  2 2 2
2 (3) 3 4 5( )J = ε + ε + εε ,  3 (3) 3 4 5

1( )
2

J = ε ε εε .
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Инварианты тензоров 2
(1)ε , 2

(2)ε , 2
(3)ε :

2 2
1 (1) 0

1( )
3

J = εε ,  ( )2 2 2
1 (2) 1 2

1( )
3

J = ε + εε ,  ( )2 2 2 2
1 (3) 3 4 5

1( )
3

J = ε + ε + εε .  (33)

Смешанный инвариант тензоров (2)ε , (3)ε :

3 (2) (3) (2) (3)2 3 (2) 3 (3) (3) (3) 3 (2) 3 (3)( ) : ( ) ( ) : ( ) ( )J J J J J+ = + + = + + =ε ε ε Q ε ε ε P ε ε

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 21 1 2
1 2 3 4 5 4 5 3 4 5

13 2 .
3 6 2 2 6 2 2
ε ε ε

= ε − ε + ε ε ε + ε + ε − ε + ε − ε  (34)

Присутствие смешанного инварианта (34) в выражении для удельной потенци-
альной энергии деформаций позволяет учитывать взаимное влияние процессов,
происходящих в собственных подпространствах 2D и 3D. Отметим, что выраже-
ния для смешанного инварианта (34) упрощаются в случаях, когда деформации во
втором или третьем собственном подпространствах отсутствуют, поскольку при
этом (2) (3)2 (3) (3): : 0= =ε Q ε P . Отметим, что

если (3) =ε 0 , то

( )2 21
3 (2) (3) 3 (2) 1 2( ) ( ) 3

3 6
J J

ε
+ = = ε − εε ε ε ;

если (2) =ε 0 , то

3 (2) (3) 3 (3) 3 4 5
1( ) ( )
2

J J+ = = ε ε εε ε ε .

Подставляя (19) и (21) в определяющие соотношения (4), получим следующую
форму связи между напряжениями и деформациями:

( ) ( ) ( )1 2 2 2 2 2 0
(1) 1 0 0 2 1 2 3 3 4 5

1 1
3 3

n b b b⎡ ⎤= + ε ε + ε + ε + ε + ε + ε⎢ ⎥⎣ ⎦
T I ,

2
(2) 2 0 (2) 4 (2)2 5 (3)2

1 2
3

n b b b⎛ ⎞= + ε + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

T ε Q Q ,  (35)

3
(3) (3) 5 (3) 6 (3)3

2 1
3 3

n b b= + +T ε P Q .

Соотношения (35) содержат деформации во второй степени и являются физи-
чески нелинейными соотношениями. В этом случае в неодномерных собственных
подпространствах 2D и 3D тензоры напряжений и деформаций (2)T  и (2)ε , (3)T  и

(3)ε  перестают быть соосными. Во втором подпространстве отклонение от соос-

ности тензоров (2)T  и (2)ε  связано как с появлением составляющей напряжений

вдоль тензора (2)2Q , так и составляющей вдоль (3)2Q . В третьем подпространстве

отклонение от соосности тензоров (3)T  и (3)ε  связано с появлением составляю-

щих напряжений вдоль тензоров (3)3Q  и (3)P , причем последний обращается в

ноль, если (2) =ε 0 .
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Анализ показывает, что полученные соотношения (35) не удовлетворяют
обобщению частного постулата А.А. Ильюшина на анизотропные материалы,
сформулированному в работах [11, 16, 17], и учитывают взаимное влияние про-
цессов, происходящих в различных собственных подпространствах.

3. Анализ нелинейных эффектов, описываемых моделью

Соотношения (35) описывают связь между конечными деформациями кубиче-
ского материала и напряжениями. Для анализа нелинейных эффектов, описывае-
мых соотношениями (35), будем считать деформации малыми. В этом случае соб-
ственные состояния кубического материала (1) (2) (3), ,ε ε ε  имеют простой физиче-

ский смысл. Первое собственное состояние (1)ε  является чисто объемным дефор-

мированием. Второе состояние (2)ε  соответствует формоизменению, происходя-
щему в главных осях анизотропии материала и связанному только с изменением
длин материальных волокон. Третье собственное состояние (3)ε  соответствует
чистым сдвигам в координатных плоскостях.

Рассмотрим процесс деформирования, целиком расположенный в первом соб-
ственном подпространстве: 0

(1) 0 (2) (3),= ε = =ε I ε ε 0 . В соответствии с (35) в от-
вет на такие деформации в кубических материалах появляются напряжения

( )1 0
(1) 1 0 0n b= + ε εT I , которые являются гидростатическими, нелинейно завися-

щими от объемных деформаций 0ε . Касательные напряжения в главных осях ани-
зотропии не появляются.

Пусть процесс деформирования целиком расположен во втором собственном
подпространстве 1 2

(2) 1 2 (1) (3),= = ε + ε = =ε ε I I ε ε 0 . Такому процессу соответст-
вует изменение длин волокон, расположенных вдоль главных осей анизотропии,
без сдвигов. В это случае в соответствии с (35) возникающие напряжения имеют
вид (1) (2)= +T T T , причем

( )2 2 0
(1) 2 1 2

1
3

b= ε + εT I , 2
(2) 2 0 (2) 4 (2)2

1
3

n b b⎛ ⎞= + ε +⎜ ⎟
⎝ ⎠

T ε Q ,

то есть соотношения описывают нелинейную зависимость напряжений от дефор-
маций. В процессе формоизменения (2)ε  появляются гидростатические напряже-

ния. Как и в первом случае, касательные напряжения (3)T  в таком процессе не по-
являются.

Если процесс деформирования 3 4 5
(3) 3 4 5 (1) (2),= = ε + ε + ε = =ε ε I I I ε ε 0  за-

ключается в чистых сдвигах хотя бы в одной из плоскостей, содержащих канони-
ческие оси анизотропии, то в соответствии с (35) возникают напряжения

(1) (2) (3)= + +T T T T , причем

( )2 2 2 0
(1) 3 3 4 5

1
3

b= ε + ε + εT I ,  (2) 5 (3)22b=T Q ,  3
(3) (3) 6 (3)3

1
3

n b= +T ε Q ,

то есть соотношения (35) описывают нелинейную зависимость касательных на-
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пряжений (3)T  от сдвиговых деформаций (3)ε  и прогнозируют возникновение
нормальных напряжений, в том числе и гидростатических.

Заключение

Для кубического материала получено разложение тензоров упругости четвер-
того и шестого рангов по тензорным базисам в собственных подпространствах. Из
условия существования упругого потенциала (удельной потенциальной энергии
деформации) получены соотношения между напряжениями и конечными дефор-
мациями, содержащие деформации во второй степени. Выписаны выражения для
напряжений в каждом из собственных подпространств кубического материала.

Предложенный вариант соотношений позволяет учесть взаимное влияние про-
цессов в различных собственных подпространствах кубического материала. Если
в предложенных соотношениях обнулить константы упругости третьего порядка,
то они будут сведены к линейным соотношениям закона Гука для кубического
материала. При сохранении в выражениях упругих констант третьего порядка по-
казана непропорциональность тензоров напряжений и деформаций в каждом из
собственных подпространств.
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Anisotropic materials with the symmetry of elastic properties inherent in crystals of cubic
syngony are considered. Cubic materials are close to isotropic ones by their mechanical
properties. For a cubic material, the elasticity tensor written in an arbitrary (laboratory) coordinate
system, in the general case, has 21 non-zero components that are not independent. An
experimental method is proposed for determining such a coordinate system, called canonical, in
which a tensor of elastic properties includes only three nonzero independent constants.

The nonlinear model of the mechanical behavior of cubic materials is developed, taking into
account geometric and physical nonlinearities. The specific potential strain energy for a
hyperelastic cubic material is written as a function of the tensor invariants, which are projections
of the Cauchy-Green strain tensor into eigensubspaces of the cubic material.

Expansions of elasticity tensors of the fourth and sixth ranks in tensor bases in eigensubspaces
are determined for the cubic material. Relations between stresses and finite strains containing the
second degree of deformations are obtained. The expressions for the stress tensor reflect the
mutual influence of the processes occurring in various eigensubspaces of the material under
consideration.
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ОЦЕНКА НЕОДНОРОДНОСТИ ПОЛЯ СКОРОСТЕЙ
АТМОСФЕРНОГО ВОЗДУХА В АДСОРБЕРАХ БЛОКОВ КОМПЛЕКСНОЙ

ОЧИСТКИ ВОЗДУХОРАЗДЕЛИТЕЛЬНЫХ УСТАНОВОК

На основе погранслойного приближения феноменологического уравнения
Дарси – Бринкмана – Форчхеймера движения компримированного атмо-
сферного воздуха через вертикальный цилиндрический адсорбер с непод-
вижным зернистым слоем адсорбента предложена математическая модель
оценки неоднородности гидродинамического поля в радиальном и аксиаль-
ном направлениях. Получены аналитические решения модельных уравне-
ний. Показана эффективность такого подхода для оценки гидродинамиче-
ской обстановки в серийно выпускаемом адсорбционном блоке комплексной
очистки воздухоразделительных установок, работающих по термодинамиче-
скому циклу высокого давления.

Ключевые слова: зернистый слой адсорбента, неоднородность поля ско-
ростей, порозность, проницаемость, атмосферный воздух.

Разделение атмосферного воздуха в воздухоразделительных установках (ВРУ)
по термодинамическому циклу высокого давления требует предварительной его
очистки от влаги, диоксида углерода и углеводородов в адсорберах с неподвиж-
ным слоем гранулированного адсорбента [1, 2]. Для минимизации проскоковых
концентраций примесей необходимы оценки геометрических характеристик ад-
сорберов и идентификация рациональных диапазонов их эксплуатационных ха-
рактеристик [3]. Это позволит нивелировать взрывопожароопасность и увеличить
длительность межотогревного периода [4].

Как показывает анализ, проведенный в [5], допущение о гидродинамическом
режиме идеального вытеснения воздушного потока через пористую матрицу не-
подвижного слоя гранулированного адсорбента в адсорбере может привести к ис-
кажению прогнозируемых локальных сепарационных характеристик. Правомоч-
ность такого упрощения должна решаться в каждом конкретном случае на основе
классической смешенной гидродинамики неподвижных зернистых сред [6].

В последнее время наметилась тенденция расширения сегмента применения
мобильных криогенных ВРУ двойного назначения АКДС–70М2, ТКДС–100В и
других [7], а также разработки новых образцов [8, 9]. В связи с этим целью данно-
го исследования является разработка инструментария для оценки гидродинамиче-
ской обстановки существующих и вновь проектируемых адсорберов блоков ком-
плексной очистки (БКО).

Математическая модель

Рассуждения проведены на примере серийно выпускаемого адсорбционного
БКО типа ЦБ-400/200, имеющего следующие характеристики [10]: объем воздуха,
перерабатываемого за один час при нормальных условиях, 2400 м3/ч; рабочее дав-
ление 20 МПа; адсорбент – гранулированный цеолит NaX с характерным диамет-
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ром dp = 5мм; диаметр и высота цилиндрического зернистого слоя 2r0 = 377 мм и
h = 1900 мм соответственно.

После компримирования атмосферный воздух перед подачей в БКО охлажда-
ется приблизительно до 15 оС и при таких термодинамических условиях его плот-
ность и динамическая вязкость будут ρg = 242.3 кг/м3 и μg = 2.38·10–5 Па·с [11]), то
число Рейнольдса в пористой матрице гранулированного адсорбента, если при-
нять, что порозность зернистого слоя ε = 0.4, коэффициент формы для цилиндри-
ческих частиц kV ≈ 0.69, максимальная скорость фильтрации v0 = 0.08 м/с, соста-
вит [12]

0 ρ2
Re 1447.

3(1 ε) μ
p gV

g

v dk
= =

−

Отсюда следует наличие турбулентного режима движения газовой смеси в ад-
сорбере (Re > 50), что обосновывает применение феноменологической модели
гидродинамики в пористой среде [13]:

0;v∇⋅ = (1)

( ) 2ρ μ
μ ρ ,

ε τ ε
g g

g g
fv vv vv v p v

K K
∂ ⎛ ⎞⎡ ⎤+ ⋅∇ = −∇ + ∇ − +⎜ ⎟⎢ ⎥∂⎣ ⎦ ⎝ ⎠

(2)

где τ – время; v  – вектор скорости газовой среды в зернистом слое; p – давление;
K – проницаемость пористой матрицы; f – фактор Форчхеймера. В приближении
пограничного слоя [14] система (1), (2) представлена в компонентном виде в ци-
линдрической осесимметричной системе координат orz (начало координат распо-
ложено в центре входного сечения потока; r, z – радиальная и аксиальная коорди-
наты):

( )1 0;z
r

v
rv

z r r
∂ ∂

+ =
∂ ∂

2ρ μ μ ρ1
ε τ ε
g g g gz z

z z
fv vp r v v

z r r r K K
∂ ∂∂ ∂⎡ ⎛ ⎞⎤= − + − −⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎝ ⎠⎦

, (3)

0,p
r
∂

=
∂

где vz, vr – аксиальная и радиальная скорости несущей среды. Представленная сис-
тема дополняется условием на входе

vz(r,0) = v0 = const, (4)
а также граничными условиями «прилипания»

vz(r0,z) = 0 (5)
и непротекания через ось симметрии

(0, )
0zv z

r
∂

=
∂

(6)

(полагается, что расход среды в любом поперечном сечении трубы постоянен).
Система (3) – (6) в безразмерном виде записана следующим образом:

21 1 ε εε ;
θ Re DaRe Da
V P V fR V V

Z R R R
∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎛ ⎞⎤ ⎛ ⎞= − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎝ ⎠⎦ ⎝ ⎠

(7)

V(R,0) = 1; (8)
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(0, Z)(1, ) 0,VV Z
R

∂
= =

∂
(9)

где Z = z/r0; R = r/r0; V = vz/v0; P = p/(ρgv0
2); Re = v0r0ρg/μg – число Рейнольдса;

Da = K/r0
2 – число Дарси.

Радиальная неоднородность

Вдали от входа в пористую трубу (Z → ∞; / const)P Z∂ ∂ = (7) примет вид

21 ε εRe Re 0,
Da Da

d dVR V f V C
R dR dR

⎛ ⎞ − − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

(10)

где ε .PС
Z
∂

= −
∂

 Выбор линейно-независимых функций, принадлежащих к полной

последовательности [15], для аппроксимирующей функции в методе коллокаций
[16] осуществлен из предположения, что в первом приближении инерционными
эффектами можно пренебречь [17], то есть положить f ≡ 0. Тогда, из (10) следует
уравнение Дарси – Бринкмана

1 ε Re 0,
Da

d dVR V C
R dR dR

⎛ ⎞ − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

(11)

решение которого при граничных условиях (9) получено с помощью конечного
интегрального преобразования Ханкеля [18]:

1

0
0

[ ( )] ( ) ( ) ( ) ,R HH V R V p RJ pR V R dR= = ∫
тогда изображение (11) с учетом (9) будет

1
2 1

( )
( ) Re ,

( εDa )H
J p

V p C
p p −

=
+

а возвращаясь к оригиналу, получим

1 0
2 1

1 1

( )
( ) [ ( )] 2 Re ,

( )( εDa )
n

R H
n n n n

J p R
V R H V p C

p J p p

∞
−

−
=

= =
+

∑ (12)

где pn – корни уравнения J0(p) = 0. Если в (12) ограничиться первыми двумя чле-
нами ряда, то структура приближенного решения (10) может быть представлена в
виде

2
0

2 1
1 1

( )
( ) 2 Re γ α ,

( )( εDa )
k

k
k k k k

J p R
V R C

p J p p −
=

=
+

∑ (13)

где γ – нормировочный множитель; αk – неизвестные параметры, подлежащие оп-
ределению.

Подстановка (13) в (10) приводит к выражению

( ) 1" ' 12
0 0 0

2 1
1 1

( ) ( ) ε Da ( )
α

( )( εDa )
k k k k k

k
k k k

p J p R J p R R p J p R
J p p

−−

−
=

+ −
−

+
∑

( )
22 2

0
2 1

1 1

2 εRe ( ) 1 0.
2ε( )( εDa )Da

k
k

k k k k

fC J p R
p J p p −

=

⎡ ⎤
− α + =⎢ ⎥

+⎣ ⎦
∑ (14)
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Согласно формуле Козени – Кармана [13],
3 2

8ε
1.8 10

150(1 ε)
pd

K −= = ⋅
−

м2,

тогда Da = K/r0
2 = 5.06·10–7, и поэтому из (14) в силу того, что Da → ∞, следует

2
0

2 1 2
1 1

( ) 1 .
( )( εDa ) 2 εRe Da

k
k

k k k k

J p R
p J p p fC−

=
α = −

+
∑ (15)

Коллокации в точках R = 0 и R = R* (0 < R *≤ 1) позволили из (15) найти
*

2 1 2 10 2
1 1 1 1 1* *

0 2 0 1

( ) 1
α (2 εRe Da ) ( )( ε ),

( ) ( )
J p R

fC p J p p Da
J p R J p R

− −−
= +

−

*
2 1 2 10 1

2 2 1 2 2* *
0 2 0 1

1 ( )
α (2 εRe Da ) ( )( ε )

( ) ( )
J p R

fC p J p p Da
J p R J p R

− −−
= +

−
,

и соответственно можно записать профиль скорости (13) в окончательном виде
* * *

0 2 0 1 0 1 0 2
* *

0 2 0 1

[ ( ) 1] ( ) [1 ( )] ( )
( ) ,

( ) ( )
J p R J p R J p R J p R

V R
J p R J p R

− + −
=

−
(16)

причем γ ε Re Da ,f=  f = 0.0117dp(1 – ε) = 9.75·10–5м [13].

Расчеты с учетом балансового соотношения
1

0

2 ( ) 1,RV R dR =∫
и сравнительный анализ (рис. 1) с экспериментальными (для которых 2r0/dp >> 10)
показали, что гидродинамический режим в адсорбере близок к режиму идеально-
го вытеснения за исключением узкой приграничной области, примыкающей к
внутренней стенке корпуса.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 R

0.2

0.4

0.6

0.8

V

Рис. 1. Профиль безразмерной скорости установив-
шегося режима течения в зернистом слое адсорбента:
● – расчет по формуле (16); ▬ – данные из [19]
Fig. 1. Dimensionless velocity profile for a steady-state
flow in a granular adsorbent layer: ● – calculation by
formula (16); ▬ – data from [19]
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Если в расчетах (формула (14)) положить f ≡ 0, то профиль скорости практиче-
ски не изменяется, что дает возможность использовать для анализа аксиальной
неоднородности приближение Дарси – Бринкмана [20].

Аксиальная неоднородность

Осреднение уравнения (7) по поперечному сечению при f ≡ 0 позволило полу-
чить соотношение для аксиального безразмерного градиента давления

2 ( ,1) 1 ,
Z ε Re ReDa
P V Z

R
∂ ∂

= +
∂ ⋅ ∂

которое использовано при нахождении изображения (7) по одностороннему инте-
гральному преобразованию Лапласа относительно переменной Z

2

2
( , ) ( , ) ( ,1)1 ε εRe ( , ) 2 Re ,

Da Da
L L L

L
d V s R dV s R V s

s V s R
R dR R sdR

∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − ⋅ + = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ⋅⎝ ⎠ ⎝ ⎠
(17)

где VL(s,R) – изображение V(Z,R). Общее решение (17)

1 0 2 0
ε ε( , ) Re Re

Da DaLV s R C I R s C K s
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= ⋅ + + ⋅ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( ,1) ε ε2 Re Re ,
Da Da

LV s s
R s

∂⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + + ⋅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ⋅⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
где I0, K0 – модифицированные функции Бесселя первого и второго родов, причем
константы интегрирования С1 и С2 найдены с помощью граничных условий (9)

1 0
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Da Da Da
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  С2 = 0;

в итоге

0 0

0 1
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s I s I s s
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. (18)

Вследствие того, что числитель и знаменатель (18) являются бесконечными
полиномами относительно целых степеней s, причем порядок полинома знамена-
теля больше, чем порядок полинома числителя, поэтому оригинал изображения
(18) получен с использованием второй теоремы разложения:

0 0

0 1

ε ε
Da Da

( , )
ε ε ε2

Da Da Da

I I R
V s Z

I I

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
−⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠= −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

[ ] 2
0 0

21
1 22

ε(μ ) (μ ) exp μ
Da Re ,

ε 1 1μ (μ ) (μ )
Da 2μ μ

n n n

n
n n n

n n

ZJ J R

J J

∞

=

⎡ ⎛ ⎞ ⎤− − +⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎝ ⎠ ⎦−
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∑ (19)

где μn – корни уравнения J0(μ) = 2J1(μ) /μ.
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Структура поля скоростей в области, примыкающей к входному сечению, оп-
ределяет число Дарси (рис. 2): чем больше число Дарси, тем влияние гидродина-
мического начального участка более значимо.
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Рис. 2. Поле относительной скорости во входной области цилиндрического пористого
канала при Re = 1447 и различных числах Дарси: a – 5.06·10–7; b – 5.06·10–3

Fig. 2. A relative velocity field at the inlet of a cylindrical porous channel at Re = 1447
and various Darcy numbers: (a) 5.06·10–7 and (b) 5.06·10–3

Сравнение осевой скорости V(Z,0) с экспериментальными результатами
(рис. 3) подтверждает адекватность изложенного подхода.
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Рис. 3. Экспериментальные результаты измере-
ния длины гидродинамического начального уча-
стка  (● – [21]; ■ – [22]; ♦ – [23]) и расчетный
профиль осевой скорости (сплошная кривая)
Fig. 3. Experimental results of measuring the length
of a hydrodynamic initial section (● – [21]; ■ –
[22]; ♦ – [23]) and the calculated axial velocity
profile (the solid curve)
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Расхождение опытных данных о длине гидродинамического начального участ-
ка в неподвижном зернистом слое адсорбента объясняется недостаточным объе-
мом исследований влияния 2r0/dp и v0 на ее величину [24].

Заключение

Классическое уравнение Дарси – Бринкмана – Форчхеймера позволило по-
строить математическую модель, которая может являться инструментом для
оценки неоднородности поля скоростей в радиальном и аксиальном направлениях
в цилиндрическом изотропном пористом канале, имитирующем адсорбер блока
комплексной очистки воздухоразделительных установок. Эффективность такого
подхода продемонстрирована на примере идентификации поля скоростей атмо-
сферного воздуха в блоке комплексной очистки типа ЦБ-400/200.
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Filimonova O.N., Vorobyov A.A., Vikulin A.S. (2021) ESTIMATION OF HETEROGENEITY
OF THE ATMOSPHERIC AIR VELOCITY FIELD IN ADSORBERS OF FRONT-END
PURIFICATION UNITS FOR AIR SEPARATION PLANTS. Vestnik Tomskogo
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Mathematics and Mechanics]. 70. pp. 117–126
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Assuming unidirectional motion of compressed atmospheric air through a vertical cylindrical
adsorbent with a fixed granular layer of the front-end purification unit adsorbent, the
mathematical model for estimating the heterogeneity of a hydrodynamic velocity field in the
radial and axial directions in a turbulent regime is proposed. The model is based on the boundary
layer approximation of the Darcy – Brinkman – Forchheimer phenomenological equation. The
steady-state flow at low permeability of the granular layer is identified using the collocation
method, and the approximate analytical solution is obtained which justifies the applicability of an
ideal displacement mode when describing the carrier medium motion. Numerical integration of a
boundary value problem of the model equation using the finite-difference method with
Richardson extrapolation confirms the conclusion validity. The structure of an accelerated
turbulent flow having constant flow velocity in the input section shows that for small
Forchheimer coefficients, the Darcy – Brinkman equation is used to obtain the analytical ratio for
calculating the length of the initial hydrodynamic section. The proposed mathematical model for
estimating the heterogeneity of the velocity field in adsorbers with a stationary dispersed layer is
applicable for a laminar flow regime. Testing of this approach by assessing velocity field
uniformity for a mass-produced front-end purification unit of air separation plants has shown its
efficiency.
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ПРИМЕНЕНИЕ БЫСТРЫХ РАЗЛОЖЕНИЙ ДЛЯ ПОСТРОЕНИЯ
ТОЧНЫХ РЕШЕНИЙ ЗАДАЧИ О ПРОГИБЕ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ
МЕМБРАНЫ ПОД ДЕЙСТВИЕМ ПЕРЕМЕННОЙ НАГРУЗКИ

С помощью метода быстрых разложений в общем виде решена задача о про-
гибе прямоугольной мембраны под действием переменной нагрузки. В каче-
стве примера показано построение точных решений задачи для случаев же-
стко закрепленной мембраны под действием куполообразной и синусои-
дальной нагрузок. Определено положение максимального прогиба мембра-
ны и наибольших напряжений, возникающих в ней под действием перемен-
ной нагрузки.

Ключевые слова: прогиб мембраны, компоненты напряжений, переменная
нагрузка, точное решение, уравнение Пуассона, быстрые разложения.

Прогибы мембраны описываются уравнением Пуассона. В литературе встре-
чаются его аналитические [1–10] и численные [11–20] решения. Например, в [1, 2]
представлены точные решения первой краевой задачи для уравнения Пуассона,
выраженные через функцию Грина. В [3] сформулирована аналитическая форму-
ла для определения прогибов прямоугольной мембраны под действием электро-
статического давления. Приводится сравнение значений прогибов, полученных по
предлагаемой формуле, с результатами расчетов по методу конечных элементов.
В работах [4, 5] решение задачи о прогибах прямоугольной мембраны с жестким
неподвижным контуром постоянного натяжения под действием равномерно рас-
пределенного давления осуществлялось методом разделения переменных. Кроме
этого, в [5] представлено сравнение методов разделения переменных, Ритца, наи-
меньших квадратов и Канторовича для решения указанной задачи. В [6] привле-
каются соотношения обобщенной теории упругости, содержащие структурный
параметр и позволяющие получить регулярное решение задачи о прогибе круглой
мембраны. В статье [7] предложен подход к получению некоторых точных реше-
ний уравнения Пуассона, основанный на введении в уравнение Пуассона членов,
содержащих первые производные искомой функции. Для сведения полученного
таким способом уравнения к системе обыкновенных дифференциальных уравне-
ний рассматривается связанная с ним система двух уравнений в частных произ-
водных. Однако в [7] точные решения краевых задач не рассматриваются. В рабо-
те [8] методом преобразования Фурье решается краевая задача Дирихле для урав-
нения Пуассона в области, ограниченной двумя параллельными гиперплоскостя-
ми в nR . Решение представлено в виде суммы интегралов, ядра которых найдены
в конечном виде. В [9] представлено решение этой задачи с полиномиальной пра-
вой частью. Векторным методом Галеркина, в котором интегралы выражаются
аналитически, в [10] решено двумерное уравнение Пуассона. В работе [11] разви-
вается метод наименьших квадратов с Т-элементами для решения линейных крае-
вых задач с уравнениями Лапласа и Пуассона. Авторы используют разрывные ба-
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зисные функции высокого порядка аппроксимации из специальных функциональ-
ных пространств. В [12] предложен алгоритм решения общей неоднородной крае-
вой задачи Дирихле для трехмерного уравнения Пуассона на параллелепипеде с
шестым порядком погрешности и с минимальным 27-точечным шаблоном. Также
среди численных методов следует отметить метод коллокаций [13, 14], метод
квадратурных элементов [15], модифицированный кубический B-сплайн диффе-
ренциально-квадратурный метод [16, 17] и метод, основанный на использовании
вейвлетов Хаара [18, 19]. В работе [20] приведена математическая постановка и
решение пространственных краевых задач с уравнением Пуассона методом спек-
тральных элементов.

В данной работе с помощью быстрых разложений [21] будет получено в об-
щем виде решение задачи о прогибе прямоугольной мембраны под действием пе-
ременной нагрузки, точно удовлетворяющее дифференциальному уравнению и
граничным условиям, т.е. решение будет являться точным. Общий вид решения
задачи содержит много свободных коэффициентов, которыми можно аппрокси-
мировать широкий круг инженерных задач. Будет показано построение некоторых
точных решений для частных случаев нагрузки.

1. Постановка задачи

Уравнение прогиба прямоугольной мембраны имеет вид

( ) ( )
2 2

2 2 , 0, , , 0 , 0w w F x y x y x a y b
x y

∂ ∂
+ + = ∈Ω ≤ ≤ ≤ ≤

∂ ∂
,  (1)

где ( ),F x y  – нагрузка на мембрану.
Граничные условия зададим в виде

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 40 0, , , .x y x a y bw f y w f x w f y w f x= = = == = = =  (2)

Решение краевой задачи (1), (2) должно удовлетворять условиям согласований
1 2 2 3 3 4 1 4(0) (0), ( ) (0), ( ) ( ), ( ) (0),f f f a f f b f a f b f= = = =

(0,0) (0,0) (0,0) 0, ( ,0) ( ,0) ( ,0) 0,xx yy xx yyw w F w a w a F a+ + = + + =  (3)

(0, ) (0, ) (0, ) 0, ( , ) ( , ) ( , ) 0.xx yy xx yyw b w b F b w a b w a b F a b+ + = + + =

Равенства (3) следуют из независимости величины прогибов ( ),w x y  от на-
правления подхода к этим углам.

Функцию ( ),w x y  представим конечным выражением, заимствованным из
теории быстрых разложений [21], в виде суммы граничной функции второго по-
рядка и ряда Фурье по синусам, в котором учтены два коэффициента Фурье

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4

5 6
1

, sin sin 2 , 0i i
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x xw x y A y P x A y A y x a
a a=

= + π + π ≤ ≤∑ , (4)
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( ) ( ) ( ) ( )
2 3 3

1 2 3 41 , , ,
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x x x x ax x axP x P x P x P x
a a a a

= − = = − − = − .
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Таким образом, искомая функция ( ),w x y  представлена в виде конечной двой-
ной суммы, содержащей 36 неизвестных коэффициентов

, , 1 6, 1 6.i jA i j= − = −  (5)

Зададим функции ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4, , ,f y f x f y f x , входящие в граничные условия
(2), следующим образом:

( ) ( )

( ) ( )
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1
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=

=
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j j
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j j
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y yf y f P y f f
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x xf x f P x f f
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=

=

= + π + π

= + π + π

∑

∑
где постоянные , , 1 4, 1 6i jf i j= − = −  считаем известными величинами.

Нагрузку на мембрану ( ),F x y  запишем конечной суммой по аналогии с зави-
симостью (4):

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4

5 6
1

, sin sin 2 , 0i i
i

x xF x y F y P x F y F y x a
a a=

= + π + π ≤ ≤∑ ,  (7)

( ) ( )
4

, ,5 ,6
1

sin sin 2 , 1 6, 0i i j j i i
j

y yF y F P y F F i y b
b b=

= + π + π = − ≤ ≤∑ .

Все коэффициенты , 1 6, 1 6i jF i j= − = −  в выражении (7) для нагрузки счита-

ем известными, так как ( ),F x y  – заданная функция.
Таким образом, требуется найти такое решение уравнения (1) с заданной на-

грузкой на мембрану в виде (7), которое точно удовлетворяет граничным услови-
ям (2) и условиям согласований (3).

2. Решение задачи

Для нахождения неизвестных коэффициентов ,i jA  из (5) применим метод бы-
стрых разложений [21], согласно которому подставим двойное быстрое разложе-
ние функции ( ),w x y  в граничные условия (2), условия согласований (3) и диф-
ференциальное уравнение (1).

Из граничных условий (2) получим
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Условия согласований (3) дают следующие уравнения

1,1 2,1 1,1 2,2 3,1 2,1 3,2 4,2 2,2 1,2 4,1 1,2, , , ,f f A f f A f f A f f A= = = = = = = =  (9)

3,1 1,3 1,1 4,1 2,3 2,1 3,2 1,4 1,2 4,2 2,4 2,20, 0, 0, 0.A A F A A F A A F A A F+ + = + + = + + = + + =

Равенства (8), (9) позволяют найти 32 неизвестных коэффициента ,i jA . Для

нахождения оставшихся коэффициентов ,i jA  подставим ( ),w x y  из (4) в диффе-
ренциальное уравнение (1):
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( )
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Уравнение (10) должно выполняться при любых 0 , 0x a y b≤ ≤ ≤ ≤ . Далее
приравняем коэффициенты в (8) и (10) слева и справа перед линейно независи-
мыми функциями

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 1 2 3 4, , , , , , , ,

sin , sin , sin 2 , sin 2 ,

P x P x P x P x P y P y P y P y
x y x y
a b a b

π π π π

учитывая, что 1 2 3 1 4 20, , .P P P P P P′′ ′′′′ ′′= = = =  В результате будем иметь переопре-
деленную систему линейных алгебраических уравнений. Благодаря выполнению
условий согласований (3) данная переопределенная система имеет решение. Для
нахождения неизвестных (5) необходимо использовать 36 уравнений, а остальные
уравнения используем для составления соотношений между коэффициентами

, , 1 4, 1 6i jf i j= − = − , заданных для функций (6), и коэффициентами

, , 1 6, 1 6i jF i j= − = −  нагрузки ( ),F x y .

Таким образом, значения коэффициентов ,i jA  будут определяться равенст-
вами:
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b b

= = = − = −

π π
= − = −

4,1 2,4 4,2 4,4 4,3 4,1 4,4 2,4

2 2

4,5 3,5 2,5 4,6 3,6 2,62 2

, , , ,

4,  ,

A f A f A F A F

A f F A f F
b b

= = = − = −

π π
= − = − (11)

2 2

5,1 2,5 5,2 4,5 5,3 2,5 5,1 5,4 4,5 5,22 2

2 2 2 2

5,5 5,5 5,6 5,62 2 2 2

, , , ,

4 , ,

A f A f A f F A f F
a a

A F A F
a b a b

π π
= = = − = −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞π π π π
= + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
2 2

6,1 2,6 6,2 4,6 6,3 2,6 6,1 6,4 4,6 6,22 2

2 2 2 2

6,5 6,5 6,6 6,62 2 2 2

4 4, , , ,

4 4 4, .

A f A f A f F A f F
a a

A F A F
a b a b

π π
= = = − = −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞π π π π
= + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
Подставив коэффициенты из (11) в выражение (4), будем иметь точное реше-

ние задачи.
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При задании граничных условий (2) и нагрузки на мембрану (7) должны вы-
полняться следующие условия:

1,1 2,1 2,2 3,1 3,2 4,2 1,2 4,1, , ,f f f f f f f f= = = = ; (12)

3,3 3,4 4,3 4,4 0F F F F= = = = ;  (13)

1,3 2,3 1,1 1,4 4,3 1,2 3,3 2,4 2,1 3,4 4,4 2,2, , ,f f F f f F f f F f f F= − − = − − = − − = − − ;  (14)

1,3 3,1 1,4 3,2 4,1 2,3 2,4 4,2,  ,  ,  F F F F F F F F= = = = ; (15)

2 2 2 2

1,5 3,5 1,5 1,6 3,6 1,62 2 2 2

2 2 2 2

2,5 5,3 5,1 2,6 6,3 6,12 2 2 2

2 2 2 2

3,5 4,5 2,5 3,6 4,6 2,62 2 2 2

2 2

4,5 2 2

,   ,
4 4

,  ,
4 4

 ,   ,
4 4

=

b b b bf F F f F F

a a а аf F F f F F

b b b bf F F f F F

а аf F

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
π π π π⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
π π π π⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
π π π π⎝ ⎠ ⎝ ⎠

π π

2 2

5,4 5,2 4,6 6,4 6,22 2, = .
4 4
а аF f F F

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

π π⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (16)

Следовательно, решение (11) имеет место, когда выполнены условия (12) –
(16).

3. Построение точных решений и их анализ

Пусть прогибы мембраны на ее границах будут равны нулю, тогда граничные
условия (2) примут вид

0 0 0x y x a y bw w w w= = = == = = = .  (17)

Условия (17) получаются заданием в формулах (6) следующих коэффициентов:

, 0, 1 4, 1 6i jf i j= = − = − .  (18)

Для граничных условий (17) рассмотрим два вида переменной нагрузки на
мембрану: куполообразную и синусоидальную.

Куполообразную нагрузку ( ),F x y  подберем таким образом, чтобы только ко-
эффициенты из равенств (15) были не равны нулю. Обозначим

3,1 1,3 1 1,4 3,2 2 4,1 2,3 3 2,4 4,2 4, , ,F F Q F F Q F F Q F F Q= = = = = = = = .  (19)

Тогда с учетом (19) нагрузку ( ),F x y  в виде (7) запишем следующим образом:

( )
2 3 3

1 2

2 3 3

3 4

2 3 3

1 2 3 4

, 1
2 6 3 6 6

2 6 3 6 6

1 1 .
2 6 3 6 6

y y by y by xF x y Q Q
b b a

y y by y by xQ Q
b b a

y y x x ax y y x axQ Q Q Q
b b a b b a

⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎞⎛ ⎞= − − + − − +⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎠

⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎞
+ − − + − +⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟
⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎛ ⎞ ⎞ ⎛ ⎛ ⎞ ⎞+ − + − − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎜ ⎟ ⎟ ⎜ ⎜ ⎟ ⎟
⎝ ⎝ ⎠ ⎠ ⎝ ⎝ ⎠ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (20)
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Подставляя коэффициенты из (18) и (19) в формулы (11), найдем

3,3 1 3,4 2 4,3 3 4,4 4, , ,A Q A Q A Q A Q= − = − = − = − .  (21)

Учитывая (21), получим решение задачи в виде (4) для куполообразной на-
грузки (20):

( )
2 3 3 2 3

1 2

2 3 3 3

3 4

,
2 6 3 6 6 2 6 3

.
2 6 3 6 6 6 6

y y by y by x x axw x y Q Q
b b a

y y by y by x axQ Q
b b a

⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎞⎛ ⎞
=− − − + − − − −⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎟

⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎠⎝ ⎠
⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎞⎛ ⎞

− − − + − −⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎟
⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎠⎝ ⎠

 (22)

При подстановке в (22) 2x a=  и 2y b=  имеем формулу для прогиба в цен-
тре мембраны под действием куполообразной нагрузки

( )
2 2

1 2 3 4;
2 2 256
a b a bw Q Q Q Q⎛ ⎞ = − + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
. (23)

Из формулы (23) следует, что при a b=  прогиб в центре квадратной мембраны
пропорционален четвертой степени ее линейного размера.

Синусоидальную нагрузку ( ),F x y  зададим так, чтобы только

5,5 5,6 6,5 6,6, , ,F F F F  и коэффициенты, входящие в равенства (16), были не равны
нулю. Обозначим

3,5 5 3,6 6 5,3 7 6,3 8 4,5 9 4,6 10

5,4 11 6,4 12 5,5 13 5,6 14 6,5 15 6,6 16

, , , , , ,
, , , , , .

F Q F Q F Q F Q F Q F Q
F Q F Q F Q F Q F Q F Q

= = = = = =
= = = = = =

 (24)

Тогда из равенств (16) найдем
2 2 2 2

1,5 5 1,6 6 5,1 7 6,1 82 2 2 2

2 2 2 2

2,5 9 2,6 10 5,2 11 6,2 122 2 2 2

, , , ,
4 4

, , , .
4 4

b b a аF Q F Q F Q F Q

b b а аF Q F Q F Q F Q

= − = − = − = −
π π π π

= − = − = − = −
π π π π

 (25)

Следовательно, с учетом (24) и (25) функцию ( ),F x y  запишем в виде

( )
2 2 2 2

5 6 9 102 2 2 2

,

sin sin 2 1 sin sin 2
4 4

F x y
b y b y x b y b y xQ Q Q Q

b b a b b a

=
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= − π + π − − π + π +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠π π π π⎝ ⎠ ⎝ ⎠
2 3 3

5 6 9 10sin sin 2 sin sin 2
2 6 3 6 6

y y x x ax y y x axQ Q Q Q
b b a b b a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ π + π − − + π + π − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2 2 3 3

7 11 7 11 132 2

2 2 2 3

14 8 12 82 2

1 sin
2 6 3 6 6

sin 2 sin 1
2 6 34 4

a y а y y y by y by yQ Q Q Q Q
b b b b b

y x а y а y y y byQ Q Q Q
b a b b b

⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞+ − − − + − − + − + π +⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠π π⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎛ ⎞⎞ ⎛ ⎞+ π π + − − − + − − +⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟
⎠ ⎝ ⎠π π⎝ ⎝ ⎠

3

12 15 16sin sin 2 sin 2 .
6 6
y by y y xQ Q Q
b b b a

⎛ ⎞ ⎞
+ − + π + π π⎜ ⎟ ⎟

⎝ ⎠ ⎠
(26)
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Подставляя коэффициенты из (24) и (25) в формулы (11), получим
2 2 2 2

3,5 5 3,6 6 4,5 9 4,6 102 2 2 2,  ,  ,  ,
4 4

b b b bA Q A Q A Q A Q= = = =
π π π π

2 2 2 2 2 2

5,3 7 5,4 11 5,5 13 5,6 142 2 2 22 2
4, ,  , ,a аA Q A Q A Q A Q

a b a b
⎛ ⎞ ⎛ ⎞π π π π

= = = + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
π π ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(27)

2 2 2 2 2 2

6,3 8 6,4 12 6,5 15 6,6 162 2 2 22 2
4 4 4, , , .

4 4
а аA Q A Q A Q A Q

a b a b
⎛ ⎞ ⎛ ⎞π π π π

= = = + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
π π ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Таким образом, с учетом (27) точное решение задачи для граничных условий
(17) и синусоидальной нагрузки (26) будет иметь вид

( )
2 2 2 3

5 62 2

2 2 3 2 2 3

9 10 72 2 2

2 3 2 2 2 2

11 13 142 2 2 22

, sin sin 2
2 6 34

sin sin 2
6 6 2 6 34

4sin
6 6

b y b y x x axw x y Q Q
b b a

b y b y x ax a y y byQ Q Q
b b a b

а y by yQ Q Q
b ba b a b

⎛ ⎞⎛ ⎞
= π + π − − +⎜ ⎟⎜ ⎟

π π⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎛ ⎞
+ π + π − + − − +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎜ ⎟

π π π⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞π π π π
+ − + + π + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
π ⎝ ⎠ ⎝⎝ ⎠

2 2 3 2 3 2 2

8 12 15 2 22 2

sin 2 sin

4 sin
2 6 3 6 64 4

y x
b a

а y y by а y by yQ Q Q
b b ba b

⎞
π π +⎟⎟

⎠ ⎠

⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞π π
+ − − + − + + π +⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

π π ⎝ ⎠⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2

16 2 2
4 4 sin 2 sin 2 .y xQ

b aa b
⎛ ⎞ ⎞π π

+ + π π⎜ ⎟ ⎟
⎝ ⎠ ⎠

 (28)

Подставляя в (28) 2x a=  и 2y b= , получим формулу вычисления прогиба в
центре мембраны под действием синусоидальной нагрузки:

( )
( )

2 2 2 2

5 7 9 11 132 2 2 2;
2 2 16
a b a b a bw Q Q Q Q Q

a b
⎛ ⎞ = − + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠ π π +

.  (29)

Если в (26) принять все iQ  равными нулю, кроме 13Q , то получим частный
случай синусоидальной нагрузки, приведенный в [22] при рассмотрении задачи о
свободно опертой прямоугольной пластинке.

Выберем в качестве материала мембраны сталь конструкционную углероди-
стую обыкновенного качества марки ВСт3пс [23] со следующими характеристи-
ками [24, 25]:

82.35 10yR = ⋅  Па, 0, 25ν = , 112,13 10E = ⋅  Па,

где yR  – расчетное сопротивление материала мембраны.

Значения параметров , , , 1 16ia b Q i = −  подбирались так, чтобы напряжения
не превосходили расчетное сопротивление материала мембраны при двухосном
напряженном состоянии [22, 23]

2 2
x x y y yRσ −σ σ + σ = σ ≤ ,  (30)
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где ( )21x x y
E

σ = ε + νε
− ν

, ( )21y y x
E

σ = ε + νε
− ν

,

221 1,
2 2x y

w w
x y

∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞ε = ε =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. (31)

Вид куполообразной нагрузки (20) для данных
24 10 , 1 4iQ i−= ⋅ = − , 1.5a = м, 2.5b = м  (32)

показан на рис. 1, а. Вид синусоидальной нагрузки (26) для данных
24 10 , 5 16iQ i−= ⋅ = − , 1.5a = м, 2.5b = м  (33)

изображен на рис. 1, b. Соответствующие этим видам нагрузки прогибы мембра-
ны, вычисленные по формулам (22) и (28), представлены на рис. 2.
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Рис. 1. Виды нагрузок на мембрану: (а) куполообразной; (b) синусоидальной
Fig. 1. Types of membrane loads: (a) dome-shaped and (b) sinusoidal

w⋅103
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a

w⋅103

0 0.5 1 1.5 2

0
0.5

11.5y x
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–4

b

Рис. 2. Прогиб прямоугольной мембраны под действием нагрузки:
(а) куполообразной; (b) синусоидальной

Fig. 2. Rectangular membrane deflection under a load:
(a) dome-shaped and (b) sinusoidal
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Из рис. 1 и 2 видно, что при задании всех , 1 16iQ i = − , одинаковыми (см. (32)
и (33)) куполообразная нагрузка (рис. 1, а) и соответствующий ей прогиб
(рис. 2, а) имеют две плоскости симметрии, проходящие через 2x  и 2y . Сину-
соидальная нагрузка (рис. 1, b) и вызванный ею прогиб мембраны (рис. 2, b),
плоскостей симметрии не имеют. Если же для куполообразной нагрузки некото-
рые из значений , 1 4iQ i = − , взять равными нулю или не все значения из

, 1 4iQ i = − , будут равны друг другу, то нагрузка и соответствующий ей прогиб
станут несимметричными. Профили прогибов мембраны при куполообразной на-
грузке показаны на рис. 3.

Из рис. 2, а и рис. 3 (кривые 4) можно сделать вывод, что при симметричной
куполообразной нагрузке максимальный прогиб находится в центре мембраны,
т.е. ( )max 2; 2w w a b=  и определяется по формуле (23). Если же куполообразная
нагрузка несимметричная (см. рис. 3, кривые 1, 2, 3), то максимальный прогиб

( )max 2; 2w w a b≠  и будет находиться в окрестности точки ( )2; 2a b .

0 0.5 1 x

w⋅103
–8

–2

–6

–4

0 0.5 1 y

w⋅103
–8

–2

–6

–4

1.5 2

a b

Рис. 3. Профили прогибов мембраны под действием куполообразной нагрузки в сечениях:
2y b=  (а); 2x a= (b); кр. 1 – 2

1 2 3 44 10 , 0Q Q Q Q−= ⋅ = = = ; кр. 2 – 2
1 2 3 44 10 , 0Q Q Q Q−= = ⋅ = = ;

кр. 3 – 2
1 2 3 44 10 , 0Q Q Q Q−= = = ⋅ = ; кр. 4 – 2

1 2 3 4 4 10Q Q Q Q −= = = = ⋅
Fig. 3. Membrane deflection profiles under a dome-shaped load in sections:

(а) 2y b= ; (b) 2x a= ; (1) 2
1 2 3 44 10 , 0Q Q Q Q−= ⋅ = = = ; (2) 2

1 2 3 44 10 , 0Q Q Q Q−= = ⋅ = = ;

(3) 2
1 2 3 44 10 , 0Q Q Q Q−= = = ⋅ = , and (4) 2

1 2 3 4 4 10Q Q Q Q −= = = = ⋅

Для мембраны под действием симметричной куполообразной нагрузки компо-
ненты напряжений, вычисленные по формулам (31) и данным (32), показаны на
рис. 4, а распределение σ , рассчитанное по формуле (30), изображено на рис. 5, а.
Из рис. 4 и рис. 5, а видно, что напряжения возрастают в направлении от центра
мембраны к ее границам и достигают своего максимума в серединах сторон мем-
браны. Наибольшие напряжения находятся в серединах обеих длинных сторон
прямоугольной мембраны, а наименьшие (равные нулю) – в ее углах и середине.
Этот результат совпадает с результатом, описанным в [4] для постоянной нагруз-
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ки на мембрану. Если же нагрузка будет несимметричной, то наибольшее напря-
жение будет находиться в середине только одной из двух длинных сторон прямо-
угольника, а в центре мембраны напряжения уже не будут равны нулю (рис. 5, b).
Распределение σ , изображенное на рис. 5, b, построено по данным (33) для сину-
соидальной нагрузки (26), которая является несимметричной.
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Рис. 4. Компоненты напряжений в прямоугольной мембране
под действием симметричной куполообразной нагрузки: σx (а); σy (b)

Fig. 4. Stress components in the rectangular membrane
under а symmetrical dome-shaped load: (а) σx and (b) σy
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Рис. 5. Распределение σ  в прямоугольной мембране под действием нагрузки:
(а) симметричной куполообразной; (b) синусоидальной

Fig. 5. Distribution of σ  in the rectangular membrane under a load:
(a) symmetrical dome-shaped and (b) sinusoidal

Заключение

С помощью быстрых разложений можно получать не только новые прибли-
женные аналитические решения задач, связанных с дифференциальными уравне-
ниями в частных производных [26, 27], с интегро-дифференциальными [28] и
обыкновенными дифференциальными уравнениями [29] для криволинейных об-
ластей [30] и с подвижными границами [31], но и новые точные.
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Подбор численных значений коэффициентов функций, входящих в граничные
условия и нагрузку ( ),F x y , следует вести с учетом равенств (12) – (16). Анализ
представленных точных решений показал, что для переменной по координатам
мембраны нагрузки максимальный прогиб maxw  находится в центре только в слу-
чае симметричности нагрузки относительно плоскостей, проходящих через центр
мембраны. Напряжения достигают своего наибольшего значения в серединах
обеих длинных сторон прямоугольной мембраны только в случае симметричной
переменной нагрузки. Для несимметричной нагрузки наибольшее напряжение на-
ходится в середине одной из двух длинных сторон прямоугольника.
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The problem of rectangular membrane deflection under alternating loads is solved in general
terms by means of the method of fast expansions. The exact solution is represented by the finite
expression borrowed from the theory of fast expansions as a sum of the boundary function and
Fourier sine series with two Fourier coefficients taken into account. The obtained exact solution
includes free parameters. Changing the values of these parameters, one can derive many new
exact solutions.

Obtaining of exact solutions to a problem of the rigidly fixed membrane under two types of
loads (dome-shaped and sinusoidal) is shown as an example. Graphs of the dome-shaped and
sinusoidal loads on the membrane and the curves of the corresponding deflections and stress
components are presented in the paper.

From the analysis of the exact solutions, it is obvious that only when a symmetrical
alternating load is used, the membrane maximum deflection is attained in the center of the
membrane, and the stresses reach the highest values in the middle of both long sides. In the case
of a non-symmetrical load, the maximum stress occurs in the middle of either one of two long
sides of the rectangular membrane, and the maximum deflection is found in the central region.
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Рассмотрена задача свободных колебаний параллелограммных пластин, для
решения которой исследована возможность использования приема геомет-
рического моделирования формы пластин с помощью конформных радиу-
сов. Показано, что изучение свободных колебаний параллелограммных пла-
стин при изменении их геометрических параметров можно производить с
использованием конформных радиусов, возникающих при конформном ото-
бражении области, ограниченной контуром пластины, на единичный круг.
Рассмотрено использование данного приема для решения различных прак-
тических инженерных задач.

Ключевые слова: геометрическое моделирование, параллелограммная пла-
стина, свободные колебания, конформные радиусы.

Параллелограммные пластины часто встречаются в качестве отдельных эле-
ментов конструкций, испытывающих различные виды нагрузок. Например коле-
бания, возбужденные различными факторами, в частности свободные колебания
от собственной массы. Так, в конструкциях обшивки крыла самолета, отличного
от прямоугольного (треугольного, трапециевидного), неизбежно встречаются ко-
соугольные пластины (параллелограммные, трапециевидные, треугольные), испы-
тывающие во время эксплуатации, наряду со всеми элементами, динамические
нагрузки, возбуждающие колебания этих элементов. Важной задачей при проек-
тировании крыла является изучение колебаний как конструкции крыла в целом,
так и отдельных его элементов, для недопущения таких опасных явлений, как ре-
зонанс или флаттер.

Трудность изучения колебаний параллелограммных пластин обусловлена тем,
что геометрическая фигура в форме параллелограмма является сложной. Под
формой фигуры подразумеваем совокупность инвариантов этой фигуры относи-
тельно группы подобий. Под сложной фигурой согласно [1] будем понимать фи-
гуру, форма которой задается двумя и более независимыми геометрическими па-
раметрами. Для параллелограмма это, например, острый угол при основании и
отношение основания к высоте (два независимых параметра). А простой – фигуру,
форма которой задается лишь одним геометрическим параметром. Это, например,
прямоугольник, форму которого можно задать только соотношением сторон или
ромб, форму которого можно задать одним внутренним углом между сторонами,
или правильный многоугольник, форму которого можно задать количеством сто-
рон и т.д.

Само по себе решение прямой задачи по определению частот и (или) форм ко-
лебаний параллелограммной пластины с заданными геометрическими параметра-
ми и граничными условиями, в том числе сложными, в настоящее время не пред-
ставляет большой сложности. Для ее решения можно воспользоваться различны-



144 А.А. Черняев

ми как аналитическими [2] так и численными методами [3]. Однако, как известно
[3], использование численных методов лишает задачу физического смысла и воз-
можности качественной оценки результатов, а для их количественной оценки,
например, при изменении геометрической формы пластины, и вовсе требуется
выполнять полностью перерасчет задачи. Решения, получаемые отдельными ана-
литическими методами применительно к пластинам сложной формы, могут быть
значительно трудоемкими, а получаемые результаты – сильно громоздкими и не-
удобными для качественной оценки задачи.

Геометрические методы лишены недостатков численных методов и значитель-
но проще известных аналитических методов. Здесь под геометрическими метода-
ми понимается решения задач по определению различных физических и механи-
ческих параметров, например частот колебаний, а также параметров напряженно-
деформированного состояния, основанных на анализе только геометрической
формы и использовании некоторых известных решений. Термин «геометрический
метод» в широком использовании введен В.И. Коробко и А.В. Коробко при реше-
нии различных двумерных задач механики твердого тела, строительной механики,
теории упругости, пластин и оболочек [4 – 6]. Кратко с геометрическими метода-
ми можно ознакомиться в обзорной статье [7]. Более подробно можно ознако-
миться в указанных выше работах. Разработанные методы и приемы В.И. Коробко
и А.В. Коробко, в широком смысле называемые «геометрическими», появились на
основе развития известных изопериметрических неравенств и изопериметриче-
ских теорем [8], в которых геометрическую форму плоской области (пластины,
мембраны, сечения) предложено характеризовать с помощью изопериметрическо-
го частного

2
4 A
L
π , (1)

где A – площадь фигуры; L – ее периметр.
В этой же работе [8] при исследовании отдельных задач математической фи-

зики и теории упругости в качестве параметров были выбраны внутренний и
внешний конформные радиусы плоской области (пластины), возникающие при
конформном отображении внутренности и внешности области на единичный круг
[9]. Причем конформные радиусы использовались как два независимых парамет-
ра, что повлекло существенные ограничения такого подхода. Первое ограничение
– это невозможность изучать изменение исследуемых параметров при переходе
одной фигуры в другую. Так, невозможно будет выяснить, как будет меняться ка-
кой-то параметр, например частота колебаний косоугольной пластины, когда при
геометрическом преобразовании сдвига вершин ее форма будет меняться от тре-
угольника до четырехугольника и квадрата, так как формулы по определению
конформных радиусов различны для различных фигур. Второе ограничение следу-
ет из первого и заключается в том, что нельзя будет сравнить изучаемые парамет-
ры, скажем, для треугольной пластины и прямоугольной, так как это фигуры раз-
личных классов форм. Третий недостаток – это необходимость учитывать геомет-
рические размеры (масштаб) пластины, так как конформные радиусы – размерные
величины.

Для преодоления этих недостатков и развития геометрических методов в пре-
дыдущих работах [10 – 14] и др. в качестве параметра, определяющего форму пло-
ской области (пластины, мембраны, поперечного сечения стержня), было предло-
жено использовать отношение внутреннего и внешнего конформных радиусов,
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представляющее собой уже безразмерную величину, тем самым снимая указанные
выше недостатки. Такой подход позволяет установить ряд изопериметрических
свойств и закономерностей этого отношения, заменить решения математически
сложных задач решениями простых геометрических задач. Также в [10] было уста-
новлено, что такая геометрическая характеристика формы имеет ряд преимуществ
по сравнению с другими характеристика геометрической формы и является более
перспективной к ее развитию.

Целью данной работы является изучение предлагаемого приема геометрическо-
го моделирования формы пластин с помощью отношения конформных радиусов в
решении ряда задач свободных колебаний параллелограммных пластин.

Конформные радиусы и их отношение

Внутренний радиус плоской области относительно точки a – ar , точка a бе-
рется внутри области. Отображаем конформно внутреннюю часть области на
внутреннюю часть круга так, чтобы точке a соответствовал центр круга, а линей-
ное растяжение в точке a равнялось единице. Радиус полученного таким образом
круга будет равен ar . Величина ar  изменяется в зависимости от точки a. При оп-
ределенном положении точки a внутренний радиус достигает своего максималь-
ного значения, который обозначается r .

Внешний радиус плоской области – r . Отображаем конформно внешнюю об-
ласть на внешнюю область круга так, чтобы бесконечно удаленные точки соот-
ветствовали друг другу, а линейное растяжение на бесконечности равнялось еди-
нице. Радиус полученного таким образом круга будет равен r  [8, 15].

 В научной литературе [8, 16] приводятся формулы по определению конформ-
ных радиусов для ряда односвязных областей. Приведем формулы для областей,
которые будем использовать в работе:

- для ромбов с углом πα
1 2

1
2 2

r Lπ
=

α −α⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ Γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,  
1 2

18 1
2 2

r Lπ
=

α +α⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ − Γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

; (2)

где Г(x) – гамма-функция, L – периметр;
- для прямоугольников со сторонами a и b (a ≥ b)
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⎨
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∑

∑
 (3)

где a bq e−π= ; α – аргумент одного из прообразов вершин, расположенных сим-
метрично; (–1)!! = 1.

В табл. 1 и 2 приводятся значения конформных радиусов и их отношения, по-
лученные по формулам (2) и (3).

На рис. 1 показаны графики изменения отношения конформных радиусов r r
и сами области.
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Т а б л и ц а  1

Значения внутреннего r , внешнего r  конформных радиусов
и их отношения r r  для ромбов

α 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90°
r / a 0.1066 0.2036 0.2898 0.3643 0.4264 0.4754 0.5108 0.5322 0.5394
r / a 0.5183 0.5348 0.5492 0.5616 0.5718 0.5798 0.5855 0.5890 0.5902
r r 0.2057 0.3807 0.5277 0.6487 0.7457 0.8199 0.8724 0.9036 0.9139

Примечания: α – острый угол ромба; a – сторона ромба.

Т а б л и ц а  2

Значения внутреннего r , внешнего r  конформных радиусов
и их отношения r r  для прямоугольников

a / b 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 4.0 5.0 10.0 → ∞
r / a 0.5394 0.4096 0.3159 0.2543 0.2121 0.1592 0.1273 0.0637 2b / π
r / a 0.5902 0.4898 0.4374 0.4049 0.3826 0.3539 0.3361 0.2981 a / 4
r r 0.9139 0.8363 0.7222 0.6281 0.5544 0.4498 0.3788 0.2137 0

Примечание: a и b – стороны прямоугольника (a ≥ b).

Для параллелограммов общих формул по определению конформных радиусов
в научной литературе не приводится. Для их численного определения ранее [17]
была использована формула Кристоффеля – Шварца [9] и приемы, предложенные
в работе [18]. Численные значения отношения конформных радиусов r r  для раз-
личных геометрических параметров приведены в табл. 3, в графической форме –
на рис. 1, c.

Т а б л и ц а  3

Значения отношения конформных радиусов r r  для параллелограммов

 α
a/h 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90°

1.0 – – – – – – – – 0.9139
1.25 – – – – – 0.8191 0.8610 0.8822 0.8885
1.5 – – – – 0.7415 0.7914 0.8185 0.8321 0.8363
1.75 – – – 0.6482 0.7136 0.7474 0.7658 0.7751 0.7779
2.0 – – 0.5277 0.6302 0.6766 0.7007 0.7137 0.7203 0.7222
2.5 – – 0.5185 0.5761 0.6022 0.6157 0.6231 0.6268 0.6281
3.0 – 0.3825 0.4861 0.5220 0.5383 0.5468 0.5514 0.5537 0.5544
4.0 – 0.3682 0.4173 0.4344 0.4421 0.4461 0.4482 0.4494 0.4498
5.0 – 0.3335 0.3609 0.3703 0.3747 0.3769 0.3781 0.3787 0.3788

Примечания: a/h – отношение большей стороны параллелограмма к меньшей высоте (a/h ≥
1); α – острый угол параллелограмма; прочерк «–» означает, что такой параллелограмм уже
есть в таблице.



Геометрическое моделирование формы параллелограммных пластин 147

a

h

0.8

0.6

9015 300

0.4

0.2

60 7545

0.9139
1.0

α

3 5 7 9 111 ∞

0.9139

a b / 

a

b
a

0.8

0.6

0.4

0.2

1.0

a h / 

a

b

c
0.9139

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2
1

2
3

4
5 10

30
50

70
90

α

α, град

r r/.

0

r r/.

α, гра
д

r r/.

Рис. 1. Графики изменения отношения конформных радиу-
сов r r  для рассматриваемых областей: a – для ромбов,
b – для прямоугольников, c – для параллелограммов
Fig. 1. Graphical variation of the conformal radii ratio r r
for the considered domains: (a) rhombus, (b) rectangle, and
(c) parallelogram
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По полученным табличным данным (табл. 1 – 3) с помощью программы Table
Curve были получены аппроксимирующие функции по определению отношения
конформных радиусов r r :

- для ромбов
2 3 4r r a b c d e= + α + α + α + α ,  (4)

где a = 7.0709·10−5; b = 0.022191; с = –0.00016784; d = 5.2896·10−7; e = –1.6694·10−9

(погрешность функции не превышает 0.1%);
- для прямоугольников

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 5 6r r p j a b c a b d a b e a b f a b g a b− − − − − −= + + + + + + ,  (5)
где p = –1.3099·10−5; j = 2.5514; c = –2.6183; d = 2.4652; e = –2.682; f = 1.6828; g = –
0.39913 (погрешность функции не превышает 0.1%);

- для параллелограммов

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 2 1ln ln lnr r k b a h c d a h e f a h− − −= + + α + + α + α +

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )3 3 2 1 2ln ln ln ,g a h j i a h p a h− − −+ + α + α + α (6)
где k = –0.35747; b = –8.0875; с = 0.87769; d = –4.2622; e = –0.36236; f = 5.0926;
g = 0.048766; j = 0.041774; i = –0.64312; p = 0.72539 (погрешность функции не
превышает 1.7%).

Взаимосвязь частоты колебаний пластин
с отношением конформных радиусов

В предыдущих работах [10, 19] с помощью вариационного представления соб-
ственного значения дифференциального уравнения свободных колебаний мем-
браны и конформного представления внутренности ее области при отображении
на единичный круг, а также на основе известной аналогии задач колебаний шар-
нирно опертых полигональных пластин и мембран [2] была получена следующая
оценка сверху основной частоты колебаний пластин ω0 с отношением конформных
радиусов r r  в виде неравенства

1

0 ,r D mk
r A

−
⎛ ⎞ω ≤ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

(7)

где k – числовая константа, зависящая от вида граничных условий и обращающая
неравенство (7) в равенство для круглой пластины; m – масса единицы площади
пластины; A – площадь пластины; D – цилиндрическая жесткость пластины,

3

2 ,
12(1 )

EtD =
−ν

(8)

где E – модуль упругости материала первого рода (модуль Юнга); t – толщина
пластины; ν – коэффициент Пуассона.

В случае жесткого защемления по контуру в неравенстве (7) k = 32.08. В слу-
чае шарнирного опирания по контуру значение k можно указать лишь для кон-
кретного материала пластины, поскольку при переходе правильной n-угольной
пластины в круглую с шарнирным опиранием возникает известный парадокс [20],
согласно которому величина частоты колебаний будет зависеть от коэффициента
Пуассона. Для такого случая граничных условий укажем, для сравнения, значение
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k = 17.8, соответствующее пластине в форме правильного 16-угольника, по форме
достаточно близкой к кругу.

Как показали исследования [19], завышенность оценки частоты ω0 сверху, по-
лучаемой по выражению (7) при вытягивании формы пластины от круглой до
«иглы», монотонно возрастает и достигает больших значений для сильно вытяну-
тых пластин. Поэтому вместо числовой константы k были определены «подправ-
ляющие» функции вида ( )k f r rω =  для всех простых форм пластин и получены
соответствующие графики и функции. Приведем выборку [19] из этих графиков
на рис. 2 для ромбовидных и прямоугольных пластин, которые будем использо-
вать в работе. На рис. 2 значения kω  основной частоты колебаний для удобства
представлены в обратном виде.
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Рис. 2. Графики взаимосвязи частоты колебаний пластин с отно-
шением конформных радиусов: a – шарнирное опирание, b –
жесткое защемление; 1 – для ромбовидных, 2 – для прямоуголь-
ных, 4 – квадратная пластина
Fig. 2. Frequency of vibrations of plates as a function of conformal
radii ratio: (a) hinged fixing and (b) rigid fixing; 1, rhombus plates; 2,
rectangle plates; and 4, a square plate
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Приведем полученные в [19] функции, описывающие эти кривые.
При шарнирном опирании:
- для ромбовидных пластин

( ) ( )
( ) ( )

2 4

2 4
1 10.5197 0.25437

0.38104 0.24668

r r r r
k

r r r r
ω

+ −
=

+
; (9)

- для прямоугольных пластин

( ) ( ) ( )2 3
1

0.03740 0.04951 0.03260
k

r r r r r r
ω =

+ −
.  (10)

При жестком защемлении:
- для ромбовидных пластин

( ) ( )
( ) ( )

2 4

2 4
1 5.0032 1.2123

0.1241 0.0254

r r r r
k

r r r r
ω

+ −
=

+
; (11)

- для прямоугольных пластин

( ) ( )
( )

21 0.7171 0.2996
0.0182

r r r r
k

r rω
− +

= .  (12)

Приведенные аппроксиммирующие функции (9), (11) для ромбовидных пла-
стин построены по известным из [2] приближенным решениям, полученным ме-
тодом конечных элементов, для прямоугольных – (10) по известному точному
решению и (12) – по решениям, полученным с помощью метода Галеркина [2].

В предыдущих работах [10, 19] было доказано, что значения основной частоты
колебаний для всех параллелограммных пластин, представленные в зависимости
от отношения конформных радиусов r r , будут лежать внутри этих двух кривых
и ограничены сверху значениями для прямоугольных пластин, снизу – для ромбо-
видных. Это важное свойство, построенные выше графики и функции для двух
простых форм пластин (ромбовидных и прямоугольных), позволяет решать другие
поставленные задачи для всех параллелограммных пластин, используя различные
приемы геометрического моделирования формы. Варьирование форм невелико –
это позволяет ожидать, что получаемые результаты будут достаточно точными.

Использование приемов геометрического моделирования формы
в решении задач

Покажем на наглядном примере сущность геометрических методов с использо-
ванием отношения конформных радиусов. Требуется определить основную часто-
ту колебаний шарнирно опертой параллелограммной пластины при следующих
исходных данных: основание a = 1 м, высота h = 0.5 м, угол α = 60° (см. рис. 1, c),
толщина пластины t = 5 мм; материал пластины сталь: модуль упругости
E = 2.06·105 МПа, коэффициент Пуассона ν = 0.3, плотность ρ = 7850 кг/м3.

Частота колебаний для заданной параллелограммной пластины может быть
получена на основе значений для ромбовидных и прямоугольных. Сначала полу-
чим для частоты колебаний ω0 оценки сверху и снизу.

Определяем значение отношения r r  для заданной параллелограммной пла-
стины по табл. 3 или функции (6) r r  = 0.7007. Графически по рис. 2, a или с по-
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мощью функций (9), (10) при r r  = 0.7007 определяем значение основной часто-

ты колебаний в общем виде (7): для ромбовидной 24.776kω =  ( 1 0.04036k−
ω = ) и

прямоугольной 25.472kω =  ( 1 0.03925k−
ω = ) пластин. Таким образом, значение

основной частоты колебаний заданной параллелограммной пластины будет ле-
жать между полученными двумя значениями:

024.776 25.472D m D m
A A

⋅ < ω < ⋅ . (13)

Заметим, что полученный интервал получился достаточно узким.
Определим значение цилиндрической жесткости по (8):

( )
11 3 3

2
2.06 10 0.005 10 2.358

12 1 0.3
D

−⋅ ⋅ ⋅
= =

−
кН·м,

массу единицы площади пластины, переведенную в кН (вес)
78.5 0.005 0.3925m t= ρ⋅ = ⋅ = кН.

и площадь пластины
1 0.5 0.5A a h= ⋅ = ⋅ = м2.

Тогда по (13), абсолютное значение основной частоты колебаний заданной па-
раллелограммной пластины будет находиться между значениями

0
2.358 0.3925 2.358 0.392524.776 25.472

0.5 0.5
⋅ < ω < ⋅ ,

0121.4 124.8< ω <  с–1.
Теперь получим приближенное значение для ω0. Выберем два «опорных» ре-

шения, одно для ромбовидной пластины, другое для прямоугольной таким обра-
зом чтобы заданная параллелограммная и «опорные» две пластины были связаны
некоторым геометрическим преобразованием. В монографии [6] приводится ряд
возможных геометрических преобразований, которые могут быть дополнены са-
мостоятельно. Ограничимся рассмотрением трех наиболее наглядных преобразо-
ваний, показанных на рис. 3.

Каждое геометрическое преобразование заданной параллелограммной пласти-
ны в пределе с одной стороны приводит к прямоугольной с (конкретным) геомет-
рическим параметром a/b, определяющим ее форму, с другой – к ромбовидной с
параметром α1. Как видно из рис. 3, «опорные» прямоугольные и ромбовидные
пластины получаются различными и это будет влиять на результат (точность) ре-
шения. Запишем полученные геометрические параметры «опорных» пластин для
трех рассматриваемых преобразований. Для преобразования на рис. 3, a соотно-
шение a/b = 2.0 для прямоугольной пластины, угол α1 = 30° для ромбовидной пла-
стины. Для преобразования на рис. 3, b соотношение a/b = 2.909 для прямоуголь-
ной пластины, угол α1 = 46.76° для ромбовидной пластины. Для преобразования
на рис. 3, c соотношение a/b = 1.7778 для прямоугольной пластины, угол
α1 = 18.9° для ромбовидной пластины. Геометрические параметры и все геомет-
рические преобразования формы удобно выполнять и вычислять в любых совре-
менных компьютерных программах 2D-черчения.
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Рис. 3. Рассматриваемые геометрические преобразования: a – аффинный сдвиг, b – аффин-
ный сдвиг с растяжением под углом 30°, c – аффинный сдвиг с сжатием под углом 15°
Fig. 3. Considered geometrical transformations: (a) affine shift, (b) affine shift with stretching at
an angle of 30°, and (c) affine shift with compression at an angle of 15°

Отметим, что геометрические параметры, которые мы используем для нахож-
дения и анализа решений, – это параметры, которые характеризуют лишь форму
пластин. Масштаб (размеры, площадь) заданной пластины вводится в расчет лишь
на последнем этапе, когда вычисляется абсолютное значение искомой величины
(основной частоты колебаний). До этого момента все вычисления и анализ строи-
лись лишь на параметрах, характеризующих только форму заданной и «опорных»
пластин, и решение рассматривалось в общем виде (7).

Вычислим по полученным геометрическим параметрам «опорных» пластин
значения отношения r r  по табл. 1, 2 или функциям (4), (5), а через него – значе-
ния основной частоты колебаний в общем виде (7) по рис. 2, a или с помощью
функций (9), (10). Для преобразования на рис. 3, a: для ромбовидной
r r  = 0.5277, 31.218kω =  ( 1 0.03203k−

ω = ) и прямоугольной r r  = 0.7222,

24.665kω =  ( 1 0.04054k−
ω = ). Для преобразования на рис. 3, b: для ромбовидной

r r  = 0.7168, 24.292kω =  ( 1 0.04116k−
ω = ) и прямоугольной r r  = 0.5664,

32.11kω =  ( 1 0.03114k−
ω = ). Для преобразования на рис. 3, c: для ромбовидной

r r  = 0.3628, 43.732kω =  ( 1 0.02286k−
ω = ) и прямоугольной r r  = 0.7715,

23.066kω =  ( 1 0.04335k−
ω = ). Покажем на рис. 4 полученные точки 1, 2 для

«опорных» пластин и кривую 3 для всех параллелограммных пластин, объеди-
ненных соответствующим геометрическим преобразованием.
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Рис. 4. Кривые, соответствующие рассматриваемым геометриче-
ским преобразованиям: a – рис. 3, a; b – рис. 3, b; c – рис. 3, c:
1 – ромбовидная пластина, 2 – прямоугольная пластина, 3 – па-
раллелограммные пластины
Fig. 4. Curves corresponding to the considered geometrical
transformations: (a) fig. 3, a; (b) fig. 3, b; and (c) fig. 3, c:
1, a rhombus plate; 2, a rectangle plate; and 3, parallelogram plates
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Искомое решение для заданной параллеограммной пластины kω  будет лежать
на некоторой неизвестной кривой 3, для приближенного описания которой в ра-
боте [6] были предложены и в работе [17] были аппробированы две простые ин-
терполирующие (аппроксимирующие) функции:

- линейная (через две точки 1 и 2)
( )

( ) ( )
( )1

1 2 1
2 1

r r r r
k k k k

r r r rω ω ω ω
−

= + −
−

; (14)

- и степенная (через три точки 0, 1 и 2 или 1, 2 и 4), запишем вид функции для
первого случая

( )1
1

n
r rk k
r rω ω

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
,  ( )

( ) ( )( )
2 1

2 1

ln
ln

k k
n

r r r r
ω ω= . (15)

Вопрос выбора линейной (14) или степенной (15) функции рассмотрен в рабо-
те [21], где приводятся рекомендации в каких случаях какую функцию использо-
вать для получения результата с большей точностью. Также возможно примене-
ние и более сложных функций [6]. Ограничимся рассмотрением более простой
функции (14) и посчитаем результаты для трех преобразований:

- для преобразования на рис. 3, a

( )0.7007 0.527731.218 24.665 31.218 25.389
0.7222 0.5277

kω
−

= + − =
−

;

- для преобразования на рис. 3, b (нумерация индексов 1 и 2 при этом меняется
местами)

( )0.7007 0.566432.11 24.292 32.11 25.128
0.7168 0.5664

kω
−

= + − =
−

;

- для преобразования на рис. 3, c

( )0.7007 0.362843.732 23.066 43.732 26.646
0.7715 0.3628

kω
−

= + − =
−

.

Первые два результата находятся в интервале (13), полученном ранее, и их
можно дальше рассматривать и оценивать. Третий выпадает из интервала (13),
поэтому уже на этом этапе его можно не рассматривать. Получилось это из-за то-
го, что при геометрическом преобразовании по рис. 3, c «опорные» решения ока-
зались сильно удалены друг от друга, поэтому вычисленный для этого преобразо-
вания результат является достаточно грубым приближением. Отсюда следует ос-
новная рекомендация при выборе преобразований: для того чтобы результат был
наиболее точным, геометрические преобразования следует подбирать таким обра-
зом, чтобы «опорные» решения отстояли друг от друга на как можно меньшем
расстоянии друг от друга, чтобы интерполяция (линейная или степенная) осуще-
ствлялась на наименьшем интервале.

Точного решения для заданной параллелограммной пластины нет. Поэтому,
чтобы оценить полученные результаты, воспользуемся решением, полученным
методом конечного элемента с использованием программного комплекса SCAD
Office [22] в работе [21] с числом конечных элементов 992 и треугольной сеткой,
полученным в общем виде (7) 25.5kω = , абсолютное значение 0 125.0ω =  с–1.

Как видим, первое геометрическое преобразованием по рис. 3, a дает более
близкий результат к численному, с отклонением всего –0.43%.
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Рассмотренный в работе прием геометрического моделирования формы с по-
мощью безразмерного параметра в виде отношения r r  позволяет решать раз-
личные задачи как по нахождению непосредственно значения основной частоты
колебаний для заданной конкретной пластины с конкретными геометрическими
размерами и граничными условиями закрепления, так и более сложные и интерес-
ные для приложений задачи, связанные с отслеживанием изменения исследуемого
параметра (основной частоты колебаний) при различном изменении геометрии па-
раллелограммной пластины, а также поиску оптимальной геометрии по данным
для двух «опорных» пластин простой формы (в форме ромба и прямоугольника).

Программная реализация предложенного приема

Рассмотренный в работе прием геометрического моделирования формы реали-
зован в специально разработанной программе для ЭВМ, посвященной исследова-
нию задачи на колебания пластин различной геометрии с использованием отно-
шения r r . На рис. 5 показана отдельная вкладка, посвященная параллелограмм-
ным пластинам.

Рис. 5. Окно компьютерной программы для геометрического моделирования
формы параллелограммных пластин

Fig. 5. Window of the computer program implementing geometric modeling
of parallelogram plates
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В программе добавлены граничные условия свободного края и также преду-
смотрен самостоятельный выбор закрепления сторон пластины, в том числе лю-
бые их комбинации. Возможен самостоятельный или автоматический выбор
«опорных» пластин и геометрических преобразований из различного множества,
встроенного в программу, с учетом отслеживания «непригодных» преобразова-
ний, дающих результаты «выпадающие» из границ (области значений). Возможен
самостоятельный или автоматический выбор интерполирующих (аппроксими-
рующих) функций. Программа позволяет подобрать геометрию на заданную час-
тоту колебаний, а также наглядно в «онлайн» режиме отследить ее изменение при
изменении геометрических параметров. Результаты всех вычислений выводятся
одновременно как в общем виде (7), когда производится анализ только геометрии
пластин независимо от материала, так и в абсолютном значении с учетом всех ха-
рактеристик материала и толщины пластины.

Заключение

Рассмотрено использование приема геометрического моделирования формы
пластин с помощью отношения конформных радиусов в исследовании задачи по
определению основной частоты колебаний на основе геометрических преобразо-
ваний для параллелограммных пластин. Показано, что изучение свободных коле-
баний параллелограммных пластин при изменении ее геометрических параметров
можно производить с использованием отношения конформных радиусов и ряда
полученных ранее результатов для пластин в форме прямоугольника и ромба, не
прибегая при этом к каким-либо дополнительным методам, а получая решения
путем анализа лишь геометрической формы пластин и различных геометрических
преобразований. Приводится краткое описание и общий вид разработанной про-
граммы для ЭВМ, реализующей предложенный прием.
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The paper considers a method of geometric modeling applied when solving basic two-
dimensional problems of the theory of elasticity and structural mechanics, in particular the applied
problems of engineering. The subject of this study is vibrations of thin elastic parallelogram plates
of constant thickness. To determine a basic frequency of vibrations, the interpolation method
based on the geometric characteristic of the shape of plates (membrane, cross sections of a rod) is
proposed. This characteristic represents a ratio of interior and exterior conformal radii of the plate.
As is known from the theory of conformal mappings, conformal radii are those obtained by
mapping of a plate onto the interior and exterior of a unit disk.



158 А.А. Черняев

The paper presents basic terms, tables, and formulas related to the considered geometric
method with a comparative analysis of the curve diagrams obtained using various interpolation
formulas. The original computer program is also developed.

The main advantage of the proposed method of determining the basic frequency of plate
vibrations is a graphic representation of results that allows one to accurately determine the
required solution on the graph among the other solutions corresponding to the considered case of
parallelogram plates. Although there are many known approximate approaches, which are used to
solve the considered problems, only geometric modeling technique based on the conformal radii
ratio gives such an opportunity.

Andrey A. CHERNYAEV (Candidate of Technical Sciences, Orel State University, Orel, Russian
Federation). E-mail: chernyev87@yandex.ru
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