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Рассматриваются комбинаторные числа для подсчёта всех разбиений произволь-
ного конечного мультимножества как в упорядоченную, так и в неупорядоченную
сумму его подмультимножеств. Найдены производящие функции для введённых
комбинаторных чисел и исследованы некоторые свойства этих чисел.
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Введение
В классическом смысле под разбиением [1, 2] произвольного множества понимают

его представление в виде объединения произвольного числа попарно непересекающих-
ся подмножеств. Всякое представление натурального числа суммой натуральных чисел
также называется разбиением этого числа. Разбиения конечных множеств изучаются
в комбинаторике и теории чисел.

К основным комбинаторным задачам относятся задачи подсчёта и перечисления
разбиений данного типа [1, 2]. Разбиения конечных множеств, а также подсчёт чис-
ла различных разбиений, удовлетворяющих тем или иным условиям, представляет
особый интерес в комбинаторике. В частности, некоторые комбинаторные числа есте-
ственно возникают как количества разбиений того или иного вида. Например, число
Стирлинга второго рода S (m,n) [1, 2] представляет собой число неупорядоченных раз-
биений m-элементного множества на n частей. При этом мультиномиальный коэффи-

циент
( m
k1k2 . . . kn

)
[1 – 3] выражает число упорядоченных разбиений m-элементного

множества на n частей фиксированных размеров k1, k2, . . . , kn. Отметим, что многие
комбинаторные задачи приводят к вычислению числа способов разбиения m-элемент-
ного множества на n подмножеств, среди которых допускаются и пустые подмноже-
ства. Однако в этом случае задача сводится к определению числа всех (неупорядо-
ченных) разбиений заданного m-элементного множества на не более чем n непустых
его подмножеств. Число всех неупорядоченных разбиений (без пустых подмножеств)
m-элементного множества называется числом Белла Bm [1, 2].

Одно из возможных обобщений приведённых выше комбинаторных конструкций
связано с допущением дублирования во множествах некоторых элементов, т. е. переход
к мультимножествам.

1. Формализация комбинаторных чисел для подсчёта неупорядоченных
разбиений конечных мультимножеств

Обозначим через X = {m1a1,m2a2, . . . ,mNaN} исходное мультимножество, которое
необходимо представить в виде неупорядоченной суммы n подмультимножеств Xk,
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k = 1, . . . , n. Отметим также, что вектор первичной спецификации [4] каждого из под-
мультимножеств Xk имеет вид

[k1, k2, . . . , kN ]T , где 0 6 ki 6 mi, i = 1, . . . , N.

Для произвольного представления X =
n⋃
k=1

Xk обозначим через xk1,k2,...,kN число

подмультимножеств Xk с вектором первичной спецификации равным [k1, k2, . . . , kN ]T .
Набор целых неотрицательных чисел xk1,k2,...,kN , как несложно проверить, является

решением системы линейных диофантовых уравнений:

m1∑
k1=0

m2∑
k2=0

. . .
mN∑
kN=0

xk1,k2,...,kN


k1

k2

. . .
kN

 =


m1

m2

. . .
mN

 ,
m1∑
k1=0

m2∑
k2=0

. . .
mN∑
kN=0

xk1,k2,...,kN = n.

(1)

Данная система содержит (1 +m1) (1 +m2) . . . (1 +mN) неизвестных xk1,k2,...,kN и
N + 1 уравнений.

Таким образом, задача сводится к определению числа всех целых неотрицательных
решений системы уравнений (1). Обозначим данное число через S (m1,m2, . . . ,mN ;n).

Получим производящую функцию для введённых комбинаторных чисел S(m1,m2,
. . . ,mN ;n). Рассмотрим для этого следующую промежуточную задачу. Обозначим че-
рез A = (aij)n×m произвольную матрицу с целыми неотрицательными элементами, че-
рез b = (bi)n —произвольный вектор-столбец с целыми неотрицательными элементами.
Определим число всех целых неотрицательных решений системы линейных диофан-
товых уравнений

ai1x1 + ai2x2 + . . .+ aimxm = bi, i = 1, . . . , n. (2)

Данное число равно коэффициенту при tb11 t
b2
2 . . . tbnn в разложении в степенной ряд про-

изводящей функции
m∏
j=1

(
1− ta1j1 t

a2j
2 . . . t

anj
n

)−1
. (3)

Для применения формулы (3) к определению числа целочисленных неотрица-
тельных решений системы диофантовых уравнений (1) перенумеруем неизвестные
xk1,k2,...,kN , ki = 0, 1, . . . ,mi, i = 1, . . . , N , с помощью одного индекса. Одно из воз-
можных таких взаимно однозначных соответствий, как несложно проверить, задаётся
следующей последовательностью рекурсивно определяемых функций:

∀ (0 6 i1 6 m1, 0 6 i2 6 m2, . . . , 0 6 iN 6 mN)

f2 (i1, i2) = i1 (m2 + 1) + i2 + 1,

f3 (i1, i2, i3) = f2 (i1, i2) + i3f2 (m1,m2) ,

. . .

fN (i1, i2, . . . , iN) = fN−1 (i1, i2, . . . , iN−1) + iNfN−1 (m1,m2, . . . ,mN−1) .
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Следовательно, задача (1) допускает представление в виде (2), если положить

A = (aij)(N+1)×fN (m1,m2,...,mN ) , b = (bi)N+1 , (4)

где

∀p ∈ {0, . . . ,m1}(a1k = p), k = fN (p, i2, i3, . . . , iN−1, iN) , 0 6 is 6 ms, s ∈ {1, . . . , N} \ {1};
∀p ∈ {0, . . . ,m2}(a2k = p), k = fN (i1, p, i3, . . . , iN−1, iN) , 0 6 is 6 ms, s ∈ {1, . . . , N} \ {2};

. . .

∀p ∈ {0, . . . ,mN}(aN,k = p), k = fN (i1, i2, . . . , iN−1, p) , 0 6 is 6 ms, s ∈ {1, . . . , N − 1};
aN+1,k = 1, k = 1, . . . , fN (m1,m2, . . . ,mN) ;

bk = mk, k = 1, . . . , N ; bN+1 = n.

Таким образом, полагая

Ψm1,m2,...,mN
(t1, t2, . . . , tN+1) =

fN (m1,m2,...,mN )∏
j=1

(
1− ta1j1 t

a2j
2 . . . t

aN+1,j

N+1

)−1
,

где элементы матрицы A определяются формулами (4), получаем, что число
S (m1,m2, . . . ,mN ;n) равно коэффициенту при tm1

1 . . . tmN
N tnN+1 в разложении функции

Ψm1,m2,...,mN
(t1, t2, . . . , tN+1) в степенной ряд, т. е. имеет место равенство

S (m1,m2, . . . ,mN ;n) = ψm1,m2,...,mN ;n
m1,m2,...,mN ,n

,

где
Ψm1,m2,...,mN

(t1, t2, . . . , tN+1) =
∑

r1,...,rN+1>0

ψm1,m2,...,mN ;n
r1,r2,...,rN ,rN+1

tr11 t
r2
2 . . . trNN t

rN+1

N+1 .

Для введённых комбинаторных чисел справедлива формула

S (m1,m2, . . . ,mN ;m) = S (m1,m2, . . . ,mN ;n) для всех m > n =
N∑
i=1

mi. (5)

Действительно, если n =
N∑
i=1

mi, то в этом случае лишь одно разбиение, состоящее из

одноэлементных множеств, не содержит пустых множеств. Поэтому при n >
N∑
i=1

mi все

разбиения мультимножества X = {m1a1,m2a2, . . . ,mNaN} получаются путём добавле-

ния n−
N∑
i=1

mi пустых множеств в каждое разбиение при n =
N∑
i=1

mi, что устанавливает

взаимно однозначное соответствие между рассматриваемыми разбиениями и, таким
образом, доказывает формулу (5).

Далее рассматриваются некоторые частные случаи и примеры вычисления рас-
смотренных комбинаторных чисел.

Пример 1. Полагая mi = 1 для всех i = 1, . . . , N , получаем, что комбина-
торное число S (m1,m2, . . . ,mN ;n) определяет число всех неупорядоченных n-эле-
ментных разбиений N -элементного множества. Поэтому при n = N получаем, что
S (1, 1, . . . , 1;n) = Bn, где Bn —число Белла.

Как частный случай формулы (5), получаем

S (1, 1, . . . , 1;m) = S (1, 1, . . . , 1;n) для всех m > n, n ∈ N.
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В данном случае элементы матрицы (4) лежат в булеане {0, 1} и легко вычисляют-
ся, так как рекурсивная функция fN (i1, i2, i3, . . . , iN) допускает представление в явной
форме

fN (i1, i2, i3, . . . , iN) = 1 + 2i1 + i2 +
N∑
k=3

2k−1ik, is ∈ {0, 1} , s = 1, . . . , N.

Например, для случая N = 3 матрица (4) имеет вид

A =


0 0 1 1 0 0 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1
0 0 0 0 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

 .
Следовательно, коэффициент при t1t2t3tn4 в разложении в степенной ряд произво-

дящей функции

(1− t3t4)−1 (1− t2t3t4)−1 (1− t1t3t4)−1 (1− t1t2t3t4)−1

(1− t4) (1− t2t4) (1− t1t4) (1− t1t2t4)

определяет комбинаторное число

S (1, 1, 1;n) =


1, если n = 1,
2, если n = 2,
5, если n > 3.

Пример 2. Предположим, что имеется m1 предметов вида a1 и m2 предметов
вида a2. Рассмотрим задачу определения числа способов разложения этих предметов
по n одинаковым коробкам без каких-либо ограничений.

Таким образом, необходимо найти число способов разложения мультимножества

X = {m1a1,m2a2} в неупорядоченную сумму n его подмультимножеств X =
n⋃
k=1

{Xk}.
В этом случае формулы (4) (при N = 2) приводят к следующему результату:

A = (aij)3×(m1+1)(m2+1) , b = (bi)3 ,

где

∀p ∈ {0, . . . ,m1}(a1k = p) при p (m2 + 1) + 1 6 k 6 (p+ 1) (m2 + 1) ;

∀p ∈ {0, . . . ,m2}(a2k = p) при k = i (m2 + 1) + p+ 1, i = 0, . . . ,m1;

a3k = 1, k = 1, . . . , (m1 + 1)(m2 + 1); b1 = m1, b2 = m2, b3 = n.

Например, если m1 = 1 и m2 = 3, то матрица A имеет вид

A =

 0 0 0 0 1 1 1 1
0 1 2 3 0 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1 1


и, следовательно, комбинаторное число S (1, 3;n) определяется как коэффициент при
t1t

3
2t
n
3 в разложении в степенной ряд производящей функции

(1− t1t3)−1 (1− t1t2t3)−1 (1− t1t22t3)
−1

(1− t1t32t3)
−1

(1− t3) (1− t2t3) (1− t22t3) (1− t32t3)
.
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Элементарные подсчёты показывают, что

S (1, 3;n) =


1, если n = 1,
4, если n = 2,
6, если n = 3,
7, если n > 4.

2. Формализация комбинаторных чисел для подсчёта
упорядоченных разбиений конечных мультимножеств

Обозначим S̃ (m1,m2, . . . ,mN ;n) число всех упорядоченных n-элементных разби-
ений мультимножества X = {m1a1,m2a2, . . . ,mNaN}, предполагая, что допускаются
повторения подмультимножеств, а также пустые подмультимножества. Зафиксируем
произвольное упорядоченное разбиение {Xi : i = 1, . . . , n} мультимножества X. Обо-
значим через [k1i, k2i, . . . , kNi], 0 6 ksi 6 ms, s = 1, . . . , N , вектор первичной специфи-
кации подмультимножества Xi.

Тогда каждое упорядоченное разбиение мультимножества X однозначно задаётся
следующей матрицей: 

k11 k12 . . . k1n

k21 k22 . . . k2n

. . . . . . . . . . . .
kN1 kN2 . . . kNn

 .
При этом из равенства

n⋃
i=1

Xi = X следует, что элементы данной матрицы должны

быть решениями в целых неотрицательных числах системы линейных уравнений
n∑
j=1

kij = mi, i = 1, . . . , N. (6)

Переименуем неизвестные kij одним индексом с помощью отображения (i, j) →
→ (i− 1)n+ j [5] и запишем систему (6) в стандартной форме

Nn∑
j=1

aijxj = mi, i = 1, . . . , N,

где

aij =

{
1, если (i− 1)n+ 1 6 j 6 in,
0 в остальных случаях, i = 1, . . . , N, j = 1, . . . , Nn. (7)

Таким образом, из соотношений (2)–(3), (7) следует, что комбинаторное число
S̃ (m1,m2, . . . ,mN ;n) равно коэффициенту при tm1

1 tm2
2 . . . tmN

N в разложении в степенной
ряд производящей функции(

(1− t1)n (1− t2)n . . . (1− tN)n
)−1

.

Наконец, используя разложение

1

(1− t)r =
∞∑
k=0

(−1)k
(
−r
k

)
tk,

получим

S̃ (m1,m2, . . . ,mN ;n) = (−1)m1+m2+...+mN

(
−n
m1

)(
−n
m2

)
. . .

(
−n
mN

)
.
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Замечание.Отметим, что формула для подсчёта упорядоченных разбиений конеч-
ных мультимножеств может быть получена без применения формул (2)–(3). Действи-
тельно, окончательно задача сводится к определению числа всех целых неотрицатель-
ных решений системы линейных диофантовых уравнений (6). Несложно проверить,
что данное число равно коэффициенту при tm1

1 tm2
2 . . . tmN

N в стандартном разложении
по возрастающим степеням ta11 t

a2
2 . . . taNN производящей функции(

1

1− t1

)n(
1

1− t2

)n
. . .

(
1

1− tN

)n
.

Отсюда, воспользовавшись тождеством(
1

1− t

)n
=
∞∑
k=0

(
n+ k − 1

k

)
tk,

получаем

S̃ (m1,m2, . . . ,mN ;n) =

(
n+m1 − 1

m1

)(
n+m2 − 1

m2

)
. . .

(
n+mN − 1

mN

)
.

Заключение
В данной работе задача о подсчёте числа различных разбиений конечного мульти-

множества сведена к определению числа всех целых неотрицательных решений соот-
ветствующей системы линейных диофантовых уравнений с многоиндексной нумераци-
ей неизвестных. Полученные соотношения (4) позволяют представить данную систему
в стандартной форме (2), для которой известен явный вид производящей функции (3).
Это позволило получить производящие функции для рассматриваемых комбинатор-
ных чисел и исследовать некоторые их свойства. При этом для числа всех разбиений
произвольного конечного мультимножества в упорядоченную сумму его подмульти-
множеств получены явные формулы.

Отметим, что для практики, безусловно, важны не только формулы (или алго-
ритмы) вычисления тех или иных комбинаторных чисел, но и оценки и асимптотики
этих чисел [6]. Однако вопросы, связанные с эффективностью реализации вычислений
с помощью полученных соотношений, требуют дальнейшего исследования.
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