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интегро-дифференциальных уравнений типа Вольтерра с терминальным критерием качества при предполо-

жении открытости области управления. Вычислены первая и вторая вариации функционала качества. Полу-

чены аналог уравнения Эйлера и общее необходимое условие оптимальности второго порядка. Используя не-

обходимое условие оптимальности второго порядка, с помощью специальных вариаций управления доказан 
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Here  ,u t x  – is measurable and bounded r-dimensional vector-function of control actions, and U is given non-

empty open and bounded sets,  z  – is given twice continuously differentiable sealer function, a(x) and b(t) are 

given and absolutely continuous n-dimensional vector’s of the functions,  , , ,f t x z u  and  , , , , ,g t x s z u  are given  

n-dimensional vectors of the function having continuous partial derivatives up to the second order.  

Each control function delivering the minimum value to functional under constraints is called optimal control. Using 

the analogue of the increment method, the first and second order variations of the quality functional are calculated. 

Using them, various necessary conditions of optimality of the first and second orders are obtained. Separately inves-

tigated the case of singular control in the classical sense. 

Keywords: hyperbolic integro-differential equations; boundary condition; Euler equation; classical extreme; nec-

essary optimality condition; singular control. 
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Введение 

 

Многие процессы описываются различного типа уравнениями в частных производных (см., напр.: 

[1–4]). Поэтому задачи оптимального управления, описываемые уравнениями в частных производ-

ных, интенсивно исследуются (см.: [3–9]). Такие задачи оптимального управления называются зада-

чами оптимального управления с распределенными параметрами. 

Задачи оптимального управления, описываемые системами гиперболических уравнений второ-

го порядка с краевыми условиями Гурса, начали изучаться А.И. Егоровым [4, 5]. Был установлен ряд 

необходимых условий оптимальности в форме принципа максимума Л.С. Понтрягина [4–7] и изуче-

ны особые управления [8, 9].  

Предлагаемая работа посвящена исследованию одной задачи оптимального управления, описы-

ваемой системой гиперболических интегро-дифференциальных уравнений типа Вольтерра с краевы-

ми условиями Гурса.  

При предположении открытости области управления установлены необходимые условия опти-

мальности первого и второго порядков, носящие конструктивный характер.  

 

1. Постановка задачи 

 

Пусть rU R  – заданные непустые и ограниченные множества,    0 1 0 1, ,D t t x x   – заданный 

прямоугольник. 

Допустим, что управляемый процесс описывается системой гиперболических интегро-

дифференциальных уравнений типа Вольтерра 
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    0 0a x b t . (2) 

Здесь  , , ,f t x z u  и  , , , , ,g t x s z u  – заданные n-мерные вектор-функции, непрерывные по совокуп-

ности переменных вместе с частными производными по ( , )z u  до второго порядка включительно, a(x) 

и b(t) – заданные абсолютно непрерывные n-мерные вектор-функции,  ,u t x  r-мерная измеримая  

и ограниченная вектор-функция управляющих воздействий, удовлетворяющая ограничениям 

  , , ( , ) .ru t x U R t x D    (3) 

Такую управляющую функцию назовем допустимым управлением. 

Будем предполагать, что каждому допустимому управлению  ,u t x  соответствует единственное 

абсолютно непрерывное решение  ,z t x  краевой задачи (1), (2). 

Пару     , , ,u t x z t x  назовем допустимым процессом.  

Пусть  z  – заданная дважды непрерывно дифференцируема скалярная функция. 

Рассмотрим задачу нахождения минимального значения функционала  

     1 1,S u z t x  (4) 

при ограничениях (1)–(3). 

Допустимое управление  ,u t x , доставляющее минимальное значение функционалу (4) при 

ограничениях (1)–(3), назовем оптимальным управлением. 

Целью работы является вывод необходимых условий оптимальности в рассматриваемой задаче. 

 

2. Вычисление первой и второй вариаций (в классическом смысле) функционала (4) 

 

Пусть  ,u t x  и      , , ,u t x u t x u t x    – некоторые допустимые управления. Через  ,z t x  и 

     , , ,z t x z t x z t x    обозначим соответствующие им решения краевой задачи (1), (2) и запишем 

приращение функционала качества 

            , ,S u S u S u z t x z t x     . (5) 

Ясно, что приращение  ,z t x  состояния  ,z t x  является решением уравнения 

 

   

         
0 0

( , ) , , ( , ), ( , ) , , ( , ), ( , )

, , , , , , , , , , , , , , ,

tx

t x

t x

z t x f t x z t x u t x f t x z t x u t x

g t x s z s u s g t x s z s u s ds d

   

           
 (6) 

с краевыми условиями 

 
   
   

0 0 1

0 0 1

, 0, , ,

, 0, , .

z t x x x x

z t x t t t

  

  
 (7) 

Пусть  ,t x  некоторая n-мерная вектор-функция. 

Предполагаем, что вектор-функция  ,t x  удовлетворяет тем условиям гладкости, которые 

будут использованы при дальнейших рассуждениях. 

Из (6) получим справедливость тождеств  

 

       

           

1 1 1 1

0 0 0 0

1 1

0 0 0 0

' , ( , ) ' , , , ( , ), ( , ) , , ( , ), ( , )

' , , , , , , , , , , , , , , , .

t x t x

tx

t x t x

t x t x

t x t x

t x z t x dx dt t x f t x z t x u t x f t x z t x u t x dx dt

t x g t x s z s u s g t x s z s u s ds d dx dt

        

 
            

  

   

   

 (8) 
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Здесь и в дальнейшем штрих ( ' ) – операция скалярного произведения для векторов, а для матриц – 

операция транспонирования. 

Используя теорему Фубини (двумерный аналог формулы Дирихле (см., напр.: [10])) получаем, что 

 

           

           

1 1

0 0 0 0

1 1

0 0 0 0

' , , , , , , , , , , , , , , ,

' , , , , , , , , , , , , , , , .

t x t x

t x t x

t x t x

t x t x

t x g t x s z s u s g t x s z s u s ds d dxdt

s g t x s z s u s g t x s z s u s ds d dxdt

 
            

  

 
             

  

   

   

 (9) 

Введем обозначения  

       ,,),,(,,,),,(,,, xtuxtzxtfxtuxtzxtfxtf
u

  

       ,,),,(,,,),,(,,, xtuxtzxtfxtuxtzxtfxtf
zzzu

  

    ,,),,(,,, xtuxtzxtfxtf
zz

  

           , , , , , , , , , , , , , , , , , ,u g t x s g t x s z s u s g t x s z s u s           

           , , , , , , , , , , , , , , , , , ,u z z zg t x s g t x s z s u s g t x s z s u s           

        
1 1

, , , , ' ( , , , ) ' , , , , , , , , ,

t x

t x

H t x z u f t x z u s g t x s z s u s dsd            

       , , , ( , ), , , ( , ) , , ( , ), , , ( , ) ,u H t x H t x z t x u t x t x H t x z t x u t x t x      

    , , , ( , ), , , ( , )z zH t x H t x z t x u t x t x   

и, учитывая тождества (8), (9), из формулы приращения (5) получаем 

 

         

      

1 1

0 0

1 1

0 0

, , ' , ( , )

, , ( , ), ( , ), , , , ( , ), ( , ) , , .

t x

tx

t x

t x

t x

S u z t x z t x t x z t x dxdt

H t x z t x u t x t x H t x z t x u t x t x dxdt

       

     

 

 

 (10) 

В силу краевых условий (7) можно доказать, что  

 

         

 

1 1 1 1

0 0 0 0

1 1

0 0

1 1 1 1 1 1 1 1' , ( , ) ' , , , ( , ) , ( , )

' , ( , ) .

t x x t

tx x x

t x x t

t x

tx

t x

t x z t x dxdt t x z t x t x z t x dx t x z t x dt

t x z t x dxdt

            

  

   

 

 (11) 

Учитывая тождество (11) и применяя формулу Тейлора, из (10) получаем, что 

 

                

       

     

1 1

0 0

1 1 1 1

0 0 0 0

2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1
, , ' , , , ,

2

' , , , ( , ) , ( , )

, ( , ) , ( , ) , ( , )

1

2

z zz

x t

x

x t

t x t x

tz z u

t x t x

S u z t x z t x z t x z t x z t x o z t x

t x z t x t x z t x dx t x z t x dt

t x z t x dx dt H t x z t x H t x u t x dx dt

          

          

           

 

 

   

     

    

1 1

0 0

2

2

'( , ) , ( , ) 2 '( , ) , ( , ) '( , ) , ( , )

, , .

t x

zz uz uu

t x

z t x H t x z t x u t x H t x z t x u t x H t x u t x

o z t x u t x dx dt

        

   


 

 (12) 
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Если предполагать, что вектор-функция  ,t x  является решением краевой задачи  

  , [ , ],tx zt x H t x   (13) 

    1 1, 0, , 0,t xt x t x     (14) 

    1 1 1 1, , ,zt x z t x   

то формула приращения (12) примет вид: 

 

          

     

       

1 1

0 0

1 1

0 0

1 1

0 0

'

1 1 1 1 1 1

2 2

1 1 1 2

1
, ( , ) ' , , ,

2

'( , ) , ( , ) 2 '( , ) , ( , ) '( , ) , ( , )

, , , .

t x

u zz

t x

t x

zz uz uu

t x

t x

t x

S u H t x u t x dx dt z t x z t x z t x

z t x H t x z t x u t x H t x z t x u t x H t x u t x dxdt

o z t x o z t x u t x dx dt

        


           



     

 

 

 

 (15) 

Пусть ( , , , )( )R t x s n n   – матричная функция, являющаяся решением линеаризованной краевой 

задачи 

( , , , ) ( , , , ) [ , ] ( , , , ) [ , , , ] ,

( , , , ) 0, ( , , , ) 0,

( , , , ) ,

t x

s z z

s

s

R t x s R t x s f s R t x g s d d

R t x s R t x s

R t x t x E







           

   



 

 

где E )( nn  – единичная матрица. 

Из краевой задачи (6), (7) следует, что приращение  xtz ,  состояния  xtz ,  является решением 

уравнения 

 

   

         

0 0

0 0

3 4

( , ) [ , ] ( , ) [ , ] ( , ) , , , ( , ) , , , ( , )

, , , , ,

t x

tx z u z u

t x

t x

t x

z t x f t x z t x f t x u t x g t x s z s g t x s u s ds d

o z t x u t x o z s u s ds d

                

          

 

 

 (16) 

 
 

  .0,

,0,

0

0





xtz

xtz
 (17) 

Если нтерпретировать уравнение (16) как линейное неоднородное интегро-дифференциальное 

уравнение относительно  xtz , , то решение краевой задачи (16), (17) может быть представлено в виде: 

 

    

    

0 0

0 0

0 0

0 0

3

4

( , ) ( , , , ) [ , ] ( , )

( , , , ) [ , , , ] ( , )

( , , , ) , ,

( , , , ) , , .

t x

u

t x

t x t x

u

t x s

t x

t x

t x t x

t x s

z t x R t x s f s u s ds d

R t x g s d d u s ds d

R t x s o z s u s ds d

R t x o z s u s d d ds d





       

 
            

 

        

 
           

 

 

   

 

   

 (18) 

Пусть ε – малое по абсолютной величине число, а  , , ( , )ru t x U R t x D     – произвольная  

r-мерная, измеримая и ограниченная вектор-функция. 
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Через  , ;u t x   обозначим специальное приращение управления  xtu ,  по формуле 

    , ; , , ( , ) .u t x u t x t x D      (19) 

Пусть  , ;z t x   – специальное приращение состояния  xtz , , отвечающее специальному при-

ращению (19) управления  xtu , . 

С помощью представления (18) доказывается справедливость  разложения 

    , ; , ( ; , ),z t x z t x o t x       (20) 

где  ,z t x  определяется из соотношения 

0 0 0 0

( , ) ( , , , ) [ , ] ( , ) ( , , , ) [ , , , ] ( , ) .

t x t x t x

u u

t x t x s

z t x R t x s f s u s ds d R t x g s d d u s ds d


 
                  

 
       

При введении обозначения 

( , , , ) ( , , , ) [ , ] ( , , , ) [ , , , ]

t x

u u

s

Q t x s R t x s f s R t x g s d d


              

последнее представление записывается в виде: 

 

0 0

( , ) ( , , , ) ( , ) .

t x

t x

z t x Q t x s u s ds d        (21) 

Учитывая формулы (18) и (20), из формулы приращения (15) получаем справедливость разложения  

 

   

       

1 1

0 0

1 1

0 0

2
2

( ) , ( , )

'( , ) , ( , ) 2 '( , ) , ( , ) '( , ) , ( , ) .
2

t x

u

t x

t x

zz uz uu

t x

S u u S u H t x u t x dxdt

z t x H t x z t x u t x H t x z t x u t x H t x u t x dxdt o

      


            

 

 

 (22) 

Из разложения (22) следует, что первая и вторая вариации функционала (4) имеют соответ-

ственно вид: 

  
1 1

0 0

1 '( ; ) , ( , ) ,

t x

u

t x

S u u H t x u t x dxdt      (23) 

 
     

1 1

0 0

2

1 1 1 1 1 1( ; ) '( , ) ( ( , )) ( , )

'( , ) , ( , ) 2 '( , ) , ( , ) '( , ) , ( , ) .

zz

t x

zz uz uu

t x

S u u l t x z t x l t x

z t x H t x z t x u t x H t x z t x u t x H t x u t x dxdt

     

           
 (24) 

Если ),( xtu  – оптимальное управление, то вдоль него первая вариация (23) функционала (4) 

равна нулю, а вторая вариация (24) неотрицательна.  

Следовательно, при сделанных предположениях для оптимальности допустимого процесса 

 ),(),,( xtzxtu  необходимо, чтобы для всех  , , ( , )ru t x U R t x D     выполнялись соотношения  

  
1 1

0 0

, ( , ) 0,

t x

u

t x

H t x u t x dxdt     (25) 

      
1 1

0 0

'( , ) , ( , ) 2 '( , ) , ( , ) '( , ) , ( , ) 0.

t x

zz uz uu

t x

z t x H t x z t x u t x H t x z t x u t x H t x u t x dxdt             (26) 

Из тождества (25) в силу произвольности  ,u t x  следует 

Теорема 1. Для оптимальности допустимого управления ),( xtu  необходимо, чтобы соотношение 

  , 0uH     (27) 

выполнялось для всех ( , )      
1010

,, xxtt  . 
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Здесь ( , )      
1010

,, xxtt   – произвольная правильная точка (см., напр.: [11]) управления 

),( xtu . 

Условие (27), следуя классическому вариационному исчислению, назовем уравнением Эйлера 

для рассматриваемой задачи. 

Уравнение Эйлера является необходимым условием оптимальности первого порядка. 

Каждое допустимое управление, являющееся решением уравнения Эйлера, назовем классиче-

ской экстремалью. Вообще говоря, число классических экстремалей может быть достаточно боль-

шим. Поэтому надо иметь новые необходимые условия оптимальности, «сужающие» множество 

классических экстремалей. 

Таким необходимым условием оптимальности является необходимое условие оптимальности (26). 

Но необходимое условие оптимальности (26) является неявным условием оптимальности. 

Используя неравенство (26), получим необходимые условия оптимальности, непосредственно 

выраженные через параметры рассматриваемой задачи.  

Займемся преобразованием некоторых слагаемых в неравенстве (26).  

Используя представление (22), убедимся в справедливости тождеств  

 
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

'( , ) ( ( , )) ( , )

'( , ) [ , ] '( , , , ) ( ( , )) ( , , , ) [ , ] ( , ) ,

zz

u zz u

D D

z t x z t x z t x

u s f s R t x s z t x R t x f u ds d d d

   

                
 (28) 

    
1 1 1 1

0 0 0 0

'( , ) , ( , ) '( , ) , ( , , , ) ( , ) .

t x t x

uz uz

t x D t x

u t x H t x z t x dxdt u s H s Q t x s u t x dsd dxdt
 

         
  

      (29) 

Далее по аналогии с [8] доказывается, что  

 

 

 

1 1

0 0

1 1

max( , ) max( , )

'( , ) , ( , )

'( , , , ) , ( , , , ) ( , ) .

t x

zz

t x

t x

zz

D D s

z t x H t x z t x dxdt

Q t x s H t x Q t x dxdt u ds d d d
  

  

 
          

  

 

   

 (30) 

Введем обозначение 

 
 

1 1

max( , ) max( , )

1 1 1 1 1 1

( , , , ) '( , , , ) , ( , , , )

'( , , , ) ( ( , )) ( , , , ).

t x

zz

s

zz

B s Q t x s H t x Q t x dxdt

Q t x s z t x Q t x

  

       

    

 
 (31) 

Тогда, учитывая тождества (29), (30) и обозначение (31) в неравенстве (26), получим, что  

 

 

 

1 1

'( , ) ( , , , ) ( , ) 2 '( , ) , ( , , , )

[ , ] ( , ) '( , ) , ( , ) 0.

t x

uz

D D D t x

u uu

D

u s B s u d ds d d u s H s Q s t x dsd

f t x u t x dxdt u t x H t x u t x dxdt

 
                  

  

     

    



 (32) 

Следовательно, доказана 

Теорема 2. Для оптимальности классической экстремали ),( xtu  в рассматриваемой задаче 

необходимо, чтобы неравенство (32) выполнялось для всех  , , ( , )ru t x U R t x D    . 

Необходимое условие оптимальности (32) является довольно общим условием оптимальности, 

учитывая произвольность допустимой вариации  ,u t x  управления  ,u t x . Из него можно получить 

ряд легко проверяемых необходимых условий оптимальности, в частности аналог условия Лежандра–

Клебша. 

Пусть 0   – достаточно малое произвольное число, rv R  – произвольный вектор.  
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Специальную вариацию управления  ,u t x  определим по формуле 

  




, ( , ) , ) , ),
, ;

0, ( , ) \ , ) , ).

v t x
u t x

t x D

          
   

         

 (33) 

Учитывая формулу (33), в неравенстве (32) получим, что  

 2 2( ' , ( )) 0uuv H v o      . 

Отсюда в силу произвольности и достаточной малости ε получаем  

  ' , 0.uuv H v    (34) 

Теорема 3. Для оптимальности классической экстремали ),( xtu  необходимо, чтобы неравен-

ство (33) выполнялось для всех rv U R   и ( , )      0 1 0 1, ,t t x x . 

Заметим, что неравенство (34) является аналогом условия Лежандра–Клебша для рассматрива-

емой задачи.  

Рассмотрим случай вырождения аналога условия Лежандра–Клебша.  

Определение 1. Классическую экстремаль ),( xtu  назовем особым в классическом смысле 

управлением, если для всех rv U R   и ( , )      
1010

,, xxtt   

 ' , 0.uuv H v    

Из введенного определения ясно, что для особых в классическом смысле управлений аналог 

условия Лежандра–Клебша (34) вырождается.  

Пусть ),( xtu  – особое в классическом смысле оптимальное управление. Тогда, используя фор-

мулу (33), из неравенства (32) после некоторых преобразований получаем  

 

     

   

4

2

[ ' ' , , ; , ,

1
' , , ] ( ) 0.

2

u u

uz u

v f B f v

v H f v o

         

       
 (35) 

Из неравенства (35) в силу произвольности 0   приходим к следующему утверждению. 

Теорема 4. Для оптимальности особого в классическом смысле управления ( , )u t x  необходимо, 

чтобы неравенство 

         
1

'[ ' , , ; , , , , ] 0
2

u u uz uv f B f H f v               

выполнялось для всех rv U R   и ( , )      
1010

,, xxtt  . 

Последнее неравенство является необходимым условием оптимальности для классически осо-

бых управлений. 

 

Заключение 
 

В работе, учитывая открытость области управления и применяя один вариант метода прираще-

ний, вычислены первая и вторая вариации функционала качества. 

Из условия равенства нулю первой вариации функционала качества получен аналог уравнения 

Эйлера.  

Из условия неотрицательности второй вариации функционала качества вдоль оптимального 

процесса выведен ряд необходимых условий оптимальности второго порядка, носящих конструктив-

ный характер. 
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Аннотация. При разработке программного обеспечения для распределенных вычислительных систем в стан-

дарте MPI наравне с моделью передачи сообщений (message-passing) используется модель удаленного доступа  

к памяти (remote memory access, MPI RMA, RMA). Модель во многих случаях позволяет повысить эффективность 

и упростить разработку параллельных программ. В рамках RMA имеют место задачи синхронизации парал-

лельных процессов и потоков при обеспечении доступа к разделяемым (распределенным) структурам данных. 

В системах с общей памятью для аналогичной задачи активно используется неблокирующая синхронизация 

(non-blocking), гарантирующая прогресс выполнения операций (lock-free, wait-free, obstruction-free). При таком 

подходе задержка выполнения операций одним процессом не останавливает выполнения остальных процессов. 

Мы предполагаем, что такой подход может быть эффективным и при построении распределенных структур 

данных в модели RMA. Нами рассматривается идея построения неблокируемых распределенных структур дан-

ных в RMA на примере очереди, описаны построенные алгоритмы для выполнения основных операций, иссле-

дуется эффективность структуры данных, приведено экспериментальное сравнение с блокируемыми аналогами. 

Ключевые слова: распределенная очередь; неблокирующие структуры данных; удаленный доступ к па-

мяти; MPI; MPI RMA; lock-free; one-sided communications. 
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Abstract. In parallel programming for distributed-memory systems in MPI standard, remote memory access 

model (one-sided communications, MPI RMA, RMA) is used along with the message-passing. This model in many 

cases leverages the performance and simplifies parallel programming. Here arises the problem of synchronization  

of multiple parallel processes and threads accessing shared (concurrent, distributed) data structures. In shared-memory 

machines, non-blocking synchronization (lock-free, wait-free, obstruction-free) is widely used to solve the similar 

problem. In non-blocking synchronization, delays in execution of one process (thread) do not suspend execution of 

other threads. We suppose that this approach could also be effective in designing distributed data structures (in the 

RMA model particularly). In this article, we discuss the idea of building non-blocking distributed data structures  

in RMA model on the example of a queue, describe the designed algorithms of operations, investigate the efficiency, 

and provide an experimental comparison with lock-based counterparts. 

Keywords: distributed queue; non-blocking concurrent data structures; remote memory access; MPI; MPI RMA; 

one-sided communications. 
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Введение 

 

Под распределенной вычислительной системой (ВС) будем понимать композицию элементарных 

машин (ЭМ), взаимодействующих через коммуникационную сеть. ЭМ могут быть процессорными яд-

рами, процессорами и узлами. При разработке программ для распределенных ВС наравне с моделью 

передачи сообщений (message-passing) широко применяются альтернативные модели программирова-

ния, например модель удаленного доступа к памяти (Remote Memory Access, MPI RMA, RMA) и мо-

дель разделенного глобального адресного пространства (Partitioned Global Address Space, PGAS).  

Опишем более детально модель RMA, которая является одной из перспективных и реализована 

в стандарте MPI в виде подсистемы односторонних коммуникаций (one-sided communications) [1, 2]. 

В RMA процессы напрямую обращаются к памяти других процессов вместо отправки и получения 

сообщений. В отличие от PGAS (UPC, CAF, Chapel, X10), RMA тесно интегрирована с библиотеками 

MPI и может быть использована наравне с моделью передачи сообщений, а также реализует доступ  

к низкоуровневым примитивам коммуникации и синхронизации. Применение RMA часто позволяет 

сократить время выполнения программ по сравнению с моделями передачи сообщений или PGAS [3]. 

Оптимизация достигается, в частности, благодаря поддержке современными коммуникационными 

сетями (Infiniband, PERCS, Gemini, Aries и др.) технологии RDMA [4], реализующей обращение к уда-

ленным сегментам памяти без участия центрального процессора.  

Основными операциями в модели RMA являются неблокируемые MPI_Put (запись в удаленную 

память) и MPI_Get (чтение) и набор атомарных операций: MPI_Accumulate, MPI_Get_accumulate, 

MPI_Compare_and_swap и др. RMA-вызовы должны находиться внутри областей (эпох, epochs),  

в рамках которых выполняется синхронизация. RMA предоставляет активный и пассивный методы 

синхронизации. В настоящей работе применяется пассивный метод синхронизации (passive target 

synchronization) [2]: процесс открывает эпоху, затем выполняет RMA-операции для доступа к зареги-

стрированным сегментам памяти (окнам, window) других процессов. Таким образом, RMA-операции 

выполняются в одностороннем порядке, без явного участия других процессов, и сопровождаются 

меньшими накладными расходами, чем при активной синхронизации [5].  

В рамках моделей RMA и PGAS имеет место задача обеспечения масштабируемого доступа  

к структурам данных, которые распределены между узлами ВС. Данная задача не является новой в па-

раллельном программировании. Так, для систем с общей памятью имеет место необходимость в син-
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хронизации потоков, обращающихся к разделяемым (concurrent, thread-safe) структурам данных. 

Такие структуры должны обеспечивать корректный (как правило линеаризуемый, linearizable) до-

ступ параллельных потоков в произвольные моменты времени [4, 6, 7]. Эффективность синхрони-

зации существенно влияет на время выполнения программ и обусловливает гарантии прогресса вы-

полнения.  

Существующие методы синхронизации можно разделить на два класса: с применением блоки-

ровок (locks) и без блокировок (non-blocking). Блокировки обладают простой семантикой и часто до-

статочно эффективны, однако неблокирующий подход обеспечивает гарантии выполнения и позволя-

ет избежать тупиковых ситуаций (deadlocks), инверсий приоритетов (priority inversion) и некоторых 

других проблем блокировок. Неблокирующим называется такой алгоритм, в котором задержка вы-

полнения одного потока не останавливает прогресс выполнения программы в целом (при соблюдении 

ряда условий) [4]. Значительная часть работ в области разделяемых структур данных направлена на 

создание средств синхронизации для ВС с общей памятью. К ним относятся алгоритмы блокировки 

потоков [4, 9] (TTS, Backoff, CLH, MCS, Oyama, Flat Combining, RCL и др.). Хотя некоторые методы 

(Hierarchical Locks, Cohorting и др.) учитывают иерархические уровни системы, они неприменимы  

в ВС с распределенной памятью. Неблокируемые структуры [4, 6–9] также разработаны для много-

ядерных ВС и неприменимы в распределенных ВС. Структуры, оптимизированные для NUMA [10], 

также неприменимы в распределенных средах.  

Существует, однако, ряд работ по реализации распределенных неблокирующих структур: 

FastQueue, CircularQueue [11] и Active Message Queue [12]. Их общая проблема – централизация дан-

ных в памяти одного процесса. В результате подхода остальные процессы, работающие со структу-

рой данных, постоянно обращаются к центральному процессу. Это является узким местом и может 

быть причиной снижения производительности очереди, особенно на большом числе процессов.  

В [13] рассматривается реализация распределенного неблокирующего стека на основе алгоритма Elimi-

nation-Backoff Stack. Экспериментальные оценки указывают на неплохую производительность на не-

больших подсистемах. Основным недостатком структуры также является ее централизованность.  

В данной работе исследуется возможность построения неблокируемых (lock-free) структур 

данных для распределенных ВС на примере очереди. Предлагается подход на основе децентрализа-

ции данных между процессами параллельной программы. Мы предполагаем, что такой подход может 

быть эффективен при построении и других распределенных структур данных. 

 

1. Неблокирующая распределенная очередь с децентрализацией хранения данных 

 

1.1. Модель и структура очереди  

 

Очередь – коллекция объектов, реализующая дисциплину FIFO («первым вошел – первым вы-

шел»). Основные операции: добавление (insert, enqueue) элемента в последнюю позицию (хвост, tail, T) 

и извлечение (remove, dequeue) элемента из первой позиции (голова, head, H). Элементы распреде-

ленной очереди находятся в памяти процессов, выполняющихся на распределенной ВС. 

Пусть имеется ВС из N ЭМ. На каждой ЭМ i = 1, 2, …, N имеется локальная оперативная па-

мять mi, причем mi  mj = , i, j ∈ {1, 2, …, N}. Считаем, что на каждой ЭМ i запущен процесс pi. 

Обозначим RMA-окно w, необходимое для выполнения операций. Процессы pi, i = 1, 2, …, N, 

обладают дескриптором окна w и публикуют в нем часть своей памяти mi (назовем её m*
i), таким об-

разом предоставляя доступ к m*
i остальным процессам. 

Для хранения элементов очереди на каждом процессе выделена память под пул элементов  

(в текущей реализации – массив). Пусть ei – пул элементов очереди в памяти m*
i процесса pi. Размер 

массива ei фиксирован и равен K. При добавлении новых элементов процесс pi использует ячейки из 

массива ei: eij, i, j:i ∈ {1, 2, …, N}, j ∈ {1, 2, …, N}. Тогда голова очереди H – это элемент eij, являю-

щийся первым в очереди, а хвост очереди T – это элемент eij, являющийся последним в очереди. 
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Для определения местоположения элементов очереди введем понятие ссылка на элемент eij – 

пара чисел (i, j), которая однозначно идентифицирует элемент j распределенной очереди, который 

находится в памяти процесса i. Пустую ссылку обозначим (, ). Каждый элемент eij характеризуется: 

– Временной меткой добавления в очередь – τij. 

– Пользовательскими данными – vij. 

– Состоянием cij. Принимает одно из трех значений: F, A, D. F – элемент eij свободен для ис-

пользования при следующем добавлении в очередь, A – элемент занят, находится в очереди, D –

удален из очереди, но еще не доступен для повторного использования. Состояние элемента цикличе-

ски меняется: из F в A при добавлении, из A в D при удалении, из D в F при освобождении. 

– Ссылкой на следующий элемент – nij. Если за eij следует egf, то nij = (g, f). При добавлении eij  

в очередь nij = (, ). 

– Ссылкой на себя lij. Для eij, lij = (i, j). Данная ссылка необходима для возможности обновления 

информации об элементе. 

Также каждый процесс pi имеет в своей памяти m*
i ссылки на голову hi и хвост ti очереди, 

∀i ∈ {1, 2, …, N}, которые служат для определения текущего положения актуальных головы H и хво-

ста T. 

Процесс p1 дополнительно обладает ссылкой s – элемент для достижения консенсуса при добав-

лении первого элемента. Когда несколько процессов одновременно добавляют новый элемент в очередь, 

они принимают решение, чей элемент будет добавлен. Для этого применяется операция «сравнение  

с обменом» (Compare-And-Swap, CAS) с текущего хвоста T на новый хвост nij. Но сразу после иници-

ализации очередь пуста: она не обладает ни головой, ни хвостом. Поэтому необходима область памя-

ти, в которой можно было бы решить, чей элемент будет первым добавлен в очередь.  

 

 
а                                                                                           b 

 
c 

Рис. 1. Структура распределенной очереди. а – блокирующая, с централизованным хранением информации  

о голове / хвосте, b – блокирующая, децентрализованная, c – неблокирующая, децентрализованная 

Fig. 1. The structure of a distributed queue. a – lock-based, with centralized head/tail information storage,  

b – lock-based, decentralized, c – non-blocking, decentralized 

 

В рамках централизованного подхода информация о положении головы и хвоста находится в па-

мяти главного процесса p1 (рис. 1, а). Процессы pi при добавлении или удалении элемента обновляют 

ссылки t1 или h1 соответственно. Такой подход порождает узкое место (bottleneck), так как pi постоянно 

обращаются к p1, что ведет к снижению пропускной способности (throughput) структуры данных. 

 

1.2. Децентрализованный метод организации очереди 

 

Предлагается подход с децентрализованным хранением информации о положении H и T (рис. 1, в). 

Каждый процесс pi обладает локальной ссылкой hi и ti. При поиске актуальных головы или хвоста 
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процесс pi обращается к ссылке hi или ti соответственно. После вставки или удаления процесс pi обнов-

ляет ссылки hj и tj (j = 1, 2, …, N) для всех остальных процессов согласно разработанному алгоритму 

оповещения, в рамках которого pi сначала обновляет свои ссылки hi и ti, затем ссылки на остальных 

процессах: hj и tj ∀ j ∈ {1, 2, …, N}, j ≠ i. Алгоритм работает по трем методам: «только голова», «только 

хвост» и «сначала хвост, затем голова». В зависимости от метода алгоритм обновляет либо ссылки hj, 

либо tj, либо tj затем hj для каждого процесса. Подробнее алгоритм рассмотрен в разд. 1.5. 

При удалении элементов они переходят в состояние D, т.е. считаются удаленными, но еще не 

доступны для повторного использования. Для освобождения элементов eij, т.е. перевода их в состоя-

ние F, разработан алгоритм очистки пула ei (см. разд. 1.6). Алгоритм использует дополнительный 

элемент oi. Этим элементом процессы оперируют при чтении элементов очереди: в него копируется 

содержимое полей элемента, с которым работает процесс pi в данный момент. oi находится в памяти m*
i 

и обладает теми же атрибутами, что и eij (для oi обозначения полей: τi, vi, ci, ni, li), но не входит в со-

став пула ei. Так как важна точность временных меток τij и их согласованность, часы процессов син-

хронизируются. 

 

1.3. Операция добавления элемента в очередь 

 

Опишем операцию добавления (enqueue) (рис. 2). Под atomic_get здесь и далее понимается  

атомарная операция удаленного чтения на основе MPI_Get_accumulate. Операция CAS 

(MPI_Compare_and_swap) позволяет разрешать консенсус при изменении данных в общем участке 

памяти для любого числа процессов, модифицирующих очередь. Операции bcast_t и bcast_th – это 

вызовы алгоритма оповещения по схемам «только хвост» и «сначала хвост, затем голова». 
 

 

Рис. 2. Схема добавления элемента в очередь 

Fig. 2. Scheme of adding an item to the queue 

 

Алгоритм добавления в очередь процессом pi (табл. 1, а): 

1. Инициализация добавляемого элемента eij. Выбирается свободная ячейка eij в массиве ei,  

в ячейку записываются данные (vij = val, cij = A, nij = (, )) (строка 1). 

2. Если массив ei переполнен, запускается алгоритм очистки. Если после отработки алгоритма 

очистки свободной ячейки нет, завершить выполнение алгоритма ошибкой (строки 1, 2). 

3. Если ссылка на хвост ti = (, ), получить ссылку s (строки 4, 5). Иначе – перейти к шагу 7. 

4. Если s = (, ), установить временную метку τij в eij, установить в s ссылку (i, j) CAS-опера-

цией (строки 6–8). Иначе – перейти к шагу 6. 

5. Если CAS завершилась успешно (точка линеаризации), оповестить все процессы о новых 

хвосте и голове и завершить алгоритм (строки 9, 10). Иначе – обновить s (строка 12) и перейти к шагу 6. 

6. Записать s в ti (строка 14). 
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7. Получить элемент по ссылке ti и записать его в oi (строка 16). 

8. Если статус ci = A (строка 17), перейти к шагу 9. Иначе – перейти к шагу 12. 

9. Если ni = (, ), установить временную метку τij в eij, установить в ni ссылку (i, j) CAS-опе-

рацией (строки 18–20). Иначе – перейти к шагу 11. 

10. Если CAS завершилась успешно (точка линеаризации), оповестить процессы о новом хвосте 

eij (строка 21) и завершить алгоритм (строка 22). Иначе – обновить oi и перейти к шагу 11 (строка 24). 

11. Получить элемент по ссылке ni, записать его в oi и перейти к шагу 8 (строка 26). 

12. Если статус ci = D, перейти к шагу 14 (строка 29). Иначе – перейти к шагу 3 (строка 41). 

13. Если ni = (, ), установить метку τij в eij, установить в ni ссылку (i, j) CAS-операцией (стро-

ки 30–32). Иначе – получить элемент по ссылке ni, записать его в oi и перейти к шагу 8 (строки 37, 38). 

14. Если CAS-операция завершилась успешно (точка линеаризации), оповестить все процессы  

о новом хвосте и новой голове eij и завершить выполнение алгоритма (строки 33, 34). 

Т а б л и ц а  1  

Алгоритмы выполнения операций для распределенной неблокирующей очереди: а – операция enqueue  

добавления элемента в очередь, b – операция dequeue извлечения элемента из очереди 

а                                                                                                                 b 

Входные 

данные: 

val – добавляемые данные 

win – окно для выполнения RMA-операций 

 Входные 

данные: 

win – окно для выполнения RMA-операций 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

30 

31 

32 

33 

34 

35 

36 

37 

38 

39 

40 

41 

if init_elem(val, &eij) == false then 

  return BUFFER_FULL 

end if 

if ti == (-1, -1) then 

  s = atomic_get(s, win) 

  if s == (-1, -1) then 

    eij.τij = get_ts() 

    if cas(s, (-1, -1), (i, j), win) then 

      bcast_th(eij, win) 

      return SUCCESS 

    end if 

    s = atomic_get(s, win) 

  end if 

  ti = s 

end if 

oi = atomic_get(ti, win) 

if oi.ci == A then 

  if oi.ni == (-1, -1) then 

    eij.τij = get_ts() 

    if cas(oi.ni, (-1, -1), (i, j), win) then 

      bcast_t(eij, win) 

      return SUCCESS 

    end if 

    oi = atomic_get(oi.li, win) 

  end if 

  oi = atomic_get(oi.ni, win) 

  goto 17 

end if 

if oi.ci == D then 

  if oi.ni == (-1, -1) then 

    eij.τij = get_ts() 

    if cas(oi.ni, (-1, -1), (i, j), win) then 

      bcast_th(eij, win) 

      return SUCCESS 

    end if 

  else 

    oi = atomic_get(oi.ni, win) 

    goto 17 

  end if 

end if 

goto 4 

 1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

27 

28 

if hi == (-1, -1) then 

  s = atomic_get(s, win) 

  if s == (-1, -1) then 

    return QUEUE_EMTPY 

  end if 

  hi = s 

end if 

oi = atomic_get(hi, win) 

if oi.ci == A then 

  if cas(oi.ci, A, D, win) then 

    val = oi.vi 

    oi = atomic_get(oi.li, win) 

    if oi.ni != (-1, -1) then 

      bcast_h(oi.ni, win)   

    end if 

    return SUCCESS 

  end if 

  oi = atomic_get(oi.li, win) 

end if 

if oi.ci == D then 

  if oi.ni != (-1, -1) then 

    oi = atomic_get(oi.ni, win) 

    goto 9 

  else 

    return QUEUE_EMPTY 

  end if 

end if 

goto 1 
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1.4. Операция удаления элементов 

 

Опишем алгоритм удаления (dequeue) элементов. Операция bcast_h – это вызов алгоритма опове-

щения с методом «только голова». Алгоритм удаления из очереди процессом pi представлен на рис. 3, 

в табл. 1, б). 
 

 

Рис. 3. Схема удаления элемента из очереди 

Fig. 3. Scheme of removing an item out of the queue 

 

1. Если ссылка на голову hi = (, ), получить ссылку s (строки 1, 2). Иначе – перейти к шагу 4. 

2. Если s = (, ), значит очередь пуста, завершить выполнение алгоритма (строки 3, 4). 

3. Записать s в hi (строка 6). 

4. Получить элемент по ссылке hi и записать его в oi (строка 8). 

5. Если статус ci = A, изменить ci на D операцией CAS (строки 9, 10). Иначе – перейти к шагу 8. 

6. Если CAS-операция завершилась успешно (точка линеаризации), перейти к шагу 7. Иначе – 

обновить oi и перейти к шагу 8 (строки 18–20). 

7. Если ni ≠ (, ), оповестить все процессы о новой голове (элемент по ссылке ni) (строки 12–

16). Завершить выполнение алгоритма. 

8. Если статус ci = D, перейти к шагу 9 (строка 20). Иначе – перейти к шагу 1 (строка 28). 

9. Если ni ≠ (, ), получить элемент по ссылке ni, записать его в oi и перейти к шагу 5 (стро-

ки 21–23). Иначе очередь пуста – завершить выполнение алгоритма (строка 25). 

 

1.5. Алгоритм оповещения (bcast) 

 

Каждый процесс pi обладает ссылками на голову hi и хвост ti. При изменении головы или хвоста 

необходимо актуализировать ссылки hj, tj, j  i, всех процессов – для этого используется алгоритм 

оповещения bcast. Алгоритм выполняется в соответствии с тремя схемами (bcast_method):  

1. Только голова. Обновляются ссылки на хвост tj. Вызывается после того, как процесс добавил 

элемент в очередь.  

2. Только хвост. Обновляются ссылки на голову hj. Вызывается после того, как процесс удалил 

элемент.  

3. Сначала хвост, затем голова. Обновляются ссылки tj и hj. Вызывается после того, как процесс 

добавил элемент в очередь вслед за элементом, находящимся в состоянии D. 

Алгоритм bcast возвращает результат выполнения: SUCCESS – ссылка успешно обновлена, 

FAIL – ссылка не обновлена (означает, что ее актуализировал другой процесс). Если метод возвраща-

ет код FAIL, это признак остановки алгоритма оповещения, так как распространяемый элемент уже 

не является актуальным хвостом или головой, а актуальную информацию раздает другой процесс. 
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Ниже описан шаблон алгоритма оповещения для процесса pi (табл. 2, а). На вход передается ти-

ражируемый элемент eij, метод оповещения bcast_method и окно для выполнения RMA-операций win. 

1. Сформировать массив b рангов процессов, работающих с очередью (строка 1). 

2. Обновить hi и ti согласно указанному методу bcast_method (строка 2). Если bcast_method вер-

нул код FAIL, завершить выполнение алгоритма (строки 2, 3). Иначе – удалить ранг i из b (строка 5). 

3. Если массив b пуст, завершить выполнение алгоритма (строки 7, 8). Иначе – перейти к шагу 4. 

4. Случайно выбрать процесс pa из оставшихся в b (строка 10). Обновить ссылки ha и ta соглас-

но указанному методу bcast_method (строка 11). Если bcast_method вернул код FAIL – завершить вы-

полнение алгоритма (строки 11, 12). Иначе – удалить ранг a из b (строка 14) и перейти к шагу 3. 

Т а б л и ц а  2  

Алгоритмы оповещения для распределенной неблокирующей очереди: а – шаблон алгоритма оповещения,  

b – метод «только голова», c – метод «только хвост», d – метод «сначала хвост, затем голова» 

а                                                                                                           b 

Входные 

данные: 

eij – тиражируемый элемент 

bcast_method – метод оповещения 

win – окно для выполнения RMA-операций 

 Входные 

данные: 

a – ранг оповещаемого процесса 

eij – тиражируемый элемент 

win – окно для выполнения RMA-операций 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 

b = get_all_ranks() 
if bcast_method(i, eij, win) == FAIL then 
  return 
end if 
exclude_rank(i, &b) 
while true 
  if is_empty(b) then 
    return 
  end if 
  a = get_next_rank_rand(b) 
  if bcast_method(a, eij, win) == FAIL then 
    return 
  end if 
  exclude_rank(a, &b) 
end 

 1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 

do 
  ha = atomic_get(a, win) 
  if ha != (-1, -1) then 
    oi = atomic_get(ha, win) 
    if eij.τij < oi.τi != (-1, -1) then 
      return FAIL 
    end if 
  end if 
while cas(ha, ha, (i, j), win) == false 
return SUCCESS 

c  d 

Входные 

данные: 

a – ранг оповещаемого процесса,  

eij – тиражируемый элемент 

win – окно для выполнения RMA-операций 

 Входные 

данные: 

a – ранг оповещаемого процесса,  

eij – тиражируемый элемент 

check_head – флаг требования обновить ссылку на голову 

check_tail – флаг требования обновить ссылку на хвост,  

win – RMA-окно 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
 

do 
  ta = atomic_get(a, win) 
  if ta != (-1, -1) then 
    oi = atomic_get(ta, win) 
    if eij.τij < oi.τi != (-1, -1) then 
      return FAIL 
    end if 
  end if 
while cas(ta, ta, (i, j), win) == false 
return SUCCESS 

 1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 

if check_tail then 
  do 
    ta = atomic_get(a, win) 
    if ta != (-1, -1) then 
      oi = atomic_get(ta, win) 
      if eij.τij < oi.τi != (-1, -1) then 
        check_tail = false 
        break 
      end if 
    end if 
  while cas(ta, ta, (i, j), win) == false 
end if 
if check_head then 
  do 
    ha = atomic_get(a, win) 
    if ha != (-1, -1) then 
      oi = atomic_get(ha, win) 
      if eij.τij < oi.τi != (-1, -1) then 
        check_tail = false 
        break 
      end if 
    end if 
  while cas(ha, ha, (i, j), win) == false 
end if 
if check_tail == false and check_head = false then 
  return FAIL 
end if 
return SUCCESS 
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Рассмотрим подробнее алгоритмы методов обновления в памяти j-го процесса ссылок на голо-

ву и / или хвост. Метод «только голова». Исходные данные: номер процесса a, тиражируемый эле-

мент eij и RMA-окно win. Алгоритм тогда будет выглядеть (табл. 2, b): 

1. Получить ссылку на голову ha из памяти процесса a (строка 2). 

2. Если ha  (, ), получить элемент по ссылке ha и записать его в oi (строки 3, 4). Иначе – к шагу 4. 

3. Если метка τij < τj, вернуть FAIL и завершить алгоритм (строки 5, 6). Иначе – переход к шагу 4. 

4. С помощью СAS установить ссылку (i, j) в ha (строка 9). Если операция завершилась успешно 

(точка линеаризации), вернуть SUCCESS и завершить алгоритм (строка 10). Иначе перейти к шагу 1. 

Метод «только хвост». Исходные данные те же. Алгоритм (табл. 2, c): 

1. Получить ссылку на хвост ta из памяти процесса a (строка 2). 

2. Если ta ≠ (, ), получить элемент по ссылке ta и записать его в oi (строки 3, 4). Иначе – к шагу 4. 

3. Если метка τij < τj, вернуть код FAIL и завершить алгоритм (строки 5, 6). Иначе – к шагу 4. 

4. С помощью СAS установить ссылку (i, j) в ta (строка 9). Если операция завершилась успешно 

(точка линеаризации), вернуть SUCCESS и завершить алгоритм (строка 10). Иначе – переход к шагу 1. 

Метод «сначала хвост, затем голова». Данные: номер процесса a, элемент eij, флаги check_head 

(обновлять ли ссылку на голову) и check_tail (обновлять ли ссылку на хвост). Параметры check_head 

и check_tail нужны, так как в какой-то момент eij может перестать быть актуальным хвостом (голо-

вой), и нужно иметь возможность продолжить алгоритм, не проверяя ссылки. Алгоритм (табл. 2, d): 

1. Если check_tail = true перейти к пункту 2 (строка 1). Иначе – перейти к пункту 6. 

2. Получить ссылку на хвост ta из памяти процесса a (строка 3). 

3. Если ta  (, ), получить элемент по ссылке ta и записать в oi (строки 4, 5). Иначе – к шагу 5. 

4. Если метка τij < τj, записать false в check_tail и перейти к шагу 6 (строки 6–8). Иначе – к шагу 5. 

5. СAS-операцией установить ссылку (i, j) в ta (строка 11). Если операция завершилась успешно 

(точка линеаризации), перейти к пункту 6. Иначе – перейти к шагу 2. 

6. Если check_head = true, перейти к шагу 7 (строка 13). Иначе – перейти к шагу 11. 

7. Получить ссылку на голову ha из памяти процесса a (строка 15). 

8. Если ha  (, ), получить элемент по ссылке ha и записать в oi (строки 16–17). Иначе – к шагу 10. 

9. Если метка τij < τj, записать false в check_head и перейти к шагу 11 (строки 18–20). Иначе –  

к шагу 10. 

10. СAS-операцией установить ссылку (i, j) в ha (строка 23). Если операция завершилась успеш-

но (точка линеаризации), перейти к шагу 11. Иначе – перейти к шагу 7. 

11. Если check_tail = false и check_head = false, вернуть код FAIL (строки 25–26). Иначе вернуть 

код SUCCESS и завершить выполнение алгоритма (строка 28). 

 

1.6. Алгоритм очистки (cleaning) 

 

Элементы eij переходят из состояния F в A при добавлении, затем из A в D при удалении. В ка-

кой-то момент в массиве ei не остается доступных элементов (в состоянии F), и последующие опера-

ции добавления завершаются ошибкой. Для избегания ситуации применяется алгоритм очистки: он 

переводит элементы из D в F и вызывается, когда при поиске свободной ячейки в пуле ei не остается 

свободных элементов при добавлении в очередь. Алгоритм состоит из двух частей: 1) определение 

минимальной временной метки τmin, элементы с которой сейчас используются процессами; 2) перевод 

всех элементов в массиве ei в состояние D с меткой меньше, чем τmin. Опишем алгоритм (для pi): 

1. Сформировать массив b рангов процессов, работающих с очередью. Получить элемент по 

ссылке ti и записать его в oi. Записать τi в τmin. Получить элемент по ссылке hi и записать его в oi. Если 

τi < τmin, то записать τi в τmin. Удалить ранг i из массива b.  

2. Если массив b пуст, перейти к пункту 4. Иначе – перейти к пункту 3. 

3. Случайно выбрать процесс pa из оставшихся в массиве b. Получить элемент по ссылке ha и 

записать его в oi. Если τi < τmin, то записать τi в τmin. Получить элемент по ссылке ta и записать его в oi. 
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Если τi < τmin, то записать τi в τmin. Получить элемент oa и записать его в oi. Если τi < τmin, то записать τi 

в τmin. Удалить ранг a из массива b. Перейти к пункту 2. 

4. Пройти по массиву ei . Для каждого eij: если cij = D и τij < τmin, записать F в cij. Завершить вы-

полнение алгоритма. 

 

2. Проведение экспериментов 
 

Экспериментальное исследование проводилось на кластере Информационно-вычислительного 

центра Новосибирского государственного университета. В экспериментах использовались 6 узлов по 

два 6-ядерных процессора Intel Xeon X5670 на каждом (суммарно 72 ядра). MPI: Open MPI 4.1.0. 

Был разработан синтетический тест, выполняющий n = 10 000 операций вставки / удаления (тип 

операции выбирается равновероятно). Число процессов N варьировало от 2 до 72. Измерялась про-

пускная способность b = n  p / t, где t – время проведения эксперимента, p – количество процессов. 

Реализованная распределенная неблокирующая очередь сравнивалась с двумя очередями на ос-

нове блокировок. Первая – блокирующая централизованная очередь (см. рис. 1, а): информация о ме-

стоположении головы / хвоста находится в памяти процесса 0. Блокировка устанавливается на про-

цесс. Перед чтением / изменением информации о голове / хвосте или элемента очереди из памяти  

некоторого процесса i читающий / изменяющий данные процесс захватывает блокировку процесса i; 

после окончания работы – освобождает. Вторая – блокирующая очередь с децентрализованным хра-

нением положения головы / хвоста (см. рис. 1, b). Она аналогична неблокирующей, за исключением 

использования блокировок. В отличие от централизованной очереди, здесь блокируется не процесс,  

а отдельные элементы. Перед работой с элементом или ссылкой на голову / хвост процесс захватыва-

ет блокировку на этом элементе, после работы освобождает.  

Пропускная способность разработанной очереди значительно превосходит пропускную спо-

собность блокирующих аналогов (рис. 4). Подход lock-free избавляет от накладных расходов на за-

хват и освобождение блокировки и позволяет потоку в случае неудачи операции сразу повторить  

попытку, не затрачивая время на ожидание. Блокирующая децентрализованная очередь производи-

тельнее централизованной: децентрализация позволяет распределить нагрузку на процессы и повы-

шает пропускную способность. Все рассматриваемые очереди масштабируются в умеренной степени. 

С ростом числа процессов пропускная способность структур данных падает, тем не менее в случае 

неблокируемой очереди остается на достаточно высоком уровне. 
 

         

Рис. 4. Пропускная способность очередей (bc – блокирующая централизованная,  

bd – блокирующая децентрализованная, nd – неблокирующая децентрализованная) 

Fig. 4. Throughput of queues (bc – blocking centralized, bd – blocking decentralized, nd – non-blocking decentralized) 
 

Для оценки времени выполнения операций добавления и удаления для неблокирующей очереди 

выполнялось измерение времени реализации операций и их ключевых этапов. Каждый процесс само-

стоятельно выполняет измерения с последующей отправкой результатов процессу 0, который вычис-

ляет средние значения. Перечень измерений:  
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1) общее время операции добавления (enq_all);  

2) время поиска хвоста при добавлении (enq_hop);  

3) общее время операции удаления (deq_all);  

4) время поиска головы при удалении (deq_hop);  

5) общее время алгоритма оповещения (bcast_all). 
 

         

Рис. 5. Время операций добавления и удаления из неблокирующей очереди 

Fig. 5. Time of operations of inserting and removing for the non-blocking queue 

 

Большая часть времени уходит на поиск головы / хвоста (рис. 5). Объясняется это тем, что с ро-

стом числа процессов увеличивается число операций с очередью в единицу времени. Отсюда растет 

вероятность для процесса pi получить по ссылке ti элемент, который уже не является хвостом. Тогда 

процессу приходится переходами по ссылкам на следующие элементы добираться до хвоста. Чем 

больше операций добавления в очередь выполняется в единицу времени, тем больше времени тратится 

на поиск хвоста. Та же проблема и с операцией удаления. Как и следовало ожидать, в пределах одного 

узла (до 12 процессов) операции выполняются достаточно быстро, а с увеличением числа узлов время 

растет. Существенное влияние оказывают накладные расходы на передачу данных между узлами. 

 

Заключение 

 

В данной статье разработан алгоритм распределенной неблокирующей (lock-free) очереди с де-

централизацией хранения информации о положении головы и хвоста в модели MPI RMA. Очередь 

характеризуется значительно большей пропускной способностью по сравнению с блокирующими 

аналогами. Оптимизация достигается за счет неблокируемого подхода к синхронизации и уменьшения 

вероятности появления узких мест при выполнении операций благодаря децентрализации. Созданная 

структура данных умеренно масштабируется. Выполнен анализ эффективности предложенного алго-

ритма.  
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Аннотация. Предложен теоретико-множественный формализм метода компонентных цепей, позволяю-

щий строить матрично-топологическое описание объекта моделирования. Введены основные понятия, опре-

деляющие компонент, его модель, а также состав и содержание связей компонента с системой. Определена 

роль матричных моделей в методах компонентного моделирования. Даны канонические формы для моделей 

компонентов и отражена их иерархия. Введенные формальные понятия компонента и компонентной цепи,  

а также законов сохранения позволяют построить ее матрично-топологическую модель. 
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Abstract. A set theoretic formalism of the component circuits method is proposed, which allows to construct  

a matrix-topological description of the simulation object. The paper introduces basic concepts defining the component, 

its model, as well as the composition and content of the component's links with the system. The role of matrix models 
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Введение 
 

За последние десятилетия создано довольно много систем имитационного и компьютерного 

моделирования, перечень которых приведен на официальном сайте Национального общества имита-

ционного моделирования [1]. Рассмотрим некоторые из них. 
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Система Rand Model Designer [2] (ранее MvStudium [3]) позволяет строить модели многоком-

понентных гибридных (дискретно-непрерывных) и непрерывных систем и проводить на их основе 

активные вычислительные эксперименты. Математические модели структурных блоков задаются  

в символьном виде. Система AnyLogic поддерживает такие подходы к разработке моделей, как про-

цессно-ориентированный (дискретно-событийный), агентный и системно-динамический, а также раз-

ные их комбинации. Указанная среда применяется довольно широко в бизнес-моделировании компа-

ний и в образовании [4]. Simulink [5] – это система, входящая в математический пакет Matlab,  

осуществляющая блочное моделирование с ориентированными и неориентированными связями  

у блоков. Simulink имеет обширную библиотеку моделей блоков из различных областей и программ-

ное обеспечение для анализа системно-событийной динамики, предназначенное для построения ими-

тационных моделей, анализа и оптимизации динамических систем [6]. Для моделирования схем ана-

логовой, цифровой и силовой электроники может применяться среда Multisim [7]. Программный 

комплекс SimlnTech [8] (ранее МВТУ – Моделирование в технических устройствах [9]) имеет акцент 

на моделирование объектов, представленных структурными схемами САУ. Он используется в каче-

стве инструмента для проектирования систем следящих приводов, автоматического управления и ро-

ботов-манипуляторов, а также ядерных и тепловых энергетических установок и пр. Одна из ранних 

отечественных систем – среда многоуровневого моделирования СМ МАРС [10], которая предназна-

чена для автоматизации натурных и вычислительных экспериментов над сложными управляемыми 

системами. В большинстве своем названные системы базируются на подходах компонентного моде-

лирования [11]. 

В данной работе предлагается полный формализм метода компонентных цепей (МКЦ), лежа-

щий в основе СМ МАРС, который ранее не рассматривался. Он приведен для цепей с однородными 

потоками в связях и установленного заранее класса модели объекта. 

 

1. Математическая модель фирмы 

 

Для разработки общих алгоритмов в МКЦ необходимо формализовать основные понятия к вво-

димым определениям, согласуя их с требованиями конструктивности, универсальности и программной 

ориентированности. 

Пусть компонент М с n связями (выводами) B0, …, Bn–1 входит в систему, описываемую Q фи-

зическими переменными V1, V2, …, VQ. Каждой связи Bi, i = 0, 1, …, n – 1, соответствует индексное 

множество 
1 2{ , , , },

i

i i i i

q iI I I I q Q  , задающее типы переменных, действующее на связи Bi. Моделью 

компонента М будем называть систему уравнений (соотношений), связывающих переменные, опре-

деляемые индексным множеством 
1

0





n

i

iI , то есть переменные V[I0],V[I1], …, V[Im]. 

 

2. Матричные модели в методах компонентного моделирования 

 

Систему уравнений, описывающую поведение компонента, будем называть моделью компо-

нент, или М-моделью. Эта модель обычно расписывается в виде ряда формул и подлежит либо руч-

ной обработке, либо обработке с применением специальных генераторов модели [12]. Будем распи-

сывать М-модели в форме: 

 ММ [<название модели>]: {F1, F2, …, FQ}, (1) 

где{F1, F2, …, FQ} – уравнения модели. 

При реализации алгоритмов численного анализа, когда модель М получается в результате  

выполнения некоторого вычислительного процесса, необходимо ввести понятие вычислительной мо-

дели (ВМ), которая задается в форме: 

 ВМ [<название модели>]: {k, I0, I1, …, In–1, Б1, Б2, …, Бk}, (2) 
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где k – число связей компонента М; I0,I1, …, In–1 – индексы переменных, действующие на связях ком-

понента; Б1, Б2, …, Бk – вычислительные блоки, соответствующие уравнениям F1, F2, …, FQ. Кроме 

внешних параметров (переменных) компонент характеризуется и внутренними параметрами (кон-

структивные, технологические, геометрические и др.). 

Величина k, задающая число уравнений в М-модели (1) или число вычислительных блоков  

в В-модели (2) в общем случае не определяется однозначно. Она зависит от типа уравнений и числа 

переменных в связях. 

Для построения вычислительных алгоритмов анализа цепей необходимо зафиксировать основ-

ные канонические формы, которые может принимать М-модель компонента. 

 

3. Канонические формы для моделей компонентов и их иерархия 

 

Модель компонента М с внешними параметрами 
1

0

,
n

i

i

V I





  есть система уравнений, которая 

может принимать следующие канонические формы. 

А. Система линейных алгебраических уравнений 

 ,Va V C 



  (3) 

где aα и CV – переменные коэффициенты, определяемые внутренней структурой компонентов. 

Б. Система линейных алгебраических уравнений 

 ,Vb V C 



  (4) 

где bα – постоянные коэффициенты; CV – переменные правые части, определяемые входными воздей-

ствиями. 

В. Система уравнений 

 ,VV C   (5) 

где CV – переменные значения Vα. 

Г. Система уравнений 

 ,Cb V C 




 

(6) 

где bα и CC – постоянные коэффициенты. 

Д. Система уравнений 

 ,CV C   (7) 

где CC – постоянные значения Vα. 

Линейные модели (3)–(7) задаются непосредственно в качестве моделей компонентов с привле-

чением аналитических преобразований [13]. Коэффициенты (3)–(7) можно также получить в резуль-

тате работы Б-блоков у В-моделей. 
 

 

Рис. 1. Иерархическая структура моделей 

Fig. 1. Hierarchical structure of models 

 

Очевидно, что модели А, Б, В, Г, Д связаны в иерархическую структуру (рис. 1). 
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4. Примеры канонических форм моделей 

 

Приведем примеры канонических форм моделей компонентов [14]: 

– динамическая нелинейная модель диода (А-форма) 

 
1 2

1 2
1 1 2 1

1
1 ;

u u

Vt
b

du du
C i Si e u u Rmi

dt dt Rb

  
        

   
 

– модель емкости (Б-форма)  

 1 2

1

1
;

d u u
i

dt C


  

– модель синусоидального источника (В-форма) 

 1 2 sin ;u u A t      

– модель резистора (Г-форма) 

1 2 1 0;u u Ri    

– модель постоянного источника (Д-форма) 

1 2 .u u E    

 

5. Формальное понятие компонента и компонентной цепи 

 

На основании понятия компонента и его модели вводится понятие компонентной цепи (КЦ). 

Компонентной цепью будем называть произвольную совокупность компонентов, связи которых, 

именуемые ветвями цепи B0, …, Bn–1, объединены в точках, называемых узлами N0, …, Nn–1. Каждому 

узлу цепи соответствуют законы сохранения энергии. 

Очевидно, что в зависимости от природы цепи узловой закон сохранения может принимать са-

мые различные формы, однако для построения вычислительных алгоритмов форма законов сохране-

ния должна быть зафиксирована. 

Решением модели цепи, состоящей из компонентов M1, …, Mi, будем называть совокупность 

переменных, действующих на ветвях цепи (8) 

 { ( [ ])},
j

i

MV V I
 

(8) 

где i

iM
I  – индексы переменных, действующих на i-й связи компонента Mj, В решении V переменные 

V[α] и V[β] будем называть одноименными, если α = β.  

Пусть узел Ni, (i = 1, …, k–1) объединяет ветви, на которых действуют переменные 

1 21 1 2 1 1 1 2 2 2 2 1 2[α ], [α ],..., [α ], [α ], [α ],..., [α ],..., [α ], [α ],..., [α ]
qi i q q i qV V V V V V V V V . 

Полагаем, что цепи допускают закон сохранения, заданный в виде равенства одноименных пе-

ременных (9) или (10): 

 
1 2[ ] [ ] ... [ ], 1,... ,

jj j i jV V V j q      
 

(9) 

 
1

[ ] 0, 1,..., .
ji

j

k k j

k

a V j q


    (10) 

Можно потребовать, чтобы закон сохранения принял вид: 

 
1

[ ] 0, 1,..., ,
ji

k j

k

V j q


  
 

(11) 

т.е. 1
j

k
a . Однако для некоторых классов цепей представление вида (11) недопустимо, так как связи 

компонентов (ветви цепи) могут иметь естественную или общепринятую классификацию. 

Очевидно, что при узловых законах вида (9) переменные ветвей цепи можно заменить на узло-

вые переменные. Линейная форма (10) соответствует закону сохранения для переменной V[αj].  
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Для разработки методик моделирования и анализа необходимо формальное описание компо-

нентной цепи. Полагаем, что компонентам цепи присвоены номера 1, …, l (компоненты имеют иден-

тификаторы М1, M2, …, Мl). Связи компонента Mi, i = 1, …, l, нумеруются в произвольном и затем 

фиксируемом порядке. Существует три способа задания компонентной цепи: списковый, графиче-

ский и аналитический. Рассмотрим здесь первый способ.  

Будем полагать, что цепь задана, если имеется список, строка которого имеет вид: 

 ,sign , ,j j j

i i i iM B N
 (12) 

где i =1, …, nj, j =1, …, l. 

Такое представление именуем далее списковым, или С-цепью. 

Знак sign j

i , где i =1, …, nj, j =1, …, l, задает ориентацию ветви j

iB . Очевидно, что при формиро-

вании узлового закона сохранения (10) j

ka  соответствуют закону сохранения при определенной ветви. 

В силу однородности (10) способ установления знака безразличен. 

Очевидно, что в (12) , , 1,..., ; 1,...,j j

i i jB N j l i n  задают соответственно ветвь, образованную  

i-й связью компонента Mj,и узел, в который ведет эта ветвь. Перечисление ветвей в (12) осуществля-

ется в соответствии с фиксированной нумерацией связей компонентов. 

Для интерпретации результатов анализа цепей, представление решения V в виде (8) обычно ока-

зывается неудобным. Воспользуемся тем, что ветви цепи имеют сплошную нумерацию B1, B2, …, Bm, 

и сгруппируем одноименные переменные:  

 V = V1[1], …, Vm[1], V1[q]. (13) 

Очевидно, что цепь является однородной, если выполняется условие 

 1 1

1 1... ... ... .i in n

l lI I I I       (14) 

Итак, цепь называется однородной, если на каждой ее ветви действует один и тот же набор фи-

зических переменных. В противном случае цепь называется неоднородной. Решение неоднородной 

цепи представляется в виде (8) либо в виде (13). При этом ряд элементов в (13) в таком случае будет 

отсутствовать. 

 

6. Структура матрично-топологической модели цепи 

 

Моделью цепи будем называть совокупность моделей ее компонентов М1, М2, …, Мl, внешним 

параметрам которых поставлены в соответствие элементы решения V согласно С-цепи (12) и узловых 

законов сохранения (9) и (10). 

Для практического построения модели цепи необходимо задать ее класс. Полагаем, что класс 

цепи задан, если каждому типу физических переменных поставлен в соответствие узловой закон со-

хранения, т.е. задано множество пар 1 2П ( , ), ,..., , { , }l i

i iV P i l q P P P . Через P1 обозначен закон 

равенства одноименных переменных (9), через P2 – закон сохранения (10). Очевидно, что всякая цепь 

может входить в качестве компонента или подцепи в другую цепь. 

Рассмотрим матричное представление канонических форм после применения к ним процедур 

алгебраизации и линеаризации, предназначенное для алгоритмов численного анализа. Матрицей А 

канонической формы модели цепи будем называть матрицу 

 

1,1 1,2 1, 1, 1

2,1 2,2 2, 2, 1

,1 ,1 , , 1

.

q q

q q

p p p q p q

a a a a

a a a a
A

a v a a a









 

(15) 

Полагаем, что канонические формы А, Б, В, Г, Д задаются матрицей [ai,j], i = 1, …, q + 1; 

j = 1, …, p размерности (q + 1) × p. Столбец (q + 1) соответствует вектору правых частей со своими 

знаками. Другая форма уравнения (15) имеет вид: 
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1,1 1,2 1, 1, 1

2,1 2,2 2, 2, 1

,1 ,1 , , 1

,

q q

q q

вн

p p p q p q

a a a a

a a a a
V

a v a a a







 

 

(16) 

где Vвн – вектор переменных цепи α , α ( 0,..., 1)iV I i n  моделируемого компонента. Вектор 

Vвн получается из Vα упорядочением в соответствии с фиксированной нумерацией связей и естествен-

ным порядком индексов переменных.  

Представим (16) в виде: 

 1 2.внA V A   (17) 

Очевидно, что A = [A1, A2]. К размерности матрицы А предъявляются требования существова-

ния и единственности решения цепи, включающих в себя моделируемые компоненты. Рассмотрим 

основные структурные блоки модели цепи. Узловые законы связей Р1 и Р2 также представляются  

в матричной форме: 

 1 20; [ ] .tPV P P P   (18) 

Матрица P1 соответствует узловому закону равенства одноименных переменных P1, матрица P2 – 

закону сохранения Р2. Элементы матрицы Р, очевидно, удовлетворяют условию {0,1, 1}j

iP   . Для 

построения (18) формула (9) переписывается в виде: 

 1 2 , 1 ,[α ] [α ] 0,...., [α ] [α ] 0 1,..., .j j i j j i j jV V V V j q    
 

(19) 

Матрица Р1 расписывается из коэффициентов (19) для каждого узла цепи. Исходной информа-

цией для построения Р1 служит С-цепь и q
i i1П

. При практической реализации метода компонент-

ных цепей матрица Р1 не строится. Совокупность переменных с П ( , ),i

i iV P  относящихся к ветвям, 

которые ведут в один узел, заменяется согласно системе равенств (9) узловой переменной. В этом 

случае решение V представляется в виде: 

 1 1

1 0 1 2

П ( , ) если П ( , ),
,

( ,..., ) если П ( , ).

i iq
i i

i i i i
i i k i

V P V P
V V

V V V V P
 

(20) 

Матрица P2 строится на основе (10). Для каждого из узлов расписывается строка P2 путем цик-

лического просмотра С-цепи. Ненулевые коэффициенты P2 рассылаются следующим образом: 

 
,

1, sign 1, 1,..., ; 1,..., ,

1, sign 1, , .

q

p i

i j q p jp

p q q

q l p n
P

i N j B

    
 

      

(21) 

C-цепь просматривается для каждой переменной Vi, для которой Пi = (Vi, P2). 

В целом модель компонентной цепи включает в себя матрицы Р1, Р2 и А-матрицы для каждого 

компонента цепи. 

Матричное уравнение (22) в котором Ф-матрица включает в себя матрицы Р1 и Р2, а также мат-

рицу А1 (17) для каждого компонента цепи, будем называть основным уравнением метода компо-

нентных цепей 

 Ф .V W   (22) 

Элементы матрицы А1 рассылаются в Ф-матрицу в соответствии с С-цепью (12) и установлен-

ным порядком переменных в V (13). Вектор W содержит нули в позициях, соответствующих строкам 

Р1 и Р2. Элементы W, соответствующие матрицам А1, равны элементам матриц А2 (17). Уравнение (23) 

и является моделью компонентной цепи с заданными моделями компонентов и узловыми законами 

сохранения 

 
1

1 2

.
A

V W
P P

 

 

(23) 
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7. Графическая интерпретация компонентной цепи 

 

Будем полагать, что компонентная цепь (КЦ) задана, если имеется список следующего вида: 

 

1 1

1 1 1 1 1

1 1 1

1 1

1 1

1: ,sign ,...,sign , ,..., ,

: ,sign ,...,sign , ,..., .

i

l l i

j

n n i n

l l l l

l n n i n

K B B N N

l K B B N N
 

(24) 

Знак sign 1,..., ; 1,...,j

i jj l i n   задает ориентацию соответствующей ветви j

iB . Полагаем, что связь 

ведет в компонент, если sign 1j

i    (положительное направление ветви), и от компонента, если 

sign 1j

i  (отрицательное направление) (рис. 2). 

 

 

Рис. 2. Варианты ориентации связей 

Fig. 2. Link orientation options 

 

Перейдем к графической интерпретации понятия КЦ в виде структурного (бихроматического) 

графа. 

G-графом будем называть граф G = {K, N, B, Q}, где  

1) K = {K1, K2, …, Kl–1} – множество вершин компонентов графа; 

2) N = {N1, N2, …, Nk–1} – множество вершин – узлов графа; 

3) B = {B1, B2, …, Bm–1} – множество, элементы которого образованы связями компонентов. 

Функция Q ставит в соответствие каждой связи jB B  упорядоченную пару вершин 

(Ki, Ni) ≠ (Ni, Ki). Ориентированные таким образом связи образуют множество дуг G-графа. Он,  

в свою очередь, состоит из подграфов. Обозначим их как g – графы компонента. Тогда граф 

{ , , '}jG g N Q  – ориентированный граф, где 
jg  – множество, элементы которого образованы 

объединением g-графов; N = {N1, N2, …, Nk–1} – множество вершин – узлов графа; Q’ – функция, 

ставящая в соответствие каждому g-графу упорядоченный набор вершин-узлов. 

Для изображения G-графа введем следующие графические обозначения: K и N – множества бе-

лых (компоненты) и черных (узлы) вершин. На рис. 3 приведена простая цепь, содержащая компо-

ненты K1, K2, K3, K4 с узлами N0, …, N3 с различным числом связей (см. рис. 3, а) и соответствующий 

цепи G-граф (см. рис. 3, b). 
 

 
 а b 

Рис. 3. Компонентная цепь: a – непосредственно компонентная цепь, b – бихроматический граф цепи 

Fig. 3. Component chain. a) is directly component chain, b) is the bichromatic graph of the chain 
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Граф G = {Kn, N, B, Q} – структурный (см. рис. 3) и имеет следующие свойства: 

1) не имеет петель, т.е. две связи одного компонента не присоединяются к одному и тому же узлу; 

2) все дуги компонента инцидентны аналогичному множеству вершин-узлов и не соединены 

более чем с одним узлом; 

3) множество дуг, образованное только парами вершин-узлов, – пустое множество: 
1 1 1

1 1 2 1{ , ,..., }mB B B B , где 1 ( , )i j kB N N  для любых j и k. 

4) множество дуг, образованное только парами вершин-компонентов, также пустое множество: 
2 2 2

2 1 2 1{ , ,..., }mB B B B , где 2 ( , )i j kB K K  для любых j и k. 

5) множество вершин-узлов, не имеющее инцидентных ветвей, – пустое множество. 

В соответствии с перечисленными свойствами G-граф является бихроматическим [15], по-

скольку элементы любой пары его соседних вершин имеют разный цвет (являются элементами раз-

личных множеств К и N). Рассмотрим основные свойства и соотношения в G-графе. Отношение ин-

цидентности здесь записывается следующим образом: 
i jB K  или 

i jB N ; это означает, что верши-

на jK K  или jN N  является началом дуги Bj. Соответственно запись 
i jB K  или 

i jB N  означа-

ет, что вершина jK K  или jN N  является концом дуги Bj. 

Введем матрицы инцидентности 1 2( , )G G G  и матрицу смежности S размерности NK  . 

Матрица смежности будет иметь вид: 
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Расширенная матрица смежности Sp строится в координатах K N N K  и имеет вид: 

0

0
p T

S
S

S
, 

где ST – транспонированная матрица смежности. Она имеет две нулевые подматрицы. 

Если элементы множеств K, В и N заданы с помощью упорядоченного списка, то отношение 

инцидентности 
 , 

  можно описать матрицей инцидентности ,i jG g . Размерность этой матрицы 

( )B K N  |, где |B|, |K| и |N| – размерности соответствующих множеств. Матрицу G можно пред-

ставить в виде в виде двух матриц 1 2( , )G G G , где G1 имеет размерность B K , а G2 – размерность 

B N . Матрицы G1, G2 для G-матрицы (см. рис. 3) имеют следующий вид: 
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Оперируя приведенными матрицами смежности и инцидентности, интерпретируем свойства 

графа цепи (см. рис. 3) для определения возможных топологических ошибок при формировании ком-

понентной цепи. 

Введем основные топологические обозначения: 
iB  – совокупность ветвей цепи Ск; jN  – 

совокупность узлов цепи Ск; j jn K – совокупность узлов компонента; j jb K  – совокупность 

связей компонента. 

В этих обозначениях можно представить различные типы топологических ошибок (рис. 4):  

а) висячий узел 1i jB N   (ранг узла; см. рис. 4, а); 

б) неприсоединенный компонент 0i jB N   (см. рис. 4, b); 

в) узел без ветвей 0i jB N   (см. рис. 4, c); 

г) петля из связей ( , )k k

i j jB B N  (см. рис. 4, d). 

 

 
                                a                                                      b                                                        c                                                d 

Рис. 4 Типы топологических ошибок 

Fig. 4. Types of topological errors 

 

Эти ошибки соответствуют следующим вариантам, применительно к матрицам:  

Вариант 1. В матрице G2 появляется столбец с одним ненулевым элементом. 

Вариант 2. В матрице S (смежности) появляется нулевая строка. 

Вариант 3. В матрице G2 появляется столбец только с нулевыми элементами. 

Вариант 4. В матрице G2 появляется столбец с двумя ненулевыми элементами для ветвей одно-

го и того же компонента. 

Для данных вариантов могут быть составлены соответствующие алгоритмы контроля тополо-

гических ошибок в компонентной цепи. 

 

Заключение 

 

Предложенный в работе теоретико-множественный формализм метода компонентных цепей 

позволяет строить матрично-топологическое описание объекта моделирования. Введенные понятия 

определяют компонент, его модель, а также состав и содержание связей компонента с системой. Да-

ны канонические формы для моделей компонентов (модель емкости – Б-форма, модель синусоидаль-

ного источника – В-форма, модель резистора – Г-форма, модель постоянного источника – Д-форма), 

позволяющие строить модели систем различной природы, и отражена их иерархия. Введенные фор-

мальные понятия компонента и компонентной цепи, а также законов сохранения позволяют постро-

ить матрично-топологическую модель компонентной цепи. Приведенная графическая интерпретация 

компонентной цепи позволяет установить однозначное соответствие между непосредственно компо-

нентной цепью (как моделью некоторой системы) и ее бихроматическим графом, состоящим из узлов 

и компонентов, соединенных связями. Приведенные четыре случая топологических ошибок в компо-

нентной цепи позволяют выявить их автоматически посредством анализа матриц смежности и инци-

дентности графа цепи. 
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Применение метода максимального правдоподобия для оценки параметра  

равномерного распределения длительности непродлевающегося мертвого  

времени в рекуррентном альтернирующем полусинхронном потоке событий 
 

Александр Михайлович Горцев1, Анна Васильевна Веткина2 
 

1, 2 Томский государственный университет, Томск, Россия 
1 a-gortsev@mail.ru 

2 anyavetkina@gmail.com 

 

Аннотация. Исследуется полусинхронный поток событий, относящийся к классу дважды стохастических 

потоков событий. Поток функционирует в условиях непродлевающегося случайного мертвого времени, рас-

пределенного по равномерному закону на отрезке [0, T *]. Рассматривается частный случай функционирова-

ния полусинхронного потока событий – альтернирующий поток, который является рекуррентным в общем  

и особом случаях соотношения его параметров. Производится оценивание параметра T * равномерного рас-

пределения длительности непродлевающегося случайного мертвого времени методом максимального прав-

доподобия. Приводятся результаты статистических экспериментов. 

Ключевые слова: альтернирующий полусинхронный поток событий; непродлевающееся случайное мерт-

вое время; оценка параметра; метод максимального правдоподобия. 

 

Для цитирования: Горцев А.М., Веткина А.В. Применение метода максимального правдоподобия для оценки 

параметра равномерного распределения длительности непродлевающегося мертвого времени в рекуррентном 

альтернирующем полусинхронном потоке событий // Вестник Томского государственного университета. 

Управление, вычислительная техника и информатика. 2023. № 62. С. 36–49. doi: 10.17223/19988605/62/4 

 

 
Original article 

doi: 10.17223/19988605/62/4 

 

An application of the maximum likelihood estimation for the parameter of uniform  

distribution of the duration of unextendable dead time in recurrent alternating  

semi-synchronous flow 
 

Alexander M. Gortsev1, Anna V. Vetkina2 
 

1, 2 Tomsk State University, Tomsk, Russian Federation 
1 a-gortsev@mail.ru 

2 anyavetkina@gmail.com 

 

Abstract. The paper describes alternating recurrent semi-synchronous events flow that is a common mathematical 

model of information flows of messages operating in telecommunication and information-computing networks, and 

that belongs to the class of doubly stochastic event flows. General and special cases are considered. Operation of the 
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flow is considered with random unextendable dead time that has uniform distribution on the interval [0, T *]. Parame-

ter T * of the dead time is estimated using the maximum likelihood estimation. Results of statistical experiments are 

presented 

Keywords: recurrent semi-synchronous events flow; unextendable random dead time; uniform distribution;  

estimation of the parameter; maximum likelihood estimation. 
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Введение 

 

Информационные потоки сообщений, функционирующие в современных телекоммуникацион-

ных системах и сетях различной конфигурации, наиболее адекватно и точно описываются дважды 

стохастическими потоками событий [1, 2] – такими потоками, у которых случайными являются и мо-

менты наступления событий, и их интенсивность. В общем случае дважды стохастические потоки 

событий являются коррелированными потоками [2]. 

Дважды стохастические потоки делятся на два класса: первый класс составляют потоки, сопро-

вождающий процесс (интенсивность) которых есть непрерывный случайный процесс [3, 4]; второй – 

потоки, сопровождающий процесс (интенсивность) которых есть кусочно-постоянный случайный 

процесс с конечным (произвольным) числом состояний [5, 6]. В зависимости от способа перехода 

интенсивности потока из состояния в состояние выделяется три типа дважды стохастических пото-

ков: 1) синхронные (потоки, у которых состояние сопровождающего процесса меняется в случайные 

моменты времени, являющиеся моментами наступления событий) [7–10]; 2) асинхронные (потоки,  

у которых переход из состояния в состояние сопровождающего процесса происходит в случайные 

моменты времени и не зависит от моментов наступления событий) [11–14]; 3) полусинхронные (по-

токи, у которых одна часть состояний сопровождающего процесса меняется в моменты наступления 

событий потока, другая часть состояний сопровождающего процесса меняется в произвольные мо-

менты времени, не связанные с моментами наступления событий потока) [15–18]. 

В реальных информационных системах часто встречаются ситуации, когда не все события по-

токов можно наблюдать. Причиной ненаблюдаемости, как правило, служит мертвое время регистри-

рующих приборов [19], порождаемое зарегистрированным событием, так что другие события, насту-

пившие в этот период, становятся недоступными для наблюдения. Регистрирующие приборы при 

этом делятся на два вида: с непродлевающимся мертвым временем и продлевающимся. Кроме того, 

период ненаблюдаемости может быть как детерминированной величиной, одинаковой для всех собы-

тий, так и случайной с тем или иным законом распределения. Величина и характер мертвого времени 

у регистрирующих устройств зависят от многих факторов. При этом регистрирующие приборы обла-

дают значением длительности мертвого времени, ограниченным сверху некоторой величиной. По-

этому, принимая мертвое время случайным [19], вполне естественно рассматривать его распределе-

ние как равномерное на некотором отрезке.  

Для того чтобы выявить потери событий, возникающие из-за наличия искажающего фактора 

(непродлевающегося мертвого времени), требуется оценить значение длительности мертвого времени. 

В настоящей статье оценивается параметр длительности случайного мертвого времени, распределен-

ного по равномерному закону, в полусинхронном дважды стохастическом потоке событий с интенсив-

ностью, являющейся кусочно-постоянным случайным процессом с двумя состояниями. На параметр 

потока накладывается условие, так что исходный коррелированный поток вырождается в рекуррент-

ный. Производится оценивание для двух случаев функционирования такого потока, общего и особо-

го, с помощью метода максимального правдоподобия. Посредством имитационной модели наблюда-

емого потока реализуются статистические эксперименты для получения численных результатов  

оценивания. 



Обработка информации / Data processing 

38 

1. Математическая модель наблюдаемого потока. Постановка задачи 

 

Рассматривается стационарный режим функционирования полусинхронного дважды стохасти-

ческого потока событий, сопровождающий процесс (интенсивность) которого есть кусочно-постоян-

ный стационарный случайный процесс λ(t) с двумя состояниями S1 и S2. Будем говорить, что имеет 

место первое состояние процесса (потока) S1, если 1( )t   , и, наоборот, имеет место второе состояние 

процесса (потока) S2, если 2( )t    1 2( 0)    . Если имеет место первое состояние процесса S1,  

то в течение временного интервала, когда 1( )t   , поступает пуассоновский поток событий с интен-

сивностью 1 . Если имеет место второе состояние процесса S2, то в течение временного интервала, 

когда 2( )t   , поступает пуассоновский поток событий с интенсивностью 2.  Переход из состоя-

ния S1 процесса λ(t) в состояние S2 возможен только в момент наступления события (свойство син-

хронности потока), при этом этот переход осуществляется с вероятностью p (с вероятностью 1 – p  

процесс λ(t) остается в состоянии S1). Переход из состояния S2 процесса λ(t) в состояние S1 может 

осуществляться в произвольный момент времени, не связанный с моментом наступления события 

(свойство асинхронности потока). При этом длительность пребывания процесса λ(t) во втором состо-

янии есть случайная величина, распределенная по экспоненциальному закону 2( ) 1 , 0tF t e t   , 

где 2  – интенсивность смены состояния S2 на S1. Так как переход из второго состояния в первое не 

привязан к моменту наступления события во втором состоянии, то поток называется полусинхрон-

ным дважды стохастическим потоком событий. В сделанных предположениях λ(t) – скрытый марков-

ский процесс (λ(t) – принципиально ненаблюдаемый процесс; наблюдаемыми являются только мо-

менты наступления событий потока).  

После каждого зарегистрированного события в момент времени kt  наступает период мертвого 

времени случайной длительности, который порождается этим событием, так что другие события  

исходного потока, наступившие в течение этого периода мертвого времени, недоступны наблюдению 

и не вызывают его продления (непродлевающееся мертвое время). Принимается, что случайная дли-

тельность мертвого времени распределена по равномерному закону с плотностью вероятности 
*( ) 1/ ,p T T  где T – значение длительности мертвого времени, *0 T T  . 

Исследуется частный случай функционирования полусинхронного потока событий, когда 

2 0  , т.е. рассматривается альтернирующий поток, у которого отсутствуют события во втором  

состоянии. При выполнении такого ограничения исходный полусинхронный поток, действующий  

в условиях детерменированного мертвого времени, становится рекуррентным потоком: 

     1 2 1 2 1 2, | | | , , ,p T p T p T T T          

где  |p T  – плотность вероятности значений длительности интервала между соседними событиями 

в наблюдаемом потоке, 1 2, ;      1 2, |p T   – совместная плотность вероятности [20. С. 254].   

Вместе с тем рассматриваются общий и особый случаи соотношения параметров данного пото-

ка: когда 1 2 0    и когда 1 2 0    соответственно. 

Возможный вариант возникающей ситуации приведен на рис. 1, где S1 и S2 – состояния случай-

ного процесса λ(t); временная ось (0, t) – ось моментов наступления наблюдаемых событий в момен-

ты времени 1 2, ,  t t ; временная ось (0, t(1)) – ось наступления событий в моменты времени 

   1 1
1 2, , . ..t t  в первом состоянии (S1) процесса λ(t), на которой также указаны значения длительностей 

   1 1
1 2 ,  ,T T  мертвых времен, порождаемых наблюдаемыми событиями потока; на временной оси  

(0, t(2)) нет событий потока, так как 2 0  ; белыми кружками обозначены наблюдаемые события, 

черными – ненаблюдаемые, штриховкой – периоды мертвого времени; траектория процесса λ(t) при-

вязана к временной оси (0, t(1)). 
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Рис. 1. Формирование наблюдаемого альтернирующего потока событий 

Fig. 1. Formation of the observed altering events flow 
 

Цели данной работы: 

1. На основании выборки моментов наступления событий 1 2, ,..., nt t t  наблюдаемых потоков  

в общем и особом случаях на временном интервале (0, Tm), где Tm – время наблюдения за потоком 

( )n mt T , оценить параметр равномерного распределения длительности непродлевающегося случай-

ного мертвого времени T * методом максимального правдоподобия. 

2. Исследовать оценку ˆ*
T  для общего и особого случаев рассматриваемого потока. Для этого 

провести статистические эксперименты, устанавливающие стационарный режим и определяющие 

свойства полученных оценок.  
 

2. Приближенная МП-оценка параметра T * 
 

Введем 1 ,k k kt t    1,2, ... ,k   – значение длительности k-го интервала между соседними со-

бытиями наблюдаемого потока ( 0)k  . В силу того, что рассматривается стационарный режим 

функционирования наблюдаемого потока, плотность вероятности значений длительности k-го интер-

вала есть ( ) ( )kp p   , 0 , для любого k, т.е. момент наступления события есть 0  .  

Из работы [20. С. 217] имеем, что плотность вероятности значений длительности интервала 

между соседними событиями в рекуррентном альтернирующем полусинхронном потоке, функциони-

рующем в условиях непродлевающегося мертвого времени фиксированной длительности T, в общем 

случае имеет вид: 

       1 2

1 2

0, 0 ,
|

( ) 1 ( ) , ,
T T

T
p T

T e T e T
   

  
 

       

  

где 
 

  

 
 1 2

2 1 2 1 1 2

1 2 1 2 2

( ) 1 ,
p T

p p
T

p e
 

        
   

       

 1 2 0   . 

Для альтернирующего полусинхронного потока событий с непродлевающимся мертвым време-

нем фиксированной длительности T в особом случае 1 2 0    справедливы формулы [20. С. 220] 

 
      1

1 1 2 1

0, 0 ,
|

1 , ,
T

T
p T

T T e T
 

  
 

           

  

где    1 1
2 1 .

1

p Tp
T pe

p

    
 

 

Подчеркнем, что внесение непродлевающегося случайного мертвого времени в математиче-

скую модель полусинхронного потока событий может только изменить (в меньшую или большую 

сторону) корреляцию в потоке по сравнению с ситуацией отсутствия мертвого времени ( * 0T  ) либо 

с ситуацией наличия детерминированного мертвого времени ( 0T  ), но не устранить ее полностью. 
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Тогда искомая плотность вероятности ( )p   примет вид:  

( ) ( )

( ) ( , ) ( ) ( | )
T T

p p T dT p T p T dT      , 

где ( , )p T  – совместная плотность вероятности значений τ и Т; условная плотность вероятности 

( | )p T  определяется выписанными выше выражениями для общего и особого случаев; равномерная 

плотность ( )p T  определена в разд. 1; (T) – область интегрирования значений случайной величины – 

длительности непродлевающегося случайного мертвого времени. Отметим, что внесение непродле-

вающегося случайного мертвого времени в математическую модель для случая рекуррентного аль-

тернирующего потока, когда 2 0  , оставляет наблюдаемый поток в классе рекуррентных потоков, 

так как последнее является следствием значений параметров потока или их соотношений. 

Область значений случайной величины мертвого времени представляет собой объединение 

двух областей, когда *0 T    и когда *T  , поэтому общее выражение для плотности ( )p   имеет 

следующий вид: 

*

*
1

0

*
2

0

( ) ( ) ( | ) , 0 ,

( )

( ) ( ) ( | ) , .
T

p p T p T dT T

p

p p T p T dT T


     


  

     

 

Подставляя выражение ( , )p T  для общего случая в последнюю формулу, находим 

     1 21 2 *

1 *

1
1 , 0 ,

p
p e e e T

T

               (1) 

     
** * *

1 1 21 1 2 1 2 *

2 1 2 1 2*

1
1 1 , ,

p TT pT Tp e C e C e e C e C e T
T

                     
  

 (2) 

где 
 

  
2 1 2 1

1

1 2 1 2

,
p

C
p

   


   
 

  

2

1
2

1 2 1 2

, 0 1,
p

C p
p


  

   
 1 2 1,C C   1 2   . 

Подставляя выражение ( , )p T  для особого случая в общую формулу для ( )p  , получаем 

     11
1 *

1 *

1
1 2 , 0 ,

p
p e e T

T

           (3) 

  
 

      
* * * *

1 1 1 1 1* *

2 1*

1
2 1 , .

1

T pT T pTp e e p p T e e e T
p T

                 


 (4) 

В статье авторов [21] для оценивания параметра T * использован метод моментов [22]. В насто-

ящей работе для случая рекуррентного альтернирующего полусинхронного потока событий для 

нахождения оценки параметра T * воспользуемся методом максимального правдоподобия [22], по-

скольку длительности интервалов между соседними событиями потока являются взаимно независи-

мыми случайными величинами. Подчеркнем, что аналогичный подход использован в работе [23], где 

рассмотрена подобная задача для рекуррентного обобщенного асинхронного потока. 

Предположим, что в процессе наблюдения за потоком на полуинтервале времени (t0, t] измере-

но n значений: τ1, τ2, …, τn. Тогда функция правдоподобия запишется в виде: 

    2
* * *

1
1,  ,  || , 0,,  n

n

k
k

L T p T T


      (5) 

где  *|kp T  – плотность вероятности, определенная формулами (1), (2) для общего случая и форму-

лами (3), (4) для особого случая альтернирующего потока, в которых k    ( ( )k  – измерение); T * – 

переменная величина (T * > 0). 
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Выражение (5) перепишем в следующем виде: 

      1
* * *

1 21 2 2 1 2,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  | | | ,,  ,  n n nL T L T L T             (6) 

       
* *

11 2
:

1
* * * *

1 2 2
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2,  ,  ,  ,  ,  ,  | | , | | .
k k

k
k

n kn
k T T

L T p T L T p T
   

             

Упорядочим величины k , 1,k n , по возрастанию: (1) (2) ( )0 n        . Тогда выраже-

ние (6) примет вид:  
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1

1

| , .
n

k n

k

p T T


    

 (7) 

Теорема. Функция  ) *( |kp T  переменной T * (T * > 0) как в общем, так и в особом случае до-

стигает своего глобального максимума в точке * ( )kT   . 

Доказательство. I. Общий случай. Обозначим  ) *
1

( |kp T  – плотность вероятности, опреде-

ленную формулой (1), в которой ( )k    ( ( )k  – измерение), T * – переменная величина (T * > 0). Тогда 

очевидно, что  * *
1

( ) | / 0kdp T dT   для * ( )kT   , т.е. функция  *
1

( ) |kp T  является убывающей по 

переменной T * и достигает своего глобального максимума в точке * ( )kT   , 1,k n . 

Рассмотрим теперь функцию  *
2

( ) |kp T  – плотность вероятности, определенную формулой (2), 

в которой ( )k    ( ( )k  – измерение), T * – переменная величина, * ( )0 ,kT    1,k n . При этом 

   )* ( ) * ( )
1

( ) (
2| | ,kk kkp T p T       1,k n . Производная по T * функции  *

2
( ) |kp T  выпишется  

в виде: 

      
2

( ) * * * * ( )
2 | 1 / , 0 , 1, ,k kp T T T T k n         (8) 

 

 
  

 
  

        

     

( ) *( ) ( )
11 2
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21 2
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1 2

* *
2 1 1 2 1

1 2 1 2
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T e e e p T
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p T p e e p T

p pT e

     

    

  

                  

           
 

      


 (9) 

Знак производной (8) определяется знаком функции (9), как функции переменной T *  

( * ( )0 ,kT    1,k n ) . Производная функции  *T  по переменной T * выпишется в виде: 

 
 

  
   

 
   

*
1 2

( ) * ( ) *
1 2

*
*

2 1 1 2
1 2 1 2

1 1 2 2 .
k k

p T

T T

T
T p p e

p

p e p e

  

     

        
      

 
      
 

 (10) 

В (10) возможны четыре ситуации соотношения параметров рассматриваемого потока:  

1) 1 2 1 2 10, 0,p         
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2) 1 2 1 2 10, 0,p         

3) 1 2 1 2 10, 0,p         

4) 1 2 1 2 10, 0.p         

Нетрудно показать, что для всех этих ситуаций имеет место  ) *
2

( | 0kp T   для * ( )0 ,kT    

1,k n . Последнее означает, что  *
2

( ) |kp T  – возрастающая функция переменной T * ( * ( )0 ,kT    

1,k n ) и достигает своего глобального максимума в точке * ( ) .kT    Объединяя два утверждения 

относительно глобальных максимумов функций  *
1

( ) |kp T  и  *
2

( ) |kp T , получаем утверждение 

теоремы для общего случая.  

II. Особый случай. Аналогично общему случаю имеем  * *
1

( ) | / 0kdp T dT   для * ( )kT   , где 

 *
1

( ) |kp T  определена в (3). То есть функция  *
1

( ) |kp T  является убывающей по переменной T * и 

достигает своего глобального максимума в точке * ( )kT   , 1,k n . 

Рассмотрим теперь функцию  *
2

( ) |kp T  – плотность вероятности, определенную формулой (4), 

в которой ( )k    ( ( )k  – измерение), T * – переменная величина, * ( )0 ,kT    1,k n . При этом 

   )* ( ) * ( )
1

( ) (
2| | ,kk kkp T p T       1,k n . Производная по T * функции  *

2
( ) |kp T  выпишется  

в виде (8), где 
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 (11) 

Знак производной (8) определяется знаком функции (11) как функции переменной T *  

( * ( )0 ,kT    1,k n ). Производная функции  *T  по переменной T * выпишется в виде: 

        ( ) **
11

2
1* * ( ) * 21

11 1 .
1

k Tp TkT T p p T p e e
p

             
    

 (12) 

Из (12) вытекает, что  ) *
2

( | 0kp T   для * ( )0 ,kT    1,k n . Последнее означает, что 

 *
2

( ) |kp T  – возрастающая функция переменной T * ( * ( )0 ,kT    1,k n ) и достигает своего гло-

бального максимума в точке * ( ) .kT    Объединяя два утверждения относительно глобальных макси-

мумов функций  *
1

( ) |kp T  и  *
2

( ) |kp T , получаем утверждение теоремы для особого случая, что 

завершает доказательство теоремы. 

Результат теоремы указывает на то, что на отрезке 
(1)0, 

 
 изменения переменной T * функция 

правдоподобия (7) является возрастающей функцией и достигает своего локального максимума  

в точке * (1) .T    На полуинтервале ( ) , )n 


 изменения T * функция правдоподобия (7) является 

убывающей функцией и достигает своего локального максимума в точке * ( ) .nT    

Таким образом, для отыскания глобального максимума функции правдоподобия (7) необходи-

мо исследовать отрезок 
(1) ( ), n  

 
 изменения переменной T * ( (1) * ( )nT    ). 
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Так как функция  ) *( |kp T  (T * > 0) в точке * ( )kT   , 1,k n , достигает глобального макси-

мума, то будем считать точку * ( )kT   , 1,k n , точкой, подозрительной на локальный максимум 

функции правдоподобия (7). Тогда алгоритм нахождения значения приближенной МП-оценки *T̂  

параметра T * будет выглядеть следующим образом:  

1) вычисляются значения функции правдоподобия (7) в точках * ( )kT   , 1,k n ;  

2) находится максимальное значение функции (7) на множестве этих точек;  

3) в качестве значения приближенной МП-оценки параметра T * выбирается *T̂ , обеспечиваю-

щее максимальное значение функции (7) на предыдущем шаге алгоритма.  

 

3. Результаты статистических экспериментов для наблюдаемого потока 

 

Для установления стационарного режима и определения свойств найденных оценок проведены 

статистические эксперименты.  

Первый статистический эксперимент (установление стационарного режима). Получено  

100 реализаций (N = 100) имитационной модели наблюдаемого потока для общего и особого случаев 

при T * = 1 ед. времени и Tm = 50, 100, …, 2 000 ед. времени. Для каждого набора параметров получено 

100 оценок параметра T * методом максимального правдоподобия. Каждое i-е решение есть значение 

оценки *ˆ ,iT  1, ,100,i   параметра T *. Заданный набор параметров для рекуррентного альтернирую-

щего полусинхронного потока в общем случае: 1 2  , 2 0  , 2 0,2  , 0,6p  ; в особом случае: 

1 2  , 2 0  , 2 2  , 0,6p  . 

На основании полученных данных вычислялись выборочное среднее искомых оценок 

*

1

1ˆ ˆ ˆ( )
N

i
i

M T
N 

 
*

Τ  и их выборочная вариация 
* * 2

1

1ˆ ˆ ˆ( ) ( )
N

i
i

V T T
N 

 
*

Τ , где T * – известное из имитаци-

онной модели значение параметра. 

В табл. 1 приведены результаты для общего случая наблюдаемого потока при T * = 1 ед. време-

ни. В первой строке таблицы указано время моделирования Tm (время наблюдения за потоком)  

(Tm = 50, 100, …, 2 000 ед. времени); во второй и третьей строках указано выборочное среднее ˆ ˆ( )M *
Τ  

и выборочная вариация ˆ ˆ( )V *
Τ .  

Т а б л и ц а  1  

Численные результаты первого статистического эксперимента для T 
* = 1, общий случай 

Tm 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 

ˆ ˆ( )M *
Τ  0,9822 0,8826 0,9919 1,0062 0,9764 0,9277 1,0603 0,9963 0,9825 1,0234 

ˆ ˆ( )V *
Τ  1,0369 0,5177 0,2402 0,1225 0,1547 0,1230 0,1150 0,0541 0,0531 0,0614 

 

550 600 650 700 750 800 850 900 950 1 000 1 050 

1,0114 1,0061 0,9927 1,0032 1,0150 1,0210 1,0094 1,0370 0,9909 1,0141 0,9866 

0,0766 0,0661 0,0315 0,0379 0,0367 0,0313 0,0339 0,0328 0,0228 0,0191 0,0119 
 

1 100 1 150 1 200 1 250 1 300 1 350 1 400 1 450 1 500 1 550 1 600 

0,9931 1,0098 1,0145 0,9722 0,9848 0,9967 1,0063 0,9887 1,0087 0,9971 1,0103 

0,0187 0,0250 0,0172 0,0162 0,0204 0,0188 0,0184 0,0133 0,0116 0,0111 0,0100 
 

1 650 1 700 1 750 1 800 1 850 1 900 1 950 2 000 

0,9962 1,0039 1,0047 0,9970 0,9860 1,0011 0,9882 1,0078 

0,0117 0,0117 0,0140 0,0104 0,0150 0,0118 0,0102 0,0125 

 

Для наглядности на рис. 2, 3 приведены графики зависимостей ˆ ˆ( )M *
Τ  и ˆ ˆ( )V *

Τ  от значения 

времени моделирования Tm, построенные по данным табл. 1. 
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Рис. 2. График зависимости ˆ ˆ( )M *
Τ  от Tm при T * = 1 в общем случае 

Fig. 2. Plot of ˆ ˆ( )M *
Τ versus Tm with T * = 1 in general case 

 

 

Рис. 3. График зависимости ˆ ˆ( )V *
Τ от Tm при T * = 1 в общем случае  

Fig. 3. Plot of ˆ ˆ( )V *
Τ versus Tm with T * = 1 in general case 

 

Из анализа результатов первого статистического эксперимента следует, что для рекуррентного 

полусихронного потока событий в общем случае стационарный режим функционирования потока 

устанавливается при 1600mT   ед. времени, так как выборочное среднее ˆ ˆ( )M *
Τ  устанавливается 

вблизи постоянного значения, когда 1600mT   ед. времени. 

Результаты первого статистического эксперимента для особого случая приведены в табл. 2 для 

T * = 1, а также на рис. 4, 5. 
Т а б л и ц а  2  

Численные результаты первого статистического эксперимента для T 
* = 1, особый случай 

Tm 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 

ˆ ˆ( )M *
Τ  0,9784 1,0115 0,9836 1,0096 1,0041 0,9964 0,9990 0,9969 0,9973 0,9915 

ˆ ˆ( )V *
Τ  0,0437 0,0185 0,0154 0,0095 0,0069 0,0062 0,0055 0,0043 0,0039 0,0044 

 

550 600 650 700 750 800 850 900 950 1 000 1 050 

1,0026 1,0066 0,9964 0,9990 1,0002 0,9981 0,9973 1,0000 1,0020 0,9936 1,0006 

0,0030 0,0027 0,0026 0,0029 0,0024 0,0022 0,0021 0,0016 0,0021 0,0018 0,0017 
 

1 100 1 150 1 200 1 250 1 300 1 350 1 400 1 450 1 500 1 550 1 600 

0,9985 1,0019 0,9990 1,0005 1,0006 0,9944 1,0025 1,0002 0,9968 1,0011 0,9980 

0,0016 0,0020 0,0014 0,0014 0,0014 0,0010 0,0015 0,0013 0,0011 0,0010 0,0010 
 

1 650 1 700 1 750 1 800 1 850 1 900 1 950 2 000 

0,9988 1,0000 0,9996 0,9993 0,9961 1,0001 1,0001 1,0017 

0,0011 0,0011 0,0011 0,0008 0,0010 0,0009 0,0009 0,0008 
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Рис. 4. График зависимости ˆ ˆ( )M *
Τ  от Tm при T 

* = 1 в особом случае 

Fig. 4. Plot of ˆ ˆ( )M *
Τ  versus Tm with T 

* = 1 in special case 

  

 

Рис. 5. График зависимости ˆ ˆ( )V *
Τ  от Tm при T 

* = 1 в особом случае 

Fig. 5. Plot of ˆ ˆ( )V *
Τ  versus Tm with T 

* = 1 in special case 

 

Аналогично для особого случая рассматриваемого потока следует, что стационарный режим 

функционирования потока устанавливается при 1300mT   ед. времени. 

Второй статистический эксперимент (исследование влияния параметра T * на качество оце-

нок). Второй статистический эксперимент поставлен при фиксированном времени моделирования, 

равным времени установления стационарного режима, полученном из первого статистического экс-

перимента. Варьирует параметр * 1; 2; 3; 4; 5,T   остальные параметры приняты такими же, как и  

в первом эксперименте. 

Результаты второго статистического эксперимента для общего случая рассматриваемого потока 

приведены в табл. 3 ( 1600mT   ед. времени). 

Т а б л и ц а  3  

Численные результаты второго статистического эксперимента, общий случай 

T 
* 1 2 3 4 5 

ˆ ˆ( )M *
Τ  1,0022 2,0110 3,0442 4,0410 4,9749 

ˆ ˆ( )V *
Τ  0,0166 0,0402 0,0969 0,1165 0,2249 

 

На рис. 6, 7 приведены графики зависимости выборочного среднего ˆ ˆ( )M *
Τ  и выборочной ва-

риации ˆ ˆ( )V *
Τ  от параметра * 1; 2; 3; 4; 5,T   построенные по данным табл. 3. 
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Рис. 6. График зависимости ˆ ˆ( )M *
Τ  от Т * в общем случае  

Fig. 6. Plot of ˆ ˆ( )M *
Τ  versus Т * in general case 

Рис. 7. График зависимости ˆ ˆ( )V *
Τ  от Т * в общем случае 

Fig. 7. Plot of ˆ ˆ( )V *
Τ  versus Т * in general case 

 

Результаты второго статистического эксперимента для особого случая приведены в табл. 4  

( 1300mT   ед. времени), а также на рис. 8, 9. 

Т а б л и ц а  4  

Численные результаты второго статистического эксперимента, особый случай 

T 
* 1 2 3 4 5 

ˆ ˆ( )M *
Τ  0,9998 2,0032 3,0047 4,0119 4,9929 

ˆ ˆ( )V *
Τ  0,0009 0,0020 0,0042 0,0058 0,0081 

 

  

Рис. 8. График зависимости ˆ ˆ( )M *
Τ от Т * в особом случае 

Fig. 12. Plot of ˆ ˆ( )M *
Τ  versus Т * in special case 

Рис. 9. График зависимости ˆ ˆ( )V *
Τ  от Т * в особом случае 

Fig. 13. Plot of ˆ ˆ( )V *
Τ  versus Т * in special case 

 

анный эксперимент демонстрирует тот факт, что при увеличении значений параметра равно-

мерного распределения мертвого времени T * увеличивается выборочная вариация оценки. Это объяс-

няется тем, что при больших значениях T * увеличивается число потерянных событий исходного по-

тока и, как следствие, ухудшается качество оценивания. Отклонение значений ˆ ˆ( )M *
Τ  от истинных 

значений параметра T * вполне удовлетворительное. Таким образом, получено достаточно высокое 

качество оценивания параметра T * методом максимального правдоподобия в смысле критерия выбо-

рочной вариации ˆ ˆ( )V *
Τ . 

Заключение 

 

В работе рассмотрен рекуррентный альтернирующий полусинхронный дважды стохастический 

поток событий в общем и особом случаях соотношения его параметров с непродлевающимся случай-

ным мертвым временем, распределенным по равномерному закону.  
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По результатам проведенного исследования (для общего и особого случаев) можно сделать 

следующие выводы:  

1) получен явный вид (7) функции правдоподобия для оценивания параметра T 
* равномерного 

распределения длительности непродлевающегося случайного мертвого времени;  

2) показано, что точка глобального максимума функции правдоподобия (7) принадлежит отрез-

ку (1) ( )[ , ]n  ;  

3) описана процедура построения МП-оценки ˆ *
Τ ; 

4) полученные оценки экспериментально исследованы на качество; приведенные результаты 

численных расчетов показывают, что метод максимального правдоподобия позволяет в достаточной 

мере эффективно оценивать параметр мертвого времени T 
* в смысле малости выборочной вариации 

оценок. 
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Аннотация. Рассмотрена задача бинарного прогнозирования динамических показателей на основе ма-

шинного обучения с приложением к задаче перевозки грузов железнодорожным транспортом. В качестве 

методов выбраны вероятностная нейронная сеть и логистическая регрессия. Бинарное прогнозирование заклю-

чается в оценке прогнозных значений показателя на основе вероятностей принадлежности одному из двух 

интервалов. Так как при такой процедуре определяется не само будущее значение показателя, а то, в каком 

интервале оно будет находиться, такое прогнозирование называют бинарным, или интервальным. Программ-

ное обеспечение разработано на языке программирования Python с применением сторонних библиотек с от-

крытым исходным кодом. Тестирование созданного программно-алгоритмического обеспечения по реальным 

исходным данным перевозочного процесса показало высокую точность бинарного прогнозирования и на ос-

нове вероятностной нейронной сети, и на основе логистической регрессии. 
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Введение 

 

Как правило, динамические процессы проявляются в виде ряда последовательно расположен-

ных в хронологическом порядке значений того или иного показателя, характеризующего динамику 

развития изучаемого явления. В связи с этим важным направлением математического моделирования 

является прогнозирование показателей динамических процессов. Данному направлению посвящено 

значительное число работ, но среди них преобладают работы, основанные на регрессионных или ав-

торегрессионных моделях. Для увеличения точности прогноза в условиях неопределенности в по-

следние годы происходит совершенствовование методов прогнозирования [1–3], и здесь следует  

отметить широкое применение ансамблей и методов на основе машинного обучения [4, 5]. 

Методы прогнозирования показателей можно разделить на две группы: а) точечные, когда 

определяется будущее значение; б) вероятностные, когда определяется не само значение, а вероятно-

сти того, в каком интервале это значение находится. В последнее время наблюдается возрастающий 

интерес пользователей именно к вероятностным методам прогнозирования [6, 7]. Это можно объяс-

нить тем, что на практике часто не требуется знания самого значения показателя, а необходимо лишь 

знание о том в каком интервале оно окажется и с какой вероятностью.  

Среди методов вероятностного прогнозирования, включая бинарное прогнозирование, можно 

выделить следующие: вероятностные кластерные методы, логистической регрессии, на основе веро-

ятностных нейронных сетей и др. [8, 9]. 

В данной работе рассматривается задача прогнозирования динамических показателей, характе-

ризующих перевозочный процесс грузов железнодорожным транспортом. Для России перевозка  

грузов по железной дороге существенно влияет на ее экономику. Это особенно важно для восточного 

полигона железнодорожной сети ОАО «РЖД», расположенного в границах четырех дорог: Краснояр-

ской, Восточносибирской, Забайкальской и Дальневосточной. Особая роль среди этих дорог принад-

лежит Дальневосточной, так как она является конечной и взаимодействует через морские порты  

и погранпереходы с другими странами. В связи с этим для повышения эффективности управления 

перевозкой грузов прогнозирование динамических показателей перевозочного процесса для этой до-

роги имеет существенное значение. В условиях неопределенности перевозочного процесса такая за-

дача является актуальной и нетривиальной.  

Цель работы – реализация и апробация методов на основе машинного обучения для бинарного 

прогнозирования динамических показателей с приложением к задаче перевозки грузов железнодо-

рожным транспортом. В качестве методов выбраны вероятностная нейронная сеть (ВНС) и логисти-

ческая регрессия (ЛР).  

Пусть известен временной ряд некоторого показателя  :tQ q t T  . Здесь tq  – значения пока-

зателя, заданные в моменты времени t; время t принимает значения из множества 0,..., 1T n ; n – 

количество значений показателя; все значения показателя 0tq  . Обозначим интервал возможных 

значений показателя в будущем 1 2( ; )c c , где 1 0c  , 2c   ; введем внутреннюю точку с: 1 2c c c  . 

Это позволяет разделить этот интервал на два других^  

 1 2( ; ], ( ; ).а bI c c I c c   (1) 

Тогда бинарное (интервальное) прогнозирование заключается в оценке прогнозных значений 

показателя на основе вероятностей принадлежности одному из двух интервалов (1). Так как при та-

кой процедуре определяется не само будущее значение показателя, а то, в каком интервале оно будет 

находиться, такое прогнозирование названо бинарным? или интервальным [1].  

Значение внутренней точки с можно определять различными способами. В данной работе она 

определяется так^ 

  
1

1 1

1

, / 1 ,
n

n t t

t

c q q q n


 



 
         

 
  (2) 

где α [ 1; 1]   – коэффициент, который задается в исходных данных. 
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В момент времени 1t n   необходимо определить, в каком из интервалов (1) будет находиться 

будущее (неизвестное) значение t pq   на основе оценок вероятностей ρа

t p
 и ρ ,b

t p
 где 1p ,...,r  – вре-

мя упреждения; ρa

t p
 – вероятность того, что a

t pq I  ; ρb

t p
 – вероятность того, что b

t pq I  ; 

ρ ρ 1a b

t p t p   .  

Бинарное прогнозирование проводится по правилу:  

 будущее значение a

t pq I  , если a b

t p t p   ; будущее значение b

t pq I  , если b a

t p t p   . (3). 

 

1. Математическое описание задачи 

 

1.1. Случай вероятностной нейронной сети 

 

Архитектура ВНМ была предложена в 1988 г. Д. Спехтом [10] для проведения классификации 

векторов (образов) с неизвестной классификацией. Перед проведением такой классификации ВНМ 

должна быть обучена на множестве векторов с известной классификацией. Достоинством ВНМ 

является простота построения и высокая скорость обучения. 

Под вектором ВНМ понимается набор значений ,jV v j J , где j принимает значения из 

множества 0,..., 1J m , при этом 0m . Часть векторов (u) – обучающие, другая часть – для 

тестирования. Для всех векторов ВНМ должно выполняться условие  

 
2 1j

j J

v . (4) 

Условие (4) обеспечивается специальной обработкой реальных значений. 

ВНС включают четыре слоя: входной слой, в котором количество нейронов определяется коли-

чеством введенных исходных значений (размерность векторов m); скрытый слой, в котором каждый 

нейрон имеет m входов; суммирующий слой, где определяются вероятности принадлежности входно-

го вектора к тому или иному классу; выходной слой, на котором проводится сравнение вероятностей 

и формулируется результат. 

На этапе обучения создается матрица весов: , z,z j jw v , где z принимает значения из множества 

0,..., 1Z u , A Bu n n  , где nA
 – число векторов при обучении из класса A (прогнозное значение 

исследуемого показателя попадает в интервал Ia); nB
 – число векторов при обучении из класса B, 

когда прогнозное значение показателя попадает в интервал Ib. 

Рассмотрим алгоритм классификации векторов с неизвестной классификацией посредством 

ВНМ, а также формализуем вид активационной функции нейронов скрытого слоя. 

Пусть имеется произвольный вектор  , ,h h jV v j J   с неизвестной классификацией, для 

которого также выполняется условие (4). Этот вектор подается на входы входного слоя ВНМ.  

Далее в скрытом слое вычисляется u значений с помощью нелинейной активационной функции 

 

2

, ,

, 2

( )

exp .
2

h j z j

j J

h z

v w

H  (5) 

Здесь σ – параметр ВНМ, который задается в исходных данных.  

С учетом (5) нейроны суммирующего слоя реализуют вычисления 

 

, ,

, ,
A B

h z h z

A Bz M z M

h hA B

H H

l l
n n

 (6) 
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где MA – множество номеров нейронов скрытого слоя, созданных для векторов класса A; MB – 

множество номеров нейронов скрытого слоя, созданных для векторов класса B. Эти множества 

определяются на этапе обучения. 

Выходной нейрон ВНМ вычисляет бинарное значение 

 
1

0

b a

t p t p

h a b

t p t p

, ,

, .

 

 

   
  

  

 (7) 

В функции (7) приведены оценки вероятностей a

t p  и b

t p : 

  a A A B

t p h h hl l l   ,  b B A B

t p h h hl l l   . (8) 

Само бинарное прогнозирование осуществляется по правилу (3): значение 1 в (7) означает, что 

будущее значение показателя попадет в интервал Ib, а при значении 0 – в интервал Ia. Оценки вероят-

ностей определяются по формуле (8) с учетом (6). 

 

1.2. Случай логистической регрессии 

 

Введем: а) бинарное значение 

 
1, ,

0, ,

t p

t p

t p

q с
y

q с
 (9) 

где с – внутренняя точка (2); б) линейную регрессионную функцию 

 0 1

1

,
f

t i t i

i

s a a q  (10) 

где 0 ,..., fa a  – коэффициенты; f – число регрессоров. Следуя рекомендациям, будем предполагать, что 

оценка вероятности первого события 

 1| ,b

t p t p t ty s s  (11) 

где 1 / (1 )ts

ts e  – логистическая (сигмоидальная) функция; величина st определяется согласно 

выражению (10). Так как t py   принимает только два возможных значения (9), то оценка вероятности 

наступления второго события равна 

 0 | 1 .a

t p t p t ty s s  (12) 

При бинарном прогнозировании искомые вероятности заменяются оценками (11) и (12). Само 

бинарное прогнозирование осуществляется по правилу (3): значение 1 в (9) означает, что будущее 

значение показателя попадет в интервал Ib, а при значении 0 – в интервал Ia.  

 

2. Программное обеспечение и обсуждение результатов  

 

Программное обеспечение бинарного прогнозирования разработано на языке программирова-

ния Python с применением сторонних библиотек с открытым исходным кодом. Для разработки вы-

брана среда PyCharm – интеллектуальная Python IDE с полным набором средств для эффективной 

разработки на языке Python. Пользователю предлагается выбрать подготовленные исходные данные; 

способ прогнозирования показателей – на основе вероятностной нейронной модели; на основе логи-

стической регрессии (вкладка Load data). На вкладке Plot пользователю доступны инструменты визу-

ализации данных. Результаты интервального прогнозирования доступны на вкладке Result. 

Например, построение ВНС выполнено с использованием библиотеки neupy и sklearn; для об-

работки и анализа данных – библиотека pandas. Для визуализации машинного обучения предложено 

использовать yellowbrick.classifier и библиотеку интерактивной визуализации данных cufflinks. По-
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строение ВНС выполнено с использованием модуля neupy.algorithms.rbfn.pnn (библиотека для искус-

ственных нейронных сетей и глубокого обучения).  

Для визуализации машинного обучения предложено использовать платформу Yellowbrick – 

проект Python с открытым исходным кодом, который объединяет API-интерфейсы scikit-learn и 

matplotlib. 

На рис. 1 приведены вкладки разработанного программного обеспечения для бинарного про-

гнозирования. 
 

 

Рис. 1. Вкладки программы для бинарного прогнозирования 

Fig. 1. Program tabs of binary forecasting 

 

В результате тестирования созданного программно-алгоритмического обеспечения бинарного 

прогнозирования базового показателя перевозочного процесса в виде грузооборота на основе ВНС 

показано, что в 93,3% случаев получены правильные результаты. Применительно к ЛР правильные 

результаты оказались еще выше и составили 95,1%. 

 

Заключение 

 

Предложено и апробировано программно-алгоритмическое обеспечение бинарного прогнози-

рования динамических показателей с приложением к задаче перевозки грузов железнодорожным 

транспортом. В качестве методов машинного обучения выбраны вероятностная нейронная сеть и ло-

гистическая регрессия. Тестирование созданного обеспечения по реальным исходным данным пере-

возочного процесса в виде грузооборота показало его высокую точность и на основе вероятностной 

нейронной сети, и на основе логистической регрессии. 
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Аннотация. Работа посвящена развитию теории устойчивого оценивания А.М. Шурыгина в части подхода, 

основанного на модели байесовского точечного засорения. Данный подход удобен для построения и анализа 

различных устойчивых М-оценок и по сравнению с классическими робастными процедурами предоставляет 

более широкие возможности. Вариационными методами получено решение максиминной задачи для наибо-

лее широкого множества распределений засоряющей точки, что позволило установить единственность ранее 

найденного А.М. Шурыгиным решения. Также установлено, что функции, соответствующие решению зада-

чи, определяют седловую точку функционала асимптотического квадратичного отклонения оценки.  
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Abstract. The work is devoted to the development of the theory of stable estimation by A.M. Shurygin in terms 

of the approach based on the point Bayesian contamination model. This approach is convenient for constructing  
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Введение 

 

Современные подходы к решению задачи оценивания параметров статистических моделей [1] 

позволяют обеспечить устойчивость получаемых решений к возможным отклонениям реальной ситу-

ации от принятых предположений [2–5]. Примеры классических робастных решений для математиче-

ского ожидания нормального распределения – оценка Хьюбера и выборочная медиана. Обе они яв-

ляются оценками максимального правдоподобия, первая – для симметричной плотности, нормальной 

в центре и экспоненциально убывающей на «хвостах», вторая – для распределения Лапласа, также 

имеющего симметричную экспоненциально убывающую плотность.  

Однако на практике «хвосты» могут быть более тяжелыми [4], кроме того, могут проявляться 

асимметричные искажения модельного распределения. А.М. Шурыгиным [3] была предложена до-

вольно гибкая модель байесовского точечного засорения (БТЗ), которая позволяет решать в том чис-

ле и эти проблемы. Модель предполагает наличие серии выборок, каждая из которых имеет засорение 

в виде распределения, сосредоточенного в одной точке, являющейся фиксированной в пределах од-

ной выборки, но имеющей некоторое распределение по серии выборок. Каждому распределению за-

соряющей точки соответствует некоторая наилучшая оценочная функция, полученная в результате 

минимизации функционала асимптотического квадратичного отклонения оценки [3]. 

Модель БТЗ служит теоретической основой для конструирования широкого спектра оптималь-

ных устойчивых оценок, имеющих важное практическое значение, в том числе робастных решений, 

которые характеризуются заданием непараметрической («полноразмерной») окрестности модельного 

распределения [4, 6, 7]. Возможный метод построения оптимальных оценок заключается в выборе 

наихудшего в некотором смысле распределения засоряющей точки. В частности, максиминный под-

ход [3] подразумевает поиск наихудшего распределения засоряющей точки для наилучшей оценоч-

ной функции относительно одного и того же функционала качества. В рамках модели БТЗ оказыва-

ются оптимальными известные робастные оценки параметра сдвига, например оценки Мешалкина, 

Эндрюса, Смита, Бернулли, бивес-оценка Тьюки, оценка Хьюбера типа урезанного среднего, обоб-

щенные оценки Шарбонье [3, 8, 9]. 

А.М. Шурыгин в докторской диссертации [10] показал, что медианная оценка является непара-

метрическим максиминным решением для наиболее широкого множества распределений засоряющей 

точки, ограниченного лишь условиями регулярности. Частным случаем медианных оценок (при оце-

нивании параметра сдвига симметричного распределения) выступает выборочная медиана [4, 5],  

которая при некоторых условиях является наиболее B-робастной и наиболее V-робастной оценкой,  

а также минимаксной относительно асимптотического смещения в модели засорения Хьюбера. 

Однако предложенное А.М. Шурыгиным доказательство не отвечает на вопрос о единственно-

сти решения максиминной задачи. Вместе с тем он пишет о данной задаче, что найти наихудшую 

плотность распределения вариационными методами трудно из-за сложной зависимости от нее оптими-

зируемого функционала. Попытка получить медианную оценку путем прямого решения максиминной 

задачи, предпринятая А.М. Шурыгиным в [3] (теорема I.6.2), оказалась неудачной из-за ошибочного 

доказательства. Основная ошибка заключалась в том, что не учитывалась неявная зависимость зна-

менателя оптимизируемого функционала и параметра оценочной функции, обеспечивающего асимп-

тотическую несмещенность оценки, от искомой плотности распределения засоряющей точки. В связи 

с этим мы восполняем данный пробел. В отличие от доказательства в [10], решение максиминной за-

дачи вариационными методами позволяет установить единственность решения. 

 

1. Элементы теории устойчивого оценивания 

 

Пусть 1,..., mx x  – наблюдения случайной величины ξ, распределенной с плотностью )θ,(xf , где 

RXx   и параметр RΘθ . M-оценка неизвестного параметра θ может определяться [1, 2, 4] 

как решение оптимизационной задачи 
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)θ,(ρ minargθ̂ , 

где RXx Θ:)θ,(ρ  – непрерывная, дифференцируемая почти всюду функция. Условие равенства 

нулю производной по θ оптимизируемой функции служит альтернативной (хотя и не эквивалентной 

[1, 2]) формулировкой задачи M-оценивания: 

0)θ̂,(ψ
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ix , 

называемой оценочным уравнением, где функция 

 )θ,(ρ )θ()θ,(ψ xcx   (1) 

называется оценочной функцией для параметра θ, )θ(c  – произвольная непрерывная функция, не рав-

ная нулю для всех Θθ . Сомножитель )θ(c  в оценочной функции задает семейство эквивалентных 

оценочных функций. Здесь и далее точкой сверху обозначено дифференцирование по оцениваемому 

параметру. 

Оценочная функция также должна удовлетворять условию асимптотической несмещенности, 

которое принимает вид [1, 2, 11]: 

 0)θ,()θ,(ψ)θ,ξψ(  
X

dxxfxE , (2) 

где E – оператор математического ожидания. 

Дифференцируя (2) по θ и допуская возможность изменения порядка дифференцирования и ин-

тегрирования, можно записать следующие равенства [4, 11]: 
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θ

EE . (3) 

Условия регулярности. Потребуем, чтобы в некоторой окрестности истинного значения пара-

метра θ: 

1) выполнялось условие (2); 

2) были справедливы равенства (3), функция )θ(N  была непрерывной и не равной нулю [4]; 

3) выполнялось условие 
2

2
 lim ψ( , ) 

t
t

t


 


E ; 

4) выполнялось условие 2 ( , )    E . 

При выписанных условиях M-оценка θ̂  является m -состоятельной и асимптотически нор-

мальной [1, 2, 12]. 

Рассмотрим подход Шурыгина, основанный на модели БТЗ [3, 13]. Пусть плотность распреде-

ления случайной величины имеет вид: 

)υδ(α)θ,()α1(  xxf , 

где α – доля аномальных наблюдений, 1α0  ; δ – функция Дирака; υ – засоряющая точка, такая что 

в пределах одной выборки constυ , а в серии выборок представляет собой случайную величину, 

распределенную на X с плотностью )θ,(xss  . 

Пусть α – бесконечно малая величина с порядком малости, меньшим 1/2, т.е. 2ζ γα  m , где 

0γ   и 1ζ0  . Тогда асимптотическое квадратичное отклонение оценки 

2 2ˆlim  ( )
m

m 


 E  

не зависит от параметров γ, ζ и определяется выражениями [3, 13]: 

 
2 2

2

1
( , , ) ( , ) ( , ) IF ( ; , ) ( , ) 

( )
X X

U s f x s x dx x f s x dx
N

       
   , (4) 
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где )θ()θ,(ψ),ψ;IF( Nxfx   – функция влияния Хампеля [5] для M-оценок. В [3] показано, что функ-

ционал (4) достигает минимума по ψ на функции 

 
)θ,(

)θ,(
)θ(β)θ,(ln

θ
 )θ()θ,(ψ

xs

xf
xfcxs 













 , (5) 

где функция )θ(cc   имеет тот же смысл, что и в (1), функция )θ(ββ   определяется из условия (2). 

Выражение (5) определяет наилучшую оценочную функцию в модели БТЗ. 

Для краткости далее часто будем опускать аргументы функций. Например, (5) можно записать 

в виде: sffcs )β(ψ   . 

 
2. Максиминная задача 

 

Пусть S – некоторое множество плотностей )θ,(xs , где Xx , Θθ . Максиминная оценочная 

функция ψ  в модели БТЗ получается в результате решения оптимизационной задачи [3] 

 ),,ψ(maxarg),,ψ(minmaxarg)θ,(
ψ

fsUfsUxs s
SsSs 

   (6) 

и последующей подстановки (6) в (5). Здесь sψ  определена выражением (5), функционал U опреде-

лен в (4). Плотность (6) – это наихудшая плотность распределения засоряющей точки на множестве 

плотностей S. 

Лемма 1. Задача (6) имеет следующую эквивалентную формулировку: 

 
Ss

X

dx
s

ff
fs





  min 

)β(
),(Φ

2
, (7) 

где функция β та же, что и в выражении (5). 

Доказательство. Применим теорему 2 в [14], согласно следствию из которой асимптотическое 

квадратичное отклонение (4) для оценочной функции (5) может быть записано в виде: 

 

X

s

X

ss dxscdxs
N

fsU  ψ ψ
1

),,ψ( 222

2
, 

Подставив сюда sffcs )β(ψ   , убеждаемся, что ),(Φ1),,(ψ fsfsU s  . Таким образом, задачи 

Ss
s fsU


max),,ψ(  и 

Ss
fs


min),(Φ  эквивалентны. Лемма доказана. 

Далее нам понадобится результат, обобщающий лемму Дюбуа–Реймона [15, 16] на случай не-

ограниченного промежутка. 

Лемма 2. Пусть 1 2( ;  )X x x  – ограниченный или неограниченный промежуток, для которого 

формально допускаются границы вида 1x    или 2x   . Если для непрерывной, ограниченной 

функции RXxb :)(  и всех непрерывных функций RXxv :)( , таких что 0 )(

2

1


x

x

dxxv , выполня-

ется 0 )()(

2

1


x

x

dxxvxb , то const)( xb .  

Доказательство. Пусть 

1

( ) ( ) 

x

x

w x v t dt   – первообразная к функции )(xv . Нетрудно видеть, что 

1 2( ) ( ) 0w x w x  . Учитывая непрерывность и ограниченность функции )(xb , можно записать 

2 2 2 2

2

1

1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0

x x x x
x

x

x x x x

b x v x dx b x dw x b x w x w x db x w x db x         . 
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Последнее равенство, очевидно, выполняется при const)( xb . Покажем, что это единственно 

возможный вариант. Допустим, const)( xb . Рассмотрим произвольный промежуток знакопостоян-

ства 1 2( ;  )a a  функции )(xb . Положим, что функция 0)( xw  на 1 2( ;  )x a a , а вне этого промежутка 

0)( xw . При этом )(xw  является непрерывно дифференцируемой, что обеспечивает существование 

соответствующей )(xv . В качестве конкретного примера можно привести функцию 

1 2
1 2

2 1

1 2

π(2 )
1 cos  ,   ( ;  ) ;

( )

0 ,   ( ;  ) .                                  

x a a
x a a

a aw x

x a a

 
 

 
 

 

Тогда, очевидно, 

2 2

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) 0

x a

x a

b x v x dx w x b x dx    . 

Пришли к противоречию, следовательно const)( xb . Лемма доказана. 

Рассмотрим медианную оценку с оценочной функцией [10]: 

 )βsgn(ψmed ffc   , (8) 

где функции c и β имеют тот же смысл, что и в (5). Покажем вариационными методами, что (8) явля-

ется единственной максиминной оценочной функцией в модели БТЗ для наиболее широкого множе-

ства S (ограниченного лишь условиями регулярности). 

Теорема. Пусть функции f и f  непрерывны по x, S – множество непрерывных функций плот-

ности s, таких что |ψ| s  равномерно на S. Тогда максиминная оценочная функция ψ  единствен-

ная и соответствует медианной оценке с оценочной функцией (8). 

Доказательство. Согласно лемме 1 оценочной функции ψ  соответствует плотность s , яв-

ляющаяся решением задачи (7). Таким образом, требуется найти экстремаль s  функционала ),(Φ fs  

и соответствующую функцию (5), затем показать, что s  доставляет минимум функционалу. 

В соответствии с методом вариаций [16] введем обозначения: 

  s s t s   , (9) 

),(Φ)(φ fst   – функция, в которой все переменные, входящие в (7), кроме t, полагаются фиксиро-

ванными. Здесь s  – неизвестная наихудшая плотность (6), s  – допустимая вариация плотности s, 

т.е. не равная тождественно нулю непрерывная функция, такая что  0
X

s dx  , и 1 2[ ;  ]t t t  – число, 

такое что 0s  для всех Xx . Границы отрезка 1 2[ ;  ]t t  определяются в зависимости от s  в соот-

ветствии с выражениями 

1 supinf{ :  0} 0
x

t t s t s     ; 
2 inf sup{ :  0} 0

x
t t s t s     . 

Поскольку в нулях плотности s (если они имеются) интегрант может иметь бесконечные разры-

вы, рассмотрим эту ситуацию подробнее. Плотность s имеет нули, во-первых, при 1t t  и 2t t ; во-

вторых, при всех 1 2[ ;  ]t t t , если нули имеет s  и хотя бы один из них совпадает с нулем s . В этих 

случаях регулярность выражения должна обеспечиваться нулями в соответствующих точках числи-

теля интегранта. 

Найдем производную функции )(φ t , используя условие (2) и учитывая, что функция β, вообще 

говоря, зависит от t через s [17]: 
2

2

( ) ( )
( ) 2  

X

f f f f f
t s dx

t s s

   
     

 
  

2 2

2 2

2 ( ) ( )
   

X X X

f f f f
f dx s dx s dx

c t s s

  
      

    . 
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Убедимся, что дифференцирование под знаком интеграла здесь возможно. Действительно, условие 

|ψ| s  эквивалентно условию 2 2( β )f f s   , а из него следует условие 2( β )f f s   . Это 

обеспечивает непрерывность подынтегральных выражений )(φ t  и )(φ t  в точках x, где 0s  (если 

они имеются). Кроме того, это условие обеспечивает равномерную сходимость интеграла )(φ t  в слу-

чае неограниченного X. Непрерывность подынтегральных выражений по x также обеспечивается не-

прерывностью входящих в них функций, по t – видом зависимости (9). 

Условие стационарности функционала имеет вид: 
2

2

( )
( , ) (0)  0

X

f f
s f s dx

s





      . 

Для данного выражения выполнены условия леммы 2, поэтому 
2 2( β ) constf f s     

или, учитывая неотрицательность s, 

 λ|β| ffs 
 . (10) 

Подставив найденную плотность s  в (5), получаем выражение (8), где функция c поглощает λ. Та-

ким образом, медианная оценка соответствует экстремали функционала ),(Φ fs . Обратим внимание, 

что решение (10) удовлетворяет условиям регулярности. 

Покажем теперь, что найденная экстремаль s  является решением задачи (7) на множестве S. 

Для этого определим знак второй производной функции )(φ t , продифференцировав )(φ t . Внесение 

операции дифференцирования под знак интеграла здесь произведем формально, поскольку нас инте-

ресует лишь знак второй производной. Действительно, положим 

X

dxtxyt ),()(φ . Если подынте-

гральная функция ( , )y x t  возрастает по t для каждого фиксированного x, т.е. 0),(  ttxy , то, оче-

видно, возрастает и )(φ t , т.е. 0)(φ  t . При поиске )(φ t  не будем отбрасывать нулевое слагаемое  

в )(φ t  и опять воспользуемся условием (2): 

2

2

2 ( )
( )    

X X

d f f
t f dx s dx

dt c t s

  
      

 
   

2 2

2 2

2
 2   

X X

f f f
f dx f s dx

c t t s t s

     
      

   
   

 

2
2

3 2

( )
2 ( )  

X

f f f f
s f s dx

s t s

   
     

 
  

22 2
2

2 3

( )
2 2  ( )  

X

f f f f f
f s s dx

s t t s s

     
       

    
  

2

2
0

X

f f
f s dx

s t s

  
    

 
 . 

Действительно, 0)(φ  t , только если подынтегральное выражение данной функции тождественно 

равно нулю, но в этом случае  ( ) ( )t f f s f s     , где правая часть равенства есть функция, зави-

сящая от x, а левая – не зависящая, следовательно, это равенство не может являться тождеством. 

Запишем разложение )(φ t  в ряд Маклорена по степеням t с остаточным членом в форме Ла-

гранжа: 
2

( ) (0) φ (0) φ ( )
2

t
t t t       , 
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где ω – некоторое число, 1ω0  . Поскольку для всех допустимых вариаций s  имеют место 

0)0(φ   и 0)ω(φ  t  для всех 1 2[ ;  ]t t t , экстремальная задача (7) без учета условий регулярности 

является выпуклой со строго выпуклым оптимизируемым функционалом. Отсюда следует 

),(Φ),(Φ fsfs  , причем равенство достигается только при  ss . То есть единственным решением 

данной экстремальной задачи [18] является плотность (10). Теорема доказана. 

В [6] показано, что медианная оценка (8) является также минимаксным решением в модели 

БТЗ: 

),,ψ(maxminargψ
ψ

med fsU
Ss

 , 

где S – множество плотностей, ограниченное лишь условиями регулярности. При этом значению 
2max ( , , ) max( )

s S x X
U s f N

 
    соответствует распределение засоряющей точки, сосредоточенное в точ-

ках максимума |ψ| N , где функция N определена в (3). Однако, поскольку const |ψ| med   почти 

всюду на Xx , нетрудно видеть (см. также [10]), что значение функционала (4) при medψψ   не 

зависит от плотности s, т.е. он достигает своего максимального значения 2

medmax( )
x X

N


  для любой 

непрерывной плотности s. По этой причине из минимаксной формулировки медианной оценки плот-

ность s  однозначно не определяется, но может быть получена в результате решения максиминной 

задачи (6). Решению medψψ   соответствует плотность (10). 

Таким образом, функционал (4) имеет седловую точку ),ψ(  s , которой соответствует медиан-

ная оценка (8), так что удовлетворяется условие 

),,ψ(),,ψ(),,ψ( fsUfsUfsU    

для любых допустимых ψ и s. 

С точки зрения теории игр седловая точка является точкой равновесия в чистых стратегиях ан-

тагонистических игр [19]. Ей соответствует такая ситуация, при которой ни один из игроков не может 

увеличить свой выигрыш, меняя решение в одностороннем порядке. При этом стратегия обоих игро-

ков является наилучшей реакцией на действия своего оппонента. Положим, что оппонентом исследо-

вателя выступает природа, которая воздействует на оценки через плотность s. Выбором  ψψ  ис-

следователь оказывается застрахованным от любой плотности s: какая бы из них ни реализовалась  

в природе, это не ухудшит качество оценки (правда, и не улучшит). С другой стороны, вместо неза-

интересованной природы исследователь может столкнуться с намеренным искажением данных. В этом 

случае можно считать, что оппонент действует наихудшим для исследователя образом, зная, что тот 

стремится выбрать наилучшую оценочную функцию. При такой стратегии окажется  ss , а иссле-

дователь выбором  ψψ  получит заведомо лучшую оценку, чем при любом другом выборе. 

 

Заключение 

 

Модель БТЗ является достаточно универсальным инструментом исследователя, позволяющим 

конструировать различные устойчивые оценочные функции, оптимальные для тех или иных условий. 

В том числе на основе данной модели можно получить уже известные робастные решения, например 

выборочную медиану, оптимальную в классических теориях робастности. Выборочная медиана – это 

частный случай медианной оценки, предложенной А.М. Шурыгиным [3]. В работах [6] и [10] показа-

но, что медианная оценка является соответственно минимаксным и максиминным решением в моде-

ли БТЗ при наиболее слабых ограничениях на множество распределений засоряющей точки. 

Между тем оставался открытым вопрос единственности решения максиминной задачи. Для от-

вета на него задача в данной работе была решена вариационными методами, и в результате установлена 

единственность решения. Показано, что функции, соответствующие решению задачи, определяют сед-

ловую точку функционала асимптотического квадратичного отклонения оценки. Дана интерпретация 
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решения с точки зрения теории игр, где седловые точки играют важную роль. В качестве дополни-

тельного результата получено обобщение леммы Дюбуа–Реймона [15, 16] на случай неограниченного 

промежутка. 
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Аннотация. Исследуется обобщенный полусинхронный поток событий с двумя состояниями, относя-

щийся к классу дважды стохастических потоков. Его функционирование происходит в условиях продлеваю-

щегося мертвого времени фиксированной длительности. Разработан алгоритм оценивания длительности 

мертвого времени. Приводятся результаты статистических экспериментов. 
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Введение 

 

Теория массового обслуживания (ТМО) является составной частью исследования операций.  

С развитием информационных и телекоммуникационных технологий появились важные прикладные 

задачи ТМО − проектирование и создание информационно-вычислительных сетей, спутниковых се-

тей связи, телекоммуникационных сетей и т.п., что повлекло, в свою очередь, появление задач, свя-

занных с исследованием и оптимизацией протекающих в разного рода сетях процессов [1, 2].  

Первым потоком для исследования и применения был простейший поток событий. Однако  

в настоящее время в той или иной степени данная модель является непригодной для описания реаль-

ных информационных потоков сообщений (запросов, заявок, событий) в телекоммуникационных се-

тях из-за разнородности передаваемых данных и их взаимной коррелированности [2]. Таким образом, 

требования практики послужили стимулом к рассмотрению дважды стохастических потоков (корре-

лированных потоков) [2–6], которые являются широко используемой математической моделью ре-

альных потоков сообщений в телекоммуникационных системах и сетях, глобальных компьютерных 

сетях, спутниковых сетях связи. 

Большинством авторов работ по ТМО исследуются математические модели потоков событий, 

когда все события потока доступны наблюдению. В реальности же зарегистрированное событие мо-

жет создать период мертвого времени для регистрирующего прибора (период ненаблюдаемости) [7], 

в течение которого другие события потока становятся недоступными для регистрирующего прибора 

(теряются).  

Можно считать, что мертвое время выступает искажающим фактором при решении задач оце-

нивания как состояний потока, так и его параметров. 

В данной работе рассматривается обобщенный полусинхронный поток, функционирующий  

в условиях продевающегося мертвого времени фиксированной длительности (далее – поток). Полу-

чены условия рекуррентности, после чего решается уравнение моментов для нахождения оценки дли-

тельности мертвого времени в рекуррентном потоке. Приведены результаты статистических экспе-

риментов по оцениванию длительности мертвого времени, поставленных на имитационной модели 

рассматриваемого потока. 

 

1. Математическая модель потока. Постановка задачи 

 

Рассматривается дважды стохастический обобщенный полусинхронный поток событий, сопро-

вождающий процесс которого есть кусочно-постоянный принципиально ненаблюдаемый случайный 

процесс  t  с двумя состояниями [8]: если   1t   , будем говорить, что имеет место первое состо-

яние ( 1S ) процесса  t  (потока), если   2 ,t   то второе состояние 2( )S  процесса  t  (потока), 

где 1 2 0.     В течение временного интервала, когда   it   , имеет место пуассоновский поток 

событий с параметром , 1,2.i i   Переход из первого состояния процесса  t  во второе 1 2( )S S  

возможен только в момент наступления события, при этом переход осуществляется с вероятностью p 

(0 < p ≤ 1), с вероятностью 1 – p процесс  t остается в первом состоянии. Тогда длительность вре-

менного интервала, на котором значение процесса   1t    – участка стационарности процесса  t  

в первом состоянии – есть случайная величина с экспоненциальной функцией распределения 

1
1 ) , 0( 1 p tF t e t     [6]. При этом длительность пребывания процесса  t  во втором состоянии 

распределена по экспоненциальному закону 2
2 ( ) , 01 .tF tt e    Переход из второго состояния 

процесса  t  в первое состояние 2 1( )S S  осуществляется в произвольный момент времени, не 

связанный с моментом наступления события потока. При переходе процесса  t  из второго состоя-

ния в первое инициируется с вероятностью δ (0 ≤ δ ≤ 1) дополнительное событие в первом состоянии 
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(т.е. сначала осуществляется переход, а затем инициируется дополнительное событие; отметим, что 

переход и наступление события происходят мгновенно). Матрицы интенсивностей переходов (инфи-

нитезимальных характеристик процесса  t ) принимают вид [6]: 

 
1

0
2 2 2

0
,

(1 )




    
D    

1 1
1

2 2

(1 )
.

p p  


 
D    

Элементами матрицы 1D  являются интенсивности переходов процесса  t  из состояния в со-

стояние с наступлением события. Недиагональные элементы матрицы 0D  – интенсивности перехо-

дов из состояния в состояние без наступления событий. Диагональные элементы матрицы 0D  – ин-

тенсивности выхода процесса  t  из своих состояний, взятые с противоположным знаком. 

Будем рассматривать обобщенный полусинхронный поток при его неполной наблюдаемости, 

т.е. когда не все события потока доступны наблюдению. Каждое зарегистрированное в потоке событие 

порождает период ненаблюдаемости фиксированной длительности T (мертвое время), другие события, 

произошедшие в этот период, недоступны наблюдению (теряются). Хотя события и не наблюдаются 

в течение периода мертвого времени, каждое из них вызывает продление периода ненаблюдаемости 

на ту же величину T. Следующее наблюдаемое событие регистрируется после окончания последнего 

периода ненаблюдаемости и снова порождает период мертвого времени длительности T. Таким обра-

зом, общий период ненаблюдаемости является случайной величиной. 

На рис. 1 представлена одна из возможных реализаций процесса  t  и наблюдаемого потока, 

где 1, 2 – состояния случайного процесса   , 1,2it i   ; 2 ; черные кружки – ненаблюдаемые 

события;   – значения периодов ненаблюдаемости потока; 1 2, ,...t t  – моменты наступления событий 

в наблюдаемом потоке. 
 

 

Рис. 1. Реализация обобщенного полусинхронного потока с продлевающимся мертвым временем  

фиксированной длительности T 

Fig. 1. Realization of Generalized semi-synchronous flow with an extended dead time of fixed duration T 

 

Утверждение 1.1. Для обобщенного полусинхронного потока событий сопровождающий слу-

чайный процесс  t  является марковским. 

Утверждение 1.2. Моменты наступления событий 1 2, ,..., ,...kt t t  в наблюдаемом потоке порож-

дают вложенную цепь Маркова  ( ) .kt  

Цель работы – вывод уравнения моментов для оценки длительности мертвого времен и прове-

дение ряда статистических экспериментов для установления качества полученных результатов. 

Настоящая статья является продолжением [9]. 
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2. Плотность вероятности длительности интервала между соседними событиями в потоке 

 

В данном разделе приводится явная формула плотности вероятности длительности интервала 

между соседними событиями в обобщенном полусинхронном потоке в условиях полной наблюдае-

мости за потоком [8]. 

Рассматривается обобщенный полусинхронный поток событий в условиях полной наблюдае-

мости, 0,T   математическое описание которого приведено в разд. 1. 

Обозначим 1 , 1,2...k k kt t k    , – значение длительности k-го интервала между соседними 

событиями потока,  kp   − плотность вероятности длительности k-го интервала между соседними 

событиями в рассматриваемом потоке. Так как рассматривается стационарный режим функциони-

рования потока, то ( ) ( )kp p    для всех k = 1, 2…, 0 . Поэтому без ограничения общности мо-

мент наступления события kt  можно положить равным нулю, т.е. момент наступления события 

есть 0  . 

Теорема 2.1. Плотность вероятности длительности интервала между соседними событиями  

в обобщенном полусинхронном потоке событий в случае 1 2 2( ) 0      имеет вид [8]: 

 1 2 1 2 2
1 2 2

1 2 2

( )
( ) (1 ) , 0, 1 (0) ,

( )

z zp z e z e        
           

    
 (1) 

где 1 1 2 2 2,z z     , 2 2
2

2 2 2

( )
(0)

( )

p

p

  
 

    
. 

 

3. Совместная плотность вероятности длительностей двух смежных интервалов 

 

В силу стационарности функционирования потока расположение одного интервала 1( , )k kt t   

либо двух смежных интервалов 1 1 2( , ), ( , )k k k kt t t t    между моментами наступления событий потока 

1 2, ,..., ,...kt t t  на временной оси может быть произвольным. Поэтому рассмотрим два соседних вре-

менных интервала 1 2( , )t t  и 2 3( , )t t  со значениями длительностей интервалов 1 2 1t t    и 2 3 2t t    

соответственно, 1 20, 0    . Соответствующая совместная плотность вероятности при 0T  есть 

1 2 1 2( , ), 0, 0p       . 

Теорема 3.1. Обобщенный полусинхронный поток событий является коррелированным, и сов-

местная плотность вероятности длительностей смежных интервалов для случая 1 2 2( ) 0      

имеет вид [10]: 

 1 1 2 1 1 2 2 22 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

2 2

( ( ))
( , ) ( ) ( ) (1 ) ,z z z zp

p p p z e z e z e z e           
             
     

 (2) 

где 1 20, 0    , 1 2, , , ( )kz z p   определены в (1) для , 1,2.k k     

 

3.1. Условие рекуррентности потока 

 

Рассмотрим случай, когда поток становится рекуррентным [10]. Анализируя выражение (2), 

выпишем одно из условий факторизации совместной плотности 2 2 2( ) 0p      , 1p  , и соот-

ветствующий этому условию вид одномерной плотности (1):  

1 2
1 2( ) (1 ) , 0,z zp z e z e            1 2 2

1 2 2

( )
1 ,

( )
p
    

  
    

 1 1,z    2 2 2z     . 

При остальных условиях рекуррентности   01   поток вырождается в простейший. 
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4. Оценивание длительности мертвого времени методом моментов 

 

Оценка длительности мертвого времени в рекуррентном обобщенном полусинхронном потоке 

событий в условиях продевающегося мертвого времени производится методом моментов [11]. Для 

получения уравнения моментов воспользуемся преобразованием Лапласа. 

Пусть   – значение длительности общего периода ненаблюдаемости в рекуррентном обобщен-

ном полусинхронном потоке событий. Последовательность моментов наступления событий наблюда-

емого потока 1 2, ,...t t  образует вложенную цепь Маркова  ( )kt , и рекуррентность наблюдаемого 

потока сохранится. 

Для нахождения преобразования Лапласа ( )g s  плотности вероятности общего периода нена-

блюдаемости рекуррентного обобщенного полусинхронного потока событий воспользуемся теоремой 

о преобразовании Лапласа ( )g s  плотности вероятности общего периода ненаблюдаемости для про-

извольного рекуррентного дважды стохастического потока событий [12]. 

Теорема 4.1. Преобразование Лапласа ( )g s  плотности вероятности значений длительности 

общего периода ненаблюдаемости в рекуррентном дважды стохастическом потоке событий, функци-

онирующем в условиях продлевающегося мертвого времени, имеет вид: 
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0

0
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( ) 1 ( ) ,

T
sx
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T
g s e p x dx
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 (3) 

где 0
0

( ) ( ) 1 ( )
T

T

T p x dx p x dx


      – функция Пальма – вероятность того, что на интервале (0, )T  со-

бытие потока не наступило; ( )p x  – плотность вероятности длительности интервала между соседними 

событиями в рекуррентном потоке. 

Следствие теоремы 4.1. Математическое ожидание случайной величины   определяется в виде: 

 0
00

1
( ) | ( ) .

( )

T

sM g s T xp x dx
T

     


ξ  (4) 

В качестве условия рекуррентности в дальнейшем изложении используется только случай 

2 2 2( )p     , 10  p . 

Теорема 4.2. Преобразование Лапласа ( )g s  плотности вероятности общего периода ненаблюда-

емости рекуррентного обобщенного полусинхронного потока событий, функционирующего в усло-

виях продлевающегося мертвого времени, имеет вид: 

 
1 2

1
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0 1 2
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( ) 1 ,

( ) ( )

z s T z s T

sT

T z e z e
g s

z s z se


   



      
   

   
 (5) 

где ,, 21 zz  определены в разд. 3.1; 1 2
0 ( ) (1 ) .z T z TT e e        

Доказательство. Применяя к плотности (1) условие рекуррентности 2 2 2( ),p      

0 1,p   переобозначив в (3) ( )p x  на ( )p  , определенную в разд. 3.1, находим  

 
1 2

1 2

( ) ( )
1 2 1 2

1 2
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 (6) 

Функция Пальма примет вид: 

 

1 2
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 (7) 

Подставляя (6) и (7) в (3), получим (5). Теорема доказана. 
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Следствие теоремы 4.2. Математическое ожидание общего периода ненаблюдаемости рекур-

рентного обобщенного полусинхронного потока событий, функционирующего в условиях продлева-

ющегося мертвого времени, имеет вид: 

 
    

 

1 2
2 1

1 2 0

1 1 1
,

z T z T
z e z e

M
z z T

 
     

 


 (8) 

где 0 1 2( ), ,T z z  определены в (5). 

Доказательство. Используя следствие теоремы 4.1 и вычислив производную от ( )g s , опре-

деленную в (5), в точке 0s  , по формуле (4) получим (8). Следствие теоремы доказано. 

Рассмотрим временной интервал 1( , )k kt t  , значение длительности которого есть 1k k kt t   . 

Введем случайную величину kη , которая имеет смысл длительности интервала между моментом 

окончания общего периода ненаблюдаемости и моментом наступления следующего события 1kt  . Та-

ким образом, получим следующее равенство для значений случайной величины: k k k     . Так как 

в данной работе рассматривается рекуррентный поток, то , 1,2,...,k k τ  – независимые случайные 

величины, поэтому равенство можно переписать в виде:     ; здесь индекс k опущен, поскольку 

рассматривается произвольный интервал времени между соседними событиями в наблюдаемом пото-

ке. Случайные величины η и  являются зависимыми. Тогда плотность вероятности длительности 

интервала между соседними событиями в рекуррентном наблюдаемом потоке примет вид: 

 
0 0

( ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) .p p p d p p d
 

               (9) 

Найдем преобразование Лапласа ( )g s  плотности вероятности ( )p  . 

Теорема 4.3. Преобразование Лапласа ( )g s  плотности вероятности значений длительности 

интервала между соседними событиями в рекуррентном потоке событий с продлевающимся мертвым 

временем имеет вид: 

 1 1 2 2
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( ( 1))
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 (10) 

где 1 2, ,z z  определены в (1), 1 2( ), ( )g s g s p       определены в (5) для аргументов s и 

1 2s p     соответственно. 

Доказательство. Пусть момент наступления события в наблюдаемом потоке есть 0  . Рас-

смотрим интервал (0, ) (0, )   . Зафиксируем ξ. Введем вероятности ( )ijp     − условные вероят-

ности того, что на интервале длительности    не наступит событий наблюдаемого потока и  

в момент времени     значение процесса ( ) j       при условии, что в момент времени     

значение процесса ( ) , , 1,2i i j     . Соответствующие ( )ijp     имеют вид: 

 

1 2 2

2 2 1
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21

1 2 2
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 (11) 

Имеем 1 1 2( ) ( ) ( )i iP p p       – условная вероятность того, что на интервале ( , )   со-

бытий наблюдаемого потока не произойдет при условии, что в момент времени     значение про-

цесса ( ) , 1,2i i     . Тогда условная плотность вероятности значения длительности интервала ( , )   

(без наступления событий на этом интервала) по определению есть     'ii Pp , 1,2.i   С 

учетом (11) имеем 

 1 2 2( ) ( )( )
1 1 2 2 2( ) , ( ) ( ) , .p e p e                     (12) 



Нежельская Л.А., Степаненко И.Д. Применение метода моментов для оценки длительности мертвого времени  

71 

Условную плотность ( | )p      в формуле (9) представим в виде: 

 1 1 2 2( | ) ( | ) ( ) ( | ) ( ),p p p                    (13) 

где ( | )i      – условные вероятности того, что в момент времени     значение процесса 

( ) , 1,2i i       , при условии, что в момент времени 0   событие наступило и наступил общий 

период ненаблюдаемости длительности ξ. 

Используя условие рекуррентности 2 2 2( )p      и считая    , выпишем вероятности 

( | ), 1,2i i       в виде [10]: 
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где 2 1
1 2 1 2
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Подставляя (12) и (14) в (13), находим 
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Преобразование Лапласа плотности ( )p   с учетом (9) примет вид: 
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Подставляя в (16) выражение (15) и проделывая необходимые преобразования, находим 
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 (17) 

Подставляя ( )Г   из (15) в (17), получим (10). Теорема доказана. 

Теорема 4.4. Математическое ожидание длительности интервала между соседними событиями 

в рекуррентном обобщенном полусинхронном потоке, функционирующем в условиях продлевающе-

гося мертвого времени, имеет вид: 

   1 2 2
1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

( 1)1 1 1
(1 ) ( ),

( )

z z
M M p z p g pz

z z pz z z pz


   
         

 
 (18) 

где 1 2 1 2, , ( )z z g pz    определены в (1) и (5) при 21  pzs ; M   определена в (8). 

Доказательство. Используя следствие теоремы 4.1, заменив ξ на τ и вычислив производную  

от  sg  , определенную в (10), в точке 0s  , по формуле (4) получим (19). Теорема доказана. 

 

5. Уравнение моментов для оценки длительности мертвого времени 

 

В данном разделе статьи описывается оценивание длительности мертвого времени T методом 

моментов. 

Введем статистику 
1

1
,

n
m

m k
k

C
n 

   где 1k k kt t    – значение длительности интервала 1( , ).k kt t   

Зафиксируем параметры потока 1 2 2, , , ,p    . Тогда будет достаточно первого момента, чтобы 

оценить величину T. Уравнение моментов, позволяющее оценить длительность мертвого времени T, 
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имеет вид: 1,M Cτ  где статистика 1C  при n  стремится к начальному моменту Mτ  [11]. Ис-

пользуя формулу (18), получим уравнение моментов для оценивания длительности мертвого времени T: 
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(19) 

где 1 2, ,z z   определены в (5); min0 ,T    min min , 1, .k k n     

Решение уравнения (19) возможно только численно. Обозначим левую часть данного уравне-

ния, как ( )M T . Очевидно, что при увеличении T математическое ожидание M  возрастает с ростом T. 

Таким образом, ( )M T  будет возрастающей функцией при 0 T . Следовательно, уравнение (19) имеет 

единственное решение. Тогда оценка T̂  длительности мертвого времени является состоятельной [11].  

Корень уравнения (19) на интервале min0 T    есть значение оценки T̂ . Если на интервале 

min0 T    уравнение (19) решения не имеет, то возможны два варианта:  

1) если 1(0) ,M C  то в качестве значения оценки T̂  естественно выбрать ˆ 0T  ; 

2) если min 1( ) ,M C   то minT̂   . 

 

6. Численные результаты оценивания длительности мертвого времени 

 

Статистика 1C  является результатом работы имитационной модели обобщенного полусинхрон-

ного потока событий, функционирующего в условиях продлевающегося мертвого времени фиксиро-

ванной длительности T. Имитационная модель реализована на языке программирования C# [13]. 

Алгоритм оценивания:  

1) рассчитывается статистика 1C ;  

2) методом Ньютона рассчитывается корень уравнения (19);  

3) N раз повторяя шаги 1 и 2, получаем значения оценок 1 2
ˆ ˆ ˆ, ,..., NT T T ;  

4) рассчитывается выборочное среднее и выборочная вариация оценки длительности мертвого 

времени T по формулам 

1

1ˆ ˆ ˆ( ) ,
N

i
i

M T
N 

 T     
2

1

1ˆ ˆ ˆ( ) .
1

N

i
i

V T T
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T  

Здесь T – значение длительности мертвого времени, известное из имитационной модели рассматрива-

емого потока. 

Зададим параметры потока, соблюдая условие рекуррентности, следующим образом: 2 1  ; 

2 0,42  ; 0,8  ; 0,75p  ; 1300mT   ед. времени. 

Рассмотрим три варианта задания параметра 1 : 1 3  ; 1 7  ; 1 11  , для T = 1; 1,5; 2; 2,5; 3; 

3,5 ед. времени. 

Ниже представлены результаты оценивания (табл. 1−3, рис. 2−7). 

Т а б л и ц а  1   

Результаты работы алгоритма для λ1 = 3 

T 1 1,5 2 2,5 3 3,5 

 ˆ ˆM T  0,998584 1,492618 1,989632 2,488640 2,988937 3,479390 

 ˆ ˆV T  0,000006 0,000065 0,000131 0,000210 0,000306 0,000920 
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Рис. 2. Выборочное среднее  ˆ ˆM T  

Fig. 2.  Sample average  ˆ ˆM T  

Рис. 3. Выборочная вариация  ˆ ˆV T  

Fig. 3. Sample variation  ˆ ˆV T  

 

Т а б л и ц а  2  

Результаты работы алгоритма для λ1 = 7 

T 1 1,5 2 2,5 3 3,5 

 ˆ ˆM T  1,000058 1,497625 1,997458 2,497454 2,996384 3,486561 

 ˆ ˆV T  0,000004 0,000014 0,000024 0,000071 0,000174 0,000501 

 

  

Рис. 4. Выборочное среднее  ˆ ˆM T  

Fig. 4. Sample average  ˆ ˆM T  

Рис. 5. Выборочное вариация  ˆ ˆV T  

Fig. 5. Sample variation  ˆ ˆV T  

 

Т а б л и ц а  3   

Результаты работы алгоритма для λ1 = 11 

T 1 1,5 2 2,5 3 3,5 

 ˆ ˆM T  1,000079 1,497675 1,997467 2,497575 2,996850 3,491620 

 ˆ ˆV T  0,000004 0,000014 0,000034 0,000074 0,000190 0,000510 

 

  

Рис. 6. Выборочное среднее  ˆ ˆM T  

Fig. 6. Sample average  ˆ ˆM T  

Рис. 7. Выборочное вариация  ˆ ˆV T  

Fig. 7. Sample variation  ˆ ˆV T  
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Вывод: результаты статистических экспериментов, представленные в табл. 1−3, показывают, 

что выборочные средние значения T̂  оценок T̂  достаточно близки к истинным значениям T. При 

увеличении T увеличивается значение выборочной вариации оценки T̂ . Это связано с увеличением 

общего периода ненаблюдаемости потока событий, что влечет за собой большую потерю событий 

обобщенного полусинхронного потока при наличии продлевающегося мертвого времени. 

 

Заключение 

 

В настоящей работе рассмотрен обобщенный полусинхронный поток событий, функциониру-

ющий в условиях продлевающегося мертвого времени фиксированной длительности T. Для рекур-

рентного наблюдаемого потока событий поcтроено преобразование Лапласа плотности вероятности 

общего периода ненаблюдаемости и преобразование Лапласа плотности вероятности длительности 

интервалов между соседними событиями в наблюдаемом потоке. Получено уравнение моментов для 

определения значения T̂  оценки T̂  длительности мертвого времени T. Проведены статистические 

эксперименты, показавшие приемлемое качество оценок. 
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Аннотация. Рассматривается алгоритм обнаружения звукорядов в спектре шумоизлучения морских судов, 

который основан на модифицированном энергетическом приемнике с использованием на первом этапе фильтра 

на основе усеченных порядковых статистик для выделения дискретных составляющих спектра шумоизлучения, 

а на втором этапе – энергетического приемника и критерия максимального правдоподобия, что позволяет 

оценить наличие звукорядов и определить их основную частоту.  
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Введение 
 

Гидроакустические средства обнаружения морских судов работают в широкой полосе частот  

и производят обработку сигналов как во временной, так и в частотной области [1, 2]. Однако наибо-

лее значимым является низкочастотный диапазон, так как в энергетическом спектре этого диапазона 

наблюдаются узкие локальные максимумы – дискретные составляющие (ДС), обусловленные рабо-

той вала, гребного винта и наиболее шумящих механизмов и машин, несущие информацию о типе  

и режиме работы движителя судна, количестве лопастей у винта и т.д., на основании которой воз-

можно разделить морские суда на основные классы и определить параметры их движения. 
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Дискретные составляющие, обусловленные вращением винтов, проявляются на частотах, крат-

ных основной гармонике. ДС, связанные с работой механизмов, обычно кратны половине частоты 

сети электропитания (25 Гц при частоте сети 50 Гц и 30 Гц при частоте сети 60 Гц) [3]. 

На низких частотах, как правило, ширина ДС существенно меньше, чем на высоких. Часто ДС, 

возбуждаемые от одного и того же источника, бывают синхронизированы между собой и образуют 

звукоряды (ЗР), т.е. наборы ДС, частоты которых кратны между собой (гармоники).  

Так, например, вальный ЗР может содержать ДС на частотах, кратных частоте вращения вала: 

 
1

60
kB Bf kv kf   (1) 

где k = 1, 2, 3, …, K – номера гармоник; v – скорость вращения вала (об./мин); 
1Bf – частота вращения 

вала (Гц). Лопастной ЗР может содержать ДС на частотах, кратных произведению частоты вращения 

линии вала и числа лопастей винта:
1

60
kЛ Bf zkv zkf  , где z – число лопастей винта. 

Тональные компоненты ЗР являются высокостабильными и имеют очень узкие полосы частот [1, 

2, 4]. В отличие от отдельных ДС шум в виде ЗР, несмотря на то что содержит узкополосные состав-

ляющие, в целом представляет собой широкополосный шумовой процесс. Узкополосный гидроаку-

стический шум (т.е. ДС общего суммарного шума) для узкополосных систем шумопеленгования  

является полезным сигналом, обнаруживаемым на фоне помех.  

Характеристикой, описывающей ДС шума гидроакустических целей, является их спектральная 

плотность мощности (СПМ). Эффективная ширина полосы (ЭП) СПМ ДС f  зависит от значения 

частоты, на которой она образуется [5], прямо пропорциональна центральной частоте ДС f1 и состав-

ляет 0,03–0,3% от значения f1. Относительная полоса СПМ каждой отдельной ДС (или ДС, входящих 

в состав ЗР, образованного одним общим источником) – постоянная величина. ЭП ДС является ли-

нейной функцией ее центральной частоты: 1.Эf f   Соответственно, ЭП каждой k-й гармоники  

в звукоряде также является линейной функцией частоты: 1Эkf k f   , а общая СПМ всего звукоряда 

из K ДС обладает масштабными (мультипликативными) свойствами в области частоты. Пример СПМ 

шума корабля [3] представлен на рис. 1. СПМ представляет суперпозицию ряда ДС и непрерывной 

части СПМ, имеющей спад частотной характеристики –6 дБ/октаву и принимаемой на фоне широко-

полосного шума моря, также имеющего спад частотной характеристики –6 дБ/октаву. При обнаруже-

нии ДС и шум моря, и непрерывная часть СПМ корабля – помехи, маскирующие ДС. 
 

 

Рис. 1. Пример СПМ шума корабля 

Fig. 1. An example of the power spectral density of ship noise 

 

Алгоритм обнаружения ДС предполагает следующую последовательность операций [6]:  

– широкополосная полосовая фильтрация (для формирования общего частотного диапазона)  

в полосе ΔF и «отбеливающий» фильтр [7], преобразующий СПМ помехи в белый шум в полосе ΔF; 

– многоканальная узкополосная полосовая фильтрация (формирование отдельных частотных 

каналов), т.е. дискретное преобразование Фурье (БПФ) реализации на отрезке длительности Т0; 

– квадратичное детектирование, т.е. расчет энергетического спектра; 

– интегрирование, т.е. накопление (усреднение) энергетических спектров по N реализациям; 
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– определение порога обнаружения α по правилу Неймана–Пирсона при задаваемой вероятно-

сти ложной тревоги Рлт и сравнения с порогом (в каждом частотном канале). 

Операция обнаружения – это задача проверки двух статистических гипотез: нулевой гипотезы 

Н0, когда данные относятся только к шуму (непрерывной части СПМ шумоизлучения), и альтерна-

тивной гипотезы Н1, когда данные относятся к совместному воздействию сигнала (ДС) и шума. 

Данный алгоритм описывает многоканальный энергетический приемник [2]. В случае превы-

шения порога в каком либо канале принимается решение об обнаружении ДС. Затем из обнаружен-

ных ДС выбираются ДС, образующие ЗР. Так как каждая ДС обнаруживается независимо от других, 

при малых отношениях сигнал/помеха обнаружение ЗР становится проблематичным. Известны алго-

ритмы [8], основанные на вычислении интегрального вейвлет-спектра, которые непосредственно вы-

числяют ЗР. Вычисление интегрального вейвлет-спектра основано на непрерывном вейвлет-

преобразовании сигнала, которое требует больших вычислительных затрат [9]. 

В настоящей работе рассматривается алгоритм, непосредственно обнаруживающий ЗР, кото-

рый основан на модифицированном энергетическом приемнике с использованием фильтра на основе 

усеченных порядковых статистик (УПС-фильтра), и имеющий быстродействие существенно выше, 

чем вычисление интегрального вейвлет-спектра. 

 

1. Предварительная фильтрация с использованием УПС-фильтра 

 

Пусть на входе системы обнаружения принимается сигнал S(t), который обрабатывается по ал-

горитму БПФ со следующими параметрами: Δt – интервал дискретизации по времени, T0 = LΔt – длина 

реализации, L – число временных отсчетов, Δf = 1/T0 – разрешающая способность БПФ, ΔF = Δf L/2 – 

полоса анализа БПФ (полоса пропускания входного фильтра системы обнаружения). 

Известно [2], что для белого шума оценки СПМ в узкой полосе Δf имеют центральное χ2-рас-

пределение с 2N степенями свободы, где N – число сглаженных (накопленных) СПМ.  

За время ТN = N T0 формируется матрица Мij размерностью (N × L/2) в координатах (время – i, ча-

стота – j), каждый элемент которой xij имеет центральное χ2-распределение с двумя степенями свобо-

ды. В многоканальном энергетическом приемнике для каждого элемента разрешения по частоте Δfj 

производится накопление (усреднение) СПМ по N реализациям: 

 
1

N

j ij

i

X x


 . (2) 

Закон распределения энергии принимаемого сигнала, заданный плотностью вероятности f(x) 

случайной величины Х, позволяет математически описать вероятностные характеристики обнаруже-

ния – вероятность правильного обнаружения и вероятность ложной тревоги: 

 
лт ш( ) ,

h

Р f x dx



          
обн с+ш( ) ,

h

Р f x dx



   (3) 

где h – порог обнаружения; fш(x) – плотность вероятности случайной величины Х при гипотезе H0; 

fш+с(x) – плотность вероятности Х при гипотезе H1.  

Плотность распределения статистики Х для гауссовского процесса S(t) описывается плотностью 

χ2-распределения 2 2( ) ( σ ) σ , 0 ,nf x k x x   где n – число степеней свободы. 

Поскольку распределение для гипотезы H0 отличается от распределения для гипотезы H1 толь-

ко величиной дисперсии, то для гипотезы H0: 
2

0 шμ 2 σN , 2 2

0 шσ 4 σN , а для гипотезы H1:

2 2 2

1 ш c шμ 2 (σ σ ) 2 σ (1 ρ)N N    , 2 2 2 2

1 ш c ш4 ( ) 4 (1+ρ)N N      , где 2 2
с шρ=σ σ – отношение сигнал/ 

помеха в полосе Δf , а 2N – число степеней свободы. 

Определим вероятность обнаружения как Pобн = β, тогда Pнеобн = 1 – β и в соответствии с (2), (3)  

  

2
1/σ

2

необн 2 2 2 12 2

1 10 0

1
1 β ( / σ )

σ σ

hh

N N N

x
P k dx k u du K h

 
     

 
  , (4) 
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где Kn(x) –.функция χ2-распределения. Порог h определяется из первого уравнения (3) путем задания 

вероятности ложной тревоги  

 

2
0/σ

2

лт 2 2 0 2 0

0

1 ( / σ ) 1 ( )

h

N N NP k u du K h K h       , 

 2обн 2 2 1 2
1

β 1 ( ) 1 ( ) 1
(1 ρ)σN N N

h hР K K h K      


. 

В рассматриваемом алгоритме интегратор (2) заменяется на УПС-фильтр [10, 11] (в каждом ча-

стотном канале Δfj, 1 ≤ j ≤ L/2). 

Алгоритм работы УПС-фильтра [10] (для одного частотного канала): 

1. Вектор-столбец матрицы Мij разбивается на m одинаковых интервалов, в каждом из которых 

согласно (2) вычисляется последовательность выборок X ~ {Х1, …,Хi, …, Хm}. Каждый элемент этой 

выборки Хi имеет центральное χ2-распределение с 2n степенями свободы, где n = N/m. Накапливается 

с оцениваемых выборок Х.  

2. По накопленным выборкам строится матрица Хik размерностью m строк на c столбцов  

(c – «глубина» матрицы памяти) – {Х1, …,Хi, …, Хm}k, где 1 ≤ k ≤ с. 

3. В каждом столбце матрицы Хik строится порядковая статистика Х(i)k, где 1  i  m, – упоря-

доченные величины статистики Хi, такие что Х(1) ≤ Х(2) ≤ … ≤ Х(i) ≤ … ≤ Х(m). Если случайные величины 

Хi статистически независимы и одинаково распределены, то случайные величины Х(i) зависимы из-за 

неравенств между ними. 

4. В каждой строке полученной матрицы Х(i)k определяются оценки математических ожиданий 

(вектор m̂ ) ( )

1

1
ˆ

c

i i k

k

m X
c 

  , где 1  i  m.  

5. Порог отсечения k (первый порог) определяется из условия 

 0
ˆargmin i

i

k h m  , (5) 

где 1  i  m , а h0 определяется по формуле 

 
0 0

2
02σ1

ш
2

0 00

1
α ( )

2 σ Г( )

h h x
n

n
n

f x dx x e dx
n


   , (6) 

где α – заданный квантиль, σ0
2 – дисперсия шума (известный параметр). 

6. Вычисляется оценка  

 
( )

m

i k

i k

W X


 . (7) 

На выходе УПС-фильтра получаем последовательность отфильтрованных оценок W, задача 

обнаружения по которым решается по «классическому» алгоритму проверки двух гипотез. 

УПС-фильтр работает по принципу скользящего окна, т.е. каждый новый вектор Хk с индексом 

c + 1 вытесняет из матрицы Х(i)k вектор Хk с индексом 1. 

Сравним статистические свойства случайных величин Z и W, сформированных из случайной 

выборки Хi, 1 ≤ i ≤ m, двумя различными способами: 

– Энергетический приемник: 
1

m

i

i

Z X


  – имеет χ2-распределение с 2N = 2nm степенями сво-

боды и математическим ожиданием 22 σZ nm   и дисперсией 2 2σ 4 σ ,Z nm  и в силу центральной 

предельной теоремы при достаточно больших значениях m ее функция плотности распределения 

нормализуется: 2(μ ,σ )Z ZZ N . 

– УПС-фильтр: ( )

m

i

i k

W X


 , где Х(i) при достаточно больших значениях m – 2(μ ,σ )W WW N . 
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Известно [12], что при больших значениях m достаточно точным приближением к математиче-

скому ожиданию элемента порядковой статистики с номером µj является значение, удовлетворяющее 

уравнению ( ) ( 1)P x j m  , где P(x) – функции распределения. Если ввести в рассмотрение функ-

цию Q, такую что Q[P(x)] = x, то получим асимптотическую формулу  μ ( 1)j Q j m  , где 1 ≤ j ≤ m, 

т.е. математические ожидания µj приближенно равны квантилям функции распределения P(x), взятым 

с равномерным шагом (в рассматриваемом случае, как следует из (6), P(x) = kn(x)).   

Таким образом, для гипотезы Н0 µj(Н0) = µj
2

0σ , а для гипотезы Н1 µj(Н1) = µj
2

0σ (1 ρ) .  

Согласно п. 5 алгоритма работы УПС-фильтра порог k определяется по дисперсии шума 2

0σ  –  

k = k0.  При наличии ДС (ρ > 0) µj(Н0) < µj(Н1) и определяемый по (5) порог k1 < k0. 

Пример. N = 64, m = 8, n=8, ρ = 0,5, 2

0σ  = 1, α = 0,5. 

Для энергетического приемника:   

– гипотеза Н0: 
2

0 02 σ 128Z nm   , 2 2

0 04 σ 256Z nm   ; 

– гипотеза Н1: 
2

1 02 σ (1 ρ) 192Z nm    , 2 2

1 0σ 4 σ (1 ρ) 384Z nm   ; 

Для УПС-фильтра: 

µj(Н0) = {9,5534,     11,4976,   13,0832,   14,5804,   16,1225,   17,8403,   19,9557,   23,0991}; 

µj(Н1) = {14,3301,   17,2465,   19,6248,   21,8707,   24,1837,   26,7604,   29,9336,   34,6486}. 

По формуле (6) h0 = 15,3385. По формуле (5) определяется порог отсечения k: для µj(Н0) k0 = 5. 

Пока в полосе Δfj принимается только помеха k0 = 5 и 
8

( )

5

i

i

W X


 , а 
8

0 0

5

µ µ ( ) 96,1W i

i

H


  . 

При появлении ДС с ρ = 0,5 математические ожидания µj(Н1) увеличиваются и согласно формуле (5) 

порог отсечения уменьшается до k1 = 1 и 
8

( )

1

i

i

W X


 , а 
8

1 1

1

µ µ ( ) 192W i

i

H


  . Таким образом, после 

УПС-фильтра уровень широкополосной помехи уменьшается с 128 до 96, т.е. на 1,25 дБ. На рис. 2 

приведены результаты статистического моделирования (усреднение по 10 000 реализациям).  
 

 

Рис. 2. Плотности вероятности процессов Z и W и их нормированные гистограммы для гипотез Н0 и Н1 

Fig. 2. Probability densities of Z and W processes and their normalized histograms for hypotheses H0 and H1 

 

 

Рис. 3. LOFAR, пример частотно-временной СПМ 

Fig. 3. LOFAR, an example of the time-frequency spectral power density (SPD) 
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Для всех частотных каналов Δfj, 1 ≤ j ≤ L/2, получаем вектор (СПМ) 1 2( ,..., ,..., )j j LW W W W . 

Временная последовательность оценок СПМ может использоваться для визуального представления 

спектра низкочастотных звуков в частотно-временном анализе, как сделано, например, в системе 

гидроакустического наблюдения LOFAR [13]. Пример такой визуализации – на рис. 3. Использование 

в качестве временных оценок СПМ векторов jW , в которых существенно уменьшена щирокополос-

ная составляющая исходного СПМ, позволяет обнаруживать слабые ДС. 
 

2. Обнаружение звукоряда 
 

Оценки СПМ вычисляются с шагом Δf по частоте. Очевидно, что основная частота ЗР не кратна 

Δf и может меняться в диапазоне [fmin, fmax], поэтому в ЗР необходима корректировка частоты f1. 

В заданном диапазоне [fmin, fmax] зададим K возможных значений основной частоты f1 с шагом Δf  

и сформируем множество {f1
k} основных частот: 

1 min max min, 0 1, ( )k k

f ff f k k K K f f         . 

Применив соотношение (1) для каждой основной частоты f1
k вычислим последовательность кратных 

частот 1

k k

lf lf . Скорректируем значения частот k

lf  путем их округления до ближайших целых зна-

чений, соответствующих частотам оценок СПМ в БПФ, 1argmink k

l
j

f j f lf   , где 1  j  L/2. В ре-

зультате получим множество { }kF  векторов 1 2( ,..., ,..., )k k k

k l LF f f f  скорректированных частот (K век-

торов). Размер вектора kF  –
12 k

kL f L f     (целая часть). Для вектора наблюдений jW  по каждому 

значению основных частот из множества {f1
k} вычислим оценку СПМ всего ЗР, используя соответ-

ствующие векторы kF  в качестве адресов,  
1

kL
k

k k i

i

W W f



 . Построив по всем значениям k оценку 

условной плотности вероятности 1

1

( ) ,
K

k

k k k

k

p W f W W  



   можно по критерию максимального прав-

доподобия оценить основную частоту ЗР – f1
max.  

После получения оценки maxW   операция обнаружения сводится к задаче проверки двух гипотез:  

– Н0, когда данные относятся только к шуму, для которого известны оценки 0µW  и 2

0σW ; 

– Н1, когда данные относятся к совместному воздействию сигнала (ДС) и шума. 

Таким образом, задача сводится к определению порога обнаружения α по правилу Неймана–

Пирсона при заданной Рлт и сравнению с порогом. Очевидно, что вероятность Робн по всему ЗР будет 

больше, чем Робн по отдельным ДС. Для статистики Z шума (Н0) 
2

0 02 σZ knm L  , 2 2

0 0σ 4 σZ knm L , а для 

статистики Z шума и сигнала (Н1) 
2

1 02 σ (1 ρ )Z nm    , 2 4

1 0σ 4 σ (1 ρ )Z nm   , где ρ  определяется обоб-

щенным отношением сигнал/помеха в широкой полосе ΔF [7]: 
2 2 2 2

1 0 1 0

1 1

ρ σ σ σ σ
k kL L

i i

i i

 

 

    , а 2

0σ i  и 2

1σ i  – 

дисперсии соответственно сигнала и шума в узкой полосе Δfi . 

Для статистики W формулы аналогичны, но 2

0σ i  и 2

1σ i  определяются на выходе УПС-фильтра. 

 

3. Результаты математического моделирования 
 

В качестве модели шумоизлучения используется модель, описанная в [5, 14]: 

0 0

1 0

( ) cos ( )

tK

k

k

S t A t f kt dt


 
    

 
  . 

Данное выражение описывает колебание, модулируемое по частоте, а функция f(t) называется 

модулирующим сигналом, позволяющим изменять основную частоту ЗР по специальным случайным 

законам в пределах 5 ÷ 10% от стационарного режима.  
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Плотности вероятности процессов Z и W и их нормированные гистограммы для гипотез Н0 и Н1 

для одной ДС приведены в примере выше и на рис. 2. ЗР состоит из 9 гармоник с одинаковыми ам-

плитудами, основная частота f1 = 10,17 (у.е.), ΔF = 128, Δf = 1,  N = 64, m = 8, n = 8, 2

0σ  = 1, α = 0,5 и 

для всех гармоник ρ = 0,5. На рис. 4 приведены СПМ шума, ЗР и смеси шума и ЗР до и после УПС-

фильтра (усреднение по 50 реализациям СПМ).  
 

 

Рис. 4. СПМ шума, ЗР и смеси шума и ЗР до и после УПС-фильтра 

Fig. 4. SPD noise, SPD harmonic series (HS) and mixture of noise and HS, before and after TOS-filter 
 

На рис. 5 представлен частотно-временной СПМ до УПС-фильтра (а) и после УПС-фильтра (b). 

На рис. 6, а для рассматриваемого примера приведены результаты статистического моделирования 

(усреднение по 10 000 реализациям). На рис. 6, b показаны оценки вероятности обнаружения Робн  

в зависимости от отношения сигнал/помеха ρ (для ДС) и ρ  (для ЗР). 
 

 
а                                                                              b 

Рис. 5. Частотно-временной СПМ до УПС-фильтра (а) и после УПС-фильтра (b) 

Fig. 5. Time-frequency SPD before the TOS-filter (a) and after the TOS-filter (b) 
 

                  
a                                                                                             b 

Рис. 6. Нормированные гистограммы процессов Z и W для гипотез Н0 (n) и Н1 (n + s) (а); 

оценки зависимости Робн от отношения сигнал/помеха (b) 

Fig. 6. Normalized histograms of processes Z and W for hypotheses H0 (n).and H1 (n+s) (а);  

estimates of the Pdet dependence on the signal-to-noise ratio (b) 
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Заключение 

 

Исследован алгоритм обнаружения сигналов (ДС и ЗР) на фоне шума, основанный на свойствах 

усеченных порядковых статистик (УПС-фильтр), который позволяет обеспечить большую Pобн при 

заданной Pлт по сравнению с «классическим» алгоритмом проверки двух гипотез. Выигрыш достига-

ется за счет введения дополнительного порога, отсекающего малые значения обрабатываемого сигнала, 

и использования для построения оценки этого порога информации, не использующейся в «классиче-

ском» алгоритме и содержащейся в предыдущих реализациях сигнала. 
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Introduction 

 

The problem of synthesis of filters, extrapolators and observers for dynamical systems with uncertain 

parameters, in particular, with interval parameters, was considered in [1–5]. These papers use methods  

of robust data processing. The robust Kalman filter is obtained for time-varying discrete-time linear systems 

by solving an optimization problem such that the upper bound on the variance of estimation error to be mini-

mized [1]. In [2], the problem of state estimation and determining at any moment the smallest set containing 

all the possible values of the state vector, simultaneously compatible with the state equations and with a priori 

known bounds of the uncertain parameters, is considered. In [3], a problem was considered in the case when 

all the matrices of both the system and the observations model are subjected to norm-limited parametric  

uncertainties. The robust regularization is implemented using the penalty function method. Robust Kalman 

filter is proposed in [4], where the problem was solved by using a linear matrix inequality optimization prob-

lem. In [5], was proposed the robust Kalman filtering framework for systems with probabilistic uncertainty 

in system parameters. The uncertainty is propagated using conditional expectations and polynomial chaos 

expansion framework. Methods of data processing using estimates of unknown input are given in [6, 7].  

In these papers Least Squares Method (LSM) was used to obtain estimates of unknown input. In [8–10]  

it was proposed to use a compensatory approach to calculate estimates of unknown input. In [11, 12] there 

were used additionally the algorithms of nonparametric smoothing to increase the accuracy of estimating 

unknown input. 

This paper considers the problem of robust extrapolation in discrete systems with additive perturba-

tions with unknown input and with interval parameters. It is based on a probabilistic approach to solving 

problems for model with interval parameters, which consists in the fact that the interval parameter is replaced 

by a uniformly distributed random variable [13]. 

The results of the work generalize results of the paper [14] to the case of the presence interval parame-

ters not in the systems model only but in the observations model also.  

 

1. The problem statement 

 

Consider the linear discrete system with interval parameters, described by the difference equation 

  0( 1) ( ) ( ) ( ), (0) ,x k Ax k f k Bq k x x      (1) 

where ( ) R nx k   is the state vector at time instant k, f(k) is the unknown input vector; x0 is the random vector with 

known mathematical expectation and covariance matrix T

0 0 0 0 0E[( )( ) ]N x x x x   ; A  is the state transition 

matrix with interval uncertainty (with the given lower and upper bounds of A  and A , respectively), 1( ) Rnq k   

is the random perturbations with the following characteristics: E[ ( )] 0q k  , E[ ( ) ( )] ,kjq k q j I B    is the 

perturbations transition matrix with interval uncertainty (with the given lower and upper bounds of B  and ),B  

I is the identity matrix. Here kj  is the Kronecker symbol. 

The observations  model is determined by the formula 

  ( ) ( ) ( ),y k Sx k Fv k   (2) 

where ( ) R ly k   is the observations vector, S  is the observations transition matrix with interval uncertainty 

(with the given lower and upper bounds of S  and S ), 1( ) R lv k   is the observations noise ( E[ ( )] 0v k  , 

TE[ ( ) ( )] δ ),kjv k v j I F  is the observations transition matrix with interval uncertainty (with the given lower 

and upper bounds of F  and F ). 

It is assumed that the sequences q(k), v(k) and x0 are mutually independent, system (1), (2) is observa-

ble under parametric perturbations of the dynamics matrix A  and observations matrix S . Using the infor-
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mation available to the time [0; ],k T  it is required to construct the forecast ˆ( 1)x k   by minimizing the fol-

lowing criterion 

  
0

ˆ ˆ(0; ) E[ ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))].
T

k

J T x k x k x k x k



    (3) 

 

2. Robust Extrapolator 

 

To solve the problem, we will use the recurrent extrapolator Kalman (EK), while using the probabilistic 

approach to find its transition matrix. The essence of the method lies in the fact that the interval parameters 

are replaced by independent random variables that are uniformly distributed over the uncertainty intervals.  

Then, using the probabilistic approach, we will replace the uncertain interval matrices A, B, S, F  by the 

matrices whose elements depend on random variables  

 

1

1 2 31 2

1 1 2

1 1

1 1

( ) ( ), ( ) ( ),

( ) ( ), ( ) ( ),

m mm

i i i i

i i m

m m m mm m m

i i i i

i m m i m m m

A A A B B B

S S S F F F



  

   

      

       

       

 

 

 (4) 

where i  are independent uniformly distributed random variables according on the interval [1, +1]  

( 1 2 31 1( 1, )i i = m m m m       ). We will assume that the random variables i  are independent of 0x , 

q(k) and v(k). In (4), the matrices 1
2
( ),A A A   1

2
( )B B B  , 1

2
( )S S S   and 1

2
( )F F F   are the me-

dians of the interval matrices , ,A B S  and .F  The matrices , ,i i iA B S  and iF  can be set so that one element 

corresponding to the uncertain element of the matrices , ,A B S  and F  remains nonzero. Its value can be  

determined by the width of the interval uncertainty of the elements of the matrices , ,A B S  and F . 

In this case, the model of the system (1) and observations (2) takes the form 

  0( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), (0) ,x k A x k f k B q k x x      
 (5) 

  ( ) (θ) ( ) (θ) ( ).y k S x k F v k   (6) 

However, we restrict ourselves to characterizing the first two moments of x(k) as defined below, since we 

apply the EK. To obtain the estimate, we use the recurrent algorithm 

 0
ˆ ˆ ˆ ˆ( 1) ( ) ( ) ( )( ( ) ( )), (0) ,x k Ax k f k K k y k Sx k x x       (7) 

where the matrix of the extrapolator transition coefficients K(k) is determined by the optimization of criteri-

on (3), taking into account the type of distribution of the parameter θ and assuming that the vector f(k)  

is known.  

Using the property of the trace operation ( T Ttry Ay Ayy ) and the rules for differentiating the trace 

function from the matrix multiplication [15]: 

 
tr tr

, ,
AXB A XB

A B BA
X X

 
  

 
 

 (8) 

from the equation 

 
(0; )

0
J T

K





, (9) 

we obtain an analytical expression for the matrix K(k) 

 -1( ) ( ) ( ( ) ( )) ,K k AN k S FF SN k S V k      (10) 

where the matrix V(k) is determined by the formula 

 
1 2 31 2 1 2

1 1 1 2

1 1 1
3 3 3

1 1 1

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ,
m m m mm m m m m m

i i i i i i

i m m i m m i m m m

V k S N k S S x k x k S F F
     

   

         

      (11) 
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and N(k) satisfies the difference matrix equation  

 
2

1 1
3 3

1 1

1
03

1

ˆ ˆ( 1) ( ( ) ) ( )( ( ) ) ( ) ( ) ( )

( )( ( ) ( )) ( ) , (0) .

m m

i i i i

i i

m m

i i

i m

N k A K k S N k A K k S A N k A A x k x k A

BB B B K k FF SN k S V k K k N N

   

 


    

 

      

     

 



 (12) 

In model (5) due to the fact that the median of the interval matrix A  is used as the dynamics matrix EK,  

the vector of the unknown input will change (this vector is denoted by r(k)) 

  
1

( ) ( ) ( ),
m

i i

i

r k f k A x k


    1 1( 1, )i i = m    , (13) 

where the second term is an additional unknown input arising from the uncertainty of the state transition matrix.  

As an algorithm for estimating the unknown input r(k), we will use the LSM method, in this case, the 

estimate can be constructed on the basis of minimizing the additional criterion [6, 7] 

 
 2 2

1

1

ˆ( ) ( ( 1) ( 1)) ( 1) ,
k

С D
t

I y t S Ax t r t r t


        (14) 

In (14) ,C D  are positive definite weight matrices. The LSM estimates of the unknown input, based on the 

minimization of criterion (14), will take the form 

  
LSM 1ˆ ˆ( ) [ ] [ ( ) ( 1)].r k S CS D S C y k SAx k       (15) 

To increase the accuracy of estimating an unknown input, we will additionally use nonparametric  

algorithms [11, 12] for smoothing the innovation process ˆ( ) ( 1)y k SAx k   

  
NP 1 ˆˆ ( ) [ ] ,r k S CS D S C      (16) 

where the j component of the vector ˆ ( )k  can be calculated by 

  
1

1

1
ˆ[ ( ) ( ( 1)]

ˆ ( ) .
1

k

j

t j

j
k

t j

k t
y t S Ax t G

k
k t

G





  
   

  
 

  
 
  





 (17) 

In formulas (17) ( )G   is a kernel function, j  is a bandwidth parameters. 

Robust extrapolation estimates in discrete systems with interval parameters were determined from the 

recurrent equation  

 0
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( 1) ( ) ( ) ( )( ( ) ( )), (0) ,x k Ax k r k K k y k Sx k x x       (18) 

where the matrix transition coefficients K(k) was calculated by formulas (10)–(12), and the estimates of ˆ( )r k  

was determined by formulas (16), (17). Note that the medians of the matrices ,A S  are used to calculate the 

estimates of ˆ( )r k . 

 

3. Simulation Results 

 

The simulation was performed for the following data 1 2 3( 2, 1, 2, 2):m m m m     

1 2 3

0 1 1 0 0 0 0 0 0,05 0
, , , , ,

0,02 0,73 0 1 0 0,4 0,04 0 0 0
A S A A S

         
             
           

4 5

0,1 0 0,05 0 0 0
, , ,

0 0.15 0 0 0 0,1
B B B

     
       
     

         

6 7

0,5 0 0,4 0 0 0
, , ,

0 0,6 0 0 0 0,4
F F F
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1 0 0,1 0
, ,

0 1 0 0,1
C D

   
    
   

 

0,1 0,25sin(0,1 )
( ) .

0,1 0,2sin(0,15 )

k
f k

k

 
  

 
 

The initial conditions are: 

2 0 0,1 0
ˆ(0) , (0) , (0) .

3 0 0 0,1
x x N

     
       
     

 

In (17), a Gaussian kernel function was used.  

Fig. 1 shows the results of comparing the standard errors of the deviations of the estimates of the state 

vector 

2

1

ˆ( ( ) ( ))

, ( 1,2)
1

N

i i

k
i

x k x k

i
N





  



 

for five algorithms (with different implementations of the components of a random vector θ): 

 optimal EK for systems with median matrices A, B, S and F, when f(k) is known (OEK); 

 optimal EK for systems with median matrices A, B, S and F, when f(k) is unknown, estimate f(k)  

is not used (OEKUN); 

 optimal EK for systems with median matrices A, B, S and F, LSM method (15) was used to 

calculate estimates of an unknown input, nonparametric smoothing was not applied for estimate unknown 

input (EK-LSM); 

 optimal EK for systems with median matrices A, B, S and F, LSM method and nonparametric 

smoothing (formulas (16), (17)) was applied (EK-LSM-NP); 

 proposed robust EK (10)–(12) for systems with interval parameters, LSM method and 

nonparametric smoothing were used (REK). 

The table presents 10 realizations of the values of the components of the random vector θ distributed 

with uniform density. Simulation results are obtained for extrapolation algorithms (N = 200) and by averag-

ing 100 realizations. 

Realizations of the values of the components of the random  

vector θ distributed with uniform density 

n/n θ1 θ2 θ3 θ4 θ5 θ6 θ7 

1 –0,97 0,99 –0,39 –0,73 –0,63 –0,24 0,35 

2 –0,83 0,84 0,07 0,39 0,15 –0,18 –0,02 

3 –0,82 0,30 0,57 –0,06 0,25 –0,48 0,18 

4 –0,18 0,88 –0,56 –0,24 0,52 0,08 0,72 

5 0,12 0,07 0,01 –0,73 –0,71 –0,04 0,38 

6 –0,87 –0,06 0,25 0,19
 

–0,03 –0,73 0,92
 

7 –0,48 0,57 –0,15
 

–0,87 –0,98 –0,84 0,64 

8 –0,80 0,38 –0,69 –0,94 0,08 –0,08 –0,94 

9 0,56 0,72 0,08 –0,80
 

0,59 –0,13 0,92
 

10 0,13 –0,20 0,45
 

–0,85 –0,07 –0,77 –0,25 

 

Fig. 1 shows that the procedures with robust extrapolation (REK) have the advantages in the accuracy 

compared to the known algorithms using the LSM estimates and LSM estimates with nonparametric smoothing. 

The advantage (REK) in accuracy compared to the (EK-LSM-NP) algorithm is from 3% to 15%.  

The worst results were obtained using estimates of an unknown input using the LSM method without 

smoothing (EK-LSM). The reason for this is the high level of intensity of measurements errors, which was 

used in the example, which led to a low quality of the estimation of f(k) by the LSM method and, as a conse-

quence, to a low accuracy of the estimation of the state vector. Smoothing the innovation process and pro-

posed robust algorithm improve accuracy estimates of the state vector. 
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a                                                                                                        b 

Fig. 1. Standard errors for extrapolation algorithms for ten simulation results 

a) first component, b) second component 
 

The algorithm (OEK) determines the potential capabilities of the EK algorithm, but algorithm (OEK) 

requires the exact values of the input vector f(k). In our problem, the input vector f(k) is not available for  

observation.  

 

Conclusions 

 

Using the probabilistic approach, algorithm for the synthesis of the robust extrapolator for discrete 

systems with unknown input and with interval parameters in the model and observations is proposed. 

The problem is solved using recurrent algorithms, the LSM method and nonparametric smoothing  

procedures. The proposed method implements a decrease in the influence of uncertainties in the model and 

observations using replacing an interval uncertainty by the probabilistic uncertainty and taking into account 

estimates of the unknown input with additional smoothing. 

The numerical example shows that the joint use of smoothing algorithms and robust approach can  

improve the estimation accuracy of the state vector. 
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Аннотация. Задача вычисления коэффициента корреляции двух случайных величин рассматривается  

в предположении, что математическое ожидание их произведения неизвестно, но известны первые два  

момента распределения каждой из них. Решение предлагается для случая, когда набор возможных значений 

одной величины определенным образом зависит от фиксированного значения другой величины. Показано, 

что с использованием дополнительной информации о форме взаимосвязи исследуемых случайных величин 

можно существенно упростить расчет коэффициента корреляции. 

Ключевые слова: случайные величины; коэффициент корреляции; условное математическое ожидание. 
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Введение 

 

В настоящее время корреляционный анализ широко используется практически во всех сферах 

науки и техники: в физике [1], химии [2], биологии [3], медицине [4], экономике [5], строительстве [6], 

а также в образовании [7] и т.д. При этом значительная часть исследований при решении той или 
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иной задачи зачастую сводится к проведению парного корреляционного анализа, а именно к вычис-

лению коэффициента корреляции Пирсона 
xyr  случайных величин Х и Y: 

 
cov( , ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
xy

x y

X Y M XY M X M Y
r

D X D Y 


  . (1) 

Здесь cov( , ) ( ) ( ) ( )X Y M XY M X M Y  – ковариация случайных величин Х и Y; ( )M XY  – математи-

ческое ожидание произведения случайных величин Х и Y; ( )M X  и ( )M Y  – математические ожида-

ния, ( )x D X 
 
и ( )y D Y   – средние квадратические отклонения, а ( )D X  и ( )D Y  – дисперсии 

случайных величин Х и Y соответственно.  

При вычислении коэффициента корреляции возможна ситуация, когда известны лишь число-

вые характеристики ( )M X , ( )M Y , ( )D X  и ( )D Y  исследуемых случайных величин Х и Y, а ( )M XY

неизвестно. В этом случае применение формулы (1) становится затруднительным либо вовсе невоз-

можным. Определенным выходом из такой ситуации может служить получение статистической 

оценки параметра rxy, т.е. вычисление выборочного коэффициента корреляции r*
xy. Подобный подход 

часто применяется при решении как общетеоретических, так и прикладных задач. Между тем если 

для вычисления выборочного коэффициента корреляции r*
xy необходимо проведение большого объе-

ма физических (химических, биологических и т.п.) экспериментов или имитационного моделирова-

ния, то эффективность такого подхода заметно снижается.  

Таким образом, актуальной является задача вычисления коэффициента корреляции rxy на осно-

ве первых двух моментов распределения случайных величин Х и Y и некоторой дополнительной 

(априорной) информации, характеризующей взаимосвязь между этими величинами. Решению данной 

задачи применительно к некоторым случайным величинам с определенной формой их взаимосвязи  

и посвящена настоящая работа. 

 

1. Постановка задачи  

 

Пусть Х и Y есть случайные величины, удовлетворяющие определенным предположениям, опи-

сание которых приведено ниже. 

Если Х и Y – непрерывные случайные величины, то предполагается, что величина Х может при-

нимать только неотрицательные значения, а при заданном значении x величины Х множество воз-

можных значений величины Y представляет собой отрезок [0, x].  

Если же Х и Y – дискретные случайные величины, то предполагается, что величина Х может 

принимать только неотрицательные целочисленные значения, а при заданном значении ix  величины 

Х величина Y может принимать значения 0, 1, 2, …, ix  (неотрицательные целочисленные значения, 

не превосходящие значения ix ).   

Если Х и Y – непрерывные случайные величины, то формализованное представление описанной 

взаимосвязи между величинами Х и Y имеет вид: 

 ( ) [0, ); ( ) [0, ]A X A Y x x   , (2)  

если Х и Y – дискретные случайные величины, то  

  0( ) ; ( ) 0,1, 2, ...,i iA X Z A Y x x  . (3)       

Здесь ( )A X  – множество всех возможных значений случайной величины Х; ( )A Y x  и ( )iA Y x  – мно-

жество всех возможных значений случайной величины Y при Х = x и Х = xi соответственно; 0Z  – 

множество неотрицательных целых чисел. 

Требуется вычислить коэффициент корреляции случайных величин Х и Y, удовлетворяющих 

ограничению (2) или (3) в предположении, что математическое ожидание их произведения неизвест-

но, но известны первые два момента распределения каждой из них. 



Обработка информации / Data processing 

94 

Следует заметить, что взаимосвязь между случайными величинами, описываемая соотношени-

ями (2) и (3), является весьма распространенной. В подтверждение этому приведем два примера из 

физики: 

1. Случайная величина Х – энергия кванта тормозного рентгеновского излучения, а случайная 

величина Y – энергия, переданная этим квантом поглотителю в результате взаимодействия с ним (со-

ответствует ограничению (2)).  

2. Случайная величина Х – число квантов рентгеновского излучения, упавших на детектор за 

определенный промежуток времени, а случайная величина Y – число квантов, зарегистрированных 

детектором за тот же самый промежуток времени (соответствует ограничению (3)). 
 

2. Подход к решению задачи и полученные результаты 
 

При ограничении (2) или (3) случайная величина Y представляет собой некую случайную долю 

случайной величины Х. Вследствие этого для решения поставленной задачи представляется целесо-

образным применить подход, основанный на предположении следующей формальной взаимосвязи  

данных величин:   

 αY X , (4)  

где α– независимая от Х случайная величина, распределенная на промежутке [0, 1].    

Взяв математическое ожидание от обеих частей равенства (4) и учитывая независимость вели-

чин α и Х, получим 

( ) (α ) (α) ( )M Y M X M M X  , 

откуда 

 
( )

(α)
( )

M Y
M

M X
 . (5) 

Из (4) и независимости случайных величин α и Х вытекает равенство 
2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )M XY M X X M X M M X      . 

Отсюда, учитывая (5), получаем 

 
2( )

( ) ( )
( )

M Y
M XY M X

M X
 . (6) 

При подстановке (6) в (1) будем иметь 

 

 2 2 2( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
xy

M Y M Y
M X M X M Y M X M X

M X M X
r

D X D Y D X D Y

 

    

 

( )
( )

( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )

M Y
D X

M Y D XM X

M X D YD X D Y
  . (7) 

Таким образом, на основе предположения (4) согласно (7) нами получена следующая формула 

для вычисления коэффициента корреляции случайных величин Х и Y, удовлетворяющих ограниче-

нию (2) или (3):  

( ) ( )

( ) ( )
xy

M Y D X
r

M X D Y
 . 

Между тем предположение (4) для случайных величин Х и Y, удовлетворяющих ограничению (2) 

или (3), в действительности может и не выполняться. Тогда формулу (6) следует воспринимать как 

приближенную, а значит, и полученную выше формулу для вычисления коэффициента корреляции 

этих величин также следует воспринимать как приближенную, т.е. 

 
( ) ( )

( ) ( )
xy

M Y D X
r

M X D Y
 . (8) 
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При этом вполне закономерно возникает задача оценки погрешности формулы (8). Однако ее 

решение весьма затруднительно вследствие неограниченного многообразия законов распределения.  

В то же время можно указать условие (более общее по сравнению с (4)), при соблюдении которого 

формула (8) является точной, т.е. коэффициенты корреляции, вычисляемые по формуле (8) и по «ис-

тинной» формуле (1), будут одинаковыми. 

Формула (8) является логическим следствием из (1) и (6), а значит, учитывая справедливость 

формулы (1), она будет точной, если формула (6) будет верна (будет точной).  

Нетрудно убедиться, что формула (6) будет верна (будет точной), если условное математиче-

ское ожидание (УМО) )( xYM имеет вид: 

 ( )M Y x x   (9) 

для непрерывных случайных величин Х и Y и, соответственно, вид: 

 ( )i iM Y x x   (10) 

для дискретных случайных величин Х и Y, где θ – постоянный множитель. 

Покажем это на примере непрерывных случайных величин Х и Y (для дискретных случайных 

величин ход рассуждений будет аналогичным). С этой целью введем обозначения: ),( yxf  – плот-

ность вероятности непрерывной двумерной случайной величины (Х, Y); ( )x – плотность вероятности 

случайной величины Х; ( )y x  – условная плотность вероятности случайной величины Y при Х = x. 

С учетом принятых обозначений формула (6) примет вид: 

 2

( , )

( , ) ( , )

( , )

yf x y dxdy

xyf x y dxdy x f x y dxdy

xf x y dxdy

 

   

 

 

   

 

 
 

   
 

. (11)   

Здесь и всюду в дальнейшем предполагается, что интегралы сходятся и при этом знаменатель в пра-

вой части (11) отличен от нуля. 

Воспользуемся разложением 

 ( , ) ( ) ( )f x y x y x   . (12) 

При подстановке (12) в (11) будем иметь 

 2

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

y x y x dxdy

xy x y x dxdy x x y x dxdy

x x y x dxdy

 

   

 

 

   

 

 

     

 

 
   

 

. (13)   

Переходя в (13) от двойных интегралов к повторным интегралам получим 

 
2

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

x y y x dy dx

x x y y x dy dx x x y x dy dx

x x y x dy dx

 

   

 

 

   

 

 
  

    
        

    
  

 

 
   

 

. (14) 

Условная плотность вероятности (так же как и безусловная) обладает свойством нормировки, т.е.  

 ( ) 1y x dy





  . (15) 

С учетом (15) равенство (14) примет вид: 

 
2

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

x y y x dy dx

x x y y x dy dx x x dx

x x dx

 

  

 



  



 
  

   
     

  

 
  



. (16) 
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Каждый из внутренних интегралов в (16) представляет собой УМО )( xYM . Следовательно, 

(16) можно переписать в виде: 

 2

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

x M Y x dx

x x M Y x dx x x dx

x x dx



 





 





   




 



. (17) 

Наконец, подставляя (9) в (17), получим тождество (учитывая, что const ) 

2 2

( )

( ) ( )

( )

x x dx

x x dx x x dx

x x dx



 





 



 

    




 



, 

что и доказывает справедливость формулы (6) при условии (9). 
 

3. Примеры условных законов распределения, когда полученная формула является точной  
 

Приведем сначала два примера условных законов распределения непрерывной случайной вели-

чины Y на промежутке [0, x], когда равенство (9) верно, а значит, формула (8) является точной. Пред-

варительно заметим, что условие нормировки условной плотности вероятности ( )y x  и выражение 

для УМО )( xYM  при этом соответственно будут иметь следующий вид: 

 
0

( ) 1

x

y x dy  ; (18) 

 
0

( ) ( )

x

M Y x y y x dy  . (19) 

В качестве первого примера рассмотрим распределение случайной величины Y на промежутке 

[0, x], которое обладает симметрией относительно центра данного промежутка, т.е. когда условная 

плотность вероятности ( )y x  характеризуется свойством 

 ( ) ( ) для   [0, ]y x x y x y x       и ( ) 0, если [0, ].y x y x    (20) 

Заметим, что распространенным частным случаем симметричного распределения (20) является рав-

номерное распределение 

1
,если [0, ],

( )

0, если [0, ].

y x
y x x

y x




  
 

 

С учетом (20) и (18) будем иметь для УМО (19) (произведя в одном из интегралов, приведен-

ных ниже, замену переменной y на переменную z по формуле y = x – z): 

0 0 0

1
( ) ( ) ( ) ( )

2

x x x

M Y x y y x dy y y x dy y y x dy
 

       
 

    

0

0 0 0

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

x x x

x

y y x dy x z x z x dz y y x dy x z x z x dz
   

               
   
     

0 0 0 0

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

x x x x

y y x dy x y x y x dy y y x dy x y y x dy
   

              
   
     

0 0 0

1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2

x x x

y x y y x dy x y x dy x y x dy x           . 

Таким образом, в данном случае равенство (9) верно, а коэффициент θ = 1/2. 
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В качестве второго примера рассмотрим условное распределение случайной величины Y на 

промежутке [0, x] по степенному закону, т.е. 

1

1
, если [0, ],

( )

0, если [0, ],

a

a

a
y y x

y x x

y x






  
 

 

где параметр a > 0. При подстановке данной плотности вероятности в (19) получим  

1
( )

2

a
M Y x x

a





. 

Таким образом, в данном случае равенство (9) также верно, и при этом коэффициент 1
2

a
a

 


.   

Приведем теперь три примера условных законов распределения дискретной случайной величи-

ны Y, удовлетворяющей ограничению (3), когда (10) верно, а значит, формула (8) является точной. 

Предварительно заметим, что согласно ограничению (3) случайная величина Х принимает только це-

лочисленные неотрицательные значения, т.е. все ix  (i = 1, 2, …, n) – целые неотрицательные числа,  

а при Х = xi случайная величина Y распределена на множестве целых чисел {0, 1, 2, …, xi}, т.е. имеет 

следующие возможные значения: 

 , ( 0,1,2,..., )j iy j j x  . (21) 

Введем обозначение вероятности того, что случайная величина Y примет значение yj = j (j = 0, 1, 

2, …, ix ) при условии, что случайная величина Х приняла значение xi (i = 1, 2, …, n): 

  ( ) j iS j i P Y y X x    (22)  

Заметим при этом, что свойство нормировки условной вероятности ( )S j i , учитывая (21), будет 

иметь вид: 

 
0

( ) 1
ix

j

S j i


 . (23)    

Рассмотрим теперь в качестве первого примера распределение случайной величины Y на мно-

жестве {0, 1, 2, …, xi}, которое обладает симметрией относительно медианы (серединного элемента) 

данного множества, т.е. когда условная вероятность ( )S j i  характеризуется свойством 

 ( ) ( ),iS j i S x j i   0,1, 2,..., ij x  . (24) 

Отметим, что распространенным частным случаем указанного условного распределения является 

дискретное равномерное распределение случайной величины Y на множестве {0, 1, 2, …, xi}:  

1
( ) , 0,1, 2,..., .

1
i

i

S j i j x
x

  


 

С учетом (21), (23) и (24) будем иметь для УМО )( ixYM  (произведя в одной из сумм, приве-

денных ниже, замену переменной j на переменную k по формуле j = xi – k): 

0 0 0 0

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

i i i ix x x x

i j

j j j j

M Y x y S j i jS j i jS j i jS j i
   

 
     

 
     

0

0 0 0

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

i i i

i

x x x

i i i i

j k x j k

jS j i x k S x k i jS j i x k S x k i
   

   
           

  
     

0 0 0 0 0

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

i i i i ix x x x x

i i i i

j j j j j

jS j i x j S x j i jS j i x j S j i x S j i
    

   
           

   
      

0

1 1
( )

2 2

ix

i i

j

x S j i x


  . 

Таким образом, в данном случае равенство (10) верно, а коэффициент θ = 1/2. 
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В качестве второго рассмотрим следующий пример. Случайная величина Y при Х = xi распреде-

лена по биномиальному закону с параметрами xi (число испытаний Бернулли) и p (вероятность успеха 

(некоторого события) в отдельном испытании Бернулли). Тогда согласно [8] 

( )i iM Y x x p , 

а значит, в данном случае равенство (10) также верно, а коэффициент θ = p.  

Рассмотрим теперь третий пример. Пусть имеется некоторая генеральная совокупность объема 

N, в которой M (0 < M < N) объектов обладают заданным свойством. Предположим, что объем выбор-

ки, подлежащей извлечению из этой генеральной совокупности, есть случайная величина Х, которая 

может принимать значения 1, 2, …, n. Тогда случайная величина Y – число объектов в выборке, обла-

дающих заданным свойством, при Х = xi = i (i = 1, 2, …, n) будет иметь гипергеометрическое распре-

деление с параметрами ix , M, N. Следовательно, согласно [8]  

( )i i

M
M Y x x

N
 , 

а значит, в данном случае равенство (10) также верно, а коэффициент θ
M

N
 . Заметим, что условие 

 ( ) 0,1, 2,...,i iA Y x x  из ограничения (3) при этом будет выполнено, если положить M n ; 

N M n  . 

Применим теперь формулу (6) для приближенного вычисления коэффициента корреляции двух 

случайных слагаемых случайной величины. 

 

4. Вычисление коэффициента корреляции двух случайных слагаемых случайной величины 

 

Пусть случайная величина Х разбивается случайным образом на сумму двух случайных вели-

чин Y и Z, т.е. 

 Х = Y + Z. (25) 

Требуется вычислить коэффициент корреляции случайных величин Y и Z.  

Из (25) следует 

cov( , ) ( ) ( ) ( ) ( )Y Z M XY M X M Y D Y   . 

Отсюда, принимая во внимание приближенную (в общем случае, т.е. без предположения (4)) форму-

лу (6), будем иметь  

 
( )

cov( , ) ( ) ( )
( )

M Y
Y Z D X D Y

M X
  . (26) 

Из (26) окончательно получаем искомую приближенную формулу для вычисления коэффициента 

корреляции двух случайных слагаемых случайной величины 

 

( )
( ) ( )

( )
.

( ) ( )
yz

M Y
D X D Y

M X
r

D Y D Z



  (27) 

Заметим, что полученная формула (27) является точной при соблюдении условия (9) для непре-

рывных величин или условия (10) для дискретных величин.  

 

5. Пример использования полученных результатов 

 

Пусть случайная величина Х распределена по закону Пуассона с параметром λ. Случайные ве-

личины Y и Z удовлетворяют уравнению (25) и при Х = n распределены по биномиальному закону 

соответственно с параметрами n, p и n, 1 – p.  Тогда (в чем несложно убедиться) безусловные законы 

распределения случайных величин Y и Z будут представлять собой законы распределения Пуассона  
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с параметрами λp и λ(1 – p) соответственно. Очевидно, что пары случайных величин Х и Y , а также  

Х и Z удовлетворяют ограничению (3). 

Отметим как один из возможных вариантов следующий физический смысл рассматриваемых 

случайных величин: случайная величина Х – число квантов моноэнергетического излучения, упавших 

на поглотитель за фиксированный промежуток времени, случайные величины Y и Z – число квантов 

среди тех, которые упали на поглотитель и при этом соответственно испытали / не испытали взаимо-

действие с поглотителем. 

Применяя формулы (8) и (27) к рассматриваемым величинам, будем иметь 

 ; 1 ; 0xy xz yzr p r p r    . (28) 

С целью проверки полученных результатов (28) было проведено компьютерное моделирование 

этих случайных величин с последующим расчетом выборочных коэффициентов корреляции *r  при 

разных сочетаниях параметров λ и p. При этом для каждой пары значений данных параметров разыг-

рывалось 10 000 реализаций исследуемых случайных величин. Результаты моделирования приведены 

в таблице. Там же для наглядности приведены теоретические коэффициенты корреляции r, вычис-

ленные по формулам (28). 

Выборочные и теоретические коэффициенты корреляции рассматриваемых случайных величин  

при разных сочетаниях параметров λ и p 

λ p 
*

xyr  xyr  *

xzr  
xzr  

*

yzr  yzr  

1 000 0,1 0,3230 0,3162 0,9479 0,9487 0,0048 0 

1 000 0,5 0,7164 0,7071 0,6964 0,7071 –0,0018 0 

1 000 0,9 0,9496 0,9487 0,3072 0,3162 –0,0065 0 

100 0,1 0,3089 0,3162 0,9504 0,9487 –0,0023 0 

100 0,5 0,7100 0,7071 0,7056 0,7071 0,0020 0 

100 0,9 0,9487 0,9487 0,3416 0,3162 0,0270 0 

10 0,1 0,3189 0,3162 0,9475 0,9487 –0,0009 0 

10 0,5 0,7054 0,7071 0,7065 0,7071 –0,0032 0 

10 0,9 0,9492 0,9487 0,3184 0,3162 0,0038 0 

 

Как видно из таблицы, значения теоретических коэффициентов корреляции хорошо согласуют-

ся с соответствующими значениями выборочных коэффициентов корреляции, что делает целесооб-

разным использование полученных в настоящей работе результатов при исследовании тесноты связи 

между случайными величинами, удовлетворяющими ограничению (2) или (3). Эти результаты могут 

быть использованы, в частности, при исследовании взаимосвязи выходных сигналов сэндвич-

детекторов излучения, применяемых в рентгеновских досмотровых системах с целью обнаружения 

несанкционированных вложений в контролируемых объектах [9, 10].  

 

Заключение 

 

Получена формула (8) для вычисления коэффициента корреляции двух случайных величин при 

неизвестном математическом ожидании их произведения для случая, когда эти величины удовлетво-

ряют ограничению (2) или (3) и известны первые два момента распределения каждой из них. Показа-

но, что данная формула является точной при соблюдении условия (9) или (10). Приведены примеры 

законов распределения, для которых эти условия выполняются. 

Получена формула (27) для вычисления коэффициента корреляции случайных слагаемых слу-

чайной величины, которая, как и формула (8), является точной при соблюдении тех же условий (9) 

или (10).  

На примерах показано, как с использованием дополнительной информации о форме взаимо-

связи исследуемых случайных величин можно существенно упростить расчет коэффициента корре-

ляции.  
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Аннотация. Сопоставление общего числа зарегистрированных следов с имеющимися в литературе оценка-

ми числа тигров показало наличие существенных различий на территории Приморского края. Для устранения 

вероятных ошибок исходные данные представляются неоднородным точечным пуассоновским потоком. Рас-

сматривается задача обработки данных по расчету плотности населения амурского тигра в районах Приморско-

го края. Первичным основанием для такого расчета послужила авторская выборка сведений регистрации следов 

хищника в зимний период. Рабочая методика учета следа моделируется процедурой раскраски точек потока  

в зависимости от вероятности обнаружения следа. Эта вероятность становится мешающим параметром, устра-

нение которого производится заменой числа следов на долю следов в различных районах. Доказывается теорема 

о сходимости доли следов к предельному значению при устремлении к бесконечности параметра пуассоновско-

го распределения, характеризующего общее число следов. Полученные результаты иллюстрируются картой, ха-

рактеризующей расчетные доли следов амурского тигра в Приморском крае на учетный период 2005 г. 

Ключевые слова: пуассоновский поток; раскраска точек потока; число следов; предельная теорема для 

доли числа следов. 
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Abstract. Comparison of the total number of registered tracks with the estimates of the number of tigers available 

in the literature showed the presence of significant differences in the territory of Primorsky Krai. To eliminate possible 

errors, the source data is represented by an inhomogeneous point Poisson flow. The problem of processing data on the 

calculation of the population density of the Amur tiger in the regions of Primorsky Krai is considered. The primary basis 
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for this calculation was the author's sample of information on the registration of predator tracks in winter. The working 

method of trace accounting is modeled by the procedure of coloring flow points depending on the probability of trace 

detection. This probability becomes an interfering parameter, which is eliminated by replacing the number of traces 

with the proportion of traces in different areas. The theorem on the convergence of the fraction of traces to the limiting 

value is proved when the parameter of the Poisson distribution characterizing the total number of traces tends to  

infinity. The results obtained are illustrated by a map characterizing the estimated proportions of Amur tiger tracks in 

the Primorsky Territory for the accounting period of 2005. 

Keywords: Poisson flow; coloring of flow points; number of traces; limit theorem for the fraction of the number 

of traces. 
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Введение 

 

В задачах из области наук о Земле нередко используется понятие неоднородного пуассоновско-

го потока точек. Такой поток точек применялся в геологических исследованиях [1–3]. Подобная ве-

роятностная модель также возникает при изучении пространственного распределения подвижных 

животных [4]. Близкие по приложениям результаты, связанные с применением пуассоновского потока 

точек в экологических исследованиях, приведены в монографии [5]. В настоящей работе неоднород-

ный пуассоновский поток точек применен к решению важной региональной задачи – исследованию 

плотности населения амурского тигра, рассчитываемой на основе зарегистрированных на учетных 

маршрутах следов хищника на территории Приморского края [6–9]. Полагаем, что отсутствие необ-

ходимой математической коррекции может приводить к большим ошибкам при сопоставлении  

результатов в различные годы. В этой связи естественным будет обратить специальное внимание на 

расчеты вероятности обнаружения следов, которые зависят от многочисленных природных и эконо-

мических характеристик. 

Полевой учет амурского тигра в зимний период 2004–2005 гг. осуществлялся Управлением  

Росприроднадзора по Приморскому и Хабаровскому краям, Приморкрайохотуправлением, Хабаровск-

крайохотуправлением, Тихоокеанским институтом географии и Биолого-почвенным институтом ДВО 

РАН с финансовой поддержкой и участием Общества сохранения диких животных (WCS) и WWF 

России. По данным специалистов, суммарное число обнаруженных следов амурского тигра в 2005 г. 

составило 6 869, в то же время сообщалось, что общее число тигров на территории Приморского края 

в 2005 г. составляло 357–425 особей [10]. Различия между числом зарегистрированных «в поле» сле-

дов и общим числом обитающих тигров свидетельствуют о необходимости осуществления специаль-

ных математических процедур при обработке данных. Такие ошибки становятся при статистической 

обработке мешающими параметрами [11–13]. 

Содержательная важность и математическая актуальность предложенного анализа состоит  

в отсутствии необходимого приложения, полезного в использовании при изменяющихся процедурах 

расчетов следов животных. Важнейшим элементом является установление плотности населения 

амурского тигра, что не требует расчета общей численности животных, но позволяет избежать субъ-

ективных мнений при анализе ситуации. С тем чтобы освободить результаты обработки данных от 

этих мешающих параметров, в работе предлагается вместо числа следов оценивать доли следов  

в различных районах Приморского края. Укажем, что представляемое здесь исследование было осу-

ществлено на основе организованного Тихоокеанским институтом географии ДВО РАН перерасчета 

данных, полученных большим коллективом исследователей в 2005 г. [14]. Следует также отметить, что 

в последнее время техника устранения мешающих параметров из статистических выборок суще-

ственно востребована в задачах квантовой информатики [15], что свидетельствует об общей перспек-

тиве данного математического подхода. 
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1. Основные результаты 

 

Для решения поставленной задачи удобно воспользоваться следующей теоремой [5. C. 73]  

о раскраске точек пуассоновского потока.  

Теорема 1. Пусть Π – пуассоновский процесс на пространстве S с мерой интенсивности λ. 

Раскрасим точки процесса Π случайным образом в k цветов так, что вероятности покрасить точку 

в i-й цвет равны pi и цвета различных точек независимы (друг от друга и от положения точек). 

Тогда Πi – независимые пуассоновские процессы с мерами интенсивности λi = piλ.  

Используя эту теорему, можно произвести анализ числа точек пуассоновского потока в ограни-

ченных и измеримых по Лебегу подобластях , =1, , ,kG k m  двумерного эвклидова пространства. 

Предположим, что задан пуассоновский поток точек π с интенсивностью = ( , )x y   и выполнены 

соотношения  

=1

= ( , ) < , =1, , , = .
m

k k
G

k k

x y dxdy k m      

Обозначим = k
k





 и всюду далее полагаем ,,1,=,= mkconstk   допуская предельное со-

отношение .  Пусть каждая точка потока π независимо от других точек и от своих координат  

с вероятностью p входит в поток Π. Тогда поток Π является пуассоновским с интенсивностью ( , )p x y . 

Следовательно, число nk точек потока Π в подобласти Gk имеет пуассоновское распределение с пара-

метром pλk, а сумма 
=1

=
m

kk
n n  имеет пуассоновское распределение с параметром pλ. Поэтому вы-

полняются соотношения  

 = = , =1, , , = = .k k kMn Dn p k m Mn Dn p   (1) 

Отсюда следует, что относительная ошибка оценки параметра pλk случайной величиной nk имеет вид: 

1
= .k

k k

n
D

p p 
 Аналогично получаем, что относительная ошибка оценки параметра pλ случайной 

величиной n имеет вид: 
1

= .
n

D
p p 

 

Из неравенства Чебышева следует, что при любом ε, 0 < ε < 1, и при    

 
2

1
1 1 1 1, =1, , ,k

k k

n
P k m

p p

 
         

   
 

2

1
1 1 1 1.

n
P

p p

 
         

  
 (2) 

Из формул (1), (2) следует, что случайная величина nk является несмещенной и состоятельной 

оценкой параметра pλk, а случайная величина n является несмещенной и состоятельной оценкой 

параметра pλ при .  

Обозначим ,=
n

n
N k

k  используя формулы (1), (2), нетрудно при любом , 0 < ε < 1/2, получить 

неравенство  

 
2 2

1 1 1 1
1 2 1 4 1

1 1

k k

k k k

N N
P P

p p

      
              

          
. (3) 

Используя неравенство 1,k  из формулы (3) получаем соотношение  

   2 2

1 1
2 4 1 1, .k k

k

P N
p p

          
  

 (4) 

Таким образом, доказано следующее утверждение.  

Теорема 2. Справедлива сходимость по вероятности случайной величины Nk к параметру Λk 

при .   
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Тем самым отношение Nk является состоятельной оценкой параметра Λk, свободного от вероят-

ности p, являющейся в этой задаче мешающим параметром. Неравенство (4) является достаточно 

грубым и вдобавок включает неизвестный мешающий параметр p. Однако при увеличении λ (или при 

большом n) точность оценки (4) повышается. 

 

2. Доли числа следов за 2005 г. в районах Приморского края 

 

В настоящем разделе рассчитаны доли числа следов в 24 районах Приморского края за 2005 г. 

Вычислена разность между долями следов в различных районах края; полученное пространственное 

распределение показано на карте (рис. 1).  
 

 

Рис. 1. Карта районов Приморского края с окраской, определяемой долями следов тигра в 2005 г. 

Fig. 1. Map of Primorsky Krai districts with color determined by proportions of tiger tracks in 2005 

 

Из рис. 1 видно, что в северных районах Приморского края доля числа следов максимальна.  

На юге края в основном располагаются районы со средней долей численности следов. При этом на 

юге края находится совсем небольшое число районов с малой долей числа следов. Районы (общим 

числом 4), в которых доли числа следов больше 0,09, окрашены красным цветом. Районы (общим 

числом 15), в которых доли числа следов меньше 0,09, но больше 0,01, окрашены голубым цветом. 

Районы (общим числом 5), у которых доли числа следов меньше 0,01, окрашены желтым цветом.  

Полагаем, что наглядность представления географического распределения и тенденций ее из-

менения для амурского тигра чрезвычайно важна в практическом отношении, следовательно, суще-

ствует необходимость системного привлечения методов математической обработки данных.  



Цициашвили Г.Ш., Бочарников В.Н., Краснопеев С.М. Метод устранения мешающего параметра  

105 

Заключение 

 

Считаем, что рассмотренный в сообщении опыт может быть принят для рассмотрения при со-

вершенствовании государственной методики учета следов животных. Исследование динамики про-

странственного распределения амурского тигра по территории Приморского края ныне существенно 

затруднено без специальной математической обработки первичных подсчетов следов. Авторы реко-

мендуют полевым специалистам более широко использовать для оценочных работ специализирован-

ные математические методы. В этой связи можно отметить, что хорошо зарекомендовала себя проце-

дура устранения мешающих параметров путем перехода от абсолютного числа следов к доле следов  

в различных районах. 
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Аннотация. Рассматривается задача оптимизации клиентской компоненты взаимодействующих по клиент-

серверной архитектуре приложений. Критерием оптимизации выступает уменьшение количества взаимодей-

ствий, т.е. уточнение клиентской спецификации таким образом, чтобы по возможности не осуществлялось 

лишних запросов от клиента к серверу. Предлагается алгоритм модификации спецификации клиента по дереву 

достижимости.  
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Введение 

 

Клиент–сервер – классическая архитектура организации информационных систем. В этой архи-

тектуре система представляется двумя программами: клиентом и сервером. Сервер владеет ресурсами 

(файлами, базами данных и т.п.) и обслуживает запросы на доступ к ним. Клиент запускается, напри-

мер, в браузере пользователя информационной системы и через свой графический интерфейс (кноп-

ки, текстовые поля и т.п.) общается с пользователем. Между собой клиент и сервер общаются через 

телекоммуникационную сеть (например, Интернет). Всякое сообщение (запрос) от клиента серверу 

или наоборот проходит через сеть. В общем случае путь сообщения пролегает через некоторое коли-

чество промежуточных узлов (маршрутизаторов, коммутаторов и т.д.), и каждый узел затрачивает 

энергию на обработку сообщения. Кроме того, время, затрачиваемое на прохождение запроса к сер-

веру, формирование ответа и прохождение ответа от сервера к клиенту, имеет значительные величи-

ны, заметные человеку. Поэтому манипуляции с интерфейсом в браузере, например нажатия кнопки, 

которые требуют взаимодействия клиента с сервером, выглядят с точки зрения человека как некото-

рое «подтормаживание» системы, что ухудшает впечатление пользователя (user experience) от систе-

мы. Таким образом, уменьшение количества взаимодействий между клиентом и сервером является 

задачей, актуальной как с точки зрения экологии (уменьшении совокупного потребления ресурсов 

системой), так и с точки зрения пользовательского опыта. 

При совместной работе клиентской и серверной реализаций протоколов возникают ситуации, 

когда клиент осуществляет лишние (избыточные) запросы к серверу, в то время как и без этих запро-

сов ответ клиента конечному пользователю предопределен. Такая предопределенность может быть 

обусловлена как требованиями RFC, так и, в некоторых случаях, накопленной к этому этапу взаимо-

действия информацией, например о настройках сервера или о реализованных на сервере опциях. 

Задача модификации («ограничения») спецификации клиентского приложения, правда, с не-

сколько иной целью (по иному критерию), рассматривается в работе [1]. Предлагается ограничить 

спецификацию клиента, чтобы на серверное приложение не могли поступить входные последова-

тельности, на которых поведение сервера не определено. Отметим, что в этой работе дана только 

идея; шаги определения недопустимой последовательности и ограничения спецификации клиента 

описаны общими формулировками.  

Распространенным подходом к оптимизации одной из взаимодействующих компонент является 

решение автоматных уравнений [2, 3] и неравенств, после чего среди всего множества решений вы-

бирается такое решение, которое соответствует заданному критерию. В нашем случае данный подход 

тоже можно было бы исследовать. Тогда необходимо решить уравнение  

X  Server  Spec, 

где Server – спецификация сервера, Spec – спецификация взаимодействия клиента и сервера, которая 

может быть получена в результате композиции исходных спецификаций клиента и сервера,  – операция 

композиции,  – отношение эквивалентности. Среди всех решений данного уравнения нужно выбрать 

такое решение X (такого клиента), которое порождает минимум диалогов с сервером. Возможно, такая 

постановка задачи окажется тесно связанной с поиском так называемых l-ограниченных решений [2]. 

В данной работе предлагается оптимизировать спецификацию клиента с точки зрения отсутствия 

лишних запросов к серверу путем построения модифицированного дерева достижимости. Такое дерево 

достижимости отличается от классического, введенного в работе [4] и используемого с некоторыми 

модификациями, например в работе [5]. В предлагаемом в данной работе варианте дерева достижи-

мости вершинам ставится в соответствие помимо пар состояний клиента и сервера еще и таблица пе-
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реходов-выходов сервера, уточненная согласно уже пройденному пути. В нашей постановке задачи 

спецификация сервера является недетерминированным автоматом, и при построении дерева некото-

рые ребра соответствуют фиксации переходов в таблице переходов-выходов сервера, поскольку мы 

полагаем, что реализация является детерминированной. Также в предлагаемом в работе модифициро-

ванном дереве достижимости стабильной объявляется не всякая вершина, при переходе в которую 

был выдан внешний выходной символ, а только такая, которая уже встречалась выше с той же табли-

цей переходов-выходов сервера.  

 

1. Основные понятия и определения 

 

1.1. Конечный автомат 

 

Конечным автоматом называется пятерка S = (S, I, O, TS, s0), где S – непустое конечное множе-

ство состояний с выделенным начальным состоянием s0, I – непустое множество входных символов, 

называемое входным алфавитом, O – непустое множество выходных символов, называемое выход-

ным алфавитом, TS  I  S  S  O – отношение переходов [2]. 

Автомат S называется полностью определенным, если для каждой пары (i, s)  I  S существует 

по крайней мере одна пара (o, s')  O  S такая, что (i, s, s', o)  TS. В противном случае автомат S 

называется частичным. 

Автомат S называется наблюдаемым, если для любой тройки (i, s, o)  I  S  O существует не 

более одного состояния s'  S такого, что (i, s, s', o)  TS, в противном случае автомат называется не-

наблюдаемым (т.е. в наблюдаемом автомате, зная текущее состояние, входное воздействие и наблю-

дая выходную реакцию, можно однозначно определить следующее состояние). Поскольку известно, 

что для любого недетерминированного ненаблюдаемого автомата существует эквивалентная наблю-

даемая форма [6], для удобства далее будем рассматривать только наблюдаемые автоматы. 

Автомат S называется детерминированным, если для любой пары (i, s)  I  S существует не 

более одной пары (o, s')  O  S такой, что (i, s, s', o)  TS, в противном случае автомат называется 

недетерминированным.  

В настоящей работе мы рассматриваем полностью определенные, возможно, недетерминиро-

ванные, но всегда наблюдаемые автоматы.  

Отношение переходов обычным образом распространяется на входные и выходные последова-

тельности. Пара /, где  = i1…ik,  = o1…ok, называется вход-выходной последовательностью авто-

мата в состоянии s , если существует последовательность состояний s0, ..., sk  S такая, что s0 = s и 

(ij, sj-1, sj, oj)  TS, j = 1, ..., k. Множество вход-выходных последовательностей в состоянии s  называ-

ется языком автомата в состоянии s , обозначение: LS(s). Язык автомата в начальном состоянии 

называется просто языком автомата и обозначается LS. Автомат A = (S, I, O, TA, s0) есть редукция ав-

томата B = (Q, I, O, TB, s0) (обозначение: A  B), если LA  LB. Автоматы A и B эквивалентны (обозна-

чение: A  B), если A  B и B  A. 

 

1.2. Параллельная композиция конечных автоматов 
 

Рассмотрим параллельную композицию автоматов client = (S, X V, YU, Tclient, s0) и server = 

(Q, U, V, Tserver, q0) (рис. 1), в которой: 

– автомат client имеет входной алфавит X  V, выходной алфавит Y  U; 

– автомат server имеет входной алфавит U, выходной алфавит V; 

– алфавиты X1, X2, Y1, Y2, V и U попарно не пересекаются. 

Параллельная композиция автоматов client и server имеет: 

– входной алфавит X; 

– выходной алфавит Y; 
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– под действием входного символа x  X композиция «вырабатывает» внешний выходной сим-

вол y  Y или внутренний выходной символ из алфавита U, который является входным для другой 

компоненты; 

– следующий входной символ может быть подан на композицию только после того, как компо-

ненты закончили внутренний диалог. 
 

 

Рис. 1. Схема взаимодействия клиента и сервера 

Fig. 1. Scheme of interaction between client and server 

 

Иными словами, параллельная композиция представляет собой пару компонент, взаимодейству-

ющих в режиме диалога, где лишь внешняя компонента (client) может получать входные воздействия 

от среды (пользователя или тестировщика), в то время как внутренняя компонента (server) принимает 

внутренние выходные символы от первой компоненты и возвращает выходные символы, которые яв-

ляются входными символами для внешней компоненты. Для того чтобы анализировать совместную 

работу таких компонент, их поведение часто моделируется одним конечным автоматом-композицией. 

Диалогом считается непустое взаимодействие компонент, которое происходит между подачей 

внешнего входного символа и выдачей внешней выходной реакции. 

Отметим, что при совместной работе компоненты могут попадать в бесконечный диалог, при 

котором никогда не достигается новое стабильное состояние. Такая ситуация называется осцилляцией, 

или зацикливанием. Также при совместной работе компонент на компоненту может быть подано 

входное воздействие, при котором поведение компоненты не определено. Такие ситуации в данной 

работе не рассматриваются. 

 

2. Построение модифицированного дерева достижимости 

 

Ведем понятие модифицированного дерева достижимости, отличающегося от классического 

дерева достижимости (reachability graph) следующим образом. 

В классическом дереве достижимости [4] вершинам сопоставляются так называемые глобальные 

состояния – пары состояний взаимодействующих автоматов. Ребра – переходы между этими состоя-

ниями, помечены парой «входное воздействие / выходная реакция» в алфавитах активной на данный 

момент компоненты. В параллельной композиции компоненты активны по очереди, и ребро будет 

помечено парой x/y, если на внешнюю компоненту (на client) был подан внешний входной символ x  X 

и клиент ответил внешним выходным символом y  Y (диалога между клиентом и сервером в этом 

случае не произошло). Если же в ответ на внешний входной символ x  X клиент начинает диалог с сер-

вером, то ребро будет помечено парой x/u, где u  U. Символ u  U является одновременно выходным 

символом для клиента и входным символом для сервера, значит, следующее ребро будет помечено 

парой u/v – активной станет компонента server. Сервер является внутренней компонентой в данной 

композиции, поэтому ответ во внешнюю среду выдан быть не может. Ответ приходит на клиентскую 

компоненту. Дальше снова активным становится клиент, поскольку v  V – входное воздействие на 

компоненту client. Теперь клиентская компонента может либо снова ответить выходным символом из 

алфавита U, и тогда ребро будет помечено парой v/u, что продолжит диалог между клиентом и серве-

ром, либо клиент ответит внешним выходным символом y  Y, ребро будет помечено парой v/y, ав-

томат композиции перейдет в так называемой стабильное состояние. Напомним, что следующий 

X 

Y 

U 

V 

Client Server 
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входной символ может быть подан на композицию только после того, как компоненты закончили 

внутренний диалог – это и есть стабильное состояние. Таким образом, построение дерева достижи-

мости осуществляется путем моделирования взаимодействия автоматов-компонент. Корнем дерева 

является пара начальных состояний автоматов-компонент. Моделирование ведется по всем входным 

символам из внешнего алфавита X. Вершина объявляется листом, если она соответствует стабильно-

му состоянию и уже встречалась. Построение дерева достижимости заканчивается, когда «раскрыты» 

все нелистовые вершины, которым соответствуют стабильные состояния.  

В модифицированном дереве каждая вершина дополняется таблицей переходов-выходов сервера 

(внутренней компоненты). Напомним, что серверная компонента в нашем случае является недетер-

минированным автоматом. Пусть рассматривается нестабильное глобальное состояние st, и активной 

компонентой является сервер. Пусть в предыдущем состоянии на вход сервера был подан символ u. 

Тогда, раскрывая состояние st, мы перебираем все пары u/v, такие что из состояния t сервера есть пе-

реход по входу u с выходом v в таблице переходов-выходов, приписанной рассматриваемой вершине. 

Из текущей вершины (которой соответствует st) в дерево добавляем ребро с пометкой u/v в новую 

вершину st (в таблице переходов-выходов текущей вершины есть переход из t в t по u с выдачей v – 

в новую вершину в качестве пометки добавляем таблицу переходов-выходов из текущей вершины, но 

удалив в ней все остальные переходы из t по u, кроме выбранного нами для данного ребра и новой 

вершины перехода). Вершина объявляется листом, если ее пометка соответствует стабильному со-

стоянию и уже встречалась в дереве именно как стабильное состояние с такой пометкой (обратим 

внимание: таблицы переходов-выходов у этих вершин должны совпадать). Построение дерева дости-

жимости также заканчивается, когда «раскрыты» все нелистовые вершины, которым соответствуют 

стабильные состояния.  

Если достигнуто стабильное состояние и не изменилась таблица переходов-выходов сервера 

(соответствующая данной паре состояний), то это стабильное состояние объявляется листом. Закан-

чиваем построение дерева достижимости, если все нераскрытые стабильные состояния объявлены 

листьями. 

В качестве примера рассмотрим автоматы клиента и сервера, представленные на рис. 2. Моди-

фицированное дерево достижимости представлено на рис. 3.  
 

 

Рис. 2. Автомат клиента (а) и автомат сервера (b) 

Fig. 2. Client’s Finite State Machine (a) and Server’s Finite State Machine (b) 

 

Можно видеть, что, как было описано выше, вершинам сопоставлены не только пары состоя-

ний автоматов client и server, но и обозначения T0, T1, T2, соответствующие трем различным табли-

цам переходов-выходов сервера (таблица).  

Вершину дерева, соответствующую стабильному состоянию автомата композиции, назовем 

стабильной вершиной. Путь в дереве между двумя стабильными вершинами длины более одного, не 

проходящий через другие стабильные вершины, назовем диалоговым путем. Диалоговый путь, такой 

что в нем состояние сервера и таблица переходов-выходов сервера в начале пути совпадают с состоя-

нием сервера и таблицей переходов-выходов сервера в конце пути, назовем избыточным. 

Напомним, что идея модификации клиента заключается в том, чтобы избежать лишних диало-

гов между клиентом и сервером; такие диалоги на дереве соответствуют избыточным диалоговым 

путям. Тут нужно заметить, что значительная часть диалогов должна быть сохранена, т.е. в попытке 

оптимизировать мы не должны потерять «полезное» взаимодействие. В частности, нельзя избавлять-

ся от диалога, если в процессе диалога сервер изменил свое состояние. 

Дуги в виде пунктирных линий, иллюстрируют работу алгоритма 1, приведенного ниже. 
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Рис. 3. Модифицированное дерево достижимости, построенное по автоматам client и server 

Fig. 3. Modified reachability tree based on client and server automata 
 

Переходы-выходы сервера 

T0 1 2 

u1 
1/v2 

2/v1 
2/v2 

u2 1/v1 1/v2 
 

T1 1 2 

u1 2/v1 2/v2 

u2 1/v1 1/v2 
 

T2 1 2 

u1 1/v2 2/v2 

u2 1/v1 1/v2 
 

 

Алгоритм 1 построения модифицированной спецификации клиента по дереву достижимости. 

Вход: Модифицированное дерево достижимости.  

Выход: Автомат клиента, оптимизированный с точки зрения отсутствия лишних взаимодей-

ствий с сервером.  

Шаг 1. Все избыточные пути в дереве «схлопываем» (оставляем входной символ первого ребра 

пути и выходной символ последнего ребра пути).  

Шаг 2. Ставим в соответствие всем стабильным вершинам с одинаковыми пометками одно со-

стояние клиента. Получим подмножество Z множества состояний нового клиента. Это подмножество 

будет дополнено промежуточными вершинами в процессе формирования графа переходов-выходов 

клиента. 

Шаг 3. Начинаем перебирать все состояния из множества Z. Двигаемся по дереву.  

Для каждого состояния z  Z определяем поведение под действием каждого внешнего входного 

символа x: 

a) если вершина, соответствующая состоянию z, является началом ребра, помеченного парой x/y, 

y  Y и приводящего в вершину, соответствующую состоянию z, то добавляем в автомат переход 

(x, z, z, y); 

b) если вершина, соответствующая состоянию z, является началом ребра, помеченного парой x/u, 

u  U, то определяем переход из состояния z в новое состояние s  Z, помеченный парой x/u. Далее в со-

стоянии s определяем переход под действием входного символа v  V следующим образом: 

– если вершина, соответствующая состоянию s, является началом ребра, помеченного парой v/y, 

y  Y, то в автомат добавляется переход из состояния s в одно из состояний множества Z (согласно 

переходу в дереве), помеченный парой v/y; 

– в противном случае повторяем шаг 3b. 
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В результате применения алгоритма автомат может получиться неприведенным, частичным, 

недетерминированным; число состояний может быть больше, чем у исходного автомата клиента. 
 

 

Рис. 4. Автомат клиента, построенный по алгоритму 1  

Fig. 4. Client’s Finite State Machine derived according to the Algorithm 1 
 

На рис. 4 представлен автомат клиента, построенный по алгоритму 1. Пунктиром выделены 

различные варианты поведения клиента в зависимости от того, какую реакцию клиент получает от 

сервера в предшествующем диалоге. Отметим, что полученный в результате применения алгоритма 1 

автомат клиента является частичным и неприведенным. 

 

Заключение 

 

В работе исследуется задача оптимизации спецификации клиентской компоненты взаимодей-

ствующих по клиент-серверной архитектуре приложений. Предложено в качестве критерия исполь-

зовать отсутствие избыточных запросов к серверу. Оптимизация клиентской компоненты осуществ-

ляется путем построения модифицированного дерева достижимости и построения на основе этого 

дерева новой спецификации клиента. Отметим, что при решении задачи оптимизации число состояний 

клиента может увеличиться, кроме того, спецификация клиента может стать недетерминированным, 

частичным, неприведенным автоматом.  

Результаты данной работы могут быть использованы при проектировании архитектуры инфор-

мационных систем. 
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Аннотация. Рассматривается проектирование локальных управляющих сетей на базе квазиполных  

орграфов. Считается, что сеть содержит активное вычислительное ядро произвольных размеров и множество 

пассивных абонентов, последние не взаимодействуют друг с другом. Абоненты активного ядра имеют бес-

конфликтный параллельный доступ друг к другу и ко всем пассивным абонентам. В отличие от предложен-

ных ранее сетей на базе квазиполных графов новая база позволяет существенно уменьшить сложность сетей 

и улучшить их масштабируемость. При этом сохраняются важнейшие функционалы сетей: бесконфликтность 

параллельных передач, отсутствие дедлоков, самомаршрутизируемость, схемная и канальная отказоустойчи-

вость.  
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Введение 

 

В работе [1] управляющие сети (УС) рассматриваются как коммутируемые УС (КУС) в отличие 

от шинных и многошинных УС (ШУС). Основное преимущество КУС перед ШУС – более высокие 

помехоустойчивость и масштабируемость при существенно более низких частотах работы устройств 

и одинаковой производительности. В УС различаются два вида устройств – активные и пассивные. 

Активные устройства (АУ) управляют работой пассивных устройств (ПУ), как правило, в последова-

тельном режиме. АУ имеют полные связи между собой и с ПУ, которые не имеют связей между со-

бой и имеют связи только с АУ. В работе [1] впервые предложено строить КУС как сети с топологией 

квазиполных графов, которые состоят из N = m(m – 1)/σ + 1 m-портовых АУ, связанных дуплексными 

каналами через N коммутаторов m  m. Соединения между коммутаторами и АУ задаются таблицами 

инцидентности симметричных блок-схем (block-designs) B(N, m, σ), изучаемых в комбинаторике [2].  

Пример таблицы инцидентности для B(13, 4, 1) приведен в табл. 1, в которой 1-й столбец задает 

номера коммутаторов сети, выделенные курсивом, а строки в остальных столбцах задают номера АУ, 

подсоединенных к каждому коммутатору. 

Сети с топологией квазиполных графов и орграфов использовались ранее авторами для опти-

мизации характеристик ряда системных сетей многопроцессорных вычислительных систем [3–7]. 

Пусть теперь в КУС имеется только три АУ с номерами 1–3, а остальные 10 устройств являют-

ся ПУ, между которыми соединения не нужны. Для исключения этих соединений в табл. 1 вычерки-

ваются строки, отмеченные заливкой, которые не содержат АУ с номерами 1–3, и производится пе-

ренумерация оставшихся коммутаторов. В результате образуется табл. 2, которая задает соединения  

в такой КУС. 
Т а б л и ц а  1   

Таблица соединений для сети с топологией квазиполного графа при m = 4 

1 1 13 11 5 

2 2 1 12 6 

3 3 2 13 7 

4 4 3 1 8 

5 5 4 2 9 

6 6 5 3 10 

7 7 6 4 11 

8 8 7 5 12 

9 9 8 6 13 

10 10 9 7 1 

11 11 10 8 2 

12 12 11 9 3 

13 13 12 10 4 

 

Т а б л и ц а  2   

Таблица соединений для КУС с 3 АУ, 9 ПУ и 9 коммутаторами 

1 1 13 11 5 

2 2 1 12 6 

3 3 2 13 7 

4 4 3 1 8 

5 5 4 2 9 

6 6 5 3 10 

7 10 9 7 1 

8 11 10 8 2 

9 12 11 9 3 

 

Будем характеризовать КУС, создаваемые описанным образом, следующими параметрами:  

α – число АУ, π = N – α – число ПУ и κ – число коммутаторов. Обозначим КУС(α, π, κ) и определим 
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коммутационную сложность сети S количеством точек коммутации и канальную сложность L, выра-

женную числом дуплексных каналов. В такой КУС все АУ имеют бесконфликтные соединения на 

произвольных перестановках пакетов между ними, каждый АУ имеет соединение с любым ПУ и все 

АУ имеют бесконфликтные соединения с непересекающимися множествами ПУ. 

Дополнительно предполагается, что множество портов каждого АУ создается их подсоединени-

ем через встречные демультиплексоры 1 × m и мультиплексоры 1 × m сложности m каждый. Тогда 

коммутационная сложность КУС(α, π, κ) задается как S = κ m2 + 2mN = πγ, где γ = logπS, а канальная 

сложность – как L = mN = πλ, где λ = logπL, и по ним рассчитываются удельные сложности s = S/π = πγ–1 

и l = L/π = πλ–1. В табл. 3 приводятся характеристики КУС(4, N – 4, κ) при разных m. 

Т а б л и ц а  3  

Характеристики КУС с α = 4 и σ = 1 

m π κ S s L l 

4 9 10 264 = π2,54 π1,54 40 = π1,68 π0,68 

5 17 14 560 = π2,23 π1,23 70 = π1,5 π0,5 

7 Не существует 

6 27 19 1 056 = π2,11 π1,11 114 = π1,44 π0,44 

8 53 27 2 640 = π1,98 π0,98 216 = π1,35 π0,35 

9 69 31 3 825 = π1,95 π0,95 279 = π1,33 π0,33 

10 87 39 5 720 = π1,94 π0,94 390 = π1,33 π0,33 

 

К недостаткам КУС с топологией квазиполных графов можно отнести слабую масштабируе-

мость, осуществляемую только за счет увеличения степени m, и довольно высокую сложность за счет 

большого числа коммутаторов κ. Здесь решается задача создания КУС большей масштабируемости и 

меньшей сложности на основе сетей с топологией квазиполных орграфов. 

 

1. Квазиполные орграфы 

 

Известен двумерный m-ичный гиперкуб [8. P. 323] с N = m2 узлами, в котором из каждого узла 

выходит набор ребер с длинами (1, 2, …, m – 1, m, 2m, …, (m – 1)m). Длиной дуги мы называем раз-

ницу номеров по modN инцидентных ей узлов. В таком мультикольце все узлы имеют одинаковые 

степени (m – 1) входных и выходных ребер (рис. 1). 
 

 

Рис. 1. Двумерный 3-ичный гиперкуб 

Fig. 1. Two-dimensional 3-ary hypercube 

 

В реальности каждый узел содержит абонента и коммутатор m × m полустепени m, связанных 

2m дугами соответствующих длин (рис. 2). В таком представлении 2-мерный m-ичный гиперкуб яв-

ляется орграфом с 2N узлами двух сортов – абонентов и коммутаторов соответственно. В таком каче-

стве он может быть представлен как двудольный квазиполный орграф с N = m2 узлами в каждой доле 

(рис. 3). Соединения в нем задаются разными таблицами инцидентности для дуг от абонентов и дуг  

к абонентам (табл. 4). 

В сетях с топологией квазиполного орграфа, в отличие от квазиполного графа, связи между 

абонентами во встречных направлениях проходят по симплексным каналам по разным маршрутам. 

 

1 2 

4 

3 

7 

5 6 

9 8 
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Рис. 2. 2-мерный 3-ичный гиперкуб как орграф 

Fig. 2. 2-dimensional 3-ary hypercube as a digraph 

 

 

Рис. 3. Квазиполный орграф при m = 3 

Fig. 3. Quasicomplete digraph for m = 3 

 

Т а б л и ц а  4   

Таблицы инцидентности для квазиполного орграфа при m = 3 

Коммутаторы 
Дуги 

от абонентов 

Дуги 

к абонентам 

1 1 2 3 1 4 7 

2 1 2 3 2 5 8 

3 1 2 3 3 6 9 

4 4 5 6 1 4 7 

5 4 5 6 2 5 8 

6 4 5 6 3 6 9 

7 7 8 9 1 4 7 

8 7 8 9 2 5 8 

9 7 8 9 3 6 9 

 

2. Простая коммутируемая управляющая сеть 

 

На основе квазиполного орграфа можно построить коммутируемую управляющую сеть  

КУС(m, N – m, N) с двумя множествами абонентов – активных устройств Ai (i  m) и пассивных 

устройств Pi (m < i  N), которая представлена на рис. 4 для m = 3. В этой сети любое АУ может бес-

конфликтно передать пакет любому ПУ при произвольной перестановке пакетов между ними. 

Как и ранее, предполагается, что множество входных и выходных портов каждого абонента со-

здается посредством их подсоединения через мультиплексоры 1 × m и демультиплексоры 1 × m соот-

ветственно (см. рис. 4). В схеме КУС(3, 6, 9) абоненты имеют двойную нумерацию – по таблице со-

единений (см. табл. 4) и как АУ и ПУ. 

Соединения в КУС(3, 6, 9) задаются табл. 4. Выделим в табл. 4 соединения от ПУ к коммутато-

рам с номерами больше 3 и удалим их (табл. 5). Тогда в редуцированной таблице соединений обра-

зуются группы из трех строк с входами от одинаковых наборов ПУ и с выходами к одному АУ, име-

ющему разные номера для разных строк в группе. Эти группы выделены разной заливкой. Каждую 

такую группу строк можно заменить на одну строку с одним коммутатором и со входами от ПУ  
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в группе и с выходами ко всем АУ. При этом образуется табл. 6, которая задает таблицу соединений 

уже для КУС(3, 6, 5) с минимальным числом коммутаторов, равным 5. На рис. 5 представлена схема 

КУС(3, 6, 5), которая имеет вид минимального квазиполного орграфа. 
 

 

Рис. 4. КУС(3, 6, 9) с 1-портовыми абонентами 

Fig. 4. Control network (3, 6, 9) with 1-port subscribers 

 

Т а б л и ц а  5   

Редукция таблицы соединений для КУС(3, 6, 9) 

Коммутаторы 
Дуги 

от абонентов 

Дуги 

к абонентам 

1 1 2 3 1 4 7 

2 1 2 3 2 5 8 

3 1 2 3 3 6 9 

4 4 5 6 1   

5 4 5 6 2   

6 4 5 6 3   

7 7 8 9 1   

8 7 8 9 2   

9 7 8 9 3   

 

Т а б л и ц а  6  

Таблицы соединений для редуцированной КУС(3, 6, 5) 

Коммутаторы 
Дуги 

от абонентов 

Дуги 

к абонентам 

1 1 2 3 1 4 7 

2 1 2 3 2 5 8 

3 1 2 3 3 6 9 

4 4 5 6 1 2 3 

5 7 8 9 1 2 3 

 

 

Рис. 5. Редуцированная КУС(3, 6, 5) 

Fig. 5. Reduced control network (3, 6, 5) 
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Аналогичное редуцирование сети можно провести и для КУС(6, 30, 36). В результате описан-

ного выше редуцирования образуется КУС(6, 30, 11) с минимальным числом коммутаторов. 

В КУС(m, N – m, 2m – 1) все каналы являются полудуплексными. Поэтому канальная сложность 

сети в дуплексных каналах задается как L = m2 + N – m = 2m2 – m. Коммутационная сложность этой се-

ти задается как S = m(m2 + 2m) + (m – 1)m2 = 2m3 + m2. В частности, при m = 4 для КУС(4, 12, 7) имеем 

L = 28 = π1,34, l = π0,34 и S = 144 =π2,0, s = π1,0. Это существенно меньше, чем в КУС(4, 9, 10) с топологи-

ей квазиполного графа (см. табл. 3) при меньшем числе ПУ в последней. 

Для простой КУС(m, π, κ) заголовки пакетов от АУ должны содержать номера выходных пор-

тов мультиплексоров и восходящих коммутаторов, а заголовки от ПУ – выходных портов нисходя-

щих коммутаторов. 

 

3. Масштабирование простой коммутируемой управляющей сети 

 

Простая сеть КУС(m, π, κ) допускает увеличение числа ПУ в mr+1 раз, т.е. преобразование в сеть 

КУС(m, πr, κ) c πr = πmr+1, посредством использования r ярусов демультиплексоров и мультиплексо-

ров. Масштабирование посредством одного яруса состоит во вставке демультиплексора 1 × m в кана-

лы от ПУ и мультиплексора m × 1 в каналы к ПУ, а их выходы и входы, соответственно, подсоединя-

ются к m разным ПУ. На рис. 6 приведен пример частичного 1-ярусного масштабирования. При мак-

симальном 1-ярусном масштабировании сеть КУС(3, 6, 5) преобразуется в КУС(3, 18, 5). 
 

 

Рис. 6. Частичное 1-ярусное масштабирование КУС(3, 6, 5) в КУС(3, 14, 5) 

Fig. 6. Partial 1-tier scaling control network (3, 6, 5) to control network (3, 14, 5) 

 

Важно подчеркнуть, что в масштабированной сети КУС(m, πr, κ) каждое АУ имеет двусторон-

нюю связь с каждым из ПУ. 

При 1-ярусном масштабировании канальная сложность КУС(m, π1, κ) задается как 

L1 = L+πm = m2 + N – m + (N – m)m = Nm + N – m = m3 + m2 – m, а коммутационная сложность – как 

S1 = S + 2mπ = 2m3 + m2 + 2(N – m)m = 4m3 – m2. В частности, при m = 4 для КУС(4, 48, 8) имеем 

L1 = 76 = π1,12, l1 = π0,12 и S1 = 240 = π1,42, s1 = π0,42, что существенно меньше, чем в КУС(4, 53, 27) с то-

пологией квазиполного графа (см. табл. 3) при близком числе ПУ.  

Для масштабированной КУС(m, πr, κ) заголовки пакетов от АУ должны дополнительно содер-

жать номера выходных портов мультиплексоров в каждом добавленном ярусе. 

 

4. Обобщение простой коммутируемой управляющей сети 

 

В исходной постановке задачи число АУ α считается фиксированным и не зависящим от значе-

ния m > α (α = 4 в [1]; см. табл. 3). Структуру простой КУС(m, N – m, 2m – 1) можно подстроить под 

такую постановку, обеспечивая при этом увеличение числа ПУ на m – α единиц. 
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Т а б л и ц а  7  

Таблица соединений для КУС(4, 32, 11) 

Коммутаторы 
Дуги 

от абонентов 

Дуги 

к абонентам 

1 1 2 3 4   1 7 13 19 25 31 

2 1 2 3 4   2 8 14 20 26 32 

3 1 2 3 4   3 9 15 21 27 33 

4 1 2 3 4   4 10 16 22 28 34 

5 1 2 3 4 31  31 11 17 23 29 35 

6 1 2 3 4 32  32 12 18 24 30 36 

7 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4 5 6 

8 13 14 15 16 17 18 1 2 3 4 5 6 

9 19 20 21 22 23 24 1 2 3 4 5 6 

10 25 26 27 28 29 30 1 2 3 4 5 6 

11 31 32 33 34 35 36 1 2 3 4 5 6 

 

Строится простая КУС(m, N – m, 2m) и из нее удаляется m – α АУ со всеми входными / выходными 

каналами. В табл. 7 это показано для m = 6 и α = 4. При этом освобождается m – α входных портов комму-

таторов и по одному выходному порту у m – α коммутаторов. К ним подсоединяется m – α дополнитель-

ных ПУ, номера которых выделены заливкой. При этом часть входных портов m коммутаторов остает-

ся свободной. Таким образом, получается таблица соединения для обобщенной КУС(α, N – α, 2m – 1). 

 

5. Простая коммутируемая управляющая сеть с канальной отказоустойчивостью 

 

Таблицу соединений для простой управляющей сети с α = m и π= N – m можно формировать по 

восходящим и нисходящим каналам между АУ и ПУ через отдельные коммутаторы. В результате для 

m = 3 образуется простая КУС*(m, N – m, 2m), которая содержит избыточные каналы, используемые 

для соединения восходящих и нисходящих коммутаторов (рис. 7).   
 

 

Рис. 7. Простая КУС(3, 6, 6), с 2-канальной отказоустойчивостью между АУ 

Fig. 7. Simple control network (3, 6, 6), with 2-channel fault tolerance between active units 

 

КУС*(m, N – α, 2m) обладает (m – 1)-канальной отказоустойчивостью связей между АУ. В этой 

сети коммутаторы делятся на восходящие () на путях от АУ к ПУ и нисходящие () на путях от ПУ 

к АУ. При этом в коммутаторах остаются свободными по одному выходному и входному порту, ко-

торые соединяются указанными выше избыточными каналами, что и обеспечивает канальную отка-

зоустойчивость. 
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Заключение 

 

В работе предложена методика построения коммутационных управляющих сетей с топологией 

квазиполных орграфов. Даны формулы для расчета числа активных и пассивных устройств в них и 

расчета значений канальной и коммутационных сложностей. Показано, что они имеют существенно 

меньшую коммутационную сложность и существенно лучшую масштабируемость, чем ранее пред-

ложенные сети с топологией квазиполных графов. 
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Аннотация. Троирование (Triple-Modular Redundancy (TMR) technique) является одним из широко при-

меняемых на практике подходов к обеспечению надежности функционирования логических схем. В рамках этой 

технологии используется три идентичных схемы, одноименные выходы которых поступают на схему голосо-

вания. В такой системе корректное функционирование обеспечивается при неисправности одной из трех схем. 

Однако появившиеся в последние годы возможности одновременного внесения в каждую копию и соответ-

ствующие линии вредоносных подсхем (Trojan Circuits) делают метод троирования уязвимым к таким дей-

ствиям. Одним из выходов в этой ситуации является использование вместо идентичных трех синхронных  

последовательностных схем двух аппроксимирующих схем и одной рабочей схемы, выполняющей предпи-

санное разработчиком функционирование синхронного автомата. Предлагаемый подход гарантирует отсут-

ствие незащищенной области, характерной для известных методов применения аппроксимирующих схем  

в технологии троирования.  

Ключевые слова: синхронные последовательностные схемы; безызбыточные системы ДНФ (БСДНФ); 

аппроксимирующие схемы; троирование; константные неисправности литер БСДНФ. 
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Abstract. Triple-Modular Redundancy (TMR) technique is one of the conventional approaches to provide reliable 

functioning of logical circuits. In the frame of this technique three identical circuits are applied, their like outputs are 
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connected with a voting circuit. Correct functioning of such system is guaranteed, if one of three circuits is fault. 

When using outsourcing it is possible to inject a Trojan Circuit in the same line of each identical circuits of TMR, and 

TMR technique becomes vulnerable. One way of confronting to vulnerability is connected with applying instead of 

identical sequential circuits two approximate circuits and one correct circuit that implements the proper functioning. 

The suggested approach guarantees absence of unprotected area that as a rule appears when using approximate  

circuits in TMR techniques. 

Keywords: synchronous sequential circuits; irredundant system of SoPs; approximate circuits; TMR technique; 

literal constant faults of Irredundant system of SoPs. 
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Введение 

 

Схемы троирования являются одним из широко распространенных подходов к обеспечению 

надежности функционирования логических схем. Предполагается, что одна из трех схем может быть 

неисправной. В этом случае в условиях подключения к одноименным выходам трех схем схемы голо-

сования значение выхода определяется значением большинства одноименных выходов. Схемы голо-

сования предполагаются исправными. Однако в современных условиях производство логической 

схемы может выполняться различными фирмами, в том числе и в разных частях света. В связи с этим 

появляется возможность включения вредоносной подсхемы в каждую из идентичных схем, например 

в соответствующую линию каждой из трех схем. Вредоносная подсхема (Trojan Circuit) может изме-

нить в нужный момент значение сигнала на этих линиях на противоположное значение с целью  

искажения работы схемы или с целью извлечения конфиденциальной информации из устройства, со-

держащего рассматриваемую схему. Это значит, что технология троирования оказывается уязвимой  

в условиях возможности включения вредоносных подсхем.  

Одним из известных подходов к защите комбинационной схемы в рамках технологии троиро-

вания является использование аппроксимирующих схем, которые строятся из рабочей схемы, реали-

зующей нужное разработчику поведение [1, 2]. Аппроксимирующие схемы применяются также при 

синтезе самопроверяемых логических схем [3]. В статье [3] аппроксимирующие схемы используются 

с целью сокращения аппаратурных затрат в условиях, когда функционирование самопроверяемой 

схемы может незначительно отклоняться от функционирования рабочей схемы, что менее важно, чем 

сокращение аппаратурных затрат. При использовании аппроксимирующих схем в схемах троирова-

ния отклонение от корректного функционирования возможно в присутствии неисправности в одной 

из трех схем в так называемой незащищенной области [1, 2]. При подобном использовании аппрок-

симирующих схем стремятся сократить незащищенную область. Если комбинационная схема являет-

ся комбинационной составляющей последовательностной схемы, то ее поведение можно описать си-

стемой частичных булевых функций. Эти функции извлекаются либо из таблицы переходов-выходов 

синхронного автомата, либо из State Transition Graph (STG) описания путем кодирования символов 

алфавитов синхронного автомата. Использование системы частичных булевых функций открывает 

возможность для получения различных ее реализаций в качестве задания на синтез аппроксимирую-

щих схем. Такой подход исключает появление незащищенной области в рабочей области функцио-

нирования синхронного автомата. Итак, еще на этапе создания рабочей схемы предлагается учесть 

необходимость ее защиты от внедрения вредоносных подсхем при использовании троирования, при-

чем исключается незащищенная область, характерная при синтезе комбинационных схем, когда зада-

ние на синтез представляется системой полностью определенных булевых функций.  

В рассматриваемом в данной работе подходе построение аппроксимирующих схем предлагает-

ся начать с использования безызбыточной системы ДНФ (БСДНФ), построенной по заданной системе 

частичных функций. БСДНФ является реализацией этой системы частичных функций. БСДНФ далее 

используется в качестве задания на синтез рабочей схемы синхронного автомата. Эта же БСДНФ яв-
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ляется источником получения БСДНФ для каждой из аппроксимирующих схем, причем получаемые 

системы являются реализацией заданной системы частичных функций. Такой подход позволяет полу-

чать аппроксимирующие схемы, не порождающие незащищенной области. Кроме того, для получения 

аппроксимирующих схем не требуется введения в рабочую схему дополнительных элементов [1, 2] 

для обеспечения на выходах этих схем монотонного проявления искажений, вносимых в рабочую 

схему. Предлагаемый нами подход ориентирован на использование автоматизированного синтеза ло-

гических схем, применяемого в современных САПР. В частности, предполагается, что задание на 

синтез рабочей схемы в рамках САПР представляется БСДНФ. Ее искажения обеспечиваются введе-

нием в систему одиночных константных неисправностей литер [4, 5]. Речь идет о неисправностях 

константа 1, которые сводятся к снижению на единицу ранга конъюнкций отдельных ДНФ из БСДНФ 

рабочей схемы, то есть к b-неисправностям [4, 5] литер СБДНФ. 

Выбор конъюнкций в БСДНФ рабочей схемы для внесения в них неисправностей с целью по-

строения аппроксимирующих систем функций ориентирован на достижение значительного отличия 

аппроксимирующих систем от БСДНФ рабочей схемы, т.е. на обеспечение возможно больших затруд-

нений при введении вредоносных подсхем в систему троирования. В то же время необходим баланс 

между вносимыми изменениями и сложностью получаемых аппроксимирующих схем. 

 

1. Построение аппроксимирующих систем булевых функций 

 

Пусть описание поведения рабочей схемы синхронного автомата представлено в виде БСДНФ. 

БСДНФ состоит из простых импликант системы булевых функций, т.е. ни одна из функций не может 

быть исключена из характеристик этих импликант. Предполагается, что БСДНФ построена по систе-

ме частичных булевых функций, полученной либо из таблицы переходов-выходов синхронного авто-

мата, либо из State transition Graph (STG) oписания поведения синхронного автомата. Система ча-

стичных функций представляется парами множеств M1i, M0i, задающих единичные и нулевые наборы 

частичной функции fi системы. Каждая конъюнкция БСДНФ снабжается характеристикой, в ней пе-

речислены функции системы, для которых эта конъюнкция является допустимой.  

Конъюнкция допустима, если пересечение ее интервала с областью нулевых наборов значений 

переменных частичной функции системы, упомянутой в характеристике конъюнкции, пусто, а с об-

ластью единичных наборов значений переменных частичной функции не пусто.  

Поскольку конъюнкция БСДНФ является простой импликантой системы булевых функций, то 

из нее нельзя исключить ни одной (любой) литеры в условиях сохранения характеристики этой 

конъюнкции.  

Кроме того, так как список конъюнкций с соответствующими характеристиками представляет 

безызбыточную систему ДНФ, то из характеристики конъюнкции этой системы нельзя исключить ни 

одной функции.  

Будем иметь в виду, что исключение переменной xi из конъюнкции K системы приводит к пе-

ресечению с областью нулевых значений не каждой частичной функции из характеристики h этой 

конъюнкции, а только некоторых из них, причем обязательно хотя бы для одной из функций характе-

ристики h. Функции характеристики h, для которых исключение переменной xi не приводит к иска-

жению соответствующей частичной функции, будем называть расширяемыми по рассматриваемой 

переменной для исследуемой конъюнкции.  

Таким образом, для каждой переменной xi конъюнкции K из БСДНФ множество функций ее 

характеристики h разбивается на два подмножества hр и hнр, расширяемого по переменной и не рас-

ширяемого по переменной xi.  

Исключение переменной из конъюнкции K для функций из множества hр сохраняет реализацию 

частичных функций множества hр. Исключение переменной приводит лишь к расширению множества 

единичных наборов реализации частичных функций из характеристики hр. При исключении перемен-

ной xi получаем конъюнкцию системы (K/xi, hр). Здесь конъюнкция K/xi получается из конъюнкции K 

исключением переменной xi.  
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Отметим, что при разбиении характеристики конъюнкции K на два подмножества получаемые 

из K конъюнкции имеют характеристики меньшей мощности, чем характеристика h, тогда каждая  

из них может быть расширена до простой импликанты заданной системы частичных функций. Итак, 

из простой импликанты (K, h) получаем две простые импликанты: K*, hнр; K
*/xi, hр.  

В дальнейшем полученные простые импликанты будем называть продуктами операции рас-

щепления простой импликанты (K, h) из БСДНФ. 

Будем иметь в виду, что конъюнкция (K, h) расщепляема по переменной xi, если переменная xi 

порождает для этой конъюнкции непустую характеристику hр. 

Договоримся называть операцией расщепления конъюнкции (K, h) по xi из БСДНФ замену ее 

конъюнкциями (K*, hнр); (K
*/xi, hр). 

Утверждение 1. Операция расщепления конъюнкции K по переменной xi приводит к расшире-

нию области единичных значений реализации системы частичных функций без искажения системы 

частичных функций, реализованной БСДНФ. 

Действительно, замена простой импликанты (K, h) БСДНФ на допустимую конъюнкцию K*, hнр 

сохраняет область единичных значений частичных функций, перечисленных в характеристике hнр при 

условии, что конъюнкция K* совпадает с конъюнкцией K либо расширяет область единичных значе-

ний этих частичных функций при несовпадении конъюнкций. Замена простой импликанты (K, h) 

БСДНФ на допустимую конъюнкцию (K*/xi, hр) всегда приводит к расширению области единичных 

значений частичных функций, перечисленных в характеристике hр. Это значит, что расщепление про-

стой импликанты (K, h) по переменной xi приводит к расширению области единичных значений реа-

лизации системы частичных функций без искажения системы частичных функций, представленной 

СБДНФ. 

Пусть F(x1, …, xn) = f1(x1, …, xn), …, fm(x1, …, xn) – система из m булевых функций от n перемен-

ных. Будем говорить, что система G(x1, …, xn) = g1(x1, …, xn), …, gm(x1, …, xn) поглощаетcя системой 

F(x1, …, xn) = f(x1, …, xn), …, fm(x1, …, xn), и обозначать это как G(α1, …, αn) < F (α1, …, αn), если для 

любого набора α = α1, …, αn 

G(α1, …, αn) ≤ F(α1, …, αn), 

то есть для одноименных функций системы выполняется условие 

gi (α1, …, αn) ≤ fi (α1, …, αn). 

Обозначим через G(x1, …, xn) систему БСДНФ, реализуемую рабочей схемой, а через F(x1, …, xn) – 

систему, полученную расщеплением некоторых ее простых импликант по тем или иным переменным. 

Утверждение 2. Выполнение операций расщепления нескольких конъюнкций по переменной 

(одна и та же конъюнкция может расщепляться по нескольким переменным) приводит к получению 

системы F(x1, …, xn), поглощающей систему G(x1, …, xn): G(x1, …, xn) < F(x1,…, xn). 

Поскольку операция расщепления простой импликанты из G(x1, …, xn) приводит к расширению 

области единичных значений некоторых функций этой системы, то многократное применение рас-

щепления простых импликант системы G(x1, …, xn) приводит к тому же результату. 

Следствие 1. Поглощающая система F(x1, …, xn) является реализацией той же системы частич-

ных функций, что и система G(x1, …, xn). 

Следствие 2. Различные поглощающие системы F(x1, …, xn), полученные расщеплением конъ-

юнкций системы G(x1, …, xn) по тем или иным переменным могут использоваться в качестве аппрок-

симирующих систем для системы G(x1, …, xn), обеспечивая отсутствие незащищенной области  

синхронного автомата (синхронного последовательностного устройства). 

Чем сильнее поглощающие системы F(x1, …, xn), используемые для представления аппрокси-

мирующих систем, отличаются друг от друга и от системы G(x1, …, xn), тем труднее воспользоваться 

технологией введения вредоносной подсхемы в каждую из трех реализующих эти системы схем  

с целью обеспечения одинаковых искажений.  

Отметим, что операции расщепления конъюнкций БСДНФ приводят к увеличению числа про-

стых импликант, причем возможно одновременное уменьшение суммы рангов продуктов расщепления 
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по сравнению с рангом расщепляемой конъюнкции БСДНФ, а также уменьшение мощности характе-

ристик h в простых импликантах системы, полученных в результате расщепления. Насколько вероят-

ны такие ситуации, трудно сказать, и трудно без экспериментов на моделях реальных схем предска-

зать, как повлияет расщепление конъюнкций СБДНФ на сложность аппроксимирующей схемы, реа-

лизующей полученную безызбыточную систему ДНФ. Скорее всего, схема будет усложняться, что 

является естественной платой за защиту от внедрения вредоносных подсхем. Необходим компромисс 

между усложнением аппроксимирующих схем и сложностью введения в них вредоносной подсхемы 

при использовании технологии троирования.  

Заметим, что, чем меньше ранг конъюнкции K простой импликанты (K, h), тем больше искажа-

ются функции, заданные БСДНФ, и в то же время меньше число искажаемых при расщеплении 

функций. Напротив, чем больше ранг конъюнкции K, тем меньше искажаются функции, заданные 

БСДНФ, и в то же время больше число искажаемых при расщеплении конъюнкций. 

Необходимо построить две аппроксимирующие системы F1, F2, поглощающие систему G(x1, …, xn), 

и являющиеся реализацией исходной системы частичных функций.  

Предлагается в каждой аппроксимирующей системе использовать результаты расщеплений 

конъюнкций как меньших, так и больших рангов БСДНФ для обеспечения разнообразия искажений 

этих систем при одинаковом числе расщеплений, используемых при получении аппроксимирующих 

систем. 

К полученным системам и исходной безызбыточной системе применяем какую-либо из автома-

тизированных систем синтеза и используем три схемы в системе троирования.  

 

2. Алгоритм получения систем F1, F2 

 

Опишем основные шаги алгоритма. Пусть L – допустимое число расщеплений конъюнкций 

БСДНФ при построении каждой из аппроксимирующих систем. Предварительно упорядочим L про-

стых импликант БСДНФ G(x1, …, xn) по неубыванию рангов составляющих их конъюнкций и столько 

же конъюнкций по невозрастанию рангов. Получаем список простых импликант системы, порожда-

ющий обе аппроксимирующие системы. Список разделен на две части, в нем сначала перечисляются 

импликанты с конъюнкциями меньших рангов, а затем – с конъюнкциями больших рангов.  

1. Извлекаем из списка простую импликанту БСДНФ. 

2. Расщепляем ее по каждой переменной характеристики. Выбираем пары продуктов расщеп-

ления с максимальным значением характеристики hр. Одна и та же простая импликанта БСДНФ  

в общем случае может порождать несколько пар продуктов расщепления по различным переменным 

с максимальным значением hр.  

3. Заменяем порождающую расщепление простую импликанту БСДНФ парой продуктов рас-

щепления. 

4. Выполняем пункты 1–3 для 𝐿 расщеплений, чередуя выбор из первой и второй половин 

списка для каждой из аппроксимирующих систем. В результате получаем системы F1
*, F2

*. 

Для каждой из полученных систем гарантировано, что все ее конъюнкции – простые импликан-

ты, но не гарантирована безызбыточность по характеристикам конъюнкций. Поэтому необходима 

проверка на безызбыточность по характеристикам. После устранения лишних функций из характери-

стик получаем безызбыточные аппроксимирующие системы F1, F2.  

Полученные безызбыточные системы ДНФ для аппроксимирующих и рабочей систем функций 

поступают в качестве задания на синтез в систему САПР и используются для получения аппроксими-

рующих и рабочих схем в системе троирования. 

Проиллюстрируем получение аппроксимирующей системы на простом примере. С этой целью 

выполним одно расщепление конъюнкции. 

Задана система из двух булевых функций списком простых импликант системы в виде пере-

числения соответствующих конъюнкциям интервалов системы и характеристик. Интервалы пред-
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ставлены троичными векторами, а характеристики – перечислением функций системы, для которых 

интервалы допустимы:  

x1 x2 x3 x4 x5  

1 0 – – – ; 1 

– 1 1 1 – ; 1, 2 

– 0 – – 1 ; 1 

– 1 – 1 0 ; 1, 2 

– 0 – 0 0 ; 2 

Извлекаем из системы ДНФ для двух функций: 

𝑓1 = 𝑥1�̅�2  ∨ 𝑥2𝑥3𝑥4 ∨ �̅�2𝑥5 ∨ 𝑥2𝑥4�̅�5 , 

𝑓2 = �̅�2�̅�4�̅�5 ∨ 𝑥2𝑥4�̅�5 ∨ 𝑥2𝑥3𝑥4. 

Эти ДНФ представлены матрицами в коде Грея на рис. 1. 

0 0 1 00 1

1 1 1

0 0 11

0 0 1 11

x1
x2
x3

x4x5
 

0 0 0 11

1 1 1

1 0

0 0 00

x1
x2
x3

x4x5

1

1

0

 

Рис. 1. Матричное представление ДНФ системы 

Fig. 1. Matrix presentation of system SoPs 

 

В системе расщепление возможно для двух конъюнкций: 𝐾1 = 𝑥2𝑥3𝑥4  и 𝐾2 =  𝑥2𝑥4�̅�5 , по-

скольку их характеристики содержат две функции системы. Для расщепления выбираем конъюнкцию 

системы 𝐾1 = 𝑥2𝑥3𝑥4; 1,  2. Для этой конъюнкции имеем: 

𝑥2, ℎр = {𝑓1}, ℎнр = {𝑓2}, 

𝑥3, ℎр = {𝑓2}, ℎнр = {𝑓1}, 

𝑥4, ℎр = {∅}, ℎнр = {𝑓1, 𝑓2}. 

Рассматриваемая конъюнкция может расщепляться как по переменной x2, так и по переменной x3. 

Безразлично, какую переменную выбрать. Выбираем переменную x2. В этом случае конъюнкция си-

стемы 𝐾1 = 𝑥2𝑥3𝑥4; 1,  2 заменяется на конъюнкцию системы 𝑥3𝑥4; 1 которая не может быть расши-

рена и, следовательно, является простой импликантой системы. Вторая конъюнкция системы 

𝑥2𝑥3𝑥4; 2 может быть расширена по переменной x3. В результате имеем простую импликанту 𝑥2𝑥4; 2. 

Новая система показана на рис. 2.  
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Рис. 2. Матричное представление аппроксимирующей системы 

Fig. 2. Matrix presentation of approximate system SoPs 

 

Выполнение операции расщепления требует затем проверки системы на безыбыточность по ха-

рактеристикам. Так, в полученной системе для конъюнкции 𝑥2𝑥4�̅�5; 1,  2 функция f2 в характеристике 

является избыточной, и ее следует удалить из характеристики этой конъюнкции. В результате имеем 

систему 
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x1 x2 x3 x4 x5  

1 0 – – – ; 1 

– – 1 1 – ; 1 

– 0 – – 1 ; 1 

– 1 – 1 0 ; 1 

– 1 – 1 – ; 2 

– 0 – 0 0 ; 2 

В ней число конъюнкций увеличилось на единицу. Сумма рангов также увеличилась на едини-

цу. В системе отсутствуют общие конъюнкции. Ее можно рассматривать как аппроксимирующую 

систему. Для нее имеем следующую систему ДНФ: 

𝑓1
апр

= 𝑥1�̅�2  ∨ 𝑥3𝑥4 ∨ �̅�2𝑥5 ∨ 𝑥2𝑥4�̅�5 , 

𝑓2
апр

= 𝑥2𝑥4  ∨  �̅�2�̅�4�̅�5, 

которая представлена матрицами в коде Грея (см. рис. 2). 
 

Заключение 
 

Предложен подход к построению аппроксимирующих схем на основе предварительного полу-

чения аппроксимирующих систем булевых функций для синхронного автомата. Аппроксимирующие 

системы строятся из безызбыточной системы ДНФ (БСДНФ), являющейся реализацией системы  

частичных функций синхронного автомата. Полученные системы далее используются в качестве  

задания на синтез соответствующих схем, применяемых в схеме троирования наряду со схемой, по-

строенной по БСДНФ. Аппроксимирующие системы ориентированы на защиту схемы троирования 

от внедрения вредоносных подсхем (Trojan Circuits). Этот подход позволяет исключить при троиро-

вании незащищенную область, которая обязательно присутствует при использовании известных ра-

нее подходов к синтезу аппроксимирующих комбинационных схем. 
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