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Предлагается способ построения нелинейных подстановок h на модуле RR
m,

m > 1, над кольцом Галуа R = GR(q2, p2), q = pr, представимых с помощью линейных
разрядно-инъективных преобразований этого модуля и соответствующих p-адическому
разрядному множеству P = Γ(R) = {a ∈ R : aq = a} кольца R.

Каждый элемент a ∈ R однозначно представляется в виде [1]

a = a0 + pa1, as = γs(a) ∈ P, s ∈ {0, 1}.

Здесь γs : R → P — разрядные функции в разрядном множестве P . Тогда (P,⊕, ·) —
поле с операцией x⊕y = γ0(x+y). Для матриц A ∈ Rm,n также справедливо разложение
A = A0 + pA1, As = γs(A) ∈ Pm,n, s ∈ {0, 1}.

А.А. Нечаевым предложен следующий способ построения подстановок. Назо-
вём матрицу K размеров m×n над кольцом Галуа R разрядно-инъективной (РИ-
матрицей), если любая ненулевая строка a ∈ Rm однозначно восстанавливается по
строке γ1(aK) ∈ P n.

Теорема 1. Пусть G ∈ P ∗m,m, U ∈ R∗m,m. Тогда матрица

K = U(E | E + pG)

является разрядно-инъективной и отображение h : Rm → Rm, действующее на произ-
вольной строке x ∈ Rm по правилу

h(x) = z, где z = z1 + pz2 ∈ Rm, (z1 | z2) = γ1(xK) ∈ P 2m, (1)

является подстановкой.

Для множества подстановок вида (Σh)k , где Σ —регулярное представление груп-
пы (Rm,+) в симметрической группе S(Rm), изучаются следующие параметры: пока-
затель 2-транзитивности d2(Σh) (минимальное k, при котором 2-транзитивно множе-
ство (Σh)k ) и порождаемая группа [2, 3]. Получены следующие результаты.

1Работа выполнена при поддержке Академии криптографии РФ.
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Теорема 2. Для любой подстановки h вида (1) верно неравенство d2(Σh) > 4.

Теорема 3. Пусть R = GR(q2, p2),m = 1, p > 2. Тогда если разрядное множество
P = Γ(R) удовлетворяет условию

{γ1(a+ e)	 γ1(b+ e) : a, b ∈ P} = P,

то для любой подстановки h вида (1) справедливо равенство d2(Σh) = 4.
Если при этом R = Zp2 , то группа 〈Σh〉 содержит знакопеременную группу Ap2 .

Теорема 4. Пусть R = GR(q2, 4),m > 1. Тогда если все миноры матрицы U0 в (1)
ненулевые, то для подстановки h из (1) справедливо равенство d2(Σh) = 4.

Автор выражает глубокую благодарность профессору А.А. Нечаеву за постановку
задачи и внимание к проводимым исследованиям.
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CВОЙСТВА СТАТИСТИКИ VAR НА ГРУППЕ ПЕРЕСТАНОВОК1

Л.Н. Бондаренко

Рассматриваются некоторые свойства статистики var, определяющей число раз-
личных символов слова, полученного поэлементным сложением по modn переста-
новки степени n с фиксированной перестановкой— ключом.

Ключевые слова: перестановка, статистика, производящий многочлен, пер-
манент, циркулянт.

Ряд статистик на симметрической группе Sn перестановок σ, где σ = σ1 . . . σn —
слово над алфавитом {1, . . . , n}, рассматривался в [1].

В криптографии применяется биекция vp : σ 7→ τ перестановки σ ∈ Sn на слово
τ = τ1 . . . τn ∈ Tn, определяемая фиксированным ключом κ = κ1 . . .κn ∈ Sn. Она отоб-
ражает σ ∈ Sn на слово τ ∈ Tn по правилу τ = σ ⊕ κ, где τi = σi + κi (modn),
i = 1, . . . , n, а τi —наименьший положительный вычет, и индуцирует статистику
var(σ,κ) = card{τ1, . . . , τn}—число различных символов слова τ = vp(σ).

Так как для любого ключа κ ∈ Sn статистика var имеет производящий многочлен

Vn(t) =
n∑
k=1

Vn, kt
k =

∑
σ∈Sn

tvar(σ,κ),

то в качестве ключа удобно использовать перестановку ν = ν1 . . . νn ∈ Sn, где νi =
= n − i + 1, i = 1, . . . , n. Многочлен Vn(t) не изменяется и при замене перестановок σ
на обратные σ−1 ∈ Sn.

По определению статистики var многочлен Vn(t) имеет коэффициенты Vn, k > 0, а
их нахождение уже при сравнительно небольших n является трудной задачей. Вычис-
ление даёт V1(t) = V2(t)/2 = t, V3(t)/3 = t+t3, V4(t)/4 = t+t2+4t3, V5(t)/5 = t+20t3+3t5.

1Работа поддержана грантом РФФИ, проект №11-01-00212а.


