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АППРОКСИМАЦИОННЫЕ СВОЙСТВА АБЕЛЕВЫХ ГРУПП

Пусть π – некоторое множество простых чисел. Для произвольной абелевой
группы получено необходимое и достаточное условие почти аппроксими-
руемости конечными π-группами. Получена также характеризация мощных
абелевых групп.   

Ключевые слова: абелева группа, финитно аппроксимируемая группа.

Введение

Пусть K – некоторый класс групп. Напомним, что группа G называется ап-
проксимируемой группами из класса K (или, короче, K-аппроксимируемой), если
для любого неединичного элемента a группы G существует гомоморфизм группы
G на некоторую группу из класса K, при котором образ элемента a отличен от 1.
Группа G называется почти аппроксимируемой классом K, если она содержит
K-аппроксимируемую подгруппу конечного индекса.

Если F обозначает класс всех конечных групп, то понятие F-аппроксими-
руемости совпадает с классическим понятием финитной аппроксимируемости.
Наряду с финитной аппроксимируемостью изучается также более тонкое свойство
Fπ-аппроксимируемости, где π – некоторое множество простых чисел, Fπ – класс
всех конечных π-групп. Напомним, что конечная группа называется конечной
π-группой, если ее порядок является π-числом, т.е. если все его простые делители
принадлежат множеству π. Если π состоит из всех простых чисел, то понятие
Fπ-аппроксимируемости совпадает с понятием финитной аппроксимируемости.
Очевидно, что группа G финитно аппроксимируема (Fπ-аппроксимируема) тогда и
только тогда, когда пересечение всех подгрупп конечного индекса (всех нормаль-
ных подгрупп конечного π-индекса) группы G совпадает с единичной подгруп-
пой. Очевидно также, что произвольная Fπ-аппроксимируемая группа является
почти Fπ-аппроксимируемой. С другой стороны, любая почти F-аппроксими-
руемая (и, в частности, любая почти Fπ-аппроксимируемая) группа является
F-аппроксимируемой. Действительно, если H – подгруппа конечного индекса
группы G, то любая подгруппа конечного индекса группы H имеет конечный ин-
декс в G, и поэтому из финитной аппроксимируемости группы H следует финит-
ная аппроксимируемость группы G.

Таким образом, свойство почти Fπ-аппроксимируемости является промежу-
точным между финитной аппроксимируемостью и Fπ-аппроксимируемостью.
Особый интерес представляет случай, когда множество π состоит из одного про-
стого числа p. В этом случае класс Fπ совпадает с классом Fp всех конечных
p-групп.
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Понятие финитно аппроксимируемой группы было введено еще А. И. Мальце-
вым в [1]. В этой работе доказана финитная аппроксимируемость конечно порож-
денных линейных групп. Частным случаем этой теоремы является результат К.
Гирша [2] о финитной аппроксимируемости произвольной полициклической
группы. В дальнейшем выяснилось, что полициклические группы почти
Fp-аппроксимируемы для каждого простого числа p [3]. Свойством Fp-аппрокси-
мируемости полициклические группы, вообще говоря, не обладают, и соответст-
вующий критерий получить до сих пор не удается. Еще сложнее дело обстоит с
изучением финитной аппроксимируемости и других аппроксимационных свойств
разрешимых групп. Некоторые результаты о разрешимых группах конечного ран-
га, полученные в этом направлении, упомянуты ниже. Для абелевых групп вопро-
сы Fπ-аппроксимируемости и почти Fπ-аппроксимируемости полностью исследо-
ваны. Этим вопросам и посвящена настоящая работа.

Пусть, как и выше, π – непустое множество простых чисел. В исследованиях
Fπ-аппроксимируемости абелевых групп и некоторых разрешимых групп особое
значение имеет понятие π-полного элемента группы. Напомним, что элемент a
группы G называется π-полным (или, в другой терминологии, π-радикабельным),
если для любого целого положительного π-числа n уравнение xn = a разрешимо в
группе G. Если множество π совпадает с множеством всех простых чисел, то поня-
тие π-полного элемента совпадает с классическим понятием полного элемента.
В теории абелевых групп вместо термина «полный элемент» используется также
термин «делимый элемент». Если множество π состоит из одного простого числа p,
то вместо термина «π-полный элемент» используют термин «p-полный элемент».

Связь финитной аппроксимируемости группы с полнотой ее элементов впервые
была обнаружена еще А.И. Мальцевым в [4], где он заметил, что в произвольной
финитно аппроксимируемой группе нет полных элементов отличных от 1 и что абе-
лева группа финитно аппроксимируема тогда и только тогда, когда в ней нет пол-
ных элементов отличных от 1. Это простое утверждение легко проверяется с помо-
щью хорошо известной теоремы Прюфера о разложимости периодической абелевой
группы с ограниченными порядками элементов в прямое произведение цикличе-
ских. Более того, теорема Прюфера позволяет обобщить утверждение А.И. Мальце-
ва на случай Fπ-аппроксимируемости следующим образом [5].

Теорема 1. Пусть G – абелева группа. И пусть π – множество простых чисел.
Группа G Fπ-аппроксимируема тогда и только тогда, когда она не содержит
π-полных элементов отличных от 1.

Эта теорема является простым следствием следующего утверждения, доказан-
ного ниже.

Лемма. Пусть G – абелева группа, π – множество простых чисел, ωπ(G) – мно-
жество всех π-полных элементов группы G, σπ(G) – пересечение всех подгрупп
конечного π-индекса группы G. Тогда ωπ(G) = σπ(G).

Рассмотрим теперь вопрос о почти Fπ-аппроксимируемости для абелевых
групп. В случае, когда π совпадает с множеством всех простых чисел, свойство
почти Fπ-аппроксимируемости совпадает со свойством почти F-аппроксимируе-
мости, которое, как легко видеть, равносильно свойству F-аппроксимируемости, и
поэтому в данном случае поставленный вопрос решается упомянутой выше тео-
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ремой Мальцева. Теперь мы можем предполагать, что π не совпадает с множест-
вом всех простых чисел. При этом предположении здесь доказан следующий кри-
терий почти Fπ-аппроксимируемости абелевых групп.

Теорема 2. Пусть G – абелева группа; π – множество простых чисел, не совпа-
дающее с множеством Π всех простых чисел; π' – дополнение множества π в мно-
жестве Π. И пусть T – π'-компонента группы G, т. е. множество всех элементов
группы G, порядки которых конечны и являются π'-числами. Тогда следующие
три утверждения равносильны между собой.

1. Группа G почти Fπ-аппроксимируема.
2. Подгруппа T конечна и фактор-группа G/T Fπ-аппроксимируема.
3. Подгруппа T конечна и совпадает с множеством всех π-полных элементов

группы G.

В качестве следствия из теоремы 2 приведем следующее утверждение, дающее
полную информацию о месте Fπ-аппроксимируемых групп среди почти
Fπ-аппроксимируемых абелевых групп.

Следствие. Пусть G – абелева группа. И пусть π, π' и T такие же, как в теореме
2. Группа G является Fπ-аппроксимируемой тогда и только тогда, когда она почти
Fπ-аппроксимируема и T = 1. В частности, для абелевой группы без кручения
свойства Fπ-аппроксимируемости и почти Fπ-аппроксимируемости равносильны
между собой.

Необходимость в этом утверждении очевидна, так как в любой Fπ-аппроксими-
руемой группе нет π'-кручения. Для проверки достаточности предположим, что
абелева группа G почти Fπ-аппроксимируема и что T = 1. Тогда по теореме 2 фак-
тор-группа G/T Fπ-аппроксимируема. Отсюда и из того, что T = 1, следует
Fπ-аппроксимируемость группы G.

Заметим, что теорема 1 не может быть распространена с абелевых групп на
нильпотентные группы. Соответствующий пример был подсказан автору настоя-
щей работы А.Л. Шмелькиным и представляет собой обобщенное прямое произ-
ведение бесконечного числа экземпляров группы кватернионов с объединенными
центрами. Такая группа не является финитно аппроксимируемой, но при этом в
ней нет полных элементов, кроме 1. С другой стороны, в работе [5] теорема 1 без
каких-либо изменений переносится на произвольную нильпотентную группу ко-
нечного ранга, т. е. на нильпотентную группу, для которой существует целое по-
ложительное число r такое, что любая ее конечно порожденная подгруппа порож-
дается не более чем r элементами.

На разрешимые группы конечного ранга теорема 1 уже не может быть распро-
странена, но она оказывается справедливой для разрешимых групп конечного
ранга в случае, когда множество π совпадает с множеством всех простых чисел.
Критерий финитной аппроксимируемости разрешимой группы конечного ранга в
терминах полноты элементов был получен еще Д. Робинсоном (см., например,
[6, п. 5.3.2]). Для произвольного множества π простых чисел вопрос об Fπ-аппрок-
симируемости разрешимой группы G конечного ранга не исследован даже в про-
стейшем случае, когда группа G является полициклической, а множество π состоит
из одного простого числа. Значительно лучше изучен вопрос о почти Fπ-аппрок-
симируемости разрешимых групп конечного ранга (см., например, [7, 8]).
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Среди финитно аппроксимируемых групп особое место занимают мощные
группы, т. е. группы, все элементы которых являются мощными. Напомним, что
элемент a бесконечного (конечного) порядка группы G называется мощным, если
для каждого натурального числа n (для каждого натурального делителя n порядка
элемента a) существует гомоморфизм группы G на некоторую конечную группу,
при котором порядок образа элемента a равен n.

Мощные абелевы группы могут быть легко описаны в терминах полноты эле-
ментов следующим образом.

Теорема 3. Абелева группа G является мощной тогда и только тогда, когда она
финитно аппроксимируема и не содержит p-полных элементов бесконечного по-
рядка ни для какого простого числа p.

Выше отмечалось, что теорема 1 доказана в работе [5]. Здесь доказаны теоре-
мы 2 и 3. В процессе их доказательства будет заново доказана и теорема 1.

Доказательство теорем

1. Доказательство леммы. Пусть G – абелева группа, π – непустое множество
простых чисел, ωπ(G) – множество всех π-полных элементов группы G, σπ(G) –
пересечение всех подгрупп конечного π-индекса группы G. Введенные здесь обо-
значения сохраняются всюду в этой статье. Докажем справедливость сформули-
рованной выше леммы, т.е. покажем, что ωπ(G) = σπ(G).

В самом деле, пусть а – произвольный элемент из ωπ(G), т.е. a – π-полный эле-
мент группы G. И пусть F – подгруппа группы G конечного π-индекса. Так как в
конечной π-группе G/F, очевидно, нет π-полных элементов отличных от 1, а эле-
мент aF наследует π-полноту от элемента a, то aF = 1, т. е. a принадлежит F. Сле-
довательно, a принадлежит σπ(G). Таким образом, мы видим, что ωπ(G) содержит-
ся в σπ(G).

Теперь для доказательства равенства ωπ(G) = σπ(G) остается проверить, что
любой элемент a группы G, не принадлежащий ωπ(G), не принадлежит и некото-
рой подгруппе конечного π-индекса группы G. Так как элемент a не является π-
полным, то он не принадлежит некоторой степенной подгруппе H = Gn группы G,
где n – π-число. Так как G/H – абелева π-группа с ограниченными порядками эле-
ментов, то по хорошо известной теореме Прюфера (см., например, [9, с. 85]) груп-
па G/H раскладывается в прямое произведение циклических π-подгрупп. Поэтому
группа G/H Fπ-аппроксимируема. Отсюда и из того, что aH – неединичный эле-
мент группы G/H следует, что в группе G/H существует подгруппа F/H конечного
π-индекса, не содержащая элемент aH. Тогда F – подгруппа конечного π-индекса
группы G, не содержащая элемент a. Равенство ωπ(G) = σπ(G) доказано.

2. Доказательство теоремы 1. Так как Fπ-аппроксимируемость группы G,
очевидно, равносильна условию σπ(G) = 1, то справедливость теоремы 1 вытекает
из доказанной выше леммы, утверждающей, что ωπ(G) = σπ(G).

3. Доказательство теоремы 2. Для доказательства теоремы 2 будем далее
предполагать, что π не совпадает с множеством Π всех простых чисел. Как и в
формулировке теоремы 2 через π' будем обозначать дополнение множества π в
множестве Π, а через T – π'-компоненту группы G. Покажем, что следующие три
утверждения равносильны между собой.

1. Группа G почти Fπ-аппроксимируема.
2. Подгруппа T конечна и фактор-группа G/T Fπ-аппроксимируема.
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3. Подгруппа T конечна и совпадает с множеством ωπ(G).
Предположим сначала, что выполняется условие 1, т. е. что G почти

Fπ-аппроксимируема. Обозначим через P какую-нибудь Fπ-аппроксимируемую
подгруппу конечного индекса группы G. Так как в любой Fπ-аппроксимируемой
группе, очевидно, нет π'-кручения, то пересечение подгрупп T и P тривиально.
Отсюда и из того, что индекс подгруппы P в группе G конечен, следует, что под-
группа T конечна. Очевидно, что если порядок элемента группы конечен и явля-
ется π'-числом, то этот элемент является π-полным. Поэтому все элементы из T
являются π-полными, т.е. T содержится в ωπ(G). Для доказательства обратного
включения обозначим через L подгруппу группы G, содержащую P и такую, что
индекс l = [G : L] является π'-числом, а индекс [L : P] является π-числом. Из по-
следнего обстоятельства и Fπ-аппроксимируемости группы P следует
Fπ-аппроксимируемость группы L. Пусть a – произвольный элемент из ωπ(G). Так
как a – π-полный элемент группы G, и L – подгруппа группы G индекса l, то al –
π-полный элемент группы L. Отсюда и из Fπ-аппроксимируемости группы L по
теореме 1 следует, что al = 1. Так как l – π'-число, то последнее равенство означа-
ет, что a принадлежит T. Тем самым доказано, что ωπ(G) содержится в T. Мы ви-
дим, таким образом, что подгруппа T конечна и совпадает с ωπ(G). Иными слова-
ми, выполняется условие 3.

Пусть теперь выполняется условие 3, т. е. подгруппа T конечна и совпадает с
ωπ(G). Тогда в силу доказанного выше равенства ωπ(G) = σπ(G) (см. лемму) под-
группа T совпадает с пересечением всех подгрупп конечного π-индекса группы G.
Отсюда следует, что в фактор-группе G/T пересечение всех подгрупп конечного
π-индекса тривиально, т. е. что группа G/T Fπ-аппроксимируема. Мы видим, что
выполняется условие 2.

Предположим теперь, что выполняется условие 2, т. е. что подгруппа T конеч-
на и фактор-группа G/T Fπ-аппроксимируема. Обозначим через m порядок под-
группы T. Пусть элемент t принадлежит пересечению подгрупп T и Gm. Поскольку
элемент t содержится в подгруппе T порядка m, то tm = 1. Так как t принадлежит
еще и подгруппе Gm, то t = gm для некоторого элемента g из G. Из последних двух
равенств следует, что порядок элемента g делит m2. Отсюда и из того, что m = |T| –
π'-число, следует, что g содержится в T. Но тогда gm = 1, т. е. t = 1. Таким образом,
пересечение подгрупп T и Gm тривиально. По теореме Прюфера фактор-группа
G/Gm раскладывается в прямое произведение циклических подгрупп и поэтому
является финитно аппроксимируемой группой. Поскольку пересечение подгрупп
T и Gm тривиально, то естественный гомоморфизм ε группы G на фактор-группу
G/Gm инъективен на подгруппе T. Так как Tε – конечная подгруппа финитно ап-
проксимируемой группы G/Gm, то существует гомоморфизм φ группы G/Gm на
конечную группу K, инъективный на Tε. Тогда произведение εφ является гомо-
морфизмом группы G на конечную группу K, инъективным на T. Поэтому ядро N
гомоморфизма εφ является подгруппой конечного индекса группы G, и при этом
N тривиально пересекает T. Отсюда следует, что естественный гомоморфизм ρ
группы G на фактор-группу G/T инъективен на N. Поэтому группа N вложима в
группу G/T. Отсюда и из того, что G/T Fπ-аппроксимируема, следует, что и N
Fπ-аппроксимируема. Таким образом, N – Fπ-аппроксимируемая подгруппа конеч-
ного индекса группы G. Следовательно, G почти Fπ-аппроксимируема, т. е. вы-
полняется условие 1. Теорема 2 доказана.

4. Доказательство теоремы 3. Докажем сначала необходимость в теореме 3.
Пусть G – мощная абелева группа. Очевидно, что группа G финитно аппроксими-
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руема. Пусть a – элемент бесконечного порядка группы G. Тогда из определения
мощного элемента следует, что для произвольного простого числа p существует
гомоморфизм группы G на конечную группу P, при котором порядок образа эле-
мента a равен p, причем ввиду разложимости группы P в прямое произведение
примарных компонент можно считать, что P – конечная p-группа. Следовательно,
элемент a не принадлежит пересечению σp(G) всех подгрупп конечного p-индекса
группы G, которое, как мы видели выше, совпадает с множеством ωp(G) всех
p-полных элементов группы G. Таким образом, группа G финитно аппроксими-
руема и не содержит p-полных элементов бесконечного порядка. Это доказывает
необходимость в теореме 3.

Для доказательства достаточности в теореме 3 предположим, что абелева
группа G финитно аппроксимируема и не содержит p-полных элементов беско-
нечного порядка ни для какого простого числа p. Покажем, что произвольный
элемент a группы G является мощным. Если порядок элемента a конечен, то вви-
ду финитной аппроксимируемости группы G существует гомоморфизм группы G
на некоторую конечную группу, сохраняющий порядок элемента a, и тогда мощ-
ность элемента a обеспечивается тем очевидным обстоятельством, что любая ко-
нечная абелева группа является мощной. Предположим теперь, что порядок эле-
мента a бесконечен и H – циклическая подгрупп группы G, порожденная элемен-
том a. Покажем, что элемент a является мощным, т. е. что для каждого натураль-
ного числа n в группе G существует подгруппа N конечного индекса, высекающая
в H подгруппу Hn. Доказательство этого утверждения очевидным образом сводит-
ся к доказательству того же самого утверждения для случая, когда n = pk – сте-
пень простого числа p. Пусть m = pk−1. Элемент am имеет бесконечный порядок, и
поэтому он не является p-полным. Таким образом, элемент am не принадлежит
подмножеству ωp(G), которое, как мы видели, совпадает с σp(G). Поэтому сущест-
вует гомоморфизм φ группы G на конечную p-группу P, переводящий элемент am

в элемент отличный от 1, причем мощность группы P позволяет без потери общ-
ности считать, что образ элемента am относительно φ имеет порядок p. Тогда по-
рядок образа элемента a относительно φ равен n, и поэтому в качестве искомой
подгруппы N можно взять ядро гомоморфизма φ. Теорема 3 доказана.
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Изучаются косвенно рефлексивные предложения в арифметике Пеано
(в предположении, что данная теория ω-непротиворечива), говорящие о
доказуемости или опровержимости. Доказываются достаточные условия
существования неразрешимых косвенно рефлексивных предложений.
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Формула F языка теории первого порядка T называется неразрешимой в T, ес-
ли ни сама формула F, ни её отрицание ¬F не являются теоремами этой теории.
Арифметика Пеано PA является одной из хорошо известных теорий первого по-
рядка и играет важную роль в логике. В теории PA можно построить неразреши-
мое в этой теории предложение.

Нелогическими символами PA являются константа 0, унарный функциональ-
ный символ S (который обозначает функцию следования) и два бинарных функ-
циональных символа + и ×. Для любого неотрицательного целого n терм SS...S0 (S
повторяется n раз) будем обозначать n. Такие термы называются нумералами.

Курт Гёдель первым построил неразрешимое предложение для теории PA. Он
сделал это посредством процедуры, которая сейчас называется арифметизацией.

Пусть U есть объединение трех множеств: множества символов теории T,
множества всех выражений (термов и формул) T и множества всех конечных по-
следовательностей выражений T. Пусть N – множество целых неотрицательных
чисел и функция g: U → N инъективна. Функция g называется арифметизацией
теории T, если выполнены следующие условия:

(1) g эффективно вычисляема;
(2) существует алгоритм, который определяет, принадлежит ли данное поло-

жительное целое m множеству значений функции g и, если это так, то алгоритм
находит объект x ∈ U такой, что g(x) = m.

Функция g определяется стандартным способом [1, 2]. Число g(x) называется
гёделевым номером объекта x. Если g(x) = n, мы определяем ⎡x⎤ как нумерал n.
Это позволяет заменить утверждения о формальной теории эквивалентными тео-
ретико-числовыми предложениями и затем выразить такие предложения в самой
формальной теории.

В работе [3] изучались косвенно рефлексивные предложения в PA (в предпо-
ложении, что данная теория ω-непротиворечива [1]), говорящие о доказуемости
и/или опровержимости. Рассматривались некоторые совокупности таких предло-
жений, и доказывалось, что среди них существуют неразрешимые предложения.
Настоящая работа является продолжением и обобщением [3]. Мы формулируем
общие условия и доказываем, что они достаточны для существования неразреши-
мых косвенно рефлексивных предложений.
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Исходным утверждением является следующая теорема о косвенной рефлек-
сивности, доказанная в [3].

Теорема 1. Пусть m – положительное целое число и B1, B2, …, Bm – формулы
теории PA, для которых свободные переменные содержатся в списке x1, x2, …, xm.
Тогда существуют такие формулы G1, G2, …, Gm, что

|– G1 ~ B1(⎡G1⎤, ⎡G2⎤, …, ⎡Gm⎤),
|– G2 ~ B2(⎡G1⎤, ⎡G2⎤, …, ⎡Gm⎤),

…
|– Gm ~ Bm(⎡G1⎤, ⎡G2⎤, …, ⎡Gm⎤)

в теории PA.
Как известно [1], отношение Provable(n, m): «формула с гёделевым номером n

является выводимой (доказуемой) в PA и ее доказательство имеет номер m» выра-
зимо в PA некоторой формулой Pr(x, y), т.е.:

1) если Provable(n, m) истинно, то |– Pr(n, m),
2) если Provable(n, m) ложно, то |– ¬ Pr(n, m).
Формула P(n) ≡ ∃y Pr(n, y) выражает следующее свойство: «формула с гёделе-

вым номером n является выводимой (доказуемой) в PA».
Из теоремы 1 при m = 1 получаем известную лемму о рефлексии. Пусть B(x)

произвольная формула формальной арифметики, имеющая единственную свобод-
ную переменную x. Тогда можно построить замкнутую формулу A, такую, что
|– A ~ B(⎡A⎤). Формула A рефлексивна и «говорит о себе», что она обладает свой-
ством B. В частности, имеется формула G, для которой |– G ~ ¬P(⎡G⎤), т.е. G «го-
ворит о себе», что она недоказуема в PA. Гёдель, неявно используя лемму о реф-
лексии, получил формулу G и доказал, что она неразрешима в PA (предполагая,
что PA является ω-непротиворечивой теорией).

Определение ω-непротиворечивости [1, с. 158]. Пусть T – теория первого
порядка с теми же самыми символами, что и PA. Теория T называется ω-непро-
тиворечивой, если для всякой формулы ϕ(x) этой теории из того, что при любом n
выполнено |–T ϕ(n), следует невозможность |–T ∃x ¬ϕ (x).

Мы говорим, что формула A опровержима в PA, если ¬A доказуема в PA. Рай-
монд Смаллиан обнаружил формулу R(n), которая выражает следующее свойство:
«отрицание формулы с гёделевым номером n доказуемо в PA». Формула R(⎡F⎤)
«утверждает» опровержимость формулы F. Лемма о рефлексии дает формулу L,
для которой |– L ~ R(⎡L⎤). Формула Смаллиана L «утверждает» свою собственную
опровержимость.. Формула L также неразрешима [4, 3].

Будем считать, что арифметика Пеано является ω-непротиворечивой. Это
свойство используется при доказательстве следующей леммы.

Лемма 1 [3]. Для любой формулы F теории PA выполнено: 1) |– P(⎡F⎤) тогда и
только тогда, когда |– F; 2) |– R(⎡F⎤) тогда и только тогда, когда |– ¬F.

В силу теоремы 1 имеем, что формулы теории PA, «косвенно утверждающие»
собственную доказуемость или опровержимость, существуют. И в некоторых ко-
нечных множествах таких формул удается доказать существование неразреши-
мых формул.

Например, формулы A и B, для которых выполнено
|– A ~ R(⎡B⎤),
|– B ~ P(⎡A⎤),

являются неразрешимыми [3].
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 Пусть для данных формул A1, A2, …, An, n ≥ 1, выполнено |– Ai ~ Zi для всех
i = 1, 2, …, n. Причем каждая формула Zi построена из некоторых формул вида
P(⎡Aj⎤) и R(⎡Ak⎤) с помощью пропозициональных связок. Рассмотрим следующую
формулу ϕ пропозициональной логики:

(A1 ~ W1) & (A2 ~ W2) & … & (An ~ Wn),
где каждая формула Wi получена из соответствующей формулы Zi заменой P(⎡Aj⎤)
на Aj и заменой R(⎡Ak⎤) на ¬Ak. Символы Ai трактуются в формуле ϕ как пропози-
циональные переменные.

Теорема 2 (достаточное условие для неразрешимости). Если формула ϕ явля-
ется невыполнимой формулой пропозициональной логики, то, по крайней мере,
одна из формул Ai неразрешима.

Для доказательства потребуется две леммы. Введем обозначение. Пусть Z –
произвольная формула арифметики Пеано, построенная из некоторых формул ви-
да P(⎡Aj⎤) и R(⎡Ak⎤) с помощью пропозициональных связок. Обозначим через w(Z)
формулу, полученную из Z заменой P(⎡Aj⎤) на Aj и заменой R(⎡Ak⎤) на ¬Ak.

Лемма 2. Пусть Z – произвольная формула арифметики Пеано, построенная из
некоторых формул вида P(⎡Aj⎤) и R(⎡Ak⎤) с помощью пропозициональных связок.
Тогда если |– Z, то |– w(Z).

Заметим, что тогда из |– Z следует |– Z ~ w(Z). Для этого достаточно воспользо-
ваться тавтологией α & β ⊃ (α ~ β).

Доказательство. Проведем математическую индукцию по построению фор-
мулы Z.

Базис индукции. Если формула Z вообще не содержит подформул вида P(⎡Aj⎤)
и R(⎡Ak⎤), то, очевидно, w(Z) = Z. И поэтому утверждение леммы в данном случае
выполнено. Рассмотрим случаи, когда формула Z есть P(⎡Ai⎤) или R(⎡Ai⎤). В пер-
вом случае w(P(⎡Ai⎤)) = Ai. По лемме 1, |– P(⎡Ai⎤) влечет |– Ai. Если же формула Z
есть R(⎡Ai⎤), то w(R(⎡Ai⎤)) = ¬Ai. Отношение |– R(⎡Ai⎤) влечет |– ¬Ai, по лемме 1

Отрицание. Пусть формула Z имеет вид ¬Z1 и по индуктивному предположе-
нию |– Z1 ~ w(Z1). Имеем также w(¬Z1) = ¬w(Z1). Из |– ¬Z1, используя тавтологию
¬α & (α ~ β) ⊃ ¬β, получаем |– ¬w(Z1).

Конъюнкция. Пусть формула Z имеет вид Z1 & Z2 и по индуктивному предпо-
ложению |– Z1 ~ w(Z1) и |– Z2 ~ w(Z2). Имеем также w(Z1 & Z2) = w(Z1) & w(Z2).
Используя тавтологию

α1 & α2 & (α1 ~ β1) & (α2 ~ β2) ⊃ (β1 & β2),
из |– Z1 & Z2 получаем |– w(Z1) & w(Z2).

Дизъюнкция. Пусть формула Z имеет вид Z1 ∨ Z2 и по индуктивному предпо-
ложению |– Z1 ~ w(Z1) и |– Z2 ~ w(Z2). Имеем также w(Z1 ∨ Z2) = w(Z1) ∨ w(Z2).
Используя тавтологию

(α1 ∨ α2) & (α1 ~ β1) & (α2 ~ β2) ⊃ (β1 ∨ β2),
из |– Z1 ∨ Z2 получаем |– w(Z1) ∨ w(Z2).

Импликация. Пусть формула Z имеет вид Z1 ⊃ Z2 и по индуктивному предпо-
ложению |– Z1 ~ w(Z1) и |– Z2 ~ w(Z2). Имеем также w(Z1 ⊃ Z2) = w(Z1) ⊃ w(Z2).
Используя тавтологию

(α1 ⊃ α2) & (α1 ~ β1) & (α2 ~ β2) ⊃ (β1 ⊃ β2),
из |– Z1 ⊃ Z2 получаем |– w(Z1) ⊃ w(Z2).

Эквиваленция. Пусть формула Z имеет вид Z1 ~ Z2 и по индуктивному предпо-
ложению |– Z1 ~ w(Z1) и |– Z2 ~ w(Z2). Имеем также w(Z1 ~ Z2) = w(Z1) ~ w(Z2).
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Используя тавтологию
(α1 ~ α2) & (α1 ~ β1) & (α2 ~ β2) ⊃ (β1 ~ β2),

из |– Z1 ~ Z2 получаем |– w(Z1) ~ w(Z2). ■
Лемма 3. Если формула Ai разрешима, то |– Ai ~ Zi влечет |– Ai ~ w(Zi).
Доказательство. Рассмотрим два случая.
1.Пусть |– Ai. Тогда, используя тавтологию α & (α ~ β) ⊃ β, получаем |– Zi.

По лемме 2 имеем |– w(Zi). Воспользуемся тавтологией α & β ⊃ (α ~ β) и получим
|– Ai ~ w(Zi).

2. Пусть |– ¬Ai. Тогда, используя тавтологию (α ~ β) ⊃ (¬α ~ ¬β), из |– Ai ~ Zi
получаем |– ¬Ai ~ ¬Zi. Теперь из |– ¬Ai и |– ¬Ai ~ ¬Zi, с помощью тавтологии α &
(α ~ β) ⊃ β, получаем |– ¬Zi. По лемме 2, имеем |– ¬w(Zi). Из |– ¬Ai и |– ¬w(Zi),
воспользовавшись тавтологией α & β ⊃ (α ~ β), получаем |– ¬Ai ~ ¬w(Zi). И снова,
с помощью тавтологии (α ~ β) ⊃ (¬α ~ ¬β), имеем |– Ai ~ w(Zi). ■

Доказательство теоремы 2. От противного допустим, что все формулы A1,
A2, …, An разрешимы. Так как |– Ai ~ Zi, то формулы Ai ~ Zi истинны для всех i.
Пусть Wi обозначает формулу w(Zi). По лемме 3 имеем |– Ai ~ Wi для всех i. Если
трактовать все Ak, входящие в Ai ~ Wi как пропозициональные переменные, то
формула

(A1 ~ W1) & (A2 ~ W2) & … & (An ~ Wn)
является истинной формулой пропозициональной логики, но это противоречит
невыполнимости ϕ. Полученное противоречие доказывает теорему. ■

Введем следующее обозначение: если i – индекс, пробегающий диапазон 1, 2,
…, n, то i+ обозначает i + 1 для i = 1, …, n –1, и i+ = 1 для i = n. Теперь можем
сформулировать следствие из теоремы 2.

Следствие 1. Допустим, что для i = 1, …, n, каждое Ai есть одно из следующих
утверждений:

(i) Ai+ – доказуемо;
(ii) Ai+  – не доказуемо;
(iii) Ai+  – опровержимо;
(iv) Ai+ – не опровержимо.

Пусть количество значений индекса i, для которых Ai утверждает (ii) или (iii),
нечетно. Тогда, по крайней мере, одна из формул Ai неразрешима.

Доказательство. Будем доказывать от противного. Пусть все формулы Ai
разрешимы. Переведем исходные условия на точный язык. Для i = 1, …, n каждое
Ai удовлетворяет одному из следующих отношений:

 (i) |– Ai ~ P(⎡Ai+⎤);
 (ii) |– Ai ~ ¬P(⎡Ai+⎤);
 (iii) |– Ai ~ R(⎡Ai+⎤);
 (iv) |– Ai ~ ¬R(⎡Ai+⎤).

И количество значений индекса i, для которых Ai удовлетворяют отношениям (ii)
или (iii), нечетно. Заменим P(⎡Ai+⎤) на Ai+ и R(⎡Ai+⎤) на ¬Ai+. Тогда отношения (i)-
(iv) в силу леммы 3 преобразуются в отношения

(I)  |– Ai ~ Ai+;
(II)  |– Ai ~ ¬ Ai+;
(III) |– Ai ~ ¬ Ai+;
(IV) |– Ai ~ Ai+.

Причем общее количество выражений вида Ai ~ ¬ Ai+ является нечетным.
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Будем рассматривать все Ai как пропозициональные переменные. Чтобы при-
менить теорему 2, рассмотрим формулу ϕ, которая в данном случае есть

(A1 ~ B2) & (A2 ~ B3) & … & (An–1 ~ Bn) & (An ~ B1),
где каждое Bk есть Ak или ¬Ak. Так как мы предположили, что все формулы Ai раз-
решимы, то по теореме 2 формула ϕ должна быть выполнимой.

Удалим из формулы ϕ все эквивалентности вида Ai ~ Ai+, причем удаляя каж-
дую такую эквивалентность, будем делать перенумерацию переменных так, чтобы
соседние переменные по-прежнему имели последовательные номера.

Полученная формула равносильна ϕ и имеет вид
(A1 ~ ¬A2)&(A2 ~ ¬A3)& … &(Ak ~ ¬A1), (1)

где k нечетно.
Докажем, что формула (1) не может быть выполнимой. От противного. Пусть

формула (1) истинна при некотором распределении истинностных значений пере-
менных A1, A2, …, Ak. При этом распределении все эквивалентности в скобках
должны иметь значение истина. Рассмотрим два возможных истинностных зна-
чения для переменной A1.

• Пусть A1 есть истина, тогда A2 – ложь, A3 – истина, A4 – ложь, …, Ak – ис-
тина, так как k нечетно.

• Если же A1 есть ложь, то A2 – истина, A3 – ложь, A4 – истина, …, Ak – ложь,
так как k нечетно.

В любом случае для выполнимости формулы (1) истинностные значения пере-
менных Ak и A1 должны совпадать, но тогда последняя эквивалентность Ak ~ ¬A1
имеет ложное значение и формула (1) ложна при любом значении A1. Поэтому
формула (1) невыполнима. Так как формулы (1) и ϕ равносильны, то формула ϕ
невыполнима. Полученное противоречие доказывает, что, по крайней мере, одна
из формул Ai неразрешима. ■

Если в формулировке следствия n = 1, то тогда мы имеем одну формулу A1,
для которой выполнено |– A1 ~ ¬P(⎡A1⎤) или |– A1 ~ R(⎡A1⎤). И из следствия 1 и
леммы 1 сразу получаем

Следствие 2 (после Гёделя). Если |– G ~ ¬P(⎡G⎤), то формулы G и P(⎡G⎤) не-
разрешимы.

Следствие 3 (после Смаллиана). Если |– L ~ R(⎡L⎤), то формулы L и R(⎡L⎤) не-
разрешимы.

Замечание. Все чистые теоремы существования неразрешимых косвенно реф-
лексивных предложений, доказанные в [3], являются частными случаями следст-
вия 1.

Автор благодарит профессора Heinrich Rolletschek (Research Institute for Sym-
bolic Computation, Linz, Austria) за плодотворное обсуждение результатов из [3],
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О НЕКОТОРЫХ НОВЫХ РЕШЕНИЯХ МНОГОМЕРНОГО УРАВНЕНИЯ
В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ ПЕРВОГО ПОРЯДКА

СО СТЕПЕННЫМИ НЕЛИНЕЙНОСТЯМИ

Проведён анализ решений многомерного уравнения в частных производных
первого порядка, содержащего степенные функции от производных. Для ис-
следования данного уравнения применяется метод двухуровневого функ-
ционального разделения переменных (РП), являющийся новым вариантом
метода функционального РП. В результате получены новые решения рас-
сматриваемого уравнения в неявной форме, содержащие некоторые обоб-
щенные полиномы от независимых переменных.

Ключевые слова: уравнение в частных производных, функциональное раз-
деление переменных, степенная нелинейность.

Теория нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных
первого порядка является важной составной частью современной математической
физики [1, 2]. Одним из наиболее эффективных методов решения нелинейных
уравнений в частных производных является метод разделения переменных (РП)
[1, 3, 4]. В работах [3, 4] подробно изложены основы метода и его современные
варианты (обобщенное и функциональное РП). В настоящее время опубликовано
достаточно много работ, посвященных исследованию нелинейных уравнений ука-
занным методом. Так, в работах [5−7] методом РП исследованы некоторые мно-
гомерные уравнения в частных производных, включающие однородные и мульти-
однородные функции. В [8−11] с помощью указанного метода были получены
решения некоторых нелинейных уравнений эллиптического и гиперболического
типов. В настоящей работе предлагается новый вариант метода – двухуровневое
функциональное разделение переменных. На примере многомерного уравнения в
частных производных первого порядка со степенными нелинейностями проиллю-
стрированы возможности метода и получены новые точные решения указанного
уравнения.

1. Постановка задачи

Рассмотрим следующее нелинейное уравнение в частных производных перво-
го порядка относительно неизвестной функции 1( ,..., )Nu x x :

1
( ).

nN

nn

u u
x

β

=

⎛ ⎞∂
= ϕ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

∏ (1)

В справочнике [1, с. 402] приведен полный интеграл более общего уравнения с

правой частью вида ( )
1

( )
N

n
n

u f x
=

ϕ ∏ , который можно получить методом функцио-

нального РП. Это уравнение может быть сведено к уравнению (1) с помощью за-
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мены независимых переменных, при этом указанный полный интеграл сводится к
решению типа бегущей волны:

[ ] 01/
1( )

N

n n
n

du c x c
u Σβ

=
= +

ϕ
∑∫ , (2)

где 
1

N

n
n

Σ
=

β = β∑ .

Целью данной работы является нахождение новых решений уравнения (1),
имеющих более сложную зависимость от переменных nx , с использованием ме-
тода функционального РП.

2. Двухуровневое функциональное разделение переменных

Для нахождения решений уравнения (1) более сложного вида используем сле-
дующее выражение для искомой функции 1( ,..., )Nu x x :

1
1

( ,..., ) ( )
k

K

N k n n
k n I

u x x U V X x
= ∈

⎧ ⎛ ⎞⎫⎪ ⎪= ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪⎩ ⎝ ⎠⎭
∑ ∑ . (3)

Предполагается, что множество значений { }1,...,I N=  индекса n, нумерующе-
го независимые переменные, разбито на K непересекающихся подмножеств

( )kI k ∈Ξ . Здесь и далее { }1, , KΞ = …  – множество значений индекса k; ( ),U y
( ),k kV z ( )n nX x  – неизвестные функции, подлежащие определению в дальней-

шем. Также будем использовать обозначения:

( )
1

K

k k
k

y V z
=

= ∑ ,  ( )
k

k n n
n I

z X x
∈

= ∑ . (4)

Подставляя выражение (3) в уравнение (1) и учитывая (4), приходим к соот-
ношению

[ ] [ ]
[ ]1

( ( ))( ) ( )
( )

nk

k

K

k k n n
k n I

U yV z X x
U y

Σ

Σ

ββ
β

= ∈

⎧ ⎫ ϕ⎪ ⎪′ ′ =⎨ ⎬
′⎪ ⎪⎩ ⎭

∏ ∏ , (5)

где 
1

,
k

N

n k n
n n I

Σ Σ
= ∈

β = β β = β∑ ∑ . Далее всюду будем предполагать, что выполнены

условия
0Σβ ≠ ,  0 ( )k kΣβ ≠ ∈Ξ .

Так как правая часть уравнения (5) является функцией от y , то, учитывая пер-
вую из формул (4), легко видеть, что выражение в фигурных скобках в левой час-
ти (5) должно зависеть только от kz . Тогда из уравнения (5) следует

1
( ) ( )

K

k k
k

z y
=

ψ = Φ∏ ; (6)

[ ] [ ]( ) ( ) ( ) ,k n

k

k k k k n n
n I

z V z X xΣβ β

∈

′ ′ψ = ∏
[ ]

( ( ))( )
( )
U yy

U y Σβ

ϕ
Φ =

′
. (7)
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Пусть l∈Ξ  – некоторое значение индекса k. Дифференцируя по lz  уравнение
(6) и учитывая первую из формул (4), получаем

1

( )
( ) ( )

( ) ( )

K
l l

k k
l l l l k

z
z y

z V z =

′ψ
′ψ = Φ

′ψ ∏ . (8)

Тогда, из соотношений (6) и (8) следует
( ) ( )

( ) ( ) ( )
l l

l l l l

z y
z V z y
′ ′ψ Φ

=
′ψ Φ

. (9)

Так как l  было выбрано произвольно, то соотношение (9) должно выполнять-
ся при всех l∈Ξ .

С учетом первого из выражений (4), отсюда следует
( )

( ) ( )
k k

k k k k

z
z V z
′ψ

= μ
′ψ

,  ( )
( )

y
y

′Φ
= μ

Φ
, (10)

причем первое из уравнений (10) должно удовлетворяться при всех k ∈Ξ  (здесь
произведена замена индекса l k→  ), μ  – некоторая постоянная.

Далее рассмотрим два возможных случая.
Случай 1. 0.μ =
Тогда, используя второе из уравнений (10), с учетом выражения (7) для ( )yΦ ,

получаем следующее:

[ ] 0 01/( )
du C y D

u Σβ
= +

ϕ∫
(11)

или, с учетом выражения (4) для y :

[ ]
( )0 01/

1( )

K

k k
k

du C V z D
u Σβ

=
= +

ϕ
∑∫ . (12)

В формулах (11) , (12) 0 0,C D – произвольные постоянные.
Целью дальнейшего анализа является нахождение функций ( )k kV z , ( )n nX x .
Первую из формул (7) перепишем в виде

[ ]( ) ( ),n

k

n n k k
n I

X x zβ

∈

′ = Ψ∏ (13)

где 
[ ]

( )
( )

( ) k

k k
k k

k k

z
z

V z Σβ

ψ
Ψ =

′
. (14)

Пусть km I∈ – некоторое значение индекса n. Продифференцируем (13) по mx ,
откуда получаем

[ ]
[ ]2

( )
( ) ( )

( )
n

k

m m
m n n k k

n Im m

X x
X x z

X x
β

∈

′′
′ ′β = Ψ

′
∏ . (15)

Подставляя в (15) выражение для ( )k kzΨ  из (13), находим

[ ]2
( ) ( )

( )( )
m m k k

m
k km m

X x z
zX x

′′ ′Ψ
β =

Ψ′
. (16)
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Поскольку при заданном k соотношение (16) должно выполняться для всех
km I∈ , то функции ( )m mX x , ( )k kzΨ  должны удовлетворять уравнениям

[ ]2
( )

,
( )

m m
m k

m m

X x
X x

′′
β = λ

′
 

( )
( )

k k
k

k k

z
z

′Ψ
= λ

Ψ
, (17)

где kλ – некоторые постоянные. Рассмотрим отдельно два случая.
1) 0.kλ =  Тогда при данном k и для всех kn I∈  из уравнений (17) с учетом

(13) получаем

0( ) ,n n n n nX x c x c= +  ( ) .n

k

k k k n
n I

z C c β

∈

Ψ = ≡ ∏ (18)

Из первого уравнения (10) для данного случая следует
( ) constk k kz Aψ = = . (19)

Тогда из формул (14), (18) и (19) получим

[ ]( ) k k
k k

k

A
V z

С
Σβ′ = . (20)

При 0kΣβ ≠  решением уравнения (20) является линейная функция
1/

0( ) ( )
k

k
k k k k

k

A
V z z z

С

Σβ⎛ ⎞
= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (21)

2) 0.kλ ≠  Решая уравнения (17), находим

0ln ( )n k
n n n n

k n
X c x x

β λ⎡ ⎤
= − − −⎢ ⎥λ β⎣ ⎦

; (22)

 ( ) exp ( )k k k k kz C zΨ = λ . (23)
Из соотношений (19), (22), (23), (14) и второй формулы (4) можно получить

уравнение для ( )k kV z :

[ ]( ) exp ( )k k
k k k k

k

A
V z z

С
Σβ′ λ = . (24)

 При 0kΣβ ≠  решением уравнения (24) является функция
1/

( ) exp
k

k k k
k k k

k k k

A
V z z

С

Σβ
Σ

Σ

β λ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟λ β⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. (25)

Учитывая выражение (22) и вторую из формул (4), преобразуем (25) к виду
/

1/
0( ) .

n k
k

k

k
k k n n

nn I
V A x x

Σ
Σ

β β
β Σ

∈

β⎡ ⎤
= −⎢ ⎥β⎣ ⎦

∏ (26)

Введем множества
{ }1 : , 0kk kΞ = ∈Ξ λ = ,

{ }2 : , 0kk kΞ = ∈Ξ λ ≠ .
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Тогда из соотношений (12), (22), (26), с учетом (4), получаем решение уравне-
ния (1) в неявной форме для случая 0μ = :

[ ] 1

2

0 01/

/
1/

0 0

( )

( ) ,

k

n k
k

k

k n n k
k n I

k
k n n

nk n I

du C A c x z
u

A x x D

Σ

Σ
Σ

β
∈Ξ ∈

β β
β Σ

∈Ξ ∈

⎧ ⎛ ⎞⎪= − +⎜ ⎟⎨ ⎜ ⎟ϕ ⎪⎩ ⎝ ⎠
⎫β⎡ ⎤ ⎪+ − +⎬⎢ ⎥β⎣ ⎦ ⎪⎭

∑ ∑∫

∑ ∏ (27)

где 
1/ k

k
k

k

A
A

С

Σβ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

Вводя новые произвольные постоянные по формулам

0kn n kn Ib С c A∈ = ,  1/
0

k
k kB С A Σβ= ,  

1

0 0 0 0k k
k

B С z A D
∈Ξ

= − +∑ ,

решение (27) представим в более простом виде:

[ ] 1 2

/

0 01/ ( )
( )

n k

k k

k
n n k n n

nk n I k n I

du b x B x x B
u

Σ

Σ

β β
Σ

β
∈Ξ ∈ ∈Ξ ∈

β⎡ ⎤
= + − +⎢ ⎥βϕ ⎣ ⎦
∑ ∑ ∑ ∏∫ . (28)

Подставив решение (28) в уравнение (1), находим, что постоянные ,n kb B
должны удовлетворять условию

1 2

1n k

k

n k
k n I k

b B Σβ β

∈Ξ ∈ ∈Ξ

⋅ =∏ ∏ ∏ . (29)

В частном случае, когда 1 2,Ξ = Ξ Ξ = ∅ , второй член в правой части (28) от-
сутствует и решение (28) совпадает с известным решением (2).

Случай 2. 0.μ ≠
Тогда, решая второе из уравнений (10) и используя выражение (7) для ( )yΦ ,

получаем следующее:

[ ] 0 01/ exp
( )

du C y D
u Σ

Σ
β

Σ

β ⎛ μ ⎞
= − − +⎜ ⎟μ βϕ ⎝ ⎠∫ (30)

или, с учетом выражения (4) для y :

[ ]
( )0 01/

1
exp

( )

K

k k
k

du C V z D
u Σ

Σ
β

Σ =

β ⎛ ⎞μ
= − − +⎜ ⎟μ βϕ ⎝ ⎠

∑∫ . (31)

В формулах (30) , (31) 0 0,C D – произвольные постоянные.
Далее, для нахождения функций ( )k kV z , аналогично приведенным выше рас-

суждениям для 0μ = , необходимо различать два случая.
а) 0.kλ =  Тогда, используя выражения (14) и (18), находим

[ ]( ) ( ) .k
k k k k kz С V z Σβ′ψ = (32)

Подставляя (32) в первое из уравнений (10), получаем уравнение для ( )k kV z :

[ ]2
( )

( )
k k k

k k

V z
V z
Σ ′′β

= μ
′

. (33)
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Решение уравнения (33) запишем в виде

0 0( ) ln ( ) lnk
k k k k kV z z z VΣβ= − − −

μ
. (34)

При этом функции ( )n nX x  определяются первой из формул (18).
б) 0.kλ ≠  Тогда из (23) и (14) получаем выражение

[ ]( ) ( ) exp ( )k
k k k k k k kz С V z zΣβ′ψ = λ . (35)

Подставляя (35) в первое из уравнений (10), получаем уравнение для ( )k kV z :

( )
( ) ( )

k k k k

k k k k k

V z
V z V z

Σ

Σ

′′β λ⎛ ⎞
+ = μ⎜ ⎟′ ′ β⎝ ⎠

. (36)

Решение уравнения (36) можно записать в виде

0 0( ) ln exp ( )k k
k k k k k

k k
V z z z VΣ

Σ

β λ⎧ ⎡ ⎛ ⎞ ⎤⎫μ
= − − − +⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥μ λ β⎩ ⎣ ⎝ ⎠ ⎦⎭

. (37)

Функции ( )n nX x  определяются формулой (22).
Для последующего преобразования решения (31), используя выражения (4) и

(22), получим
/

0 0exp ( ) ( ) .
n k

k

k k
k k n n n

k nn I
z z c x x

Σβ β

Σ ∈

λ λ⎛ ⎞ ⎡ ⎤
− − = − −⎜ ⎟ ⎢ ⎥β β⎝ ⎠ ⎣ ⎦

∏ (38)

Учитывая (37), (38), решение (31) преобразуем к виду

[ ] ( )
1

2

/
1 01/

//

0 2 0

( )

( ) .

k

k

kn k

k

n n k
n Ik

k
k k n n

nk n I

du B c x z
u

B B x x

Σ Σ

Σ

Σ ΣΣ

β β
β

∈∈Ξ
β ββ β

Σ

∈Ξ ∈

= − ×
ϕ

⎧ ⎫β⎡ ⎤⎪ ⎪× + −⎨ ⎬⎢ ⎥β⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

∑∏∫

∏ ∏ (39)

В состав решения (39) входят произвольные постоянные 1 0 2 0, , , , ,k k n kB B B c z

0.nx  Подставив это решение в уравнение (1), после некоторых преобразований
получаем условие, которому должны удовлетворять произвольные постоянные:

1 2

1
1

1
k

k
K

k
k k

k k k
B C B

Σ

ΣΣ

β
ββ Σ

Σ= ∈Ξ ∈Ξ

β⎛ ⎞
⋅ ⋅ =⎜ ⎟β⎝ ⎠
∏ ∏ ∏ , (40)

где kC выражаются через nc  по формуле (18).
Отметим также, что формула (39) описывает семейство решений, которые от-

личаются между собой как значениями произвольных постоянных, так и множе-
ствами ( 1, , )kI k K= … , ( 1, 2)j jΞ = ; аналогичное утверждение справедливо в от-
ношении формулы (28).

В частном случае, когда 1 2,Ξ = Ξ Ξ = ∅ , второй сомножитель в правой части
(39) отсутствует и это решение принимает более простой вид:

[ ] ( ) /
1 01/

1( )
k

k

K

n n k
n Ik

du B c x z
u

Σ Σ

Σ

β β
β

∈=

= −
ϕ

∑∏∫ . (41)
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Если при этом K=1, то (41) сводится к приведенному выше известному реше-
нию (2).

Заключение

Таким образом, в данной работе предложен метод двухуровневого функцио-
нального разделения переменных для уравнений в частных производных. Данный
метод применяется к решению многомерного уравнения в частных производных
первого порядка (1) со степенными нелинейностями от производных. Получены
новые решения указанного уравнения в неявном виде, определяемые формулами
(28) и (39), содержащие обобщенные полиномы от независимых переменных.
С помощью подстановки решений (28) и (39) в уравнение (1) получены условия
(29) и (40), которым должны удовлетворять входящие в эти решения произволь-
ные постоянные. Результаты данной работы могут быть обобщены на другие ти-
пы уравнений в частных производных.
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Investigations of nonlinear partial differential equations of the first order with an arbitrary
number of independent variables are an important part of up-to-date mathematical physics. For
many equations of this class, only solutions of the simplest kind are known, in particular, solu-
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tions of the travelling wave type. The present work is devoted to finding solutions of a more com-
plex form for the multi-dimensional equation of the first order with power-law non-linearity in
derivatives.

To solve this problem, in this paper we propose a new variant of the method of separation of
variables – the method of two-level functional separation of variables. The characteristic feature
of this method is that the desired function depends on a superposition of functions of the first and
second levels of one variable, and these functions are determined as the result of solving some or-
dinary differential equations.

Based on the method proposed in the paper, new exact solutions of the considered equation
are obtained in an implicit form. The solutions contain some generalized polynomials of inde-
pendent variables. Conditions of the existence of these solutions are specified. The results of this
work can be generalized to other non-linear first order equations and equations of higher orders
with many independent variables.
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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ РЕШЕНИЯ
ВОЗМУЩЕННОГО ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ,

КОГДА ПРЕДЕЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ ИМЕЕТ ОСОБЫЕ ТОЧКИ

Доказана возможность применения метода пограничных функций для
построения равномерного асимптотического разложения решения задачи
Дирихле для бисингулярно возмущенного эллиптического уравнения, когда
предельное уравнение является дифференциальным уравнением первого по-
рядка с особыми точками, причем в этих точках условие теоремы А.Н. Ти-
хонова не выполняется. Получена оценка остаточного члена, т.е. обосновано
формальное асимптотическое разложение решения исследуемой задачи.

Ключевые слова: асимптотика, решение, бисингулярное возмущение, урав-
нение эллиптического типа, особая точка, задача Дирихле, обобщенный
метод пограничных функций, пограничные функции, малый параметр.

Постановка задачи

Рассмотрим задачу Дирихле для бисингулярно возмущенного эллиптического
дифференциального уравнения

ε∆u – (1–x2) uy = f (x,y), (x,y)∈D = {(x,y)| y > x2–1, y < 0};  (1)
u|Г = ψ(x,y), Г = ∂D,  (2)

где 
2 2

2 2x y
∂ ∂

∆ = +
∂ ∂

 – оператор Лапласа, u = u(x,y,ε), ψ(x,y), f (x,y) ∈ C(∞,∞)(D),

0 < ε << 1 – малый параметр, Г = ∂D – граница области D.
Сначала покажем бисингулярность задачи (1), (2). Первая сингулярность – ре-

шение предельного уравнения
–(1–x2) uy = f (x,y)

не может удовлетворять граничному условию (2). Чтобы показать вторую особен-
ность (сингулярность), рассмотрим структуру внешнего разложения решения за-
дачи (1), (2), которое ищем в виде

( )
0

,k
k

k
V v x y

∞

=
= ε∑ , при ε→0.  (3)

Подставляя (3) в (1) и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях ε,
получим рекуррентную систему дифференциальных уравнений:

–(1 – х2) ( )0 ,v x y
y

∂
∂

 = f (х,у),

(1 – х2) ( ),kv x y
y

∂
∂

 = ∆ 1kv − (х,у), k∈N.
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Отсюда определяем ( ),kv x y :

( ) ( ) ( )
2

2
0 2

1

1, , , 1
1

y

x

v x y f x s ds x x
x −

= − +ψ −
− ∫ ,

( ) ( )
2

12
1

1, ,
1

y

k k
x

v x y v x s ds
x −

−

= ∆
− ∫ , k∈N.

Заметим, что ( ) ( )( )( , ), \ 1,0kv x y C D∞ ∞∈ ± , т.е. в точках (1,0) и (–1,0) все эти
функции ( ),kv x y  имеют нарастающую особенность вида

( ),kv x y  = О(1/(1–х2)1+3k), k = 0,1,2,... .

(Термин нарастающая особенность означает, что с увеличением номера k рас-
тет и особенность (порядок полюсов) функции ( ),kv x y .)

Внешнее решение имеет вид

( )
( )

( )
( )

( )
( )12 32 2 2

1 , , ... , ...
1 1 1

m

mf x y F x y F x yV
x x x

⎛ ⎞ε ε⎛ ⎞− + + + +⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎜ ⎟ ⎟− − −⎝ ⎝ ⎠ ⎠
, при ε→0,

где ( ) ( )( , ),kF x y C D∞ ∞∈ , k∈N.
Поэтому задача (1), (2) является бисингулярной – коэффициенты ее внешнего

разложения имеют нарастающие особенности в точках (1,0) и (–1,0). В окрестно-
сти этих точек ряд (3) не только не приближает решение u(х,у,ε), но даже теряет
асимптотический характер [1].

Построение формального асимптотического разложения

Для построения формального асимптотического разложения (ФАР) решения
задачи (1), (2) применяем модифицированный метод погранфункций [2, 3]. Этим
же методом в работах [4, 5] исследованы бисингулярно возмущенные эллиптиче-
ские уравнения, в которых предельное уравнение не является дифференциальным
уравнением.

Решение задачи (1), (2) будем искать в виде

u(х,у,ε) = V(х,у,ε) + П(х,τ,ε) + W(η,y,μ) + Q(ζ,y,μ), (4)

где ( ) ( )
0

, , ,k
k

k
V x y v x y

∞

=
ε = ε∑

– регулярное внешнее решение;

( ) ( )
0

, , ,k
k

k
x x

∞

=
Π τ ε = ε π τ∑

– классическая пограничная функция;

( ) ( )
1

, , ,k
k

k
W y w y

∞

=−
η μ = μ η∑ , ( ) ( )

1
, , ,k

k
k

Q y q y
∞

=−
ζ μ = μ ζ∑

– обобщенные пограничные функции; τ = y/ε, η = (1–x)/μ, ζ = (1+x)/μ, ε = μ3.



28 Д.А. Турсунов, У.З. Эркебаев

Учитывая граничное условие (2), имеем

( ) ( )2
2

1
, , , 1

y x
V x y x x

= −
ε = ψ − ;          (5)

П(х,τ,ε)|τ=0 = ψ(x,0)–V(х,0,ε), П(х,τ,ε)→0, при τ→–∞;  (6)
W(0,0,μ) = 0, W(η,у,μ) →0, при η→+∞;                         (7)
Q(0,0,μ) = 0, Q(ζ,у,μ) →0, при ζ→+∞.                      (8)

Подставляя (4) в (1), получим

( ) ( ) ( )1 2

0 0

,
, 1k k k

k
k k

v x y
v x y x

y

∞ ∞
+

= =

∂
ε ∆ − − ε +

∂∑ ∑

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2
1 2

2 2 2
0 0

2 2
1 2

2 2
1

2 2
1 2

2 2
1

, , ,
1

, , ,
2

, , ,
2

k kk k k

k k

k k k k

k

k k k k

k

x x x
x

x
w y w y w y

y y
q y q y q y

y y

∞ ∞
+

= =
∞

+

=−
∞

+

=−

⎛ ⎞∂ π τ ∂ π τ ∂π τ
+ ε + − − ε +⎜ ⎟⎜ ⎟ ε∂τ∂ ε ∂τ⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ η ∂ η ∂ η
+ μ −η −μη +μ +⎜ ⎟⎜ ⎟∂∂η ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ζ ∂ ζ ∂ ζ
+ μ − ζ −μζ +μ =⎜ ⎟⎜ ⎟∂∂ζ ∂⎝ ⎠

∑ ∑

∑

∑

( ) ( ) ( )3

0 0
, , ,k k

k k
k k

f x y h x y h x y
∞ ∞

= =
= − ε + μ∑ ∑ . (9)

По идее метода, мы в правую часть последнего равенства ввели новую, пока

неизвестную функцию ( )
0

,k
k

k
h x y

∞

=
ε∑ , функции hk(x,y) конкретизируются ниже.

Регулярное внешнее решение

Из (5) и (9) для функции vk(x,y) имеем

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
1

1

2 0
0

,
, 1 ,

,
1 , , ,

k k
k k

k

v x y
v x y x h x y

y
v x y

x f x y h x y
y

∞

−
=

∂⎛ ⎞ε ∆ − − + −⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∂

− − = −
∂

∑

( ) ( ) ( )2 2
2

0 1 1
, , 1 , , 0ky x y x

v x y x x v x y
= − = −

= ψ − = , k∈N.

Отсюда получим

( ) ( ) ( ) ( )2 0
0

,
1 , ,

v x y
x f x y h x y

y
∂

− − = −
∂

, ( ) ( )2
2

0 1
, , 1

y x
v x y x x

= −
= ψ − ; (10)

( ) ( ) ( ) ( )2
1

,
1 , ,k

k k
v x y

x v x y h x y
y −

∂
− = ∆ +

∂
, ( ) 2 1

, 0k y x
v x y

= −
= , k∈N. (11)

Решения задач (10), (11) имеют соответственно вид

( )
( )

( ) ( )( ) ( )
2

2
0 02

1

1, , , , 1
1

y

x

v x y f x s h x s ds x x
x −

= − − +ψ −
− ∫ ,
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( )
( )

( ) ( )( )
2

12
1

1, , ,
1

y

k k k
x

v x y v x s h x s ds
x −

−

= − ∆ +
− ∫ .

Пусть gk(x, y) = –∆vk–1(x,y),

тогда ( ) ( )( , ),kv x y C D∞ ∞∈ , k = 0,1,…,

при h0(x,y) = (f (1,y)(1+x)+f (–1,y)(1–x))/2,
hk(x,y) = (gk(1,y)(1+x)+ gk(–1,y)(1–x))/2, k∈N.

Таким образом, мы построили регулярное внешнее решение:

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )

2

2
2

1

1, 1 1, 11, , , 1 ,
21

y

x

f s x f s x
V x y x x f x s ds

x −

⎧ + + − −⎪ ⎛ ⎞ε = ψ − + − +⎨ ⎜ ⎟
⎝ ⎠− ⎪⎩

∫

( ) ( )( ) ( )( )
21 1

1, 1 1, 1
,

2

y
k k k

k
k x

g s x g s x
g x s ds

∞

= −

⎛ ⎞⎫+ + − − ⎪⎛ ⎞⎜ ⎟+ ε − ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎪⎝ ⎠⎭
∑ ∫ .

Классическая пограничная функция

Из (6) и (9) для функции πk(x,τ) имеем

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 20 0 1 1

2 2
, , , ,

1 1
x x x x

x x
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ π τ ∂π τ ∂ π τ ∂π τ

− − + ε − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂τ ∂τ∂τ ∂τ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ ( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 2

2 2
2

, , ,
1 0k k k k

k

x x x
x

x

∞
−

=

⎛ ⎞∂ π τ ∂π τ ∂ π τ
ε − − + =⎜ ⎟⎜ ⎟∂τ∂τ ∂⎝ ⎠

∑ ,

π0(x,0) = ψ(x,0)–v0(х,0), πk(x,0) = –vk(х,0), k∈N;
πk(x,τ) → 0  при τ → –∞,  k = 0,1,2,… .

Отсюда ( ) ( ) ( )2
20 0

0 2
, ,

1
x x

l x
∂ π τ ∂π τ

π ≡ − −
∂τ∂τ

 = 0,

π0(x,0) = ψ(x,0)–v0(х,0), π0(x,τ)→0, при τ→–∞; (12)
lπ1 = 0, π1(x,0) = –v1(х,0), π1(x,τ)→0, при τ→–∞; (13)

( )2
2

2
,k

k
x

l
x
−∂ π τ

π = −
∂

, πk(x,0) = –vk(х,0), πk(x,τ)→0, при τ→–∞, k>1. (14)

Задачи (12) – (14) имеют единственные решения, представимые соответствен-
но в виде

( ) ( ) ( )( ) ( )21
0 0, ,0 ,0

x
x x v x e

− τ
π τ = ψ − ,

( ) ( ) ( )21
1 1, ,0

x
x v x e

− τ
π τ = − ,

( ) ( ) ( ) ( )( )
21

, ,0 ,
x

k k kx e v x P x
− τ

π τ = − + τ τ ,

k >1, Рk(х,τ)– ограниченная, гладкая функция.



30 Д.А. Турсунов, У.З. Эркебаев

Обобщенные пограничные функции

Функцию ( )
0

,k
k

k
h x y

∞

=
ε∑ представим в виде

( ) ( ) ( )3 3
1 2

0 0 0
, , ,k k k

k k k
k k k

h x y h x y h x y
∞ ∞ ∞

= = =
ε = μ + μ∑ ∑ ∑ ,

где ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1

1 1, 1, 1, 1, 1,
2 2

k
k k k

k

x xh x y f y f y g y g y
∞

=

− −⎛ ⎞= − + ε −⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1

1 1, 1, 1, 1, 1,
2 2

k
k k k

k

x xh x y f y f y g y g y
∞

=

+ +⎛ ⎞= − − − + ε − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ .

Из (7) и (9) для функции wk(η,у) имеем

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1 2 3
12 2

1 0

, , ,
2 1 ,k kk k k

k
k k

w y w y w y
h y

y y

∞ ∞
+

=− =

⎛ ⎞∂ η ∂ η ∂ η
μ −η −μη +μ = μ −μη⎜ ⎟⎜ ⎟∂∂η ∂⎝ ⎠

∑ ∑ ,

wk(0,0) = 0, wk(η,у) →0, при η→+∞.
Отсюда получим

( ) ( ) ( )
2

1 1
1 2

, ,
2 1,

w y w y
Lw f y

y
− −

−
∂ η ∂ η

≡ − η =
∂∂η

,

w–1(0,0) = 0, w–1(η,у) →0, при η→+∞; (15)

( )2
1

0 2
,

2
w y

Lw −∂ ηη
= −

∂η
,

w0(0,0) = 0, w0(η,у) →0, при η→+∞; (16)

( ) ( )2
2 0 1

1 2
, ,w y w y

Lw
y y

−∂ η ∂ η
= −η −

∂ ∂
,

w1(0,0) = 0, w1(η,у) →0, при η→+∞; (17)

( ) ( ) ( )
2

2 3 2 3 3
3 1 2

, ,
1,k k

k k
w y w y

Lw g y
y y

− −
−

∂ η ∂ η
= −η − +

∂ ∂
,

w3k–1(0,0) = 0, w3k–1(η,у) →0, при η→+∞, k∈N; (18)

( ) ( ) ( )2
3 1 3 2

3 2
, ,

2 1,
2

k k
k k

w y w y
Lw g y

y y
− −∂ η ∂ ηη ⎛ ⎞= − η + −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

,

w3k(0,0) = 0, w3k(η,у) →0, при η→+∞, k∈N; (19)

( ) ( )2
2 3 3 1

3 1 2
, ,k k

k
w y w y

Lw
y y

−
+

∂ η ∂ η
= −η −

∂ ∂
,

w3k+1(0,0) = 0, w3k+1(η,у) →0, при η→+∞, k∈N. (20)

Все эти задачи имеют единственные решения, удовлетворяющие заданным
граничным условиям. Задачи такого типа встречаются в задачах диффузионного
пограничного слоя [6].
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Действительно, задачу

( ) ( ) ( )
2

2
, ,

2 ,
w y w y

y
y

∂ η ∂ η
− η = Φ η

∂∂η
,

w(0,0) = 0, w(η,у) →0, при η→+∞
с помощью преобразования t = 9y/8, z = η3/2 можно привести к уравнению

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 3 2

, , ,1 4 ,
3 9

w z t w z t w z t
z t

t z zz z

∂ ∂ ∂
= + − Φ

∂ ∂∂
,

w(0,0) = 0, w(z,t) →0, при z→+∞,
которое имеет решение [6]

( ) ( ) ( )

( )

2 2
1/3

4
1/3

0 0

2, ,
9 2

zt
tz zw z t e I d d

t t

+ξ∞ −
−τ ⎛ ⎞ξ

= − Φ ξ τ ξ τ⎜ ⎟− τ − τ⎝ ⎠
∫ ∫ ,

где I1/3(s) – модифицированная функция Бесселя.
Асимптотическое поведение решения задач (15) – (20) при η → +∞, можно оп-

ределить с помощью ряда:

( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 2, ... ...n

n
a y a y a y

w y− η = + + + +
η η η

(21)

Подставляя (21) в (15), имеем
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
3 2

2 1 ' '
... } 2 { ... 1,n n

n n
a y n n a y a y a y

f y
+

+⎧ ⎫
+ + − η + + =⎨ ⎬

ηη η η⎩ ⎭
.

Отсюда

( ) ( ) ( ) ( )1 4 3 1
1 4 3 1, ... ...n

n
a y a y a y

w y +
− +

η = + + + +
η η η

,

где ( ) ( )1' 1, / 2a y f y= − , ( ) ( )( ) ( )3 1 3 2' 3 2 3 1n na y n n a y+ −= − − ,

 a3n–1(y) ≡ a3n(y) ≡ 0, n∈N.
Для решения задач (16) – (20) получим

( ) ( ) ( )0 1 3 13 2
1 1 1, , , , , ,kw y O w y O w y O−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞η = η = η =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ηη η ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( ) ( )3 3 13 2
1 1, , ,k kw y O w y O+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
η = η =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

η η⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, k∈N.

Следовательно, справедливо
∀k, wk(η, у)→0 при η→+∞;

wk(η, у)∈С∞( D ), k = –1,0,1,….

Аналогично, из (8) и (9) для функции qk(ζ,у) получим

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1 2 3
22 2

1 0

, , ,
2 1 ,k kk k k

k
k k

q y q y q y
h y

y y

∞ ∞
+

=− =

⎛ ⎞∂ ζ ∂ ζ ∂ ζ
μ − ζ −μζ +μ = μ −μζ⎜ ⎟⎜ ⎟∂∂ζ ∂⎝ ⎠

∑ ∑ ,

qk(0,0) = 0, qk(ζ,у) →0 при ζ→+∞.
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Отсюда имеем
( ) ( ) ( )

2
1 1

1 2
, ,

2 1,
q y q y

Pq f y
y

− −
−

∂ ζ ∂ ζ
≡ − ζ = −

∂∂ζ
,

 q–1(0,0) = 0, q–1(ζ,у) →0, при ζ→+∞;

( )2
1

0 2
,

2
q y

Pq −∂ ζζ
= −

∂ζ
, q0(0,0) = 0, q0(ζ,у) →0, при ζ→+∞;

( ) ( )2
2 0 1

1 2
, ,q y q y

Pq
y y

−∂ ζ ∂ ζ
= −ζ −

∂ ∂
, q1(0,0) = 0, q1(ζ,у) →0, при ζ→+∞;

( ) ( ) ( )
2

2 3 2 3 3
3 1 2

, ,
1,k k

k k
q y q y

Pq g y
y y

− −
−

∂ ζ ∂ ζ
= −ζ − + −

∂ ∂
,

 q3k–1(0,0) = 0, q3k–1(ζ,у) →0, при ζ→+∞, k∈N;

( ) ( ) ( )2
3 1 3 2

3 2
, ,

2 1,
2

k k
k k

q y q y
Pq g y

y y
− −∂ ζ ∂ ζζ ⎛ ⎞= − ζ + − −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

,

 q3k(0,0) = 0, q3k(ζ,у) →0, при ζ→+∞, k∈N;

( ) ( )2
2 3 3 1

3 1 2
, ,k k

k
q y q y

Pq
y y

−
+

∂ ζ ∂ ζ
= −ζ −

∂ ∂
,

q3k+1(0,y) = 0, q3k+1(ζ,у) →0, при ζ→+∞, k∈N.
Асимптотическое поведение решения этих задач при ζ→+∞ имеет вид

( ) ( ) ( )3 1 3 3 13 2
1 1 1, , , , ,k k kq y O q y O q y O− +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ζ = ζ = ζ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ζ ζ ζ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, k = 0,1,2,….

Обоснование ФАР решения задачи (1), (2)

Пусть R(х,у,ε) = u(х,у,ε)–un(х,у,ε),

где un(х,у,ε) = ( ) ( ) ( ) ( )
3 3

0 0 1 1
, , , ,

n n n n
k k k k

k k k k
k k k k

v x y x w y q y
= = =− =−
ε + ε π τ + μ η + μ ζ∑ ∑ ∑ ∑ ,

R(х,у,ε) – остаточный член.
Тогда для R(х,у,ε) получим задачу:

ε∆R–(1–х2)Ry = О(εn+2/3), R|Г = О(εn+1).
Из принципа максимума следует, что

R = O(εn+1/3).
Нами доказана
Теорема. Если f (x,y)∈C(∞,∞)( D ), f (±1,y)≠0, тогда для решения задачи (1), (2)

справедливо равномерное асимптотическое разложение

u(х,у,ε) = ( ) /3 /3
3 3

0 0 1 1

1 1, , , ,k k k k
k k k k

k k k k

y x xv x y x w y q y
∞ ∞ ∞ ∞

= = =− =−

− +⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ε + ε π + ε + ε⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ε⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ε ε
∑ ∑ ∑ ∑

при ε→0.
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Заключение
Построено равномерное асимптотическое разложение решения задачи Дирих-

ле для бисингулярно возмущенного эллиптического уравнения с граничными
особыми точками, когда соответствующее невозмущенное уравнение имеет про-
стые точки поворота на границе области. Главный член асимптотики решения
имеет отрицательную дробную степень по малому параметру. Построенная рав-
номерная асимптотика решения поставленной задачи не улучшаемая.
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Tursunov D.A., Erkebaev U.Z. ASYMPTOTIC EXPANSION OF THE SOLUTION OF A PER-
TURBED ELLIPTIC EQUATION WHEN THE LIMIT EQUATION HAS SINGULAR POINTS
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The classical method of boundary functions is used to construct asymptotic expansions of so-
lutions of perturbed Prandtl–Tikhonov type equation in the case of the exponential asymptotic
stability of solutions of the equation in the fast variable, i.e. when the condition of A.N. Tikho-
nov’s theorem is satisfied. When this condition is not satisfied, the boundary functions method
cannot be applied directly. For this reason, in such cases, many researchers previously used the
Van Dyke matching principle. But the disadvantage of the method of matching is that the formal
asymptotic expansion of the solution constructed by matching cannot be justified is all cases. We
have proved the possibility of applying the method of boundary functions for constructing a uni-
form asymptotic expansion of the solution of the Dirichlet problem for the bisingular perturbed
elliptic equation when the limit equation is the first order differential equation with singular
points, and the condition of A.N. Tikhonov's theorem is not satisfied at these points. An estimate
of the remainder term has been obtained, i.e., the formal asymptotic expansion solution of the
problem has been justified. The uniform asymptotic expansion of the solution of the problem we
have constructed consists of four solutions: the regular (smooth) external solution, the classical
boundary layer solution, and two generalized boundary layer solution. The regular external part of
the solution satisfies the boundary condition, and this solution has no singularities, i.e. is an eve-
rywhere smooth function. The classical boundary layer solution satisfies the second part of the
boundary condition, and tends exponentially to zero outside the border inside the area. The gener-
alized boundary functions satisfy the boundary condition at the singular points, and have the
power damping property outside the singular points inside the region.

Keywords: asymptotic, solution, bisingular perturbed, elliptic type equation, singular point, Dirichlet
problem, generalized method of boundary functions, boundary function, small parameter.
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В.Д. Барсуков, С.В. Голдаев, Н.П. Минькова, Н.А. Бабушкин

О ВЛИЯНИИ МЕТАЛЛИЧЕСКОГО ЭКРАНА
НА ПОДВОДНОЕ ЗАЖИГАНИЕ ДВУХОСНОВНОГО
ТВЕРДОГО ТОПЛИВА СПИРАЛЬЮ НАКАЛИВАНИЯ,

НАГРЕВАЕМОЙ КОНДЕНСАТОРОМ1

Для варианта открытого газогенератора, в котором на поверхности шашки
отсутствует бронировка, а локализация зоны горения обеспечивается с по-
мощью термостойкого стакана, осуществлено обобщение ранее разработан-
ной модели зажигания двухосновного твердого топлива под водой спиралью
накаливания, разогреваемой при разряде конденсатора. Присутствие термо-
стойкого стакана на торцевой поверхности шашки учтено в граничном усло-
вии с помощью «отрицательного источника», и он существенно влияет на
время задержки зажигания, поэтому следует принимать во внимание влия-
ние этого фактора.

Ключевые слова: газогенератор, твердое топливо, термостойкий стакан,
металлический экран, спираль накаливания, электрическое сопротивление,
электрическая емкость, конденсатор, напряжение, ток, зажигание, жид-
кая среда.

Среди многообразия газогенераторов на двухосновном твердом топливе
(ДТТ), применяющихся в различных отраслях техники, можно выделить генера-
торы, которые работают в водной среде: при термогазохимическом воздействии
на нефтяносные пласты [1], проведении аварийно-спасательных и подводно-
технических операций [2] и др. Это обусловлено следующими факторами [3]: по-
тенциальная энергия ДТТ в 2−5 раз превышает энергию сжатого воздуха, а гене-
ратор весит в 7 раз меньше, чем баллон высокого давления. Они допускают мно-
голетнее хранение без регламентных проверок. Важно также наличие освоенной
технологии изготовления ДТТ.

В ходе совершенствования подобных источников рабочего тела разработаны
открытые генераторы (ОГ), у которых в качестве корпуса были сами шашки,
имеющие защитные покрытия [1, 2]. Поэтому отпала необходимость упрочнения
шашек, что позволило повысить их габаритно-массовые характеристики [4].
Охлаждение продуктов сгорания, подаваемых в оболочку плавучести из термо-
стойкого материала, осуществлялось за счет их барботажа через окружающую во-

                                                          
1 Работа проведена при финансовой поддержке Министерства образования и науки Российской Феде-
рации в рамках ФЦП «Исследования и разработки по приоритетным направлениям развития научно-
технического комплекса России на 2014−2020 годы», соглашение № 14.578.21.0034, уникальный иден-
тификатор ПНИ RFMEF157814X0034.
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ду. Гидродинамика всплывающих пузырьков имеет сложный характер, о чем сви-
детельствует опыт исследования процессов, сопровождающих работу аппаратов
погружного горения [5]. Малая скорость истечения газов из работающего в дозву-
ковом режиме ОГ, снижала дальнобойность струи, уменьшала потери рабочего
тела из пространства, окруженного кожухом, внутри которого устанавливались
ОГ. Однако ОГ не позволяли прекращать их работу в случае какой-либо нештат-
ной ситуации, например отрыва от грунта одной оконечности поднимаемого объ-
екта [2].

Для преодоления отмеченного недостатка был разработан способ [6] подводного
сжигания ДТТ, защищенный патентом [7], согласно которому в жидкости разме-
щается шашка топлива 1 в вертикальном положении (рис. 1).

В локализации зоны горения на верхнем
торце перед зажиганием используется в пе-
ревёрнутом положении термостойкий стакан
2 (ТС), который охватывает верхнюю часть
шашки, причём жидкость может полностью за-
полнять и образующийся между стенками и
шашкой зазор. Донная часть ТС нагревается
плоской спиралью накаливания 3 (ПСН) до
температуры, превышающей температуру
воспламенения Tвс ДТТ. В результате обеспе-
чивается кипение прилегающей жидкости и
последующее зажигание топлива. Затем про-
дукты горения вытесняют воду из зазора и
всплывают.

За счет принудительного движения ТС
вниз осуществляется поддержание горения, а

погасание ДТТ происходит после остановки ТС или отвода его вверх.
Требуемая нагрузка на ТС определялась из условия, чтобы сила тяжести ТС

была равна сумме сил тяги и Архимеда, создаваемых газами при оттекании от го-
рящей поверхности и заполнении зазора между донышком ТС и торцом шашки.

Опытная проверка предложенной схемы сжигания ДТТ в водной среде осуще-
ствлена в лабораторных условиях в резервуаре с прозрачными стенками [6]. ПСН
была изготовлена из нихромовой проволочки диаметром 0.25 мм и длиной 70 мм.
После подачи напряжения порядка 5 В, она развивала мощность 15 Вт, через
6−8 с осуществлялось воспламенение торцевой поверхности образца. После вы-
хода на стационарный режим ТС отводился вверх, и горение прекращалось в те-
чение долей секунды. Суммарное время процесса в зависимости от длины образ-
цов изменялось в пределах 24−120 с. Результаты испытаний показали, что пред-
ложенный способ сжигания ДТТ обеспечивают безотказное воспламенение, ста-
бильное горение, надёжное прерывание горения.

Параметры ПСН в работе [6] подбирались эмпирически, применительно к раз-
мерам зажигаемого образца и внешним условиям. В реальном подъемном устрой-
стве могут использоваться шашки диаметром 0.2−0.4 м, а гидростатическое дав-
ление может достигать несколько МПа.

Расчет характеристик электровоспламенителя, используемого для зажигания
под водой ДТТ с ТС, по упрощенной методике [9], в которой использовался кри-
терий зажигания – достижение «температуры вспышки», а присутствие ТС на
торцевой поверхности шашки учтено в граничном условии с помощью дополни-

1

3

2Жидкость

Рис. 1. Схема расположения шашки и
термостойкого стакана при зажигании
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тельного «отрицательного источника», показал, что ТС существенно влияет на время
задержки, поэтому следует принимать во внимание влияние этого элемента.

Для обеспечения экстренного зажигания ДТТ можно использовать энергию
заряженного конденсатора, входящего в конструкцию подрывных машинок
(КПМ), широко применяемых в горнорудной промышленности [10] в качестве
малогабаритного источника питания.

Характеристики серийных источников питания импульсного действия [10]
приведены в таблице. Запасенная конденсаторами энергия вычислялась по фор-
муле 2

0 0 0 / 2E C U= .

Параметры источников питания импульсного действия

№
п/п Марка Емкость

C0, мкФ
Напряжение

U0, В
Энергия
E0, Дж

Масса,
кг

1 ПИВ-100 м 10 650 2 2.7
2 КПМ –3 4 1600 5 1.6
3 ВП – 2000 м 50 1200 35 5.2

В монографии [2] представлены результаты теоретического и эксперименталь-
ного анализа критических условий зажигания в водной среде стенок канала в об-
разце ДТТ при импульсном подводе теплоты к поверхности контакта его с ПСН.

Источником энергии служили конденсаторы К-50-12, соединенные между со-
бой параллельно, при этом емкость батареи изменялась в пределах 600...900 мкФ.
Номинальное напряжение варьировалось в пределах 200−300 В. ПСН выполня-
лась из нихромовой проволочки dh = 0.25 мм, сопротивление ПСН достигало
3−4 Ом.

Вначале цепь замыкалась на заряд конденсаторов до определенной емкости.
С помощью другого переключателя производился разряд на ПСН. Возникновение
устойчивого горения определялось визуально по началу истечения продуктов сго-
рания из канала образца в воду.

Рассмотрим вначале процесс зажигания стенок торцевой части образца ДТТ с
помощью ПСН, когда пространство внутри ТС заполнено воздухом (рис. 1).

В работе [11] рассмотрена близкая задача, в которой проанализирована роль
инертного вещества в виде хорошо проводящей теплоту пластинки толщиной δ1,
идеально контактирующей одной своей поверхностью с ДТТ. На другую (внеш-
нюю) сторону пластинки в течение времени экспозиции tex подается радиацион-
ный поток qs.

Установлено, что если время воздействия лучистого нагрева мало, то после его
отсечки образуется выпуклый температурный профиль, пластинка все время оста-
ется источником теплоты, идущей на создание расширяющегося теплового слоя
[11]. Быстро понижающаяся температура поверхности ДТТ не дает возможностей
для развития химической реакции. Если tex достаточно велико, то после отсечки им-
пульса тепловой пограничный слой продолжает расти, «откачивая» теплоту из пла-
стины. Однако достаточно высокая температура, сохраняющаяся в экране, при не-
котором значении толщины теплового слоя возбуждает прогрессирующее выделе-
ние теплоты от химического источника. В случае импульсного зажигания в течение
некоторого времени развития процесса экран может стать стоком теплоты. Поэтому
точка зажигания сдвигается внутрь ДТТ. Чем меньше tex, тем дальше от поверхно-
сти находится координата зажигания.
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Физическая и математическая постановка задачи

В схеме зажигания ДТТ, изображенной на рис. 1, наличие ТС является экра-
ном между торцевым участком поверхности образца ДТТ и ПСН, а возможность
попадания воды в полость ТС будет дополнительным фактором, влияющим на ре-
зультирующее количество теплоты, поступающее в ДТТ [9]. Затраты на нагрев
донного участка ТС будут учтены аналогично варианту непрерывного выделения
теплоты в ПСН [9] в граничном условии на поверхности образца, где расположе-
но начало координат, а ось 0x – направлена в глубь ДТТ.

Воспользуемся опытом проектирования КПМ [10]. Считаем, что разряд кон-
денсатора емкостью C0 и заряженного до напряжения U0 происходит во внешнюю
цепь, имеющую только активное сопротивление. Изменение силы тока с течением
времени t описывается выражением

0

h h 0
exp

U tI
R R C

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⋅⎝ ⎠

, (1)

где Rh – электрическое сопротивление проволочки.
Плотность теплового потока, создаваемого ПСН, представляется в виде функ-

ции, экспоненциально убывающей со временем [10]:

h h0
h 0

2exp ,tq q
R C

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⋅⎝ ⎠

(2)

где ( )2
h0 0 h h/q U R S= ⋅  – создаваемый ПСН максимальный тепловой поток в мо-

мент замыкания цепи; Sh – площадь нагрева, охватываемая ПСН.
В рамках тепловой теории зажигания, с использованием адиабатического кри-

терия [12], температурное поле в ДТТ описывается дифференциальным уравнени-
ем теплопроводности, которое в безразмерных переменных имеет вид

2
к к к

2
к

exp
1 β

∂Θ ∂ Θ Θ⎛ ⎞
= + ⎜ ⎟∂τ + Θ∂ξ ⎝ ⎠

. (3)

Начальное и граничные условия записываются как
( )к 0;0 const при 0Θ ξ = Θ = τ = ; (4)

( )к 0; const при ξΘ ∞ τ = Θ = →∞ ; (5)

при 0ξ =  ( ) ( )τк к
с к cBi

ξ τ
qe n−σ∂Θ ∂Θ

− = − − Θ −Θ
∂ ∂

, (6)

где ( )к m m m/ 1 /β , / , ξ / .T T t t x lΘ = − τ = =
Входящий в формулу (6) параметр ( )m h 02 /t R Cσ =  характеризует отношение

времени адиабатической индукции tm к времени полного разряда конденсатора,
равного h 02.3rt R C≅ ⋅ ⋅  [10].

Масштабная температура вычислялась по формуле, предложенной в моногра-
фии [2]:

( )
h0 kк

m
u h h h 0 к

/ ln
q cE

T
R c d z Q

⎡ ⎤⎛ ⎞
= ⎜ ⎟ ⎢ ⎥ρ⎝ ⎠ ⎣ ⎦

, (7)

которая следует из граничного условия (6) в предположении, что
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c к кBi 0, / τ 1, / ξ 0= ∂Θ ∂ = ∂Θ ∂ = .
При этом сокращается число параметров задачи, так как q = n.

Масштабные время, координата и плотность теплового потока находятся так
[12]:

к m к m
m m к m m

к 0 m

1β exp , , β
β

c T T
t l a t q

Q z l
⋅ λ ⋅⎛ ⎞= = = ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
,

а безразмерные параметры определяются следующим образом:
u m s 0

0
к m к

1β , , 1
β

R T q T
q

E q T
⋅ ⎛ ⎞

= = Θ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

,

eff m h h h s s sh m
c m

к к m к к a

ρ ρ
Bi , , .

λ β λ ρ
l c d c dq l

q n
T c x

α ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
= = =

⋅ ⋅
(8)

Здесь ρк – плотность, кг/м3; cк – удельная массовая теплоемкость, Дж/(кг·К);
λк, aк – коэффициенты теплопроводности, Вт/(м·К) и температуропроводности,
м2/с; Qк – тепловой эффект реакции, отнесенный к единице массы, Дж/кг; z0 –
предэкспоненциальный множитель, 1/с; Eк – энергия активации, Дж/моль; Ru –
универсальная газовая постоянная, Дж/(моль·К); ch, ρh и dh – удельная массовая
теплоемкость, плотность и диаметр проволочки; cs, ρs и δs – удельная массовая те-
плоемкость, плотность и толщина донной части ТС; αeff – эффективный коэффи-
циент теплоотдачи, соответствующий свободной конвекции над горизонтальной
внезапно нагретой пластинкой.

Для обоснования выбора варианта расчета αeff использовались результаты
экспериментальных исследований нестационарной передачи теплоты в атмосфере
от тонкой пластины, лежащей на горизонтальном нетеплопроводном основании,
разогреваемой при разряде батареи высоковольтных конденсаторов емкостью
2400 мкФ, имеющей начальное напряжение 500−1500 кВ. Это обеспечивало варь-
ирование температуры в центре теплового пятна в диапазоне 300−800 К [13].

Оценки с привлечением предложенного критерия показали, что для условий им-
пульсного разогрева ПСН, коэффициент теплоотдачи имеет квазистационарное значе-
ние, которое можно вычислить по формулам для свободной конвекции.

Приближенный аналитический метод решения

Описываемая ниже приближенная методика расчета характеристик воспламе-
нения основана на использовании адиабатического критерия –достижения равен-
ства в месте контакта ДТТ с ПСН скорости изменения температуры инертного на-
грева ( ins /d dΘ τ ) скорости выделения теплоты от химических реакций. Для зави-
симости температуры поверхности образца ДТТ от времени на инертной стадии
нагрева использовалось аналитическое решение, которое имеет вид [2]

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

στ
σ

ins 2 2 2 1 1 1
2 1 0

τ z
c

qe e a a z a a z dz
n a a

τ−
⎡ ⎤Θ = Θ + Ψ − Ψ⎣ ⎦− ∫ , (9)

где для краткости одинаковые комплексы обозначены таким образом:

( ) ( ) ( )2
exp erfci i i ia a aΨ τ = τ τ . (10)

Здесь ( ) ( )erfc 1 erfz z= −  – дополнительный интеграл вероятностей.
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Входящие в (9) параметры a1 и a2 вычисляются по формулам

( ) ( )1 1 2 1 1 c c1 / 2, 1 / 2, 1 4 Bi , 1 4 Bi 0a n a n n n= −δ = +δ δ = − − > . 

Для нахождения момента времени, когда будет выполнено условие зажигания
по адиабатическому методу, требуется многократно находить значение опреде-
ленного интеграла от специальной функции. С целью сокращения объема вычис-
лений и аварийной остановки программы из-за переполнения при нахождении
значений экспоненты, формула (9) была преобразована путем выполнения опера-
ции интегрирования. Получено следующее выражение:

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
( )

( )[ ]

στ
2 2 2 1 1 1 1 2

s c
2 1

22 12

2 1 0

τ

1 ,
z

w a z w a z e w w

a a

w w e dz
a a z

−

τ σ −τ

Ψ − Ψ + −
Θ = Θ + +

−

−
+

−π ∫  (11)

где ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2 12 1 1 22 2 2/ , / ; / , /w a a w a a w a a w a a= σ + = σ+ = σ + = σ + .

Оценки показали, что для интересующих нас вариантов обеспечения безотказ-
ного зажигания 2 2

1 2, ,a a<< σ << σ  поэтому 2
1 1 2 2 12 1/ , / ; / ,w a w a w a≅ σ ≅ σ ≅ σ

2
22 2 /w a≅ σ  и выражение (11) упрощается:

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]2 2 2 1 1 1 στ 2 1

sp c
2 1 0

1τ
za a z a a z a a ee dz

a a z

τ σ −τ
−

⎡ ⎤Ψ − Ψ +
⎢ ⎥Θ = Θ + − +

σ −⎢ π ⎥⎣ ⎦
∫ . (12)

Сравнение результатов, полученных по формулам (11) и (12), показало прак-
тическое их совпадение.

Дифференцируя (12) по τ, получаем

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3
2 2 2 1 1 1sp στ 2 1

2 1

τ 1 a a z a a zd a a
e

d a a
−

⎡ ⎤Ψ − ΨΘ +
⎢ ⎥= + σ +

τ σ −⎢ πτ ⎥⎣ ⎦
.

В этом выражении первым слагаемым в квадратной скобке можно пренебречь
вследствие его малости:

( ) ( ) ( )sp στ 2 1τ 1d a a
e

d
−Θ +⎡ ⎤= σ +⎢ ⎥τ σ ⎣ πτ ⎦

. (13)

Вычисление интеграла вероятностей осуществлялось по интерполяционной
формуле из [14]:

( ) ( )[ ] ( )2
1 2 3erf 1 exp ,x z k z k k z x= − + + − (14)

где ( )01/ 1z k x= + ⋅ ; 0 1 2 30.471, 0.348, 0.096, 0.748.k k k k= = = − =
Использование зависимости (14) особенно удобно при нахождении произведе-

ния функций ( ) ( )[ ]2exp 1 erfx x− , имеющегося в (12) и (13), которое заменяется

полиномом вида ( )[ ]1 2 3z k z k k z+ + .
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Поскольку в рассматриваемой задаче тепловой поток является переменным
(быстро убывающим), то при обработке результатов численных расчетов исполь-
зовалось осредненное его значение, вычисляемое по формуле

2
0

hc h
h h0

1 .
4,6

rt

r

U
q q dt

t R S
= =

⋅∫  (15)

Отметим, что qhc косвенно зависит от C0 через tr и влияет на параметр σ,
уменьшая его с увеличением C0. Другой вариант обработки данных – привлечение
начального значения удельной электрической энергии, равного отношению

0 c0 h/A E S= .

Результаты численных расчетов

Параметрический анализ проведен для ПСН из нихромовых проволочек с раз-
ными диаметрами. На рис. 2 представлены расчетные данные tz от A0 для  ДТТ ти-
па Н. ПСН предполагалась выполненной из проволочки длиной 140 мм и диамет-
ром: для вариантов 1 и 2 – 0.1 мм, а в варианте 3 – 0.25 мм. При фиксированном
начальном напряжении U0 = 1600 В значения емкости варьировались в пределах
от 4 до 40 мкФ. Тепловая нагрузка A0 изменялась от 0.06 до 0.69 МДж/м2 . Время
зажигания уменьшилось от 9.1 до 8.3 мс.

Установка ТС на торцевую часть
шашки приводит к появлению экрана
между поверхностью ДТТ и ПСН
толщиной 1 мм. Варьирование U0 от
950 до 2000 В увеличило энергию кон-
денсатора от 22.6 до 100 Дж, соответ-
ствующая тепловая нагрузка возросла
от 0.3 до 1.34 МДж/м2, а время зажи-
гания уменьшилось от 347 до 60 мс
(кривая 1). Для варианта с C0 = 5 мкФ и
напряжением 1600 В за время разряда
температура нагреваемой поверхности
шашки достигла только 396 К.

В следующей серии расчетов ем-
кость конденсатора изменялась от 10 до
80 мкФ, а напряжение оставлено рав-
ным 1600 В. Результаты представлены
в виде кривой 2. Как видно, эти кривые
пересекаются при A0 = 0.85 МДж/м2.

Для меньших значений A0
 времена

задержки зажигания существенно вы-
ше, когда начальная емкость конден-
сатора C0 больше. Из структуры зави-
симости (2) для плотности теплового
потока, создаваемого ПСН, следует, что его амплитуду определяет начальное на-
пряжение U0. Значение емкости оказывает влияние на развитие процесса нагрева
образца во времени – при больших C0 (параметр σ меньше) повышение темпера-
туры происходит медленнее и время зажигания повышается. Такая зависимость

0 2.

0 1.

3

0 5.

2

1

1 0.0

0 3.

t , z с

A0
2, МДж/м

Рис. 2. Зависимость времени зажигания от
тепловой нагрузки для различных диаметров
проволочек при наличии экрана между ПСН
и поверхностью ДТТ
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характерна для источников питания с фиксированным запасом энергии, интен-
сивность выделения в которых зависит от U0 и C0.

Изменение диаметра проволочки сказывается через параметры n и qhc. В вари-
анте 3 была использована проволочка в 2.5 раза толще, в результате значение па-
раметра n стало в 2.5 раз больше. Однако ее электрическое сопротивление умень-
шилось в 6.25 раз, при этом осредненное значение теплового потока возросло в
6.25 раз, что привело к уменьшению времени зажигания.

Как показано ранее [2], необходимым условием зажигания ДТТ под водой яв-
ляется создание на его поверхности кризиса теплообмена, существенно снижаю-
щего «сток» теплоты в окружающую среду. Рассмотрен вариант, когда выделение
теплоты в нагревателе происходило с постоянной интенсивностью и соответство-
вало квазистационарной стадии теплообмена, при котором время перехода к но-
вому режиму было меньше времени изменения qh.

При резком увеличении мощности нагревателя возможен переход от однофаз-
ного конвективного теплообмена к пленочному кипению с последующим неста-
ционарным повышением температуры [15]. Поэтому в случае использования ис-
точника тока импульсного действия можно ожидать кратковременного возникно-
вения обстановки, необходимой для зажигания [2].

Заключение

На основе адиабатического метода получены выражения для расчета характери-
стик зажигания торцевой части шашки ДТТ, имеющей термостойкий стакан, во
внутренней полости которого размещена ПСН, нагреваемая при разряде конденса-
тора. Проведенный анализ показал, что наличие тонкого стального экрана между
ПСН и торцевой поверхностью шашки из ДТТ приводит к существенной задержке
зажигания. Для реализации этого процесса требуются источники энергии, позво-
ляющие создавать на участке нагрева ДТТ плотность энергии более 30 МДж/м2.
В частности, могут быть использованы взрывные приборы типа ВП-2000.

Разработанная и реализованная на персональном компьютере методика про-
гнозирования дает возможность целенаправленно выбирать элементы цепи, обес-
печивающие безотказное зажигание.
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The earlier developed model of underwater ignition of the dibasic solid propellant (DSP) by a
spiral filament is generalized for an open gas generator in which there is no surface armor protec-
tion and burning zone localization is provided by means of a heat-resistant glass that is considered
under a model boundary condition by means of an additional “negative source”. The calculations
were based on the adiabatic method. The presence of a heat-resistant glass on the end face essen-
tially affects the ignition delay time. The spiral filament is heated during the discharge of the ca-
pacitor.

To enable the required ignition process, the energy sources should produce an energy density
of more than 30 MJ/m2 at the DSP heating area.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ГАЗОДИНАМИЧЕСКИХ ОСОБЕННОСТЕЙ
СТВОЛЬНОГО СТАРТА МОДЕЛИ

С ИМПУЛЬСНЫМ РЕАКТИВНЫМ ДВИГАТЕЛЕМ1

Представлена математическая модель, позволяющая описывать внутрибал-
листические процессы как в ствольном ускорителе, так и в камере сгорания
малогабаритного импульсного реактивного двигателя (МИРД), расположен-
ного внутри модели, при движении ее в стволе. Посредством данной модели
исследованы газодинамические особенности ствольного старта модели с
МИРД.

Ключевые слова: математическое моделирование, внутренняя баллисти-
ка, импульсный реактивный двигатель.

Экспериментальное исследование движения модели с работающим реактив-
ным двигателем в ствольном ускорителе затруднено отсутствием информации о
времени включения двигателя и положении модели в канале ускорителя. Для ис-
следования таких процессов привлекаются различные математические модели.
Одной из современных математических моделей внутрибаллистических процес-
сов является разработка, приведенная в [1] и реализованная в виде программного
комплекса [2].

Данная математическая модель позволяет проводить баллистическое проекти-
рование с различными схемами заряжания, в том числе с использованием схемы с
дополнительным реактивным подгоном за счет присоединенного заряда (ПЗ).
Учет особенностей той или иной схемы заряжания производится путем конкрети-
зации граничных условий.

Для классической схемы заряжания на модели задаются граничные условия
непротекания, при этом для определения скорости и положения модели интегри-
руется уравнение движения:

2
m

m l r fr2 ( )
d x

m S p p F
dt

= − − , (1)

где mm  – масса модели; mx – координата левого торца модели; Ffr – сила трения;
pl , pr – давления слева и справа от модели соответственно.

Если при проведении расчетов учитывается влияние противодавления, то ве-
личина pr определяется из решения автомодельной задачи о скачке уплотнения,
движущемся по покоящейся среде, подчиняющейся соответствующему уравне-
нию состояния.

Уравнение движения модели в виде (1) записано в предположении, что задняя
поверхность модели плоская и полностью перекрывает поперечное сечение ство-
ла. Вместе с тем известно, что это не выполняется для реальных конфигураций
                                                          
1 Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ в рамках государственного задания
№ 2014/223 (код проекта 1362).
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кормовых частей моделей. Учет этих конфигураций возможен в рамках квазиод-
номерной постановки. Это достигается путем надлежащего задания функции
s(x,t), определяющей зависимость площади поперечного сечения от пространст-
венной координаты и времени. Поясним это на примере присоединенного к моде-
ли подвижного заряда (ПЗ), показанного на рис. 1. Введем подвижную систему
координат, связанную с моделью, ось 0ξ которой направим по оси симметрии ка-
нала ствола в сторону, противоположную направлению движения модели. Если не
рассматривать наличие ПЗ, то сечение ξ=0 является границей, отделяющей поро-
ховые газы и модель. В лабораторной системе координат этому сечению соответ-
ствует координата x = xm(t). Если аппроксимировать площадь поперечного сече-
ния хвостовика, расположенного левее сечения ξ=0, функцией st(ξ), то

s(x,t) = sg(x) – st(xm(t) – x). (2)
Здесь sg(x) – зависимость площади поперечного сечения камеры и ствола уста-
новки.

0•

mU
ξ

5

4321

Рис. 1. Схема размещения присоединенного заряда: 1 – ствол;
2 – присоединенный заряд; 3 – бронирующее покрытие; 4 –
ведущее устройство с хвостовиком; 5 – фронт горения

Аналог уравнения (1) для определения скорости и положения модели имеет
вид

( ) ( ) ( )
m

m 0

2
m

m m m m fr2 ,
x

t
x

d x
m ps x x dx p x s x t F

dt −ξ

′= − + −∫ , (3)

где 0ξ – координата левого торца хвостовика в системе координат 0ξ.
Для схемы с ПЗ уравнение движения сборки ПЗ – модель в неподвижной сис-

теме координат будет иметь вид

( ) ( ) ( )
m 1 m 1

m 0 m 0

2
m

m m m 1 fr2, ,
x x

s t s
x x

d x
m s x t dx ps x x dx p s x t F

dt

−ξ −ξ

−ξ −ξ

⎡ ⎤
′⎢ ⎥+ δ = − + − ξ −

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ (4)

где sδ  – средняя плотность ПЗ; 1ξ – координата фронта горения в системе коорди-
нат 0ξ; ps – давление в топливе ПЗ справа от разрыва.

В результате проведенных модификаций математической модели появляется
возможность описания внутрибаллистических процессов как в ствольном ускори-
теле, так и в камере сгорания малогабаритного импульсного реактивного двигате-
ля (МИРД), расположенном внутри модели, при движении ее в стволе. При этом
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возможно моделировать внутрибаллистические процессы как на этапе развитого
горения внутри МИРД, когда реализуются условия критического истечения из
камеры сгорания двигателя, так и при начале горения топлива.

Для демонстрации газодинамических особенностей ствольного старта МИРД
использовалась зависимость скорости послойного горения топлива в МИРД в виде

( ) 0.8
gu p Ap= . (5)

Расчеты по модифицированной модели выстрела проводились для модели с
МИРД, показанной на рис. 2.

Рис. 2. Общий вид модели с МИРД

Поскольку модификация математической модели заключается в задании зави-
симости s(x,t) и вычислении действующей на подвижную часть хвостовика моде-
ли силы со стороны продуктов сгорания, а зависимость s(x,t) может быть задана
как за счет выбора внешней образующей камеры сгорания, так и за счет задания
образующей центрального тела, то для унификации программной реализации был
выбран второй способ. Образующая центрального тела, эквивалентная по зависи-
мости s(x,t), показана на рис. 3.

С использованием модифициро-
ванной методики были проведены
расчеты старта модели с МИРД при
следующих условиях. Для заряда
МИРД массой 3.06 г плотностью
1.5 г/см3 начальная координата лево-
го торца топлива равна примерно
ξ = –2.6 см. Для более точного расче-
та процессов в МИРД строилась рас-
четная сетка, неподвижная относи-
тельно траектории ξ = 0. Стыковка с
подвижной расчетной сеткой внутри
ускорителя проводилась в сечении с
координатой ξ = –4.5 см.

На рис. 4 – 7 показаны результа-
ты расчетов для коэффициента в за-
коне горения A = 0.18, при этом раз-
мерность скорости – см/мс, а давле-
ния – 0.1 МПа. Представлены рас-
пределения давления (рис. 4), скоро-
сти продуктов сгорания (рис. 5), величины числа Маха относительно движущейся
модели с учетом вектора скорости газа в лабораторной системе координат (рис. 6)
по осевой координате ускорителя и МИРД в различные моменты времени с шагом

ζ, см

d, см

1,5

1,0

0,5

0
−1−2−3−4

Рис. 3. Образующая центрального тела, эквива-
лентная по площади поперечного сечения мо-
дели МИРД, с учетом направления движения
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в 0.1 мс. Также показана эпюра максимальных давлений в различных сечениях
ствола (рис. 7).
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Рис. 4. Распределение давления по осевой
координате ускорителя и МИРД в различ-
ные моменты времени для A = 0.18

Рис. 5. Распределение скорости продуктов
сгорания по осевой координате ускорителя
и МИРД в различные моменты времени для
A = 0.18
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Рис. 6. Распределение величины числа Ма-
ха продуктов сгорания относительно дви-
жущейся модели с учетом вектора скорости
газа в лабораторной системе координат по
осевой координате ускорителя и МИРД в
различные моменты времени для A=0.18

Рис. 7. Эпюра максимальных давлений в
различных сечениях ствола для A = 0.18

Режим работы ствольного ускорителя с МИРД при данном коэффициенте ско-
рости горения характеризуется интенсивными волновыми процессами, распро-
страняющимися по заснарядному объему ствольного ускорителя и камере сгора-
ния МИРД. Недостаточно высокая скорость послойного горения топлива внутри
камеры сгорания не позволяет установиться стабильному критическому режиму
истечения из сопла МИРД. В результате режим работы МИРД внутри ускорителя
имеет колебательный характер.
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Для иллюстрации отличий режимов совместной работы МИРД со ствольным
ускорителем на рис. 8 – 11 показаны результаты расчетов для коэффициента
A=0.4. На рис. 8 представлены распределения давления по осевой координате ус-
корителя и МИРД в различные моменты времени с шагом в 0.1 мс. После вклю-
чения МИРД в работу в момент времени 0.6 мс в течение некоторого промежутка
времени происходит согласование режимов течения в ствольном ускорителе и
внутри МИРД. Это иллюстрируется данными, показанными на рис. 9, где пред-
ставлены зависимости, аналогичные показанным на рис. 8, но соответствующими
моментам времени 0.6, 0.62, 0.64, 0.66 мс. В дальнейшем течение продуктов сго-
рания в МИРД происходит в режиме критического истечения через сопловой блок
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Рис. 8. Распределение давления продуктов
сгорания по осевой координате ускорителя
и МИРД в различные моменты времени
для A=0.4

Рис. 9. Распределение давления продуктов
сгорания по осевой координате ускорителя и
МИРД в различные моменты времени с 0.6
до 0.66 мс с шагом 0.02 мс для A=0.4
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Рис.10. Распределение скорости продуктов
сгорания по осевой координате ускорителя
и МИРД в различные моменты времени
для A=0.4

Рис. 11. Распределение величины числа Ма-
ха продуктов сгорания относительно дви-
жущейся модели с учетом вектора скорости
газа в лабораторной системе координат по
осевой координате ускорителя и МИРД в
различные моменты времени для A = 0.4
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в условиях спада давления в ускорителе и соответствующего понижения давления
в камере сгорания вследствие увеличения объема, занятого продуктами сгорания.
На рис. 10 и 11 показаны зависимости, аналогичные представленным на рис. 5 и 6.

На рис. 12 показана модель с работающим МИРД на внешнетраекторном уча-
стке полета. Видна струя истекающих газов из двигателя.

Рис. 12. Модель с работающим МИРД на внешнетраекторном участке полета

Представленные результаты расчетов внутрибаллистических процессов в
ствольном ускорителе и в камере МИРД в сопряженной постановке соответству-
ют известным закономерностям внутрикамерных процессов в реактивных двига-
телях. Расчетные и экспериментальные значения скорости модели совпадают с
точностью 3–5 %. Это позволяет использовать модифицированную модель артил-
лерийского выстрела с использованием моделей с реактивным двигателем в ство-
ле баллистической установки при проведении прогнозных расчетов по оценке
возможностей применения ствольных ускорителей для метания моделей с МИРД.
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The mathematical model allowing one to describe interior ballistics processes in the barrel
and in the combustion chamber of a compact pulse jet engine (CPJE) located within the model
while it moves in the barrel is presented. On the basis of the scheme with a traveling charge (TC),
a modification creating various conditions of charge burning in the combustion chamber of the
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engine of the mathematical model is described. The calculation of the interior ballistics processes
in the barrel and chamber of CPJE in adjoint problem formulation corresponds to the known laws
of inside-chamber processes in jet engines. The critical mode expiration of the nozzle and tran-
sient mode of the CPJE behavior are discussed. The calculated curves of the maximum pressure
distribution along the barrel and graphs of pressure products combustion in the axial coordinate at
different times are presented. The calculated and experimental values of the velocity coincide
with an accuracy of 3–5 %. The gas-dynamic features of the moving model with a CPJE inside
the barrel were researched via this mathematical model. Experimental results of the body motion
during the exterior part of the trajectory with a running CPJE are presented.
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О ЧИСЛЕННОМ МОДЕЛИРОВАНИИ ДВИЖЕНИЯ ЖИДКОСТИ
В ДВУХПЛАСТОВОЙ ВОДОНОСНОЙ СИСТЕМЕ

Рассматривается процесс движения несжимаемой жидкости в одномерном
водоносном пласте при наличии гидродинамической связи с нижележа-
щим пластом. Гидравлический напор в нижнем пласте считается неизвест-
ным. Вопрос моделирования процесса сводится к решению обратной зада-
чи по восстановлению правой части дифференциального уравнения дви-
жения жидкости. Построен разностный аналог обратной задачи и предло-
жен вычислительный алгоритм решения полученной системы разностных
уравнений.

Ключевые слова: водоносный пласт, гидродинамическая связь, обратная
задача по восстановлению правой части, разностный метод.

Исследование движения жидкостей в водоносных пластах имеет большое зна-
чение во многих областях: в орошении и осушении земель, накоплении подзем-
ных вод в природных емкостях, искусственном вытеснении ресурсов подземных
вод, фильтрационных потерях из водохранилищ, сбросе и захоронении сточных
вод, внедрении морской воды в пресноводные горизонты и т.д. [1–3]. Обычно под
водоносным пластом понимается проницаемый или слабопроницаемый пласт
горных пород, способный в естественных условиях пропускать значительное ко-
личество воды. Известно, что при моделировании движения жидкостей в безна-
порных водоносных пластах применяются методы гидравлической теории [1]. Со-
гласно этой теории гидравлический напор h  в любом сечении пласта принимает-
ся за уровень жидкости в этом сечении, а горизонтальные составляющие скорости
u  и v  выражаются через гидравлический напор по закону Дарси

k hu
x
∂

= −
γ ∂

,   k hv
y
∂

= −
γ ∂

,

где ,x y – горизонтальные оси; k – коэффициент фильтрации; gγ = ρ – удельный
вес жидкости, ρ – плотность жидкости, g – ускорение свободного падения.

Подставляя эти соотношения в уравнение неразрывности фильтрационного
потока

0m h u h v h
t x y

∂ ρ ∂ ρ ∂ ρ
+ + =

∂ ∂ ∂
,

можно получить дифференциальное уравнение нестационарной фильтрации жид-
костей в безнапорных водоносных пластах

( ) ( )m h h hk h k h
t x x y y

∂ ρ ∂ ∂ ∂ ∂
= ρ + ρ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
,  (1)

где t – время; m – коэффициент пористости.
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Часто водоносные комплексы представляют собой многопластовую систему,
состоящую из этажно-расположенных водоносных пластов, разделенных слабо-
проницаемыми слоями. При наличии гидродинамической связи между пластами
процессы в многопластовых системах происходят в условиях взаимодействия
пластов. Следовательно, при моделировании процессов движения жидкостей в
многопластовых водоносных системах на основе уравнения (1) необходимо учи-
тывать обменные процессы между отдельными пластами. Однако выявления ме-
ханизма и интенсивности перетоков между пластами практическими методами не
представляется возможным. В связи с этим очень важное научное и практическое
значение имеет задача численного моделирования процессов в многопластовых
водоносных системах при наличии гидродинамической связи между пластами.

1. Постановка задачи

Предположим, что рассматривается движение несжимаемой жидкости в неде-
формируемом, горизонтально расположенном замкнутом цилиндрическом водо-
носном пласте протяженностью R . В центре пласта расположена гидродинами-
чески совершенная скважина радиусом wr . Пренебрегая вертикальными состав-
ляющими скорости фильтрации, поток в пласте можно считать плоскорадиальным
и осесимметричным. Тогда уравнение движения (1) для данного фильтрационного
процесса в отсутствие инфильтрации на свободной поверхности примет вид

1 ( )h hm rkh
t r r r

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂
, { }( , ) , 0wr t r r R t T∈Ω = < < < ≤ .  (2)

Пусть водоносный пласт подстилается слабопроницаемым горизонтальным
прослоем, ниже которого расположен хорошо проницаемый мощный пласт с гид-
равлическим напором ( )H t . Тогда из нижнего пласта будет происходить подпи-
тывание верхнего пласта с интенсивностью

 ( )w h H
d
χ

= − − ,

где χ – коэффициент фильтрации подстилающего прослоя, d – его толщина.
Учитывая перетоки из нижнего пласта, уравнение (2) можно представить

в виде
1 ( ) ( )h hm rkh h H

t r r r d
∂ ∂ ∂ χ

= − −
∂ ∂ ∂

,

 { }( , ) , 0wr t r r R t T∈Ω = < < < ≤ .  (3)
Предположим, что в начальный момент времени 0t =  распределение гидрав-

лического напора в пласте известно, т.е. для уравнения (3) имеем следующее на-
чальное условие:

( ,0) ( )h r r= ϕ .  (4)
Предполагая, что изменение во времени расхода жидкости на скважине опи-

сывается функцией ( )q t , граничное условие для уравнения (3) при wr r=  можно
записать в виде

2 ( )hrkh q t
r
∂

π =
∂

,  wr r= ,  0 t T< ≤ .  (5)
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Так как водоносный пласт считается замкнутым, то на его внешней границе
будем иметь условие

0h
r
∂

=
∂

,  r R= ,  0 t T< ≤ . (6)

Необходимо отметить, что гидравлический напор в нижнем пласте ( )H t  не-
доступен для непосредственного измерения. Следовательно, функция ( )H t  неиз-
вестна и также подлежит определению одновременно с решением ( , )h r t  задачи
(3)–(6). Очевидно, что для корректной постановки задачи необходимо задавать
дополнительное условие. Предположим, что дополнительное условие для уравне-
ния (3) задается на скважине

( , ) ( )h r t f t= , wr r= , 0 t T< ≤ .  (7)

Таким образом, задача заключается в определении функций ( , ), ( )h r t H t , удов-
летворяющих уравнению (3) и условиям (4)–(7). Задача (3)–(7) относится к классу
обратных задач, связанных с восстановлением зависимости правых частей пара-
болических уравнений от времени [4].

2. Метод решения

Уравнение (3) и условие (4) – (7) представим в безразмерной форме. Следует
отметить, что представление уравнение в безразмерной форме позволяет выбрать
диапазон изменения безразмерных переменных таким образом, чтобы улучшить
обусловленность задачи. Введем следующие безразмерные переменные:

* * * * *

2

* * * * *

, , , , ,  ,

, , , , ,w
w

r t h H k qr t h H k q
R t h h k q

rf T Rf r T w
Rh h t h k d

= = = = = =

ϕ χ
= ϕ = = = =

где 
2

* * * * * *2
* *, , , 2mRh k t q k h

k h
= = π – характерные размерные величины.

Опуская черточки над безразмерными переменными, задачи (3) – (7) запишем
в виде

1 ( )h hrkh wh wH
t r r r

∂ ∂ ∂
= − +

∂ ∂ ∂
,  { }( , ) 1, 0wr t r r t T∈Ω = < < < ≤ ; (8)

( ,0) ( )h r r= ϕ ;  (9)

( )hrkh q t
r
∂

=
∂

,  wr r= , 0 t T< ≤ ; (10)

0h
r
∂

=
∂

,  1r = ,  0 t T< ≤ ;  (11)

( , ) ( )h r t f t= , wr r= , 0 t T< ≤ .  (12)
Для численного решения задачи (8) – (12) используем подход, предложенный

в [5, 6].
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С этой целью введем равномерную разностную сетку

{ }0 0( , ) : , , , 0,1, 2,... , 0,1, 2,...h i j i j wr t r r i r t j t r r i N j Mτω = = + ∆ = ∆ = = =

с шагами 1/r N∆ =  по переменной r  и /t T M∆ =  по времени t . Пользуясь ин-
тегро-интерполяционным методом, разностный аналог задачи (8)–(12) на сетке

hτω  представим в виде

1 11 11
1 11 1

1 1 1 11 1
2 2 2 22 2

1 j jj jj j
j j j ji ii i i i

ii i i ii ii

h h h hh h
r k h r k h wh wH

t r r r r

+ ++ ++
+ ++ −

+ + − −+ −

⎡ ⎤− −−
= − − +⎢ ⎥

∆ ∆ ∆ ∆⎢ ⎥⎣ ⎦
,

 1, 2, 3, .... 1, 0,1, 2, 3, ...., 1i N j M= − = − ,

 0
i ih = ϕ , 0,i N= ,

1 1
11 0

0 0 0

j j
j jh h

r k h q
r

+ +
+−

=
∆

,

1 1
1 0

j j
N Nh h

r

+ +
−−
=

∆
,

1 1
0
j jh f+ += ,

где 1 1
1 1( ), ( ), ( ), ( , ),j j j

i i j j i i jr q q t f f t h h r t+ +
+ +ϕ = ϕ = = ≈

1
1( )j

jH H t+
+≈ , 1 1

1 1 1
2 2 2

( ) ( )
, ,

2 2 2

jj
j ii i i

ii i i

h hk r k rrr r k h± ±

± ± ±

++∆
= ± = = .

Преобразуем полученную систему разностных уравнений к следующему виду:
2

1 11 2 1
1 1 ( )j jj j ji

i i i i i ii i
r r

a h c h b h h wr r H
t

+ ++ +
− +

∆
− + = − + ∆

∆
, 1, 1i N= − , 0, 1j M= − ; (13)

 0
i ih = ϕ , 0,i N= ;  (14)

1 1
0 1
j jh h v+ += + ;  (15)

1 1
1

j j
N Nh h+ +

−= ;  (16)

 1 1
0
j jh f+ += , 0,1, 2,... 1j M= − , (17)

где 
2 1

2
1 1 1 11 1

0 0 02 2 2 22 2

; ; ,
j

j j i
i i i i i i ji i i ii i

r r qa r k h b r k h c a b wr r v
t r k h

+

− − + +− +

∆
= = = + + + ∆ = −

∆
.

Представим решение задачи (13)–(17) в виде
11

1 11
jj

i i iih h ++
+ ++= α +β ,   0,1, 2,..., 1i N= − ,  (18)

где 1 1,i i+ +α β – неизвестные пока коэффициенты. Запишем аналогичное выражение

для 1
1

j
ih +
− :

 1 1
1

j j
i i iih h+ +

− = α +β .
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Подставляя выражения для 1j
ih + , 1

1
j

ih +
−  в уравнение (13), получим следующие

нелинейные уравнения для определения коэффициентов 1 1,i i+ +α β :

1
i

i
i i i

b
c a+α =
− α

, 

2
2 1

1

j ji
i i i i

i
i i i

r r
a h wr r H

t
c a

+

+

∆
β + + ∆

∆β =
− α

,

1, 2, ..., 1i N= − .

Начальные значения коэффициентов ,i iα β  находим из требования эквива-

лентности соотношения (18) при 0i = , т.е. 1 1
1 10 1

j jh h+ += α +β , условию (15):

1 11, .vα = β =

Нелинейное уравнение для 1i+β  преобразуем к виду
2 2

1
1 ( )

j ji i i
i i i

i i i i i i i i i

a r r wr r
h H

c a t c a c a
+

+
∆ ∆

β = β + +
− α ∆ − α − α

,

или 1
1

j
i i i i is y z H +
+β = β + + , (19)

где  
2 2

, ,
( )

ji i i
i i i i

i i i i i i i i i

a r r wr r
s y h z

c a t c a c a
∆ ∆

= = =
− α ∆ − α − α

.

Введем новые переменные ,i izβ , 1, 2,...,i N= , удовлетворяющие уравнениям

1i i i is y+β = β + ,

1i i i iz s z z+ = + ,

1 1β = β , 1 0z = .
С учетом вновь введенных переменных, уравнение (19) можно представить в

виде рекуррентного соотношения
 1

1 1 1
j

i i iz H +
+ + +β = β + , 1, 2, ..., 1i N= − .  (20)

Теперь найдем зависимость между 1
0
jh +  и 1j

Nh +  в явном виде. Для этого соот-
ношение (18) запишем при 0i = :

1 1
1 10 1

j jh h+ += α +β .

Подставив сюда выражение для 1
1
jh + , т.е. 1 1

2 21 2
j jh h+ += α +β , будем иметь

1 1
1 2 2 10 2( )j jh h+ += α α +β +β .

Далее, подставляя в последнее уравнение выражения для 1 1 1
2 3 1, ,...,j j j

Nh h h+ + +
− ,

получим формулу, в которой 1
0
jh +  выражается через 1j

Nh + :

 
1

1 1
10

21 1

N iN
j j

i i lN
ii l

h h
−

+ +

== =

= α + β α +β∑∏ ∏ .  (21)
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Теперь исключив 1
1

j
Nh +
−  из следующей системы уравнений:

1 1
1

j j
N NNNh h+ +

− = α +β ,

1 1
1

j j
N Nh h+ +

−= ,

получим соотношение, связывающее 1j
Nh +  и Nβ :

1

1
j N

N
N

h + β
=

−α
 .  (22)

Подставляя соотношение (22) в уравнение (21), будем иметь
1

1
10

21 11

N iN
j N

i i l
N ii l

h
−

+

== =

β
= α + β α +β

−α ∑∏ ∏ .

Последнее уравнение с учетом рекуррентного соотношения (20) запишется в
виде
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Из полученного уравнения можно найти приближенное значение искомой
функции ( )H t  при 1jt t += :
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Определив 1jH + , по формуле (22) можно найти 1j
Nh +  и далее по рекуррентной

формуле (18) последовательно определить 1 1 1
1 2 1, ,...,j j j

N Nh h h+ + +
− − . При переходе на

следующий временной слой описанная процедура вычислений снова повторяется.
Таким образом, предложенный численный метод позволяет в каждом времен-

ном слое последовательно определить напор в нижнем пласте и распределение
гидравлического напора в верхнем пласте.

3. Результаты численных расчетов

Для выяснения эффективности практического применения предложенного вы-
числительного алгоритма были проведены численные эксперименты для модель-
ных задач. Схема численного эксперимента заключалась в следующем. Для за-
данных функций ( ), ( ), ( )H t q t rϕ  решалась прямая задача (8)–(11). Найденная за-
висимость ( , ) ( )wh r t f t=  считалась точной и использовалась для численного ре-
шения обратной задачи по восстановлению ( )H t .

Первая серия расчетов выполнялась с использованием этих невозмущенных
зависимостей. Вторая серия расчетов проводились при наложении на ( )f t  неко-
торой функции, моделирующей погрешность экспериментальных данных

 ( ) ( ) ( )f t f t t= + δσ ,
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где ( )tσ – случайный процесс, моделируемый с помощью датчика случайных чи-
сел, δ – уровень погрешности.

Расчеты выполнялись на пространственно-временной разностной сетке с ша-
гами 0.0499, 0.04h = τ = . Результаты численного эксперимента, проведенного для

случая 2, 40, 0.02, ( ) 20 5sin
3

k w q H t tπ= = = = − , ( ) 15rϕ = , с использованием

невозмущенных и возмущенных входных данных представлены в таблице; в ней
t – время, tH – точные значения функции ( )H t , H  и H – вычисленные значения
функции ( )H t  при невозмущенных и возмущенных данных. Для возмущения
входных данных использовались погрешности уровня 0.5δ =  и 1.2δ = .

Результаты численного эксперимента

HT tH H
δ = 0.5 δ = 1.2

0.4 17.966 17.978 18.207 18.529
0.8 16.284 16.290 16.314 16.348
1.2 15.245 15.246 15.214 15.170
1.6 15.027 15.027 14.785 14.446
2.0 15.670 15.672 16.006 16.475
2.4 17.061 17.068 17.097 17.137
2.8 18.960 18.974 18.874 18.735
3.2 21.040 21.059 21.577 22.303
3.6 22.939 22.963 23.574 24.429
4.0 24.330 24.358 24.768 25.343
4.4 24.973 25.002 25.165 25.395
4.8 24.755 24784 24.923 25.117
5.2 23.716 23.742 24.100 24.600
5.6 22.034 22.057 22.369 22.805
6.0 20.00 20.018 20.393 20.919

Как показывают результаты численного эксперимента, при использовании не-
возмущенных входных данных максимальная погрешность восстановления зна-
чений искомой функции ( )H t  не превышает 0.1 %. При использовании возму-
щенных входных данных, в которых погрешность имеет флуктуационный харак-
тер, проявляется слабая чувствительность восстановления функции ( )H t  от по-
грешности во входных данных. Так, при задании погрешности во входных данных
5.07 %, значение искомой функции определяется с погрешностью 6.01 %. При
уменьшении уровня погрешности решение восстанавливается более точно. Ана-
лиз результатов численного экспериментирования свидетельствует, что предло-
женный вычислительный алгоритм можно использовать при изучении гидроди-
намической связи между водоносными пластами.

Заключение

При исследовании процессов в многопластовых водоносных системах необхо-
димо учитывать обменные процессы между пластами.
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THE CALCULATION OF EFFECTIVE ELASTIC CONSTANTS
IN A COMPOSITE WITH 3D ORTHOGONAL NONWOVEN FIBERS

The paper is devoted to the research of the effective characteristics of 3D or-
thogonal nonwoven fibers composites. The results were received via ANSYS
software package. In this research a volume element of fibers in cubic unit cell is
considered. The effective elastic properties of fiber reinforced composite have
been defined by the numerical stress analysis of the unit cell.

Keywords: composite, fiber, effective elastic constants, numerical method.

1. Introduction

Composite materials which consist of two or more constituent materials are com-
monly used in advanced structural applications, e.g. in the marine and aerospace indus-
try. This is because of appropriate mechanical properties such as high specific strength
and stiffness, low density and high resistance to corrosion. However, the limited under-
standing of the composite material behavior requires more research. This is further
complicated by the fact that these materials behavior is dependent on lay-up, loading di-
rection, specimen size and environmental effects such as temperature and moisture. Re-
search on determination of effective elastic constants for anisotropic materials is very
important in composite structures.

A orthogonal nonwoven fibers reinforced resin matrix composites are used in some
structural applications, due to their various reasons especially to their excellent me-
chanical behavior in terms of their specific stiffness in the direction of the fibers. The
prediction of the mechanical properties of composites has been the main objective of
many researchers. The well-known models that have been proposed and used to evalu-
ate the properties of cross-ply laminate composites are Voigt [1], 1989 and Reuss [2],
1829 models. The Voigt model is also known as the rule of mixture model or the iso-
strain model, while the Reuss model is also known as the inverse of mixture model or
the iso-stress model. The study will be using complex functions to determine the effec-
tive elastic coefficients of the unidirectional plates as presented by Vanin [3] (1961).
Semi empirical models have emerged to correct the rule of mixture model where cor-
recting factors are introduced. Under this category, it is noticed three important models:
the modified rule of mixture, the Halpin –Tsai [4] model (Halpin et al., 1976) and
Chamis [5] model (Chamis, 1989). The Halpin – Tsai model emerged as a semi-
empirical model that tends to correct the transverse Young’s modulus and longitudinal
shear modulus. The Chamis micromechanical model is the most used and trusted model
which give a formulation for all five independent elastic properties. Hashin and Rosen
[6] (Hashin et al., 1964) initially proposed a composite cylinder assemblage model to
evaluate the elastic properties of cross-ply laminate laminate composites. Alfootov [7]
determined the mechanical properties of cross-ply laminate reinforced composites with
perpendicular fibers. Christensen [8], 1990 proposed a generalized self-consistent model
in order to better evaluate the transversal shear modulus. Also the Mori – Tanaka model
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[9] (Mori et al., 1990) is a famous model which is widely used for modeling different
kinds of composite materials. This is an inclusion model where fibers are simulated by
inclusions embedded in a homogeneous medium. The self-consistent model has been
proposed by Hill [10], 1965 and Budiansky [11], 1965 to predict the elastic properties of
composite materials reinforced by isotropic spherical particulates. Later the model was
presented and used to predict the elastic properties of short fibers composites [12]
(Chou et al., 1980). Recently, a new micromechanical model has been proposed by
Huang [13, 14], 2001. The model is developed to predict the stiffness and the strength
of cross-ply laminate composites.

Assuming cubic symmetry structure and using ANSYS software, effective charac-
teristics of this composite are studied. Numerical studies are performed for some stress
states in a representative unit cell for determination the effective elastic properties of fi-
bers reinforced orthogonal nonwoven composite.

2. Computational procedure

2 . 1 .  D e f i n i t i o n  a n d  e l a s t i c i t y  e f f e c t i v e  p a r a m e t e r s
i n  c u b i c  s y m m e t r y  c o m p o s i t e

The present approach is based on the theory anisotropic elasticity. A numerical
method is able to simplify the problem by satisfy the stress – strain boundary conditions
directly into the expression for defining the elastic properties in a composite material.
This study considers a composite material with 3D orthogonal nonwoven fibers. In this
structure of material fibers are parallel to x, y and z directions as follows and are said to
define a cubic symmetry array. Theory of elasticity can be used for investigating the
stress – strain state of fiber reinforced composite materials. The generalized Hook's law
relating strains to stresses can be written as follows:

ε = σij ijkl kla⎡ ⎤⎣ ⎦ ,  i, j = 1, 2, 3. (1)

Where [ ] ijklA a⎡ ⎤= ⎣ ⎦  is the compliance matrix and ijε  , ijσ  are the strain and
stress components, respectively. In this study, composites with orthogonal nonwoven
fibers and constant radius are investigated as cubic symmetry materials.

The simplest anisotropic case, that of cubic symmetry has three independent ele-
ments.

These materials with volume V, stress and strain are described as follows:
1

ij ij
V

dV
V

σ = σ∫   and   1
ij ij

V

dV
V

ε = ε∫ . (2)

In Cartesian coordinates, Hook’s law for cubic symmetry material is as follows:

11 12 12x x y zb b bσ = ε + ε + ε ,

21 11 12y x y zb b bσ = ε + ε + ε ,

21 21 11z x y zb b bσ = ε + ε + ε ,

44xy xybτ = γ , 44yz yzbτ = γ , 44zx zxbτ = γ . (3)

Where bij are the coefficients of stiffness matrix [B] for composite material. The
stiffness matrix (inverse of the elastic compliance matrix) is symmetric.
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b12 = b21. (4)
Hence, the three unknown coefficients b11, b12, b44 need to be defined for determin-

ing properties of for cubic symmetry material.

2 . 2 .  F i n i t e  E l e m e n t  M o d e l i n g

A regular three-dimensional arrangement of fiber in a matrix was adequate to de-
scribe the overall behavior of the composite, and was modeled as a regular uniform ar-
rangement, as illustrated in Fig. 1a. In this paper a composite in Cartesian coordinates
system is considered. This model assumed that the fiber was a perfect cylinder of radius
0.4, in a cubic unit cell (1 × 1× 1) of the matrix. It is assumed that the geometry, mate-
rial and loading of the cell are symmetrical with respect to x − y, y − z and z − x planes
of coordinate system as shown in Fig. 1a. In this work, a cubic cell is considered and the
three sides of a cell have equal lengths to 0 1d = . Therefore, 37.7 % volume fraction fi-
bers were inserted.

The numerical finite element modeling is widely used in predicting the mechanical
properties of composites. In this paper for numerical analysis, a volume element of fi-
bers is considered which plane symmetric exists on all of its planes. In order to investi-
gate the numerical finite element modeling, the modeling of a unit cell for a cubic array
is considered using ANSYS software as shown in Fig. 1b.

The usage of the designated volume as a representative cell is substantiated by the
following: when dealing with infinite composite material that consists of infinite num-
ber of repetitive cells, the stress conditions of each cell are identical. At that, the speci-
fied boundary conditions for the designated volume correspond to the homogeneous
state of equivalent homogeneous material. For determining the components of the stiff-
ness matrix (bij), stress analysis is performed for considered volume with noting to
boundary conditions. In the present procedure, normal strain is applied to one direction
and shear strain is applied to one plane as follows. For numerical analysis, finite ele-
ment software ANSYS is used and 36321 SOLID 95 elements with 20 nodes are util-
ized as shown in Fig. 1b. All the geometrical parameters and displacements are used in
a dimensionless form based on the length of the edge of the representative volume. This
allows receiving elastic averaged characteristics of the investigated type of composite,
assigning only relative volume contents of fibers. The stresses are indicated in Pascal.

The first numerical testing is unidirectional tension in x direction. In this condition,
tensor of average values for strains is obtained the following forms:

310x
−ε = ,  0yε = ,  0zε = ,  0xyγ = ,  0yzγ = ,  0xzγ = . (5)

The case of unidirectional tension in x direction the boundary conditions for this
structural analysis are as follows:

In plane x = 1:
-3( 1, , ) 10xu x y z= =  and  τxy = τxz ,

In this situation, there are symmetric conditions in other planes and the boundary
conditions are therefore

( 0, , ) 0xu x y z= = ,  ( , 0, ) 0yu x y z= = ,   ( , 1, ) 0yu x y z= = ,

( , , 0) 0zu x y z = =  and  ( , , 1) 0zu x y z = = ,
where ui (i = x, y, z) is displacement in x, y and z directions, respectively.
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a                                                                                   b

Fig. 1. Volume: a – representative unit cell model; b – element in mesh formed

Stress components are determined as
1 1

0 0
x xdydzσ = σ∫ ∫ ,   

1 1

0 0
y ydxdzσ = σ∫ ∫ . (6)

Therefore, according to Eq. 3, by the first numerical testing two coefficients of elas-
ticity can be determined as follows:

11
x

x
b

σ
=

ε
,  12

y

x
b

σ
=

ε
. (7)

In this analysis polymer epoxy is considered as matrix and its mechanical properties
are as follows [15]:

Em = 4200 MPa;    Gm = 1500 MPa;     νm = 0.4.
Mechanical properties of glass fibers are as follows:

Ea = 74800 MPa;    Ga = 31000 MPa;    νa = 0.2.
For composite with fibers in constant radius as 0 < r < 1, fiber-volume fraction is

calculated as follows:
V
V
′

ξ = , (8)

where 3
0V d=  – the volume of a cubic сell and 2

0
3
4

V r d′ = π  – fiber volume content in

material.
Effective elasticity properties for ξ = 0.377 (r = 0.4) is determined by Numerical

Method. In Fig. 2 the result of the first condition is shown.
The second numerical testing is shearing in xz plane. In this condition, tensor of av-

erage values for strains is obtained:
0xε = , 0yε = ,  0zε = ,  0xyγ = ,  0yzγ = ,  310xz

−γ = . (9)

Therefore, the displacement in plane z = 1: 3( , , 1) 10xu x y z −= =  and  σz = τzy = 0.
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a

b

c

Fig. 2. The result of: a – displacement in x direction when ux = 10−3;
b and c – stress distribution of normal stresses σx, σy
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Now, as the boundary conditions are symmetrical for this structural analysis are as
follows:

In plane z = 0 the displacement in the direction of x axis is zero ( ( , , 0) 0xu x y z = = )
and two are symmetric conditions in planes y = 0, y = 1 therefore, in these planes:

( , 0, ) 0yu x y z= = and ( , 1, ) 0yu x y z= = ,

In planes x = 0 and x = 1: ( 0, , ) 0zu x y z= = , ( 1, , ) 0zu x y z= = ; and  σx = τxy = 0.
The shear stress component in xz plane is given by

1 1

0 0
xz xzdydzτ = τ∫ ∫ . (10)

Therefore, the unknown coefficient b44, can then be calculated by substituting
value xzτ  into Eq. 3 and take following form:

44 xz xzb = τ γ . (11)
In this case for solving the problem, Hook’s law is used directly:

[ ]Aε = ⋅ σ , (12)
where [A] is the compliance matrix: [A] = [B]−1.

Obviously, considering matrix [A], elasticity coefficient such as poison ratio and
shear modulus of composite material can be obtained as follows:

11

1
x y yE E E

a
= = = ,  12.xy xz yz ya Eν = ν = ν = −

 and  44
44

1
xy xz yzG G G b

a
= = = = . (13)

3. Results and discussion

In this approach work, effective elasticity properties for ξ = 0.377 is determined by
numerical procedure proposed in this research. Table 1 shows numerical results for the
effective elastic constants of composite material.

T a b l e  1

Numerical results of effective elasticity properties for ξ = 0.377

Modulus of elasticity,
MPa

Modulus of shear,
MPa Poisson’s coefficient

Elasticity properties
x y zE E E= = xy xz yzG G G= = xy xz yzν = ν = ν

Numerical Method 17501 3098 0.26

The variation of 1 x mE E E= ,  xy mG G G=  versus different values of ξ are
obtained for cubic symmetry material glass fibers. Mechanical properties of composite
are determined by the proposed method in this paper (numerical method) with finite
element method. Numerical values are calculated by ANSYS. It is obvious that

x y zE E E= = , xy xz yzG G G= =  and xy xz yzν = ν = ν .
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Fig. 3 shows the variation of Ei (i = 1,2,3) with respect to different values of ξ for
orthogonal nonwoven glass fibers composite. Ei is the ratio modulus of elasticity of
composite to Em in fibers direction and Em is modulus of elasticity of matrix. In this fig-
ure, the curve is obtained by the method of this paper. As it can be seen, the behavior of
curve is nonlinear. In this result, should be reminded that the curve Ei is linear for the
unidirectional composite. Fig. 3 shows that in small value of ξ, the value of E1
(i = 1,2,3) is near to 1. Also for the maximum value of ξ (ξ = 0.58875), the value of E1
is near to the modulus of elasticity of fibers Ea /Em, as it is predicted. Ea is modulus of
elasticity of fiber.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 ξ

1.5

2.5

3.5

4.5

5.5

E1

Fig. 3. The variation of Ei (i = 1,2,3) versus values of ξ
for orthogonal nonwoven glass fibers

Fig. 4 shows the variation of Gi (i = 1,2,3) versus different values of ξ for orthogonal
nonwoven glass fibers composite in a cubic pattern. Gi is the ratio shear modulus of
composite to Gm in xy, xz and yz planes and Gm is the shear modulus of matrix. As it can
be seen, the behavior of the present work is sowed that curve Gi is nonlinear.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 ξ

1.4

1.8

2.2

2.6

G

Fig. 4. The variation of Gi (i = 1,2,3) versus values of ξ
for orthogonal nonwoven glass fibers
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Fig. 4 shows that in small value of ξ , the value of Gi (i = 1,2,3) is near to 1. Also for
the maximum value of ξ (ξ = 0.58875), Gi is near to a value that is smaller than the
shear modulus of fibers Ga/Gm, where Ga is the shear modulus of fiber.

The results of the numerical calculation of effective elastic properties were not com-
pared with theoretical or experimental methods. The authors do not have the complete
set of the necessary data at their disposal as there are no such data in open literature.
The similar approach was used by the authors [16, 17] for unidirectional fibrous com-
posite, where it was managed to receive the evidence of the results accuracy. The fol-
lowing technique was applied for the evaluation of the results accuracy in this research
– finite elements grid clustering and intrinsic criteria parameters of error in ANSYS.

Conclusions

The procedure of finding the effective elastic characteristics for 3D orthogonal non-
woven fiber composites has been developed. In this research a volume element of fibers
in cubic symmetry cell is considered which plane symmetric exists on all of its planes.
The effective elastic properties of fiber-glass composite which polymer epoxy have
been defined via ANSYS software package. The finite-element method has been used
for the research.

After considering the results set out in this section the following observations could
be made:

Minimum requirement unit cells have been defined for different types of reinforce-
ment as well as the boundary conditions for them, which enable composite behavior
modeling under basic experiments conditions.

The procedure of finding effective elastic constants for reinforced composites allows
receiving results with the reasonable degree of accuracy for practical application.

Apart from effective elastic constants finding, the advantage of the developed pro-
cedure is the ability to investigate local stress concentration in the unit cell area.

The developed procedure enables to carry out the multivariate analysis of the elastic
properties of composite material at the design stage as well as to set and solve the tasks
associated with the optimal design of composites.
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Доказаны две теоремы, связывающие групповую скорость волнового пакета,
образованного двумя свободными идентичными частицами с разными нере-
лятивистскими скоростями, с параметрами гармоник.
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В ряде задач исследуются квантовые системы, состоящие из двух частиц [1–3].
При этом преимущественно рассматриваются частицы, связанные взаимодейст-
вием в большей [1, 2] или меньшей [3] степени. Потенциал взаимодействия су-
щественно влияет на вид волновой функции и в любом случае обусловливает
непрерывный спектр ее гармоник. Установление квазиимпульса двухчастичной
системы [1] и интерпретация волновой функции как ядра интегрального опера-
тора (Гильберта – Шмидта) [3] предполагают определение групповых скоростей
волновых пакетов, что не представляет затруднений в силу непрерывности их
спектров.

При движении частиц (не связанных взаимодействием) с неравными фиксиро-
ванными скоростями частоты волн де Бройля образуют дискретный спектр, в свя-
зи с чем для определения групповой скорости волнового пакета формула

g
d
dk
ω

=v (1)

[4] не подходит, поскольку предполагает, по крайней мере, кусочно-непрерывную
зависимость ω(k). Здесь ω – циклическая частота, k – волновое число.

Задача, таким образом, заключается в отыскании формулы групповой скорости
для дискретных значений ω и k. Результаты решения этой задачи могут быть при-
менены к классу частиц, не связанных полевыми взаимодействиями, в том числе
нейтронам, которые в результате некоторых ядерных реакций образуют двухчас-
тичные квантовые системы, например

235 1 139 95 1
92 0 54 38 0U+ Xe Sr 2n n→ + + .

Пусть две частицы образуют квантовую систему в пространстве 3 , имеют
одинаковые массы m и движутся с фиксированными нерелятивистскими скоро-
стями v1 и v2. В начальный момент координаты частиц совпадают. Соответствую-
щий им волновой пакет имеет вид

( ) ( ) ( )1 1 2 2, i t k x i t k xx t Ce Ce− ω − − ω −Ψ = + , (2)

где C определяется из условий нормировки волновой функции.
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При этом
2

2
m

ω =
v , (3)

mk =
v , (4)

kϕ
ω

=v , (5)

где ħ – постоянная Планка, vϕ – фазовая скорость [4, 5].
Для названных условий имеют место две теоремы, первую из которых предва-

ряет следующая
Лемма. Справедлива формула

( )1 21 2 2 1 22cos
2

i z ziz iz z z
e e e

+−⎛ ⎞+ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

Доказательство.
1 2

1 1 2 2cos sin cos siniz ize e z i z z i z+ = + + + =

( )1 2 1 2cos cos sin sinz z i z z= + + + =

2 1 1 2 2 1 1 22cos cos 2 cos sin
2 2 2 2

z z z z z z z z
i

− + − +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 1 1 2 1 22cos cos sin
2 2 2

z z z z z z
i

− + +⎛ ⎞ ⎡ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎤= + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎦

( )1 22 1 22cos
2

i z zz z
e

+−⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

Лемма доказана.
Теорема 1. Групповая скорость волнового пакета (2) определяется выра-

жением

2 1

2 1
g k k

ω −ω
=

−
v . (6)

Доказательство. В соответствии с леммой выражение (2) приводится к виду

( )
( ) ( )[ ]1 2 1 22 1 2 1 2, 2 cos

2 2

i t k k xk k
x t C t x e

− ω +ω − +ω −ω −⎛ ⎞Ψ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

Модуль волновой функции

2 1 2 12 cos
2 2

k k
C t x

ω −ω −⎛ ⎞Ψ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

Групповая скорость – это скорость перемещения максимума модуля [4], кото-
рый достигается при условии

2 1 2 1 0
2 2

k k
t x

ω −ω −
− = .
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За время t максимум модуля перемещается на расстояние x [6]. Таким образом,
его скорость, или групповая скорость,

2 1

2 1
g

x
t k k

ω −ω
= =

−
v .

Теорема доказана.
Замечание. (6) можно представить в виде

g k
∆ω

=
∆

v .

Таким образом (1) является предельным случаем (6).
Теорема 2. Групповая скорость волнового пакета (2) равна сумме фазовых

скоростей его гармоник
1 2

1 2
1 2

g k kϕ ϕ
ω ω

= + = +v v v .

Доказательство. Очевидно тождество
2 2
1 2

2 2 2 2
1 22 2

m m
m m

=
v v

v v
.

В соответствии с (3) и (4) оно приводится к виду

1 2
2 2 2 2

1 2k k
ω ω

= , (7)

2 2
1 2 2 1 0k kω −ω = ,

2 2
2 1 2 1 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1 1 2k k k k k k k k k kω −ω = ω −ω +ω −ω ,

( ) ( ) ( )1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1k k k k k k k kω −ω = ω − +ω − ,

2 1 1 2 2 1 1 2

2 1 1 2 1 2

k k
k k k k k k
ω −ω ω +ω ω ω

= = +
−

.

Или с учетом (5) и (6)
vg = vϕ1 + vϕ2.

Теорема доказана.
В [7–9] показано, что

2m
ω =

v . (8)

При этом вместо (7) следует записать

1 2
2 2 2 2

1 22 2k k
ω ω

= .

Дальнейшие рассуждения не изменяются и теорема 2 справедлива также при
условии (8).
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О МЕХАНИЗМАХ РОСТА ГИДРАТНОЙ ОБОЛОЧКИ
НА ПОВЕРХНОСТИ ВСПЛЫВАЮЩИХ ГАЗОВЫХ ПУЗЫРЬКОВ1

Предложена и построена теоретическая модель процесса роста гидратной
оболочки на поверхности всплывающих метановых пузырьков в восходя-
щем потоке воды в вертикальном канале. Рассмотрены два предельных ме-
ханизма, определяющие кинетику гидратообразования в процессе всплытия
газовых пузырьков. Установлено, что если интенсивность гидратообразова-
ния определяется отводом тепла от поверхности пузырьков жидкостью, то
высота реактора составляет доли метров, а в случае, когда лимитируется
диффузией газа через гидратную корку, – десятки метров. Получены крити-
ческие значения массовых расходов газа и воды, необходимые для процесса
полного образования гидрата. Проведен анализ влияния гидростатического
давления на динамику процесса гидратообразования.

Ключевые слова: гидратная оболочка, вода, газ, трубчатый канал, тепло-
съем, диффузия.

В настоящее время большой теоретический, а также прикладной интерес пред-
ставляют газогидраты углеводородных газов, особенно метана. Это связано не
только с тем, что природные гидраты метана представляют собой практически
неисчерпаемый источник энергии и пресной воды, но также являются причиной
аварийных ситуаций и экологических катастроф при добыче углеводородного сы-
рья на шельфе и транспорте газа по трубопроводам. Появление газовых пузырь-
ков в воде может быть следствием как природного характера (подводные грязевые
вулканы, разломы осадочных пород), так и техногенного (аварии на подводных
трубопроводах, буровых установках) [1–9]. Имеющиеся экспериментальные дан-
ные показывают возможность образования гидратной корки на поверхности
всплывающих пузырьков газа на больших глубинах в области высокого гидроста-
тического давления, которое может приводить к значительному росту времени
растворения газа в морской воде при их всплытии [1–7, 9–11]. Теоретические ис-
следования предлагают различные интерпретации физических явлений, так про-
цесс миграции газовых пузырьков в воде может проходить и без образования гид-
рата [12]. Диффузионная же кинетика образования гидрата, предложенная в рабо-
те [13], предполагает, что образующаяся гидратная корка имеет поровую структу-
ру. Отметим, что в большинстве случаев главный практический интерес вышепе-
речисленных работ связан с изучением интенсивности выброса метана в атмосфе-
ру из водоемов.

В зависимости от качества воды [14] и содержания в ней примесных частиц, со-
лей и капиллярных добавок [15, 16], а также «чистоты» гидратообразующего газа
возможны различные лимитирующие механизмы, определяющие рост гидратной

                                                          
1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке гранта Российского фонда фундаменталь-
ных исследований (проект № РФФИ 13-01-00550 А).



74 В.Ш. Шагапов, А.С. Чиглинцева, А.А. Русинов

массы при контакте воды и газа при определенных термобарических условиях.
В данной работе для интенсивности гидратообразования примем две предельные
схемы. Согласно первой будем полагать, что газогидратная корка является доста-
точно рыхлой и не оказывает диффузионного сопротивления на процесс переноса
гидратообразующих компонент (воды или газа через нее). Следовательно, интен-
сивность образования гидрата определяется лишь способностью окружающей час-
тицу воды отводить тепло, выделившееся за счет гидратообразования [17–20]. Со-
гласно второй схеме, будем считать, что интенсивность гидратообразования лими-
тируется диффузией метана через гидратную корку [3, 12, 18−22].

Постановка задачи и основные уравнения

Пусть на дне водоема расположен источник газа, из которого с некоторым
массовым расходом поступает газ. Полагаем, что на данной глубине реализуются
термобарические условия (соответствующие значения давления и температуры),
способствующие образованию и существованию гидрата. По мере всплытия газо-
вых пузырьков на поверхности контакта газ – жидкость происходит образование и
дальнейший рост гидратной оболочки. Для того чтобы организовать направлен-
ный поток пузырьков, над газовым источником предлагается установка цилинд-
рического вертикального канала, в который снизу поступает вода и газ (рис. 1).

1

1
1

2

3

66

7

5 4

z

Рис. 1. Технологическая схема: 1 – вода, 2 – газовый пузырек,
3 – гидратный пузырек, 4 – источник газа, 5 – осадочные по-
роды, 6 – вертикальный канал, 7 – ловушка

Ось z направим по оси цилиндрического канала вертикально вверх. Будем по-
лагать, что все основные параметры течения трехфазной системы, состоящей из
газа, воды и гидрата однородны по сечению цилиндра. Миграция пузырьков газа,
поднимающихся вверх вдоль оси z, сопровождается образованием гидрата.
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Пусть n – число пузырьков в единице объёма. Дроблением и слипанием гид-
ратных пузырьков, поднимающихся со скоростью wg, будем пренебрегать. Тогда
уравнение сохранения числа пузырьков будет иметь вид [23]

( )g 0,d Snw
dz

=  2πS R= ,

где S – площадь сечения канала. Нижние индексы «g», «l», «h» относятся к пара-
метрам газа, воды и гидрата.

Запишем уравнения сохранения масс соответственно для газа, воды и гидрата,
при этом будем полагать, что скорости газовой и гидратной фазы

g l h
g l h, , ,

dM dM dM
J J J

dz dz dz
= − = − = (1)

( )0 0 0
g g g g l l l l h h h g hρ α , ρ α , ρ α ,hM S w M S w M S w w w= = = = . (2)

Здесь ( )0,ρ ,α , g, l, hi i i iM w i =  – массовые расходы, истинные плотности, объем-
ные содержания и скорости фаз; g l h, ,J J J  – интенсивности расхода газа, воды и
образования гидрата.

Поскольку газогидрат – клатратное соединение с массовым содержанием газа
G, то интенсивности расхода газа, воды и образования гидрата связаны как

( )g h l h, 1J GJ J G J= = − . (3)

Приведенную систему уравнений необходимо дополнить следующими кине-
матическими соотношениями:

( )3 3 3
g l h g g h gh g

4 4α α α 1, α π , α π
3 3

a n a a n+ + = = = − , (4)

где ag – радиус газовых пузырьков, agh – радиус гидратных пузырьков.
Уравнение импульсов для трехфазного потока в рамках вышеприведенных до-

пущений может быть записано в виде [23]

( )( ) ( )0 0 0
l l g h g l l g g h h cα ρ α ρ α ρ 2π τd dpM w M M w S Sg R

dz dz
+ + = − − + + − ,  (5)

где τc – сила трения между потоком и стенкой канала, отнесенная к единице пло-
щади его поверхности.

Для замыкания системы уравнений запишем уравнение миграции для газового
пузырька относительно жидкости, которое будет иметь вид [23]

( ) 3 2
g gh g pr gh gh gh b

4 π π τ ,
3

d dpw m w m w m g a a
dz dz

+ = − − − (6)

( )3 0 3 3 0 3 0
gh g g gh g h pr gh l

4 4 2π ρ π , π ρ ,
3 3 3

m a a a m a= + − ρ =  (7)

g l ,w w w= −  (8)

где gh pr,m m  – соответственно масса гидратного пузырька и присоединенная мас-
са; τb – сила трения между пузырьком, покрытым гидратной оболочкой и потоком
жидкости, отнесенная к единице площади сечения поверхности пузырька, w –
скорость миграции газового пузырька относительно жидкости.
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При записи уравнения сохранения энергии воды в канале будем пренебрегать
потерями тепла через стенки канала. Тогда можем записать следующее уравнение
баланса тепла, которое будет иметь вид:

( ) 2
l l l l l hs gh lsls ls

, 4πd M c T Q J c T Q Sn a q
dz

= − = . (9)

Здесь lT  – температура воды в канале, lc  – теплоемкость воды (при постоянном
давлении); lsq  – интенсивность теплообмена между жидкостным потоком в кана-
ле и поверхностью гидратной оболочки пузырька, отнесенная к единице его пло-
щади, hsT  – температура поверхности гидратного пузырька.

Жидкость будем считать несжимаемой, а газ – калорически совершенным:
0
lρ const= , 0

g g hsρp R T= .

Силовое и тепловое взаимодействия потока
со стенками канала и гидратным пузырьком

Силу трения между потоком и каналом примем в виде [23]:

( )
2

0 0 0l
c c g g l l h h

ρ
ξ , ρ α ρ α ρ α ρ

2
w

τ = = + + ,  c 0.25
l

0.3165ξ ,
Re

=  
0
l l

l
l

2 ρ
Re

μ
R w

=

Здесь выражение для коэффициента гидравлического сопротивления ξc  соответ-
ствует формуле Блазиуса для гладких труб; lRe  – критерий Рейнольдса и lμ  – ко-
эффициент динамической вязкости для жидкостного потока.

Сила трения между гидратным пузырьком и потоком жидкости может быть
записана в виде [17, 24]:

0 2
l

b b
ρ

τ ξ ,
2
w

= ( )0.879
b

12ξ 1 0.0811Re ,
Re

= +  
0

gh l

l

2 ρ
Re

μ
a w

= .

Будем полагать, что температура поверхности гидратного пузыря hsT  равна
равновесной температуре образования гидрата sT , которая соответствует значе-
нию давления p  для данной глубины ( )( )hs sT T p= . Для зависимости ( )sT p  бу-
дем использовать выражение [25]

( )s h0 * h0ln( )T p T T p p= + . (10)

Описание интенсивности образования гидратных пузырьков
в случае теплообмена с окружающей водой

Интенсивность образования гидрата Jh представим:
2

h gh h4πJ Sn a j= , (11)

где jh – интенсивность образования гидрата, отнесенная на единицу площади по-
верхности гидратного пузырька.

Согласно первой схемы, считаем, что гидратная корка имеет рыхлую структу-
ру. Поэтому ее диффузионным сопротивлением при прохождении через нее газа
будем пренебрегать. Следовательно, интенсивность образования гидрата опреде-
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ляется лишь способностью окружающей частицу воды отводить тепло, выделив-
шееся за счет гидратообразования.

Пренебрегая затратами тепла на изменение температуры всей газогидратной
части, можем записать следующее условие баланса тепла как

ls
h

h
.

q
j

l
= (12)

Здесь lh – удельная теплота образования гидрата.
Для интенсивности теплового потока между жидкостью в канале и поверхно-

стью пузырька будем использовать формулу [23]

ls hs lβ( )q T T= − , l

gh

λ Nu
2a

β = , 0.55 0.33Nu 2 0.46Re Pr= + , l l

l

μ
Pr

λ
c

= ,

где Pr  и Nu  – приведенные числа Прандтля и Нуссельта; lλ  – эффективный ко-
эффициент теплопроводности для жидкости.

Описание интенсивности образования гидратных пузырьков
в случае диффузионного переноса газа через гидратную корку

Согласно второй схеме, будем считать, что интенсивность гидратообразования
лимитируется диффузией газа через гидратную корку. Здесь происходит диффу-
зия метана к внешней поверхности газогидратной частицы, где газ мгновенно пе-
реходит в состав гидратной корки. При этом температура пузырька полностью
следует за температурой окружающей воды (Ths = Tl). Прочностными эффектами
гидратной корки пренебрегаем ( g lp p p= = ).

Для описания процесса переноса газа через гидратную корку запишем уравне-
ние диффузии как

g g g2
2

ρ ρD
r

t r rr

′ ′∂ ∂⎛ ⎞∂
= ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

,  g gha r a< < , (14)

где gρ′  – средняя плотность газа в твердом гидрате, который не входит в состав
гидрата (свободный газ), Dg – коэффициент диффузии газа через гидратную корку.

Кроме того, пусть на внутренней ( gr a= ) и на внешней ( ghr a= ) поверхностях
корки плотность удовлетворяет граничным условиям

g g(s)ρ ρ′ =  и gρ 0′ =  (15)

Здесь первое условие означает, что вблизи внутренней границы корки реали-
зуется некоторое насыщение гидрата газом со значением плотности ρg(s), второе –
означает, что диффундирующий газ через гидратную корку на внешней поверхно-
сти частицы мгновенно переходит в состав гидрата. Квазистационарное
( )gρ 0t′∂ ∂ =  решение уравнение (14) при граничных условиях (15) имеет вид:

( )
( )
g(s) gh

g
g gh

ρ 1/ 1/
ρ

1/ 1/

r a

a a

−
′ =

−
. (16)

При этом для диффузионного притока газа к внешней поверхности гидратной
корки ( ghr a= ), можем записать
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gh

g
g g

ρ

r a

j D
r =

′∂⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

.  (17)

Используя решение (16), отсюда можем получить

( )
g(s) g

g 2
g gh gh

ρ

1/ 1/

D
j

a a a
=

−
. (18)

Поскольку массовое содержание метана G и воды (1 − G) в составе гидрата по-
стоянно (G=const), то параметры l h,j j , а также gj , выражающая интенсивность
потребления газа, связаны как

( )g h l h, 1j Gj j G j= = − . (19)

Тогда с учетом (18) и (19) интенсивность образования гидрата будет опреде-
ляться как

( )

* 0
g

h 2
g gh gh

ρ

1/ 1/

D
j

G a a a
=

−
, (20)

где * 0
g(s) g gρ ρD D=  – приведенный коэффициент диффузии газа.

Результаты расчетов

В расчетах полагаем, что источник газа расположен на глубине h = 1500 м. Для
базовых параметров, определяющих геометрию и режим работы канала, прини-
мались следующие численные величины для параметров: 1R = м, g0 1a = мм,

g0 1M = кг/с, l0 277T = К, 615 10p = ⋅ Па. Коэффициент диффузии газа через гид-

ратную корку принимался равным * 105 10D −= ⋅ м2/с [20, 21]. Тогда соответст-
вующая равновесная температура для данного значения давления, согласно фор-
муле (10), равна s ( ) 290.6T p = К.

На рис. 2 и рис. 3 представлены распределения массовых расходов газа и гид-
рата, скоростей газовых пузырьков и воды, температуры воды вдоль канала, а
также радиусов газового и гидратного пузырька, когда интенсивность образова-
ния гидратной частицы лимитируется отводом тепла от поверхности пузырьков
жидкостью для массовых расходов воды соответственно l0 100M =  кг/с и

l0 50M =  кг/с. Из рис. 2, а и 2, г видно, что процесс гидратообразования заканчи-
вается, т. е. газ в пузырьке полностью переходит в гидратное состояние на высоте
порядка 0.5 м. При этом температура воды в канале не достигает равновесной
температуры образования гидрата, что проиллюстрировано на рис. 2, в. Из
рис.2, б видно, что газовые пузырьки при заданной начальной скорости ускоряют-
ся и принимают максимальную скорость на высоте порядка 2.5 см, после чего
скорости всплытия гидратных пузырьков уменьшаются. Из рис. 3, в видно, что
процесс гидратообразования заканчивается на высоте порядка 1 м вследствие дос-
тижения водой равновесной температуры образования гидрата в канале. При этом
газ в пузырьках не полностью переходит в гидратное состояние и пузырьки час-
тично состоят из гидратной и газовой фаз, что показано на рис. 3, а и рис. 3, г.
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Рис. 2. Распределения массовых расходов (а): кр. 1 – гидрата и кр. 2 – газа; скоростей (б):
кр. 1 – газовых пузырьков и кр. 2 – воды; температуры воды вдоль канала (в); радиусов (г):
кр. 1 – газогидратного и кр. 2 – газового пузырька при полном образовании гидрата

0 0.3 0.6 zh, м
276

280

284

288

Тl, К

2

4

6

M
M

g
h

, 
, к
г/
с

Тs

2

1

2

1

2

а б

в г

0.7

0.8

1.0

a
a

g
gh

, 
 ,м
м

1.5

12

18

24

w
w

g
l

, 
, с
м/
с

0.9

1

1.6

1.7

0 0.3 0.6 zh, м0.9

0 0.3 0.6 zh, м0.9 0

0.9

0.3 0.6 zh, м0.9

Рис. 3. Распределения массовых расходов (а): кр. 1 – гидрата и кр. 2 – газа; скоростей (б):
кр. 1 – газовых пузырьков и кр. 2 – воды; температуры воды вдоль канала (в); радиусов (г):
кр. 1 – газогидратного и кр. 2 – газового пузырька при частичном образовании гидрата



80 В.Ш. Шагапов, А.С. Чиглинцева, А.А. Русинов

0 12 24 zh, м
276

280

284

288

Тl, К

3

6

9
M

M
g

h
, 

, к
г/
с

Тs

2

1

2

1

2

а б

в г

0.7

0.8

1.0

a
a

g
gh

, 
 ,м
м

3

12
18

24

w
w

g
l

, 
, с
м/
с

36

1

3,5

0 12 24 zh, м36

0 12 24 zh, м36 0

0.9

12 24 zh, м36

Рис. 4. Распределения массовых расходов (а): кр. 1 – гидрата и кр. 2 – газа; скоростей (б):
кр. 1 – газовых пузырьков и кр. 2 – воды; температуры воды вдоль канала (в); радиусов (г):
кр. 1 – газогидратного и кр. 2 – газового пузырька при полном образовании гидрата

0 4 8 zh, м
276

280

284

288

Тl, К

2

4

6

M
M

g
h

, 
, к
г/
с

Тs

2

1

2

1

2

а б

в г

0.7

0.8

1.0

a
a

g
gh

, 
 ,м
м

1.6

12

18

24

w
w

g
l

, 
, с
м/
с

1

1.7

0.9

0 4 8 zh, м

0 4 8 zh, м 0 4 8 zh, м

Рис. 5. Распределения массовых расходов (а): кр. 1 – гидрата и кр. 2 – газа; скоростей (б):
кр. 1 – газовых пузырьков и кр. 2 – воды; температуры воды вдоль канала (в); радиусов (г):
кр. 1 – газогидратного и кр. 2 – газового пузырька при частичном образовании гидрата



О механизмах роста гидратной оболочки на поверхности всплывающих газовых пузырьков 81

На рис. 4 и рис. 5 представлены распределения массовых расходов газа и гид-
рата, скоростей газовых пузырьков и воды, температуры воды вдоль канала, а
также радиусов газового и гидратного пузырьков, когда интенсивность образова-
ния гидратных пузырьков лимитируется диффузией газа через гидратную корку
для массовых расходов воды соответственно Ml0 = 100 и 50 кг/с.

Так же, как и для случая, результаты которого представлены на рис. 2, видно,
что процесс гидратообразования заканчивается, когда газ в пузырьке полностью
переходит в гидратное состояние (рис.4, а и г), а температура воды в канале не
достигает равновесной температуры образования гидрата (рис. 4, в). При этом вы-
сота, на которой завершается образование гидрата, составляет порядка 40 м.

Из рис. 5 аналогично, как и для случая, результаты которого представлены на
рис. 3, видно, что процесс гидратообразования заканчивается вследствие дости-
жения температуры воды в канале равновесной температуры образования гидрата
для данного значения давления (рис. 5, в), а газ в пузырьках не полностью пере-
ходит в гидратное состояние и пузырьки частично состоят из гидратной и газовой
фаз (рис.5, а и г). При этом высота, на которой завершается образование гидрата,
составляет порядка 12 м.

Из представленных результатов видно, что если интенсивность гидратообра-
зования определяется отводом тепла от поверхности пузырьков жидкостью, то
высота, на которой завершается процесс образования гидрата, составляет доли
метров, а в случае диффузии газа через гидратную корку – десятки метров.

Таким образом, первая схема в случае, когда интенсивность образования гид-
рата определяется лишь способностью окружающей частицу воды отводить теп-
ло, выделившееся за счет гидратообразования, реализует наибольший темп обра-
зования гидрата. Это обстоятельство не всегда характерно для условий океана.
Однако такое рассмотренное приближение не лишено смысла. Данный случай
может наблюдаться в лабораторных условиях в зависимости от качества воды и
содержащихся в ней примесных частиц. В морской же воде интенсивность гидра-
тообразования может значительно усиливаться при внедрении физико-хими-
ческих добавок [15, 16].

Однако обзор литературы по миграции газовых пузырьков в условиях гидра-
тообразования показал, что процесс образования гидратной корки является доста-
точно медленным [5, 10, 12]. Поэтому схема диффузионного переноса газа через
гидратную корку наиболее адекватно описывает процесс роста газогидратной
частицы, который наблюдался в опытах при всплытии метановых пузырьков в
морской воде.

Критические значения массовых расходов газа и воды
для процесса образования гидрата

В результате численного эксперимента было получено, что при различных
значениях начального массового расхода воды возможно несколько случаев за-
вершения процесса гидратообразования, когда либо температура воды в канале
достигнет равновесной температуры (Ml0 = 50 кг/с), либо газовые пузырьки пол-
ностью превратятся в гидратные частицы (Ml0 = 100 кг/с). Поэтому существует
некоторое критическое значение массового расхода воды при фиксированном
значении расхода газа, необходимого для полного образования гидрата:
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*
g h*

l
l

M l
M

c TG
=

∆
. (21)

Здесь * *
g l,M M  – критические значения массовых расходов газа и воды.

Таким образом, при миграции газовых пузырей в вертикальном канале воз-
можны три режима протекания процесса гидратообразования газовых пузырьков.
Если при данном значении массового расхода газа Mg0 начальное значение массо-
вого расхода воды больше критического * 

l0 lM M> , то газовые пузырьки полно-
стью превращаются в гидратные частицы, при этом температура воды в канале не
достигает равновесной температуры образования гидрата. Если *

l0 lM M< , то га-
зовые пузырьки частично состоят из гидратной и газовой фаз, а при этом темпера-
тура воды в канале достигает равновесной, и процесс гидратообразования завер-
шается.

Если *
l0 lM M= , то в данном случае, как только газовые пузырьки полностью

превратятся в гидратные частицы, так температура воды в канале достигает рав-
новесной и процесс гидратообразования завершается.

На рис.6 представлена зависимость влияния начального массового расхода во-
ды на процесс гидратообразования при различных значениях глубины функцио-
нирования газового источника для двух случаев.
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Рис. 6. Зависимость длины реактора от начального массового расхода воды при раз-
личной глубине источника газа: кр. 1 – p = 15 МПа, кр. 2 – p = 10 МПа, кр. 3 –
p = 8 МПа для двух случаев: а – процесс гидратообразования лимитируется отводом
тепла, б – диффузией газа через гидратную корку

Согласно формуле (1), для данных значений давлений равновесные темпера-
туры соответственно равны: s ( ) 290.6T p = , 286.6 и 284.3 К. Тогда по формуле (21)
минимальные значения массовых расходов воды будут соответственно равны:

*
l 76,M =  103 и 136 кг/с. Это означает, что чем выше расположен газовый источ-

ник от дна океана, тем критические значения расходов воды больше и пик на гра-
фиках смещается вправо.

Из рис. 6, а видно, что при увеличении начального массового расхода воды
высота, на которой завершается процесс гидратообразования, растет до некоторо-
го максимального значения, а затем начинает уменьшаться. Это связано с тем,
что, если (min)

l0 lM M< , процесс гидратообразования завершается при достижении
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температуры жидкости в канале lT  равновесной температуры Ts(p) для данного
значения давления. С увеличением массового расхода жидкости, тепла необходи-
мо затратить больше для того, чтобы температура воды достигла равновесной.
Поэтому данный процесс заканчивается на больших высотах. При (min)

l0 lM M>
процесс гидратообразования завершается при полном переходе газовых пузырей в
гидратное состояние: чем больше Ml0, тем больше увеличивается скорость движе-
ния воды, что, следовательно приводит к интенсивному теплосъему с поверхно-
сти гидратных пузырьков и соответственно к полному переходу газа в гидратное
состояние.

Для случая диффузии газа через гидратную корку, когда протекает процесс
частичного образования гидрата (до критического значения), видно (рис.6, б), что
с увеличением донного давления происходит рост высоты всплытия пузырьков.
Это объясняется тем, что равновесная температура образования гидрата растет и
данный процесс замедляется. При полном переходе газа в гидратное состояние
(рис. 6, б), с увеличением массового расхода воды вновь происходит рост высоты
реактора. Это объясняется тем, что с увеличением массового расхода воды проис-
ходит увеличение объемного содержания воды в реакторе, что приводит к умень-
шению газосодержания и числа частиц в потоке, которое сопровождается ростом
скорости их всплытия.

Заключение

Предложена и построена теоретическая модель процесса роста гидратной обо-
лочки на поверхности всплывающих в восходящем потоке воды в вертикальном
канале метановых пузырьков. Рассмотрены два механизма, определяющие кине-
тику гидратобразования в процессе всплытия газовых пузырьков. Согласно чис-
ленным расчетам, установлено, что если интенсивность гидратообразования оп-
ределяется отводом тепла от поверхности пузырьков жидкостью, то высота реак-
тора составляет доли метров, а в случае, когда лимитируется диффузией газа че-
рез гидратную корку, – десятки метров.

Получены критические значения массовых расходов газа и воды, необходимые
для процесса полного образования гидрата. Установлено, что при миграции газо-
вых пузырьков в реакторе возможны два режима протекания процесса гидратооб-
разования в зависимости от начального значения массового расхода воды: газо-
вые пузырьки либо полностью переходят в гидратное состояние в виде отдельных
включений, либо частично, образуя пузыри с гидратной скорлупой. Проведен
анализ влияния гидростатического давления (глубин, на которых функционируют
газовые источники) на динамику процесса гидратообразования.
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A theoretical model of the methane bubble migration under conditions of the hydrate devel-
opment in an upward flow of water in a vertical pipe is proposed and constructed. We consider
two limiting mechanisms that determine the hydrate development kinetics in the process of gas
bubble floating-up. If the hydrate development intensity is determined by the heat removal from
the bubble surface by a liquid, the height at which the hydrate formation process terminates
amounts to fractions of meters; in the case where the process is limited by gas diffusion through
the hydrated peel, tens of meters.

The critical mass flow rates of gas and water needed to complete the process of hydrate for-
mation have been obtained. It is found that the migration of gas bubbles in the reactor is accom-
panied by two possible modes of the hydrate development depending on the initial mass flow rate
of water: gas bubbles go over into the hydrated state either completely as separate inclusions or
partially with the formation of bubbles with a hydrate shell. The influence of the initial mass flow
of water on the dynamics of the hydrate formation process is analyzed at different values of hy-
drostatic pressure (or gas source operation depths).
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ СЛОЖНЫХ ТЕХНИЧЕСКИХ
ОБЪЕКТОВ С НЕЛИНЕЙНЫМИ СВОЙСТВАМИ НА ПРИМЕРЕ
ИССЛЕДОВАНИЯ НАДЕЖНОСТИ КОНСТРУКЦИИ РЕАКТОРА

ФИЛЬТРАЦИОННОГО ГОРЕНИЯ ГАЗОВ1

Рассмотрен подход к решению сопряженных термомеханических задач для
оценки НДС и вязкости разрушения при воздействии высокотемпературного
газового потока на конструкцию реакторов фильтрационного горения. При-
ведены результаты численного решения сопряженных термомеханических
задач и расчета прочности элементов конструкций реакторов, когда тепло-
вые поля по элементам конструкции определялись исходя из аналитических
теплотехнических расчетов. Показано, что при численном решении сопря-
женных задач прогнозируемые напряжения распределяются в соответствии
с локальными изменениями коэффициента теплоотдачи, обусловленными
эффектами турбулентности и неравномерности поля скорости потока высо-
котемпературного газа.

Ключевые слова: энергетические и нефтегазовые установки, реакторы
фильтрационного горения, компьютерный инжиниринг, моделирование ра-
боты, расчеты на прочность, сопряженные задачи.

При проведении инжинирингового анализа проектируемых энергетических ус-
тановок (ЭУ) возникает необходимость решения сопряженных термомеханиче-
ских задач, обеспечивающих повышение эффективности и безопасности конст-
рукций. Для снижения временных и финансовых затрат на проектирование широ-
ко используются системы компьютерного моделирования физико-механических
процессов в ЭУ, что позволяет устанавливать и оптимизировать рабочие парамет-
ры процессов, прогнозировать надежность и работоспособность конструкций на
этапе подготовки проектной документации [1 – 4].

Создание новых и повышение эффективности традиционных технологических
процессов в нефтехимической промышленности, тепловой энергетике, сфере ути-
лизации вредных веществ связано с необходимостью использования более высо-
ких рабочих температур и давлений. Указанные экстремальные условия должны
поддерживаться в режиме нормального функционирования при эксплуатации
устройств.

В связи с необходимостью повышения достоверности прогнозов компьютер-
ного моделирования прочности элементов конструкций энергетических установок
и устройств энергетического и нефтегазового машиностроения, актуальной зада-
чей является разработка подходов решения сопряженных термомеханических за-
дач для широкого диапазона температур и давлений.

Решение указанного класса сопряженных термомеханических задач лежит в
основе технических решений, нацеленных на обеспечения максимального уровня
                                                          
1 Данное научное исследование (8.2.13.2015) выполнено при поддержке Программы «Научный фонд
им. Д.И. Менделеева Томского государственного университета».



88 И.А. Яковлев, В.А. Скрипняк

безопасности эксплуатации энергетических объектов, так как аварии и отказы
оборудования приводят не только к материальным потерям, но и к человеческим
жертвам и экологическим катастрофам. Особенно это важно при разработке тех-
нологических процессов, связанных с достижением сверхадиабатических темпе-
ратур, высоких давлений, с использованием химически активных, токсичных и
агрессивных сред, а также при эксплуатации объектов в сложных метеорологиче-
ских условиях.

Совершенствование методов компьютерного инжиниринга при создании аппа-
ратов энергетики приводит к закономерному снижению отраслевого коэффициен-
та запаса прочности, что способствует существенному снижению металлоемкости
и производственных материальных затрат.

Нормативные документы, регламентирующие нормы и аналитические методы
расчета прочности устройств, применяемых в нефтехимической, энергетической и
смежных отраслях промышленности, не позволяют в достаточной мере учесть
влияние высокотемпературных процессов на реализующееся напряженно-деформи-
рованное состояние (НДС) конструкций [5, 6]. Сложность связана с определением
локальных значений температур соответствующих элементов конструкций, так как
реальная картина их распределения по конструкции является неоднородной, что
вызывает сложности при определении осредненных констант материала в области с
большими градиентами температур. Проблема усугубляется тем, что чаще всего не-
равномерный тепловой прогрев наблюдается в области конструктивных элементов,
таких, как отводы, ребра, переходы, соединения и т.п., которые, в свою очередь, яв-
ляются концентраторами напряжений сложной формы, где применение упрощен-
ных аналитических формул для определения уровня напряжений необоснованно
[7]. В конечном итоге это приводит к необходимости повышения соответствующих
коэффициентов запаса прочности и удорожанию производства.

Ввиду того, что изменение положения стенок устройства вследствие темпера-
турных деформаций не оказывает существенного влияния на процессы, происхо-
дящие внутри ЭУ, при математическом моделировании может быть сформулиро-
ван подход к решению сопряженной задачи термомеханики, когда задача разбива-
ется на последовательные подзадачи, связанные через граничные условия. Первая
подзадача – определение параметров течения среды в реакционной камере уст-
ройства и определение контуров температур по элементам конструкции [8]. Вто-
рая – определение НДС конструкции, возникающего в результате действия тепло-
вых деформаций [9].

Отметим, что в энергетическом машиностроении в процессе изготовления уст-
ройств наиболее часто в качестве сборочной операции используется сварка.
В процессе сварки могут образовываться технологические дефекты в виде тре-
щин, обусловленные как конструкцией, так и образующиеся в результате наруше-
ния технологии или локального перегрева металла. В процессе эксплуатации уст-
ройства зона сварки может подвергаться действию напряжений (часто цикличе-
ских) сложной конфигурации [10], и наличие в этой области дефектов может при-
вести к квазихрупкому разрушению с образованием магистральной трещины
вблизи сварного шва [11]. Проблема усугубляется тем, что часто в качестве заго-
товок при производстве аппаратов подобного класса используются различные
профили, получаемые методом деформирования (трубы, листы) и склонные к
слоистому растрескиванию вдоль направления проката. Поэтому при исследова-
нии надежности подобных конструкций важно проводить оценку вязкости разру-
шения с применением методов механики разрушения.
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В работе рассматривается реактор фильтрационного горения газов. В реакци-
онной камере данного устройства протекает процесс конверсии метана в стацио-
нарной волне горения с достижением сверхадиабатических температур сгорания.
Исследуется влияние толщины и степени износа слоя футеровки реакционной об-
ласти на распределение температур по элементам конструкции, а также на НДС и
вязкость разрушения элементов конструкции при наличии технологических тре-
щин в сварных швах реактора фильтрационного горения газов (РФГГ) в рамках
комплексного подхода к моделированию сложных технических систем.

Модель реактора фильтрационного горения газов

Рассмотрим конструктивную схему реактора фильтрационного горения. Типо-
вая конструкция реактора включает цилиндрическую камеру сгорания 1 (рис. 1),
заполненную керамическими шарами Al2O3 диаметром 5 мм. Камера 1 футерова-
на слоем термостойкого бетона 2, заключенного в металлический корпус 3. В ка-
меру распределения 4 подача метановоздушной смеси осуществляется через со-
пловой патрубок 5. Инициация реакции осуществляется электродом поджига 6.
Отвод высокотемпературных продуктов сгорания производится через штуцер 7.
С использованием датчиков температуры 8 осуществляется контроль параметров
процесса. Реактор дополняется рекуперативной системой активного охлаждения,
состоящей из камеры 9, куда хладагент подается через штуцер 10. Через фланец
11 реактор соединяется с последующими узлами комплекса. Опорные кронштей-
ны 12 жестко соединяются с монтажной рамой установки. В качестве реакцион-
ной смеси используется смесь метана и воздуха с эквивалентным соотношением
φ = 2.5 при давлении p0 в 2.5 атм. Удельный массовый расход смеси g через реак-
тор составляет 0.2 кг/(м2·с). Схема наложения сварных швов по ГОСТ 16037-80 и
определяющие габаритные размеры реакторного блока показаны на рис. 1. В ка-
честве материала футеровки используется теплоизоляционная смесь СМКРБТ на
основе 70 % пористого алюмосиликатного заполнителя и 30 % гидравлического
вяжущего (глиноземного цемента) с физико-механическими характеристиками по
ТУ 14-8-567-88. Материал несущих элементов конструкции – хромоникелевая
сталь аустенитного класса марки 12Х18Н10Т по ГОСТ 9940-81 и ГОСТ 7350-77.

4 2 1

3

9

5

12 6

8

7 10
11

Рис. 1. Схема исследуемого реакторного блока конверсии метана
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В конструкции содержится технологическая трещина 1 в корне углового шва
опорного фланца в соответствии со схемой, приведенной на рис. 2.

1

1

Рис. 2. Схема сварного присоединения опорного фланца
к обечайке с кольцевой технологической трещиной

Постановка сопряженной термомеханической задачи для моделирования
рабочего процесса реактора фильтрационного горения газов

При формулировании математической модели целесообразно производить
декомпозицию расчетной области на пространственные подобласти двух типов.
В подобласти первого типа решается система уравнений механики деформируе-
мого твердого тела в лагранжевой системе координат, в подобласти второго ре-
шается задача механики жидкости и газа в эйлеровой системе координат.

Система разрешающих уравнений для определения параметров течения мно-
гокомпонентной горючей смеси в реакционной и холодильной камерах устройст-
ва, а также для определения контуров температур по элементам конструкции име-
ет следующий вид [12]:

( ) 0,f
ft

∂ρ
+∇ ρ =

∂
υ (1)

где ρf – плотность газа, υ – вектор массовой скорости, ∇  – оператор Гамильтона,
t – время;

( ) ( ) ( ) ,f f p
t
∂

ρ +∇ ρ = −∇ +∇
∂

υ υυ τ (2)

где p – давление, τ – тензор вязких напряжений, определяемый соотношением:

( ) 2
3

T I⎡ ⎤= μ ∇ +∇ − ∇ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
τ υ υ υ .

Здесь μ – коэффициент вязкости, I – единичный тензор, верхний индекс T соот-
ветствует операции транспонирования вектора.

Уравнение сохранения энергии записано в форме

( ) ( )( ) ( ) ( ) ,f f f f f f j j c p f
j

E E p k T h S hA T T
t

⎛ ⎞∂
ρ +∇ ρ + = ∇ ∇ − + ⋅ + + −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

∑υ τ υJ (3)

где Ef – полная энергия среды, kf – теплопроводность, включающая турбулентные
эффекты, hj и Jj – энтальпия и диффузионный поток j-й компоненты смеси, Tf –
температура газовой среды, Tp – температура инертного пористого каркаса; h –
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коэффициент межфазной теплоотдачи, A – удельная межфазная поверхность, Sc –
источник тепла за счет химических реакций.

( ) ( ) ,f j f j j jY Y R
t
∂

ρ +∇ ρ = −∇ +
∂

υ J (4)

где Yj – массовая доля j-й компоненты смеси, Rj – скорость производства j-й ком-
поненты смеси вследствие химических реакций.

Для учета турбулентности базовая система уравнений (1) – (4) дополняется со-
отношениями, принятыми в рамках двухпараметрической модели, основанной на
рассмотрении кинетической энергии пульсаций скорости k и скорости диссипа-
ции энергии ε (k – ε-модель) [13]. В рамках принятой модели турбулентности для
определения параметров потока вблизи стенок реактора используется масштаби-
руемая пристеночная функция течения с обеспечением соответствующих значе-
ний безразмерной толщины слоя y+ на сеточном уровне.

Для моделирования процесса сгорания богатых смесей в условиях фильтрации
через пористую среду в режиме низких скоростей [14] используется двухтемпера-
турная модель. В систему базовых уравнений включается дополнительное связан-
ное уравнение энергии для учета перераспределения тепла по пористому каркасу:

( ) ( ) ,p p p p f pE k T hA T T
t
∂
ρ = ∇ ∇ + −

∂
(1)

где ρp – плотность пористой среды, kp – эффективная теплопроводность пористого
каркаса, в квазиросселандовском приближении включающая теплопроводность за
счет излучения, Ep – полная энергия твердой фазы.

Полная система уравнений со всеми дополнительными соотношениями для
учета специфических эффектов, присущих явлению фильтрационного горения га-
зов, в том числе эффектов дисперсии и лучистой теплопередачи по пористому
каркасу, рассмотрена в работе [15].

Уравнение состояния использовано в форме

,
j j

j
f

f

p M Y

RT
ρ =

∑
(2)

где Mj – молекулярная масса j-й компоненты смеси, R – универсальная газовая по-
стоянная.

Для определения температуры в элементах конструкции решается уравнение
теплопереноса:

( ) ( ) ,s s s sh k T
t
∂

ρ = ∇ ∇
∂

(3)

где ρs, hs, ks = ks(Ts), Ts – плотность, энтальпия, теплопроводность и температура
материала соответственно.

Схема расчетной области показана на рис. 3.
Система уравнений (1) – (3) замыкается следующими граничными и началь-

ными условиями. В точке { }1 2 3, ,x x x=x  входной границы Γ1 области Ω1 задается
условие (рис. 3)

( ) ( ) ( )
( ) ( )
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0
1 0 1 1, , , 0, 0, ,f p

j j f
T x T x

x g d Y x Y T x T x
x xΓ

∂ ∂
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Рис. 3. Схема расчетной области

на выходной Γ2

( ) ( ) ( )
2 10, 0, 0, .j f pY T T∂ ∂ ∂

= = = ∈Γ ⊂ Ω
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x x x
x

x x x
На внешних стенках Γ3 области Ω2, которая соответствует элементам конст-

рукции реактора, задается граничное условие
( ) ( ) ( )4 4

0 0 3 2, ,s
s s s

T
k a T T b T T
∂

= − + − ∈Γ ⊂ Ω
∂

x
x

x
где a = a(Ts) – коэффициент излучения поверхности материала, b = b(Ts) – коэф-
фициент теплоотдачи от внешних стенок реактора в окружающую среду.

На внутренних стенках реактора, ограничивающих реакционную камеру Γ4,
для межфазной поверхности задается условие для теплового потока и температур:

( ) ( )
( ) ( )

4 1 2, , ,f s
f s f s

T T
T T k k

∂ ∂
= = ∈Γ = Ω ∩Ω

∂ ∂

x x
x x x

x x
и условие прилипания потока:

( ) 4 1 20, .= ∈Γ = Ω ∩Ωυ x x
В исследуемой конструкции РФГГ в полости, соответствующей движению

хладагента Ω3, нет пористой засыпки, а в качестве рабочего тела используется
атмосферный воздух. В соответствии с этим для расчетной области Ω3
из системы уравнений (1) – (3) исключаются уравнения (4) и (1), а

0j j
j

h =∑ J , j j a
j

M Y M=∑ , где Ma – молекулярная масса воздуха.

Граничное условие на входе в камеру теплообменника Γ5 имеет вид:
( ) ( )0 0 5 3, , ,fT T= υ = ∈Γ ⊂ Ωυ x x x

на выходной границе Γ6

( )
6 30, ,fT∂

= ∈Γ ⊂ Ω
∂

x
x

x
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на поверхности раздела областей Γ7

( ) ( )
( ) ( )

7 2 3, , .f s
f s f s

T T
T T k k
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= = ∈Γ = Ω ∩Ω

∂ ∂

x x
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Начальные условия записываются в виде

( ) 0 1 3,0 , , ,p p= ∈Ω Ωx x

( ) 1 3,0 0, , ,= ∈Ω Ωυ x x

( ) ( ) 1,0 , ,T F= ∈Ωx x x

( ) 0 2 3,0 , , ,T T= ∈Ω Ωx x

где p0 = 0.5 атм, T0 = 300 К, функция ( )F x  соответствует распределению темпе-
ратур в виде теплового импульса в области инициации горения.

Система дифференциальных уравнений (1) – (3) с соответствующими гранич-
ными и начальными условиями решалась методом конечных элементов, реализо-
ванным в программном пакете FLUENT для трехмерной расчетной области в де-
картовой системе координат. Для реализации специфических физико-математи-
ческих моделей, характерных для явления фильтрационного горения, использова-
лись возможности встроенных языков программирования C UDF, UDS. Для обес-
печения устойчивости численного решения шаг временного интегрирования под-
бирался из условия Куранта.

Ввиду того, что работа устройства протекает в условиях постоянства расхода,
а параметры соответствуют стационарной волне фильтрационного горения, про-
цесс в некотором приближении можно считать стационарным. Следовательно,
система уравнений, решаемая в рамках подхода Лагранжа, для определения НДС
конструкции с технологическим дефектом в виде трещины может быть записана
для статического случая [16]:

0,j ij∇ σ = (4)

где σij – компоненты тензора напряжений.

1 ,
2

ji
ij

j i

uu
x x

∂⎛ ⎞∂
ε = +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

(5)

где εij – компоненты тензора деформаций, ui – компоненты вектора перемещений.
Определяющее соотношение записывается в виде

( )[ ]2 3 2 ,ij ij kk s ijTσ = με + λε − λ + μ α∆ δ (6)

где μ, λ – коэффициенты Ляме, δij – символ Кронекера, α = α(Ts) – коэффициент
температурного линейного расширения, Ts – значение температуры, рассчитывае-
мое из уравнения (3).

( )( ) ( )
, ,

1 1 2 2 1
E Eν

λ = μ =
+ ν − ν + ν

(7)

ν = ν(Ts) – коэффициент Пуассона, E=E(Ts) – модуль упругости материала.
В процессе определения НДС конструкции, подверженной температурным де-

формациям вблизи дефекта в виде трехмерной трещины с учетом конфигураци-
онных сил производится расчет J-интеграла Черепанова – Райса, который отража-
ет некоторую среднюю характеристику поля напряжений и деформаций в окрест-
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ности вершины дефекта с неравномерным полем температур [17–19]:

( ), ,l lj ij i l j ij ij s
S

J c W u n d T dS
Σ

= δ −σ Σ + σ δ α∆∫ ∫∫ (8)

где Σ – контур, окружающий вершину трещины (рис. 3), S – площадь, охваченная
контуром Σ, nj – единичная нормаль к контуру Σ, cl – единичный вектор, перпен-
дикулярный фронту трещины, W – плотность энергии деформации, определяемая
как W = 0.5σijεij.

При вычислении интеграла (8) в точке, принадлежащей фронту трещины,
строится локальная система координат {e1,e2,e3}, ориентированная относительно
глобальной {x1,x2,x3} таким образом, чтобы ось e1 была перпендикулярна фронту
трещины, ось e2 перпендикулярна плоскости дефекта, а ось e3 была касательной к
фронту (рис. 3).

Система уравнений (4) – (8) замыкается граничными условиями (рис. 3):
( ) 30, ,i ijn σ = ∈Γx x

для Ω1, Ω3 принимается ( ) 0p p=x , тогда:
( ) 0 4 2, ,i ijn pσ = ∈Γ ⊂ Ωx x

( ) 0 7 3, .i ijn pσ = ∈Γ ⊂ Ωx x
Опорные кронштейны РФГ жестко соединяются с монтажной рамой:

( ) 8 20, .iu = ∈Γ ⊂ Ωx x
Область пространства Ω2, занимаемая элементами конструкции, состоит из

подобластей Λ, так что 1 2 3 4 5 2Λ ∪Λ ∪Λ ∪Λ ∪Λ = Ω , тогда на границе подобла-
стей Λ1 и Λ2 выполняется условие

( ) ( ) 1 1 2 2, , .i iu u ′ ′= ∈Π ⊂ Λ ∈Π ⊂ Λx x x x
Аналогичное условие задается на границе для любых соседних подобластей Λ.
Для численного решения методом конечных элементов [20, 21] системы урав-

нений (4) – (8) в декартовых координатах вместе с соответствующими граничны-
ми условиями использовался решатель ANSYS Mechanical APDL.

В результате исследования сеточной сходимости установлена оптимальная
мелкость пространственного разбиения трехмерных областей Ω1, Ω2 и Ω3, когда
дальнейшее измельчение сетки не оказывает существенного влияния на результа-
ты моделирования.

Для верификации сформулированной физико-математической модели был ре-
шен ряд тестовых задач с известными аналитическими решениями или достовер-
ными экспериментальными данными.

Проводилось численное моделирование турбулентного течения газа в цилинд-
рическом канале с обратным уступом с учетом конвективного теплообмена с по-
догреваемой стенкой. Геометрическая форма и размеры расчетной области, а так-
же параметры течения принимались в соответствии с данными, приведенными в
работе [22]. Максимальная разница рассчитанных по (1) – (3) и экспериментально
измеренных значений локального числа Нуссельта вблизи теплопроводящей
стенки составила 8.5 %.

Решалась тестовая задача определения нормальных и касательных напряжений в
трубе с различной температурой на внешней и внутренней стенке. Сравнение ре-
зультатов моделирования с данными расчетов, приведенными в работе [23] для ана-
логичной геометрии трубы и условий деформирования, показало различие в 1 %.
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 Тестирование метода численного определения вязкости разрушения с вычис-
лением интеграла Черепанова – Райса (8) проводилось на задачах определения ко-
эффициентов интенсивности напряжений KI, KII вблизи фронта полубесконечной
поверхностной трещины с частично нагруженными берегами и поверхностной
полуэллиптической трещины в бруске при одноосном растяжении. Полученные
значения KI, KII сравнивались со значениями коэффициентов интенсивности на-
пряжений, рассчитанными по формулам в работе [24] для аналогичных конфигу-
раций и размеров трещин. Разница составила не более 5.5 %.

Результаты и обсуждение

Для определения допускаемых напряжений, при расчете на прочность конст-
рукций сварных сосудов и аппаратов с учетом температурных воздействий в ка-
честве расчетной температуры принимается наибольшая температура, полученная
в результате теплотехнических расчетов в соответствии с п. 5 ГОСТ Р 52857.1–
2007 [5]. При решении сопряженной термомеханической задачи в некотором при-
ближении может быть определено поле температур в элементах конструкции,
обусловленное воздействием течения высокотемпературной среды в реакционной
зоне и эффектами локального изменения скоростных параметров потока, приво-
дящих к интенсификации или замедлению процессов теплообмена со стенками
устройства. Были проанализированы тепловые поля и НДС в конструкции энерге-
тических установок при численном решении сопряженной задачи и при использо-
вании аналитических методов расчета тепловых полей.

На рис. 4 показан контур распределения температур в осевом сечении потока
горючего газа и конструкции, полученный решением системы уравнений (1) – (3)
при толщине футеровочного слоя 15 мм.

T, °С

x, мм

T, °С

1

2

Рис. 4. Контур распределения температур в осевом сечении устройства
при толщине слоя футеровки 15 мм

Максимальное значение температуры газа наблюдается в волне горения и со-
ставляет 1513 °С, что свидетельствует о достижении в системе сверхадиабатиче-
ских температур сгорания. Вследствие того, что при моделировании процессов
внутри реакционной зоны используется двухтемпературная модель (совместно
решается два уравнения энергии (3) и (1)), для газообразной среды и пористой за-
сыпки реактора наблюдается различие тепловых профилей вблизи фронта волны
горения. Пересечение графиков функций ( )ˆfT x  и ( )ˆpT x  (линии 1, 2 на рис. 4)
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свидетельствует об изменении направления теплового потока «пористый каркас
→ газ» на противоположное. На расстоянии ~80 мм от фронта горения профили
температур выравниваются.

В футеровочном слое наибольший нагрев наблюдается в области выпускного
отвода, где скорость высокотемпературных продуктов сгорания в ядре потока
достигает 87 м/с и происходит активная теплоотдача.

Важным технологическим параметром работы исследуемого устройства явля-
ется концентрация H2, CO, CO2 и доля несгоревшего метана на выходе из реакто-
ра. В данной работе распределение концентраций продуктов сгорания в реакторе
и их зависимость от других параметров рассматриваться не будет, так как это бы-
ло подробно показано в предшествующей работе [15]. Отметим только, что на
расстоянии 110 мм от поперечного сечения, соответствующего максимуму темпе-
ратуры, состав высокотемпературного газа стабилизируется и в молярных долях
составляет: H2 – 14.3 %, CO – 8.6 %, CO2 – 2.7 %, CH4 – 2 %.

Контур распределения температур по элементам конструкции реактора фильт-
рационного горения, полученный решением системы уравнений (1) – (3) для тол-
щины футеровочного слоя 15 мм показан на рис. 5, а. Контуры, полученные на
основе аналитических теплотехнических расчетов [25, 26] в соответствии с реко-
мендациями п. 5 нормативного документа [5], показаны на рис. 5, б. При том, что
оба расчета проводились для идентичных условий процесса, наблюдается сущест-
венное различие картин распределения теплового поля.

T, °С

T, °С

а

б

Рис. 5. Контуры распределения температур по элементам
конструкции, полученные: а – в рамках комплексного
подхода; б – на основании теплотехнических расчетов для
слоя футеровки толщиной 15 мм (футеровка на рисунке не
показана)
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Применение аналитических методов дает большую равномерность прогрева
элементов конструкции по сравнению с методом вычислительной газодинамики и
теплообмена, когда локально учитывается изменение коэффициента теплоотдачи,
обусловленное эффектами турбулентности и неравномерности поля скорости по-
тока высокотемпературного газа. Разница полученных разными методами значе-
ний температур достигает 35−40 %. Наибольшую тепловую нагрузку конструкция
претерпевает вблизи выходного патрубка, где максимальная температура состав-
ляет 502 °С, что позволяет сделать вывод о возможности применения в устройстве
стали марки 12Х18Н10Т, так как порог ее применяемости по температуре состав-
ляет 610 °С.

На рис. 6, а показан контур распределения эквивалентных напряжений, полу-
ченных в рамках комплексного подхода с использованием единой расчетной мо-
дели (1) – (7). Показанные на рис. 6, б эквивалентные напряжения рассчитывались
с использованием уравнений (4) – (7), с распределением по элементам конструк-
ции тепловых полей, полученных на основании теплотехнических расчетов, про-
веденных для идентичных условий процесса.

МПа

МПа

а

б

3

1
2

3

1
2

Рис. 6. Контур распределения эквивалентных напряжений
по элементам конструкции, полученные: а – в рамках
комплексного подхода; б – на основании теплотехниче-
ских расчетов для слоя футеровки толщиной 15 мм (слой
показан частично)

При проектировании энергетических установок сжигания топлива для обеспе-
чения условий эксплуатации материала, соответствующих допустимой области
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применения, осуществляют футеровку камеры сгорания с целью ее теплоизоля-
ции, а также для защиты несущих металлических стенок реактора от воздействия
химически агрессивных сред, часто имеющих в своем составе водород. В процес-
се эксплуатации под воздействием высоких температур, скоростей потока, хими-
чески активных сред, циклической смены температурных режимов и т.д. неиз-
бежно возникает поверхностная эрозия слоя футеровки, приводящая к его утоне-
нию. Важно определить значение критической толщины футеровочного слоя, ко-
гда температура несущих элементов конструкции может привести к ее разруше-
нию или короблению. Не менее важной задачей является определение достаточ-
ной толщины на этапе проектирования энергетических установок, так как она во
многом определяет массогабаритные характеристики устройств и сказывается на
стоимости изделия.

На рис. 7, а, 8, а, 9, а показаны зависимости эквивалентных напряжений от
толщины футеровочного слоя l в основании отвода (область 1 на рис. 6), опорного
фланца (область 2) и в центральном сечении обечайки (область 3). Линия 1 полу-
чена при численном решении сопряженной задачи, 2 – на основании теплотехни-
ческих расчетов, 3 – при равномерном прогреве конструкции, 4 – уровень допус-
каемых напряжений в соответствии c ГОСТ Р 52857.1-2007 [5].
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Рис. 7. Зависимость эквивалентных напряжений в
основании отвода от толщины футеровочного слоя
(а) и от температуры (б)
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Рис. 8. Зависимость эквивалентных напряжений в
основании опорного фланца от толщины футеро-
вочного слоя (а)  и от температуры (б)

Наблюдается снижение уровня максимальных эквивалентных напряжений при
увеличении толщины футеровки, что может быть связано с повышением термиче-
ского сопротивления слоя и соответствующим уменьшением уровня термической
напряженности конструкции. График функции σeqv(l), полученный при комплекс-
ном подходе (линии 1 на рис. 7, а, 8, а, 9, а), сверху и снизу может быть ограничен
некоторыми асимптотами. Наличие нижней асимптоты обуславливается тем, что
при увеличении толщины футеровочного слоя тепловое влияние процесса горения
снижается и НДС конструкции определяется главным образом влиянием собст-
венной массы установки и давлением среды. Верхняя асимптота при стремлении
толщины футеровочного слоя к нулю характеризуется уровнем напряжений, обу-
словленным температурами, которых способен достичь материал металлического
корпуса при заданном уровне конвективных и радиационных потерь в окружаю-
щую среду. Разница эквивалентных напряжений, рассчитанных на основании ана-
литических теплотехнических расчетов и при использовании комплексного под-
хода, составляет от 7 до 31 %. Уровень прогнозируемых напряжений при допуще-
нии идеально равномерного прогрева узлов конструкции минимум в 6.5 раз
меньше, чем при использовании двух других рассматриваемых подходов. Для
конструкции реактора фильтрационного горения газов, показанной на рис. 1 в ка-
честве рекомендуемого значения минимально допустимой толщины футеровоч-
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ного слоя (смесь марки СМКРБТ по ТУ 14-8-567-88), при которой обеспечивается
регламентируемый коэффициент запаса прочности, может приниматься значение
в 23 мм.

На рис. 7, б, 8, б, 9, б показаны расчетные зависимости эквивалентных напря-
жений от значений температуры. При повышении температуры для всех рассмат-
риваемых областей наблюдается рост эквивалентных напряжений. Это обуслов-
лено деформациями конструкции вследствие теплового расширения стали марки
12Х18Н10Т. В расчетах учитываются зависимости модуля упругости E = E(Ts), и
коэффициента Пуассона ν = ν(Ts) [5].

Расчетные эквивалентные напряжения в исследуемом интервале температур,
полученные в результате численного решения сопряженной термомеханической
задачи, показаны линиями 1 на рис. 7, б, 8, б, 9, б. Зависимости эквивалентных
напряжений от температуры в рассмотренных случаях являются монотонно воз-
растающими и могут аппроксимироваться линейными функциями с 5 %-й точно-
стью.

Зависимости эквивалентных напряжений от температуры, полученные при ис-
пользовании температур, рассчитанных с помощью аналитических методов теп-
лотехники, показаны линиями 2 на рис. 7, б, 8, б, 9, б. Эти зависимости могут
быть аппроксимированы функцией вида σeqv = const в 20 %-м интервале.

а

б

3

1
2

4

3

1

2

4

Рис. 9. Зависимость эквивалентных напряжений в
центральном сечении обечайки от толщины футе-
ровочного слоя (а) и от температуры (б)
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Вблизи фронта трещины расчетная температура не превышает 220 °С для все-
го исследуемого диапазона изменения толщин слоя футеровки. Распределение
рассчитанных значений J-интеграла вдоль фронта кольцевой технологической
трещины (рис. 2) в полярных координатах показано на рис. 10 для различных
толщин футеровочного слоя. Оно получено с использованием комплексного под-
хода (кривая с индексом 1) и при определении поля температур аналитическими
методами теплотехники (кривая 2). Оценка значений вязкости разрушения по уп-
рощенной методике дает распределение параметра J вдоль фронта трещины, ук-
ладывающееся в 47 %-й диапазон, а при комплексном подходе прогнозируются
большие градиенты величины J и разница достигает 79 % и 910 Дж/м2.
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Рис. 10. Распределение значений J-интеграла вдоль фронта трещины при использовании
футеровки толщиной 45 мм (а), 15 мм (б), 5 мм (в) в полярных координатах

Различие в величине прогнозируемых значений для используемых подходов
лежит в интервале 30−73 % на участке вблизи концентратора напряжений в зави-
симости от тепловой напряженности конструкции обусловленной толщиной фу-
теровочного слоя или степенью его износа. Максимальное значение J-интеграла
при толщине футеровки в 5 мм составляет 1265 Дж/м2, что соответствует 17-
кратному запасу вязкости разрушения до начала роста трещины [27].

Заключение

В работе рассмотрен подход к решению сопряженных термомеханических за-
дач для оценки НДС, реализующемуся в результате воздействия высокотемпера-
турных процессов на конструкцию энергетических установок и аппаратов перера-
ботки нефти и газа.

Сформулирована физико-математическая постановка сопряженной термоме-
ханической задачи, позволяющая получать прогнозы деформаций, прочности и
распределения температуры в элементах конструкции реакторов фильтрационно-
го горения с максимальной температурой в рабочей зоне ~1500 °С.

На основе численного решения сопряженной термомеханической задачи про-
ведено трехмерное моделирование технологического процесса и прочности кон-
струкции реактора фильтрационного горения для конверсии метана.
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Получен контур тепловых полей по реакционной области и элементам конст-
рукции реакторного блока с различной толщиной футеровки зоны горения. Показа-
но, что для исследуемых толщин футеровки при нормальном функционировании
реактора в элементах конструкции реализуется сложное НДС. Установлены области
концентрации напряжений вблизи геометрических неоднородностей (отводы,
фланцы, выступы и т.д.) в условиях формирующихся градиентов температур.

Установлена нелинейная зависимость реализующихся максимальных эквива-
лентных напряжений от толщины футеровочного слоя. При уменьшении толщины
футеровки происходит рост максимальных эквивалентных напряжений в элемен-
тах конструкции.

Показано, что на основании результатов решения сопряженной термомехани-
ческой задачи может быть определено рациональное значение толщины футеров-
ки, при которой обеспечивается нормативный коэффициент запаса прочности.

Проведено сравнение температур и напряжений в элементах конструкций ре-
акторов фильтрационного горения, полученных при использовании численного
решения сопряженных задач и с применением результатов аналитических тепло-
технических расчетов в соответствии с ГОСТ Р 52857.1–2007 [5] и рекомендация-
ми [25, 26].

Сравнение расчетных НДС, полученных при использовании обсуждаемых ме-
тодов, показало, что прогнозируемые максимальные эквивалентные напряжения
могут различаться до 30 %. На величину напряжений в элементах конструкций
влияют локальные изменения коэффициента теплоотдачи, обусловленные эффек-
тами турбулентности и неравномерности поля скорости потока высокотемпера-
турного газа.

В рамках рассмотренного в работе подхода к решению сопряженных задач
термомеханики может быть проведена теоретическая оценка энергетических за-
трат вблизи фронта пространственных трещин сложной формы с помощью вы-
числения J-интеграла (8) по огибающему замкнутому контуру.

Для аналогичных режимов работы реактора проводилась оценка вязкости раз-
рушения корпуса реактора при наличии кольцевой технологической трещины.
Распределение значений J-интеграла вдоль фронта трещины неравномерно вслед-
ствие неравномерности локального поля напряжений вблизи дефекта, обуслов-
ленной наличием конструктивных и температурных неоднородностей.

Показана возможность теоретического прогнозирования трещиностойкости
элементов конструкций с трещинами и определения критических условий экс-
плуатации энергетических установок, при которых наступает хрупкое разруше-
ние, путем сравнения расчетных значений J с критическими значениями Jc, опре-
деляемыми экспериментально для широкого круга конструкционных сталей (ме-
тод Бигли – Ландеса) [27, 28].

Сравнение расчетных значений вязкости разрушения, полученных в рамках
решения сопряженной термомеханической задачи и при использовании аналити-
ческих методов теплотехники, показало, что различие значений J-интеграла для
идентичных условий нагружения достигает 73 %.

Предложенный в работе подход к решению сопряженных термомеханических
задач может использоваться для получения данных о реализующемся НДС и вяз-
кости разрушения элементов конструкций энергетических установок с учетом
влияния на уровень достигаемых напряжений параметров течения высокотемпе-
ратурных сред и режимов функционирования устройства. При использовании
предложенной комплексной методики расчета на 25−30 % может быть снижен от-
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раслевой коэффициент запаса прочности, что с учетом использования в аппаратах
подобного класса дорогостоящих хромоникелетитановых сталей аустенитного
класса позволит снизить материальные затраты на производство на 5−10 %.
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The paper considers the approach to solving coupled thermomechanical problems for investi-
gation of stresses, strains and crack resistance of high-temperature porous media combustion re-
actors and others energy setups. A coupled physical-mathematical model for definition of strains,
stresses and temperatures in porous media reactors is formulated. In this paper, the three-
dimensional simulation of technological process and reliability of a methane conversion reactor in
filtrating mode is carried out. Thermal contours of the reaction region and structural elements of
the reactor unit are obtained for different thicknesses of combustion zone lining. Structural ele-
ments of the reactor have a complex strain-stress state under normal operation conditions. Stress
concentrators are detected near geometrical and thermal gradients. Results of numerical solution
of coupled thermomechanical problems and calculation of structural elements strength where
thermal contours were determined on the basis of analytical thermal calculations were analyzed.
The comparison of the calculated strain-stress states shows that the maximum equivalent stress
may differ to 30 % for considered methods. In the numerical solution of coupled problems, pre-
dicted stresses are distributed according to local changes of the heat transfer coefficient due to the
effects of turbulence and non-uniformity of the hot gas velocity field.

The considered approach to solving coupled thermomechanical problems can be used for
analyzing strain-stress states and crack resistance of energy setups. The influence of the parame-
ters of high-temperature gas flow and modes of device operation on the stress level can be taken
into account.
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