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Рассматривается распределение числа монотонных цепочек заданной длины s
в последовательности из n независимых равномерно распределённых на множе-
стве {0, . . . , N − 1} случайных величин с фиксированным числом исходов N . С по-
мощью метода Стейна получена оценка расстояния по вариации между распреде-
лением числа монотонных цепочек длины s и сложным пуассоновским распределе-
нием. На основании оценки доказана предельная теорема для числа монотонных
цепочек при n, s → ∞. В теореме аппроксимирующим распределением являет-
ся распределение суммы пуассоновского числа независимых случайных величин,
имеющих геометрическое распределение.

Ключевые слова: монотонные цепочки, оценка точности сложной пуассонов-
ской аппроксимации, сложное пуассоновское распределение, метод Стейна.

DOI 10.17223/20710410/28/2

COMPOUND POISSON APPROXIMATION OF THE NUMBER
DISTRIBUTION FOR MONOTONE STRINGS OF FIXED LENGTH

IN A RANDOM SEQUENCE

A.A. Minakov

Moscow State Institute of Radio Engineering, Electronics and Automation, Moscow, Russia

E-mail: minak-ski@yandex.ru

We study the number distribution for monotone strings of a length s in a sequence
of n random independent variables uniformly distributed on the set {0, . . . , N − 1}
where N is a constant. By means of the Stein method we construct an estimate of the
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Введение
Пусть X1, X2, . . . , Xn — отрезок последовательности, состоящей из независимых

случайных величин, каждая из которых имеет равномерное распределение на мно-
жестве {0, . . . , N − 1}.



22 А.А. Минаков

Определение 1. Монотонной цепочкой длины s, s ∈ N, с началом в t назовём
событие Et = {Xt 6 Xt+1 6 . . . 6 Xt+s−1} .

Определение 2. Монотонной серией длины s, s ∈ N, с началом в t назовём со-
бытие Yt = {Xt−1 > Xt 6 Xt+1 6 . . . 6 Xt+s−1 > Xt+s}.

Введём случайную величину

ξn (s) =
n∑
t=1

I {Et} ,

равную числу монотонных цепочек длины s, которые начинаются на отрезке
X1, X2, . . . , Xn. Для избежания краевого эффекта и облегчения вычислений предпола-
гаем, что рассматривается бесконечная в обе стороны последовательность {Xa : a ∈ Z}.
Через I {A} обозначаем индикатор события A.

В.Л. Гончаров [1] доказал несколько предельных теорем для монотонных серий
в двоичной последовательности, рассмотрев чередование событий в ряде независи-
мых опытов, отвечающих схеме Бернулли. J. Wolfowitz [2] доказал условия сходимо-
сти распределения числа монотонных серий заданной длины в конечной бесповторной
последовательности к распределению Пуассона и стандартному нормальному распре-
делению. F.N. David и D.E. Barton [3] доказали условия для пуассоновской аппрок-
симации числа монотонных серий длины больше заданной в конечной бесповторной
последовательности. Их результаты обобщил B.G. Pittel [4], который доказал теорему
о сходимости распределения числа монотонных серий длины больше заданной к рас-
пределению Пуассона. O. Chryssaphinou, S. Papastavridis и E. Vaggelatou [5] доказали
теорему об аппроксимации распределения числа монотонных серий заданной длины
в стационарной цепи Маркова пуассоновским распределением. Н.М. Меженная [6] до-
казала многомерную нормальную теорему для числа монотонных серий заданной дли-
ны. В данной работе находится оценка расстояния по вариации между распределением
числа монотонных цепочек длины s и сложным пуассоновским распределением.

1. Оценка по вариации и предельная теорема
Введём некоторые обозначения. Условимся обозначать d (Φ,Ψ) расстояние по вари-

ации между распределениями Φ и Ψ. Для распределений Φ и Ψ на множестве {0, 1, . . .}
справедлива следующая формула (теорема Шеффе):

d (Φ,Ψ) =
1

2

∞∑
m=0

|Ψ {m} − Φ {m}| .

Распределение случайной величины ζ будем обозначать L (ζ).
Пусть Λ = (λ1, λ2, . . .) —последовательность неотрицательных действительных чи-

сел, причём сходится ряд
∞∑
k=1

λk < ∞. Пусть {θ1, θ2, . . .}—последовательность незави-

симых случайных величин, причём случайная величина θk имеет распределение Пуас-

сона с параметром λk, где k ∈ N. Распределение случайной величины
∞∑
k=1

kθk называ-

ется сложным распределением Пуассона, которое будем обозначать CP (Λ).
Введём несколько определений аналогично работе [6]. Пусть As —число неубыва-

ющих цепочек длины s из символов алфавита {0, . . . , N − 1}. Тогда для s,N ∈ N
справедлива формула

As =

(
s+N − 1

s

)
. (1)



Аппроксимация распределения числа монотонных цепочек заданной длины 23

Пусть Bs —число цепочек длины s + 1, не являющихся неубывающими, но стано-
вящихся таковыми после удаления первого элемента. Тогда для s,N ∈ N справедлива
формула

Bs =

(
s+N
s+ 1

)
s (N − 1)

N + s
.

Пусть Cs —число цепочек длины s + 2, не являющихся неубывающими, но стано-
вящихся таковыми после удаления первого и последнего элементов. Тогда для N > 3
и s ∈ N справедлива формула

Cs =

(
s+N − 1
s+ 2

)
N (s2 + s− 1)− s2 − s

N − 2
.

Далее положим

λν =



nCs+ν−1

N s+ν+1
для ν ∈ {1, . . . , s− 1},

n (2Bs+ν−1N + (2s− 2− ν)Cs+ν−1)

νN s+ν+1
для ν ∈ {s, . . . , 2s− 2},

nA2s−1

(2s− 1)N3s−2
для ν ∈ {2s− 1},

0 для ν ∈ {2s,∞}.

(2)

На основе метода Стейна и результатов работы [7] докажем следующую теорему.
Теорема 1. Пусть (X1, X2, . . . , Xn) — отрезок последовательности, состоящей из

независимых случайных величин, каждая из которых имеет равномерное распределе-
ние на множестве {0, . . . , N − 1}, N = const > 3 и все λν имеют вид (2). Тогда

d (L (ξn (s)) , CP (λ1, λ2, . . . , λ2s−1, 0, 0, . . .)) 6

6 exp

{
2s−1∑
k=1

λk

}
n (6s− 5)

(sN−1 + 1)2N2s

(
s+N
s

)2

.
(3)

Из теоремы 1 выведем предельную теорему для случайной величины ξn (s).
Теорема 2. Пусть (X1, X2, . . . , Xn) — отрезок последовательности, состоящей из

независимых случайных величин, каждая из которых имеет равномерное распределе-
ние на множестве {0, . . . , N − 1}, и N = const > 3. Если n, s→∞ так, что

1) s/n→ 0,
2)

n (s+N)N−1N−s−1 ((N − 2)!)−1 → λ ∈ (0,∞), (4)

то L (ξn (s))→ CP (λ (1−N−1) , λN−1 (1−N−1) , λN−2 (1−N−1) , . . .).
Так как N фиксировано, а s → ∞, число монотонных цепочек длины s, не со-

держащих все символы из множества {0, . . . , N − 1}, стремится к нулю. В пределе
количества монотонных цепочек длины s в монотонных сериях независимы и имеют
геометрическое распределение (с параметром 1/N). Число таких серий распределено
по закону Пуассона (с параметром λ).

Предельным распределением в теореме 2 является распределение суммы пуассо-
новского (с параметром λ) числа независимых случайных величин, имеющих геомет-
рическое распределение (с параметром 1/N).



24 А.А. Минаков

2. Доказательство теорем
Для доказательства теоремы 1 понадобится следующая теорема о суммах случай-

ных индикаторов [7].
Пусть Γ —произвольный конечный набор индексов; Ia (a ∈ Γ) — случайные инди-

каторы; W =
∑
a∈Γ

Ia. Для каждого Ia разделим некоторым образом множество Γ на

четыре непересекающихся множества {a}, Γvsa , Γba, Γvwa и положим

Ua =
∑
l∈Γvs

a

Il, Va =
∑
l∈Γb

a

Il.

Определим набор Λ = (λ1, . . . , λD+1, 0, . . .), где

λi = i−1
∑
a∈Γ

E {IaI {Ia + Ua = i}} , (5)

и величину D = max
a
|Γvsa |. Введём обозначение ϕ =

∑
a∈Γ

|Γvs
a |+1∑
i=1

ϕai,

где ϕai = E |E {IaI {Ia + Ua = i} |(Ib : b ∈ Γvwa )} − E {IaI {Ia + Ua = i}}| . (6)

Теорема 3. При любом выборе непересекающихся множеств {a}, Γvsa , Γba, Γvwa
справедлива оценка

d (L (W ) , CP (Λ)) 6 c1 (Λ)φ+ c2 (Λ)
∑
a∈Γ

(
(EIa)

2 + EIaE (Ua + Va) + EIaVa
)
,

где max {c1 (Λ) , c2 (Λ)} 6 exp

{
∞∑
k=1

λk

}
.

Воспользуемся результатами теоремы 3. В нашем случае Γ = {1, 2, . . . , n}, Ia =
= I {Et} = I {Xt 6 Xt+1 6 . . . 6 Xt+s−1}. Выберем множества Γvsa , Γba, Γvwa следующим
образом:

Γvst = {k ∈ Γ\{t} : |t− k| < s} , Γvwt = {k ∈ Γ : |t− k| > 2s− 2} ,
Γbt = Γ\ ({t} ∪ Γvst ∪ Γvwt ) = {k ∈ Γ : s 6 |t− k| 6 2s− 2} .

В силу этих определений D = max
a
|Γvsa | = 2s− 2 и, следовательно, D + 1 = 2s− 1.

В обозначениях теоремы 3 для t ∈ {1, . . . , n} имеем

Ut =
t+s−1∑

k=t−s+1,k 6=t
I {Ek} ; (7)

Vt =
t−s∑

k=t−2s+2

I {Ek}+
t+2s−2∑
k=t+s

I {Ek} . (8)

Согласно равенству (6), для Ia = I {Et} получаем

ϕai = E |E {IaI {Ia + Ua = i} |(Ib : b ∈ Γvwa )} − E {IaI {Ia + Ua = i}}| = 0,

и из определения φ вытекает

φ =
∑
a∈Γ

|Γvs
a |+1∑
i=1

φai = 0. (9)
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По формулам (1) и (7) для t ∈ {1, . . . , n} получаем

EUt =
t+s−1∑

k=t−s+1,k 6=t
P {Ek} = (2s− 2)AsN

−s = (2s− 2)

(
s+N − 1

s

)
N−s. (10)

По формулам (1) и (8) для t ∈ {1, . . . , n} нетрудно получить

EVt =
t−s∑

k=t−2s+2

P {Ek}+
t+2s−2∑
k=t+s

P {Ek} = (2s− 2)AsN
−s =

= (2s− 2)

(
s+N − 1

s

)
N−s.

(11)

С помощью равенств (10) и (11) получаем

E (Ut + Vt) = (4s− 4)AsN
−s. (12)

В соответствии со способом разбиения множества Γ случайные величины I {Et}
и Vt независимы. Следовательно,

E (I {Et}Vt) = P {Et} · EVt. (13)

По формуле (5) для любого ν ∈ {1, . . . , 2s− 1} имеем

λν = ν−1
n∑
t=1

E (I {Et} I {I {Et}+ Ut = ν}) . (14)

Обозначим αt(ν) ≡ I {Et} I {I {Et}+ Ut = ν}. При фиксированном t, соглас-
но (7), случайная величина αt(ν) равна 1 лишь в том случае, когда в отрезке
(Xt−s+1, . . . , Xt+2s−2) длины 3s − 2 встретились монотонная цепочка длины s с на-
чалом в t и ещё ровно ν − 1 монотонных цепочек длины s. Наличие монотонной це-
почки длины s с началом в t не позволяет без перекрытия с ней расположиться дру-
гой монотонной цепочке длины s. Следовательно, все ν цепочек образуют на отрезке
(Xt−s+1, . . . , Xt+2s−2) одну монотонную цепочку длины s+ ν − 1.

Для вычисления выражения (14) при ν ∈ {1, . . . , s − 1} подсчитаем число собы-
тий, при которых случайная величина αt(ν) равна 1. Учитывая наличие монотонной
цепочки длины s с началом в t, монотонная цепочка длины s + ν − 1 имеет ν спо-
собов расположения на отрезке последовательности. Если зафиксировать положение
монотонной цепочки длины s + ν − 1, то число таких цепочек равно Cs+ν−1. Из опре-
деления Cs+ν−1 следует, что остаются 2s − ν − 3 элемента, которые могут принимать
произвольные значения из множества {0, . . . , N − 1}. Из (14) получаем равенство (2)
при ν ∈ {1, . . . , s− 1}:

λν = ν−1
n∑
t=1

νCs+ν−1N
2s−ν−3

N3s−2
=
nCs+ν−1

N s+ν+1
.

Для вычисления выражения (14) при ν ∈ {s, . . . , 2s−2} подсчитаем число событий,
при которых случайная величина αt(ν) равна 1. Всего 2s−2−ν вариантов расположе-
ния монотонной цепочки длины s+ ν− 1 на отрезке (Xt−s+1, . . . , Xt+2s−2), когда она не
начинается и не кончается на концах отрезка. Если зафиксировать положение моно-
тонной цепочки, то число таких цепочек равно Cs+ν−1. Если же монотонная цепочка
длины s+ν−1 начинается либо заканчивается на концах отрезка (Xt−s+1, . . . , Xt+2s−2),
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то в каждом из этих двух случаев число монотонных цепочек длины s + ν − 1 рав-
но Bs+ν−1. Из определения Bs+ν−1 следует, что остаются 2s− ν − 2 элемента, которые
могут принимать произвольные значения из множества {0, . . . , N − 1}. Из (14) полу-
чаем равенство (2) при ν ∈ {s, . . . , 2s− 2}:

λν = ν−1
n∑
t=1

2Bs+ν−1N
2s−ν−2 + (2s− 2− ν)Cs+ν−1N

2s−ν−3

N3s−2
=

=
n (2Bs+ν−1N + (2s− 2− ν)Cs+ν−1)

νN s+ν+1
.

Наконец, вычислим выражение (14) при ν = 2s − 1. В этом случае отрезок
(Xt−s+1, . . . , Xt+2s−2) содержит монотонную цепочку длины 3s − 2. Число таких мо-
нотонных цепочек равно A2s−1. Из (14) получаем равенство (2) при ν = 2s− 1:

λ2s−1 =
1

2s− 1

n∑
t=1

A2s−1

N3s−2
=

nA2s−1

(2s− 1)N3s−2
.

На основе результатов теоремы 3 и с помощью выражений (2), (9), (11)–(13) имеем

d (L (ξn (s)) , CP (λ1, λ2, . . . λ2s−1, 0, 0, . . .)) 6

6 c1 (Λ)φ+ c2 (Λ)
n∑
t=1

(
(P {Et})2 + (P {Et}) (E (Ut + Vt)) + E (I {Et}Vt)

)
6

6 exp

{
∞∑
k=1

λk

}
n∑
t=1

(1 + 4s− 4 + 2s− 2)

((
s+N − 1

s

)
N−s

)2

=

= exp

{
2s−1∑
k=1

λk

}
n (6s− 5)N2

(s+N)2N2s

((
s+N
s

))2

.

Теорема 1 доказана.
Перейдём к доказательству теоремы 2. Рассмотрим в оценке (3) множитель

exp

{
∞∑
k=1

λk

}
=

= exp

{
n
s−1∑
k=1

Cs+k−1

N s+k+1
+ n

2s−2∑
k=s

(2Bs+k−1N + (2s− 2− k)Cs+k−1)

kN s+k+1
+

nA2s−1

(2s− 1)N3s−2

} (15)

и покажем, что при переходе к пределу выражение (15) ограничено. Значит, требуется
доказать, что существуют такие числа M,n0, s0 < ∞, что для всех n > n0, s > s0

выполнено неравенство exp

{
2s−1∑
k=1

λk

}
< M .

Проверим это утверждение. Заметим, что найдётся такое число M ′ < ∞, при ко-
тором max{As, Bs, Cs} 6 M ′ (s+N)N−1. Заметим также, что при k ∈ {s, . . . , 2s − 2}
найдётся такое число M ′′ <∞, что

2Bs+k−1N + (2s− 2− k)Cs+k−1

k
6M ′′ (s+ k − 1 +N)N−1 .

Кроме того, из условия (4) теоремы 2 следует, что существуют такие числа
n0, s

′ < ∞, что для всех n > n0, s > s′ выполнено равенство n (s+N)N−1N−s−1 < λ.
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Тогда для каждого k ∈ {1, . . . , 2s− 1} найдётся такое M1 <∞, что

λk 6M1n
(s+N + k)N−1

N s+k+1
= M1n

(s+N)N−1

N s+1
· (1 + k/(s+N))N−1

Nk
<

< M1n
(s+N)N−1

N s+1

(
e(N−1)/(s+N)

N

)k
< λM1

(
e(N−1)/(s+N)

N

)k
.

(16)

Выберем s0 = max{s′, 2N}. Тогда

e(N−1)/(s+N)

N
6
e(N−1)/(3N)

N
<
e1/3

3
. (17)

Подставив оценки (16) и (17) в (15), для любых n > n0 и s > s0 получим

exp

{
2s−1∑
k=1

λk

}
< exp

{
λM1

2s−1∑
k=1

(
e1/3

3

)k}
< exp

{
λM1

∞∑
k=1

(
e1/3

3

)k}
=

= exp

{
λM1

e1/3

3− e1/3

}
<∞.

(18)

Применяя (3) и (18) при условиях теоремы 2, получаем

d (L (ξn (s)) , CP (λ1, λ2, . . . , λ2s−1, 0, 0, . . .)) 6

6 exp

{
2s−1∑
k=1

λk

}
n (6s− 5)

(s+N)2N2s−2

((
s+N
s

))2

= O

(
ns (s+N)2N−2

N2s−2

)
= o (1) .

(19)

Сформулируем лемму из [8] для оценки расстояния по вариации между двумя
сложными распределениями Пуассона.

Лемма 1. Пусть Λ(1) =
(
λ

(1)
1 , λ

(1)
2 , . . .

)
и Λ(2) =

(
λ

(2)
1 , λ

(2)
2 , . . .

)
, причём сходятся

ряды
∞∑
k=1

λ
(1)
k <∞ и

∞∑
k=1

λ
(2)
k <∞. Тогда d

(
CP

(
Λ(1)

)
, CP

(
Λ(2)

))
6
∞∑
k=1

∣∣∣λ(1)
k − λ

(2)
k

∣∣∣.
Воспользуемся леммой 1 и оценим расстояние по вариации между распределениями

CP (λ1, λ2, . . . , λ2s−1, 0, 0, . . .) и CP (λ (1−N−1) , λN−1 (1−N−1) , λN−2 (1−N−1) , . . .):

d (CP (λ1, λ2, . . . , λ2s−1, 0, 0, . . .) , CP
(
λ
(
1−N−1

)
, λN−1

(
1−N−1

)
, . . .

))
6

6
∞∑
k=1

∣∣λk − λN−k+1 (1−N−1)
∣∣ . (20)

Теперь докажем, что сумма в правой части (20) стремится к 0 при условиях теоре-
мы 2. Зададим произвольное малое положительное число ε > 0 и выберем некоторое
натуральное число k′ (ε), удовлетворяющее условиям

∞∑
k=k′(ε)+1

λN−k+1 (1−N−1) <
ε

3
; (21)

∞∑
k=k′(ε)+1

λk <
ε

3
. (22)
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Условие (21) выполнить легко: надо взять достаточно большое k′ (ε). Докажем усло-
вие (22). Из (16) и (17) следует, что существуют такие числа n0, s0 <∞, что для всех
n > n0, s > s0 выполнено неравенство

λk < λM1

(
e1/3

3

)k
.

Значит,

2s−1∑
k=1

kλk < λM1

2s−1∑
k=1

(
e1/3

3

)k
< λM1

∞∑
k=1

(
e1/3

3

)k
=

27λM1

e1/3(1− e1/3)2
≡M2. (23)

Для выполнения условия (22) воспользуемся соотношением (23):

∞∑
k=k′(ε)+1

λk <
1

k′ (ε)

2s−1∑
k=1

kλk <
M2

k′ (ε)
.

Следовательно, взяв достаточно большое число k′ (ε), получим выполнение (22).
Осталось заметить, что при условиях теоремы 2

k′(ε)∑
k=1

∣∣λk − λN−k+1 (1−N−1)
∣∣ 6 k′(ε)∑

k=1

λk +
k′(ε)∑
k=1

λN−k+1 (1−N−1)→ 0

как сумма фиксированного числа величин, стремящихся к нулю. Значит, начиная
с некоторого момента,

k′(ε)∑
k=1

∣∣λk − λN−k+1 (1−N−1)
∣∣ < ε

3
. (24)

Из (21), (22) и (24) следует, что, начиная с некоторого момента,

∞∑
k=1

∣∣λk − λN−k+1 (1−N−1)
∣∣ 6

6
k′(ε)∑
k=1

∣∣λk − λN−k+1 (1−N−1)
∣∣+

∞∑
k=k′(ε)+1

λk +
∞∑

k=k′(ε)+1

λN−k+1 (1−N−1) < ε.

В силу произвольности выбора ε > 0 это означает, что
∞∑
k=1

∣∣λk − λN−k+1 (1−N−1)
∣∣→ 0. (25)

Используя (20) и (25), получаем, что при условиях теоремы 2

d
(
CP (λ1, λ2, . . . , λ2s−1, 0, 0, . . .) , CP

(
λ
(
1−N−1

)
, λN−1

(
1−N−1

)
, . . .

))
→ 0. (26)

Наконец, из (19) и (26) в силу неравенства треугольника для расстояния по вари-
ации при условиях теоремы 2 следует, что

d
(
L (ξn (s)) , CP

(
λ
(
1−N−1

)
, λN−1

(
1−N−1

)
, λN−2

(
1−N−1

)
, . . .

))
→ 0,

а значит, следует и сходимость L (ξn (s)) к сложному пуассоновскому распределению
CP (λ (1−N−1) , λN−1 (1−N−1) , λN−2 (1−N−1) , . . .).

Теорема 2 доказана.
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