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Дается краткий обзор результатов научных исследований по прикладной дискретной математике в ТГУ за 1970-1999 гт.

Т ер м и н  « аи с1ф етн ая  матем атика» начал входить в  науч
ный о б и х о д  н а  ру б еж е 50 -х  и  60 -х  гг. X X  в. для  обозначения 
системы  новы х м атем ати чески х  дисциплин, таких, как т ео
рия булевы х ф ункций, т еория конечны х автоматов, т есрия 
графов, т еория кодирования  и  др . И ногда в  него вклады ваю т 
и  более ш и рокий  см ы сл , полагая, что  если  в  основе м атема
тики л еж и т  пон яти е м нож ества, т о  в  основе дискретной  ма
тем атики  л еж и т п о н яти е  дискретн ого  м нож ества. В  этом  
смысле к  ди скретной  м атем ати ке относят и  теори ю  чисел, и 
м атем атическую  логику , и  всю  конечную  алгебру, и  некото
р ы е  дру ги е  ж лвссичевкие р азд ел ы  математики. М ы  этого  де-> 
лать не будем  и п о д  д и скретн ой  м атем атикой  д алее будем 
подразумевать и м енно соврем енную  дискретную  математику. 
Ее основополож ником  следует считать, по-вндимому, К лода 
Ш еннона -  ам ери кан ского  м атем атика и  инж енера, опубли
ковавш его в  1938 г. п ер вы е теорем ы  о  свойствах булевы х 
ф ункций и  переклю чательны х схем.

С праведливости  р ад и  следует зам етить, что  трем я годами 
раньш е некоторы е сх о ж и е  результаты  получил В .И . Ш еста
ков, до ц ен т ф и зф ака М Г У , но  см о г опубликовать их  ли ш ь в 
1941 г., т.к. эти  результаты  обосновы вали  применим ость ло 
гики в  технике, ч е го  н е  м огло  б ь п ь  по  м еркам  тогдаш ней 
отечественной идеологии .

П о зд н ее  (1 9 4 9  г .)  К . Ш ен н о н  ввел  в  р ассм о тр ен и е  
ф ун кц ию , п о л у ч и в ш у ю  в  н ау к е  его  им я, -  ф у н к ц и ю  Ш ен 
нона, став ш у ю  н а  в с е  п о с л е д у ю щ и е  го д ы  п р ед м ето м  м н о 
го ч и сл ен н ы х  и с с л е д о в а н и й  (в  т о м  ч и с л е  и н аш и х) в  р а з 
н ы х  о б л аст я х  д и с к р е т н о й  м атем ати к и . В  н аи б о л ее  о б щ ем  
ви д е  о н а  о п р е д е л я е т с я  с л ед у ю щ и м  о б р азо м . П у сть  и м е
ю тся д в а  м нож ества - А  и В  и  бинарное отнош ение р с А х В .

П у сть  та к ж е  к аж д ы й  эл ем ен т  Ь я В  х ар ак те р и зу ется  п о л о 
ж и тел ьн ы м  ч и с л о м  1{Ь) -  с л о ж н о с т ь ю  Ь. Т о гд а  ф ункция  
Ш еннона  е сть

Ц А )= т ах  m in  /(b); 
а е А  ( b e В, арЬ).

Ц елью  дан н ой  публикации является краткий  обзор  р е 
зультатов исследований п о  прикладной  дискретной  м атем а
тике в  Т ом ском  госуд^хгтвенном  университете за  последние 
3 0  лет  (1 9 7 0 -1 9 9 9  гг.). О свещ аем ы е результаты  отнесены  
условно к  следую щ им  направлениям .

1. К о м п ь ю т ер н ая  д и с к р е т н а я  м атем ети кв :
1.1 ав то м ати зац и я  с и н теза  д и с к р е т н ы х  ав то м ато в ;
1.2 . т ех н о л о ги я  р еш ен и я  зад ач  д и с к р е т н о й  м атем ати к и .

2. Т ео р и я  к о н еч н ы х  ав то м ато в ;
2 . 1. эк сп ер и м ен ты  с  авто м атам и ;
2 .2 . д е к о м п о зи ц и я  ав то м ато в .

3 . Д и с к р е тн ы е  ав то м аты  н а  п о л у р еш етк ах .
4. П о л у р еш ето ч н ая  т е о р и я  и н тегр ал ьн ы х  схем .
5. Д и а гн о с ти к а  д и с к р е т н ы х  авто м ато в :

5 .1 . д и а г н о с т и к а  а в то м а тн ы х  сете й  и  н е д ет ер м и н и р о в ан 
н ы х  автом атов ;
5.2 . д и а г н о с т и к а  л о ги ч еск и х  схем .

6 . Л о ги ч еск и й  си н тез .
П о  эти м  н ап р авл ен и ям  и зд а н о  8 м о н о гр аф и й  и 2  с б о р 

н и к а  статей , за щ и щ е н о  10 к ан д и д а тск и х  и  5 д о к т о р с к и х  
д и ссе р тац и й , о п у б л и к о в ан о  о к о л о  100 с тат ей  в ц ен тр ал ь 
н ы х  и  зар у б еж н ы х  ж у р н ал ах  и  п р е д с т а в л е н о  б о л е е  100 
д о о а д о в  н а  м еж д у н ар о д н ы х  и  о те ч е с т в е н н ы х  н ау ч н ы х  
ко н ф ер ен ц и ях . Ч а с ть  эти х  п у б л и к ац и й  о т р а ж е н а  в п р и л а
гаем о м  сп и ск е  ли тер ату р ы .

1. Компьютерная дискретная математика

1. Автоматизация синтеза 
дискретных автоматов

В ТГУ исследования по дискретной математике 
были начаты в конце 50-х гг. тогдашним аспирантом 
РФФ Аркадием Дмитриевичем Закревским. Тот факт, 
что эти исследования зародились на РФФ, а не на 
ММФ, наложило определенный отпечаток на их ха
рактер. Изначально они велись как прикладные, т.е. 
вызывались не потребностями самой математики, но 
ее применениями главным образом к синтезу дис
кретных автоматов (тогда -  релейных схем управле
ния). Прикладной характер исследований выразился и 
в том, что их результатами должны были стать алго
ритмы решения задач дискретной математики, атте
стованные в эксперименте на вычислительной маши
не (ЭВМ). Фактически уже тогда речь шла о создании 
нового направления в математике -  компьютерной 
дискретной математики. А.Д. Закревский заложил

первые «кирпичи» в фундамент этой науки. Чтобы 
правильно понять и оценить действительное значение 
этого вклада, надо обратить внимание на то, что в 
дискретной математике мало имеют дело с числами, 
все больше -  с подмножествами множеств нечисло
вой природы. Это значит, что классические матема
тические средства вычислений, включая базовые -  
сложение, умножение, дифференцирование и т.п., в 
компьютерной дискретной математике мало полезны. 
Здесь нужны другие математические операции, и 
А.Д. Закревский их создал [1]. Для этого он сначала 
предложил представлять системы подмножеств ко
нечных множеств при помощи булевых и так назы
ваемых троичных матриц, а затем разработал иерар
хическую систему математических операций над та
кими матрицами и эффективные алгоритмы их вы
полнения. Система охватывает широкий спектр опе
раций: от простейших (нахождение минимального 
столбца и максимальной строки) до предельно слож-
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ных (кратчайшее покрытие булевой матрицы или ми
нимальное разбиение множества ее столбцов на со
вместимые подмножества, например).

Фундаментальное и прикладное значение этой 
системы состоит в том, что через операции в ней 
легко выражаются алгоритмы решения многих за
дач как в самой дискретной математике, так и в ее 
приложениях, и не только к синтезу дискретных ав
томатов. К числу таких задач относятся: минимиза
ция и функциональная разделимость булевых функ
ций, минимизация конечных автоматов и кодирова
ние их состояний, логический синтез схем и тестов 
для них, раскраска графов, градостроительные зада
чи размещения, трассировки и многие другие. По
лезность этой разработки вскоре была доказана на 
практике, когда на ЛЯПАСе -  «русском» языке про
граммирования, разработанном под руководством 
А.Д. Закревского [2], -  был создан ряд систем авто
матического синтеза и диагностики дискретных ав
томатов, основу математического обеспечения в ко
торых составила именно данная система операций 
(см., например, [З-б]). В 70-80-е гг. эти автоматиче
ские системы широко применялись на предприятиях 
МЭП и МРП.

А.Д. Закревский одним из первых (если не са
мым первым) в мировой науке предложил и осуще
ствил на практике технологию статистического ис
следования алгоритмов в эксперименте на ЭВМ, 
ставшую отличительной особенностью и обязатель
ным элементом деятельности его научной школы, в 
том числе и в ТГУ в рассматриваемый период. За 
малым исключением, все публикации в списке ли- 
тералуры, содержащие оригинальные алгоритмы, 
содержат и результаты такого исследования послед
них. Примером этого могут служить работы [7,8].

1.2. Технология реш ения задач 
дискретной матем атики

Многие оптимизационные задачи дискретной 
математики формулируются как следующая задача о 
кратчайшем допустимом разбиении (ЗКДР): даны 
конечное множество X  и ограничения Р  на его под
множества; требуется найти разбиение X  на под
множества (блоки), удовлетворяющие Р  (допусти
мое разбиение), с наименьшим количеством блоков 
(кратчайшее разбиение). Примеры: минимальная 
раскраска графа, кратчайшее разбиение системы чи
сел на подсистемы с ограниченной суммой, крат
чайшее разбиение сети на подсети ограниченной 
сложности или структуры, кратчайшее покрытие 
булевой матрицы, кратчайшее разбиение системы 
формул на подсистемы с ограниченными количест
венными характеристиками, кратчайшее покрытие 
схем свободными модулями и др.

Конкретные (с конкретными X  я Р) ЗКДР, как 
правило, не допускают иных методов решения, кро
ме переборных. К числу последних относится и ме
тод сокращенного обхода дерева поиска [9,10], раз
работанный нами для решения всевозможных ЗКДР. 
Вершины и ребра дерева поиска в нем сопоставля

ются подмножествам в разбиваемом множестве X, 
причем ребра -  допустимым подмножествам, ко
рень дерева -  множеству X, его листья -  пустому 
множеству, и разность множеств, соответствующих 
концам ребра, соответствует ребру. Таким образом, 
всякий путь от корня дерева к листу сопоставлен 
допустимому разбиению множества X, а всякий 
кратчайший такой путь -  решению задачи. Метод 
сокращенного обхода дерева поиска принадлежит к 
точным методам последовательных приближений и 
представляет собой общий алгоритм поиска с воз
вращением и сохранением «лучшего» приближения. 
Он содержит средства сокращения поиска -  алго
ритм начального приближения, алгоритм перечис
ления, операцию сокращения и функцию нижней 
оценки.

Алгоритм начального приближения -  это эвристиче
ский алгоритм, позволяющий быстро построить некото
рое допустимое, но не обязательно кратчайшее разбие
ние, принимаемое за начальное. Алгоритм перечисления 
и операция сокращения обеспечивают процесс ветвле
ния в каждой вершине дерева поиска. Первый порожда
ет некоторую достаточную совокутшость очередных 
альтернативных элемеигов искомого решения, а вторая 
выбрасывает ш  нее «лишние» элементы. С их помощью 
для каждой достигаемой вершины дерева поиска порож
дается некоторая такая часть его ребер, исходящих ю  
этой вершины, в которой есть хотя бы одно ребро, кото
рое принадлежит хотя бы одному кратчайшему пути, 
проходящему через данную вершину и соединяющему 
корень с листом дерева. С помощью функции нижней 
оценки тфоизводигся отсечение каждого такого поддере
ва дерева поиска, для которого сумма длины пути от 
ксфня дерева к корню поддерева и значения функции 
нижней оценки для длины ]qэaтчaйшeгo пути в послед
нем не меньше длины известного на данный момент 
наиболее короткого допустимого разбиения.

Эти средства сокращения входят в метод как его 
параметры. Для решения конкретной ЗКДР надо 
подобрать их подходящими данной задаче и подста
вить в формулировку метода. Результатом и будет 
алгоритм решения этой ЗКДР. Его эффективность 
определяется сокращающими способностями по
добранных параметров, т.е. степенью близости на
чального разбиения к кратчайшему, степенью точ
ности нижней оценки и степенью ветвления вершин 
дерева

Пользуясь данной технологией, нам удалось по
строить наиболее эффективные (на момент их соз
дания) решающие алгоритмы для многих оптимиза
ционных задач дискретной математики и ее прило
жений, в том числе для разбиения системы чисел, 
для раскраски графа, для покрытия схем свободны
ми модулями, для разбиения схем на подсхемы ог
раниченной сложности, для синтеза схем в различ
ных программируемых базисах -  ПМВ, ППЗУ, 
ПЛМ, ПМЛ, для распределения элементов схем по 
ячейкам компоновочного пространства и др. Эти 
результаты отражены в монографии [10], статьях [9, 
11-29] и в докладах на конференциях.
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2. Теория конечных автоматов

2.1. Эксперименты с автоматами

Конечный автомат определяется пятеркой 
S=iX, Q, Y, % <р), где X . Q . Y - конечные множества, 
X  -  входной алфавит, Q -  множество состояний, Y
-  выходной алфавит, у/, <р- функции, у / -  функция 
переходов, yrXxQ-^Q, <р -  функция выходов, дг. 
X kQ-^Y. в  частичном автомате функции ^  и ^  оп
ределяются на части множества

Инициальный автомат определяется как 
S=(X, Q, Y, у/, <р, до), 

где до — начальное состояние, go^Q-
Реакция инициального автомата S  на входную 

последовательность а = х (1)х(2)..лс(Г)... есть выход
ная последовательность р=у(1М 2)—у(0 -> где

9(0).

g{t+Vjry/{x{t), g{t)), Г=1,2,.,.g{Y)rgo.
В частичном автомате она может быть не определе

на, и тогда входная последовательность а  считается не- 
дрт^сдимрй ддя р тфрт^твном дпучр&,-(^огд>сти^ой.

Автономный автомат удсалетворяет условию |л1=1. 
Его реакция -  пфиодическая поспедователыюстъ. В комби
национном автомате \q \=\ иХ*‘)^9̂ 0)Д™любогоt

Линейный автомат над конечным полем F  оп
ределяется соотношениями

Х=Р*, Q=F”, Y = r ,  
уАх,д)=А-д+С-х, A=(a,j)„„„, С=(с/у>„,*. 
g(x,g)=B-g+Dx, В=(6,

где натуральные числа к, п к т  называются размер
ностями соответственно входного символа, состоя
ния и выходного символа автомата.

Нормальная периодическая последовательность 
(н.п.п.) с параметрами и -  это периодиче
ская последовательность р=у(1)у(2)... с периодом А", 
составленная из чисел множества {0, 1,..., А-1}, в 
которой все слова у(0К ^ 1) - Д ™  2,..., А" 
различны. Она порождается автономным автоматом 
с А" состояниями.

Эксперимент (простой) -  это любая пара слов 
(а ,Р ) в некоторых алфавитах. Его длина /(а,Р) -  это 
длина слова а . Эксперимент (а ,р ) присущ иници
альному автомату S, если ос -  входная последова
тельность для S и Р -  реакция на нее автомата S.

Автоматы S  и S ' различимы (S*S), если сущест
вуют эксперименты (а,Р) и (а,Р '), присущие S и S  
соответственно, где Р^^Р'. Эксперимент, присущий 
автомату S&K, распознает автомат S  в классе К, если 
он не присущ никакому автомату У е/Гдля S'*S.

Функция Шеннона для длины распознающего 
эксперимента вводится как

L(A)=max min /(а,Р )
S&K (а,Р) распознает S.

Ниже используются следующие обозначения: 'Кц
-  класс всех линейных автономных инициальных
автоматов с размерностью состояния класс
всех линейных инициальных автоматов с размерно
стью входного символа -  А и состояния -  и; р„(А) -

класс всех инициальных автономных автоматов, 
порождающих н.п.п. с параметрами я и А. Известно,
что I р,Х*) I =(*!)". где /и=А"“‘.

Теорема [31] (впервые в [32]). L(Xn)~2N.
Теорема [33]. 2п й  L(ki^„) й 2п+к(п+\).
Теорема [34] (впервые в [35]).

U p а ) )  = ( 2 '’ -2 ,е с л и А = 2 и и = 2 ,3 ,4 ,
”  [ А"-1  в остальных случаях.

Алгоритмы построения кратчайщего распознающе
го эксперимента для автоматов в p,i(k) даны в [36,37].

Кратный эксперимент является конечным мно
жеством простых экспериментов. Он присущ авто
мату S, если каждый простой эксперимент в нем 
присущ S. Его длина равна сумме длин простых экс
периментов в нем, а высота -  наибольшей из по
следних длин. Он проверяет автомат S в классе К, 
если для любого автомата S ' в последнем, такого, 
что S '^ S ,  в нем есть простой эксперимент с допус
тимой для 5  и 5 ' входной последовательностью, 
Присущий S и не прйсущий S'.

В [38] решена задача синтеза конечного автома
та с минимальным числом состояний, которому 
присущ заданный кратный эксперимент. Этот ре
зультат приведен также в [30. С. 35-37]. В [39] че
рез параметры произвольного частичного автомата 
описан класс всюду определенных автоматов, в ко
тором кратный эксперимент фиксированной высоты 
проверяет этот автомат. В [40] сформулированы не
обходимые и достаточные условия, при которых 
произвольный простой эксперимент проверяет ини
циальный автомат в классе автоматов с тем же или 
меньшим числом состояний.

2.2. Декомпозиция автом атов

Автоматы можно соединять в сеть каскадно, па
раллельно, последовательно, параллельно-последо
вательно и с обратными связями.

Поведение (статическое) автомата S=(X, Q, Y, у/, 
<р) — это множество всех четверок (Ь,г s v), где beX, 
г, S&Q, v e K и s=yAb,r), \=(f(b, г).

Полугруппа автомата S -  это полугруппа преоб
разований множества Q, порожденная отображе
ниями у/̂ \ Q->Q для всех х в X, где у/х(д)гуКх,д)-

Автомат сети определяется как соответствую
щая суперпозиция компонент сети. Автоматная сеть 
называется декомпозицией автомата S, если поведе
ние последнего вкладывается в поведение автомата 
сети. Тип декомпозиции (каскадная, параллельная и 
т.п.) определяется типом ее сети.

Пусть А>1, т>2. Автомат S каскадно к-приводим 
по входам и каскадно т-приводим по состояниям, 
если существует каскадная декомпозиция этого ав
томата, в которой каждая компонента имеет <А 
входных символов и <т состояний соответственно. 
Аналогично определяются дфугие типы приводимо
сти по входам и состояниям -  параллельная, после
довательная и т.п.
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Теорема. Пусть к>2. Автономный автомат кас- 
кадно ^-приводим по входам и т-приводим по со
стояниям, если и только если т>р, где р  -  наиболь
ший простой делитель периода полугруппы авто
мата.

Теорема. Автономный автомат параллельно к- 
приводим по входам и т-приводим по состояниям, 
если и только если m>max(r, р \  где г -  индекс по
лугруппы автомата up '’ -  наибольший сомножитель 
в каноническом разложении периода полугруппы 
автомата на простые множители.

Следствие. Проблемы каскадной и параллельной 
приводимости по входам и состояниям конечных авто
номных автоматов алгоритмически разрешимы.

Теорема. Автомат каскадно т-приводим по со
стояниям, если и только если каждый простой дели
тель его полугруппы изоморфен группе подстановок 
степени <т.

Теорема. Автомат параллельно т-приводим по со
стояниям, если и только если его полугруппа делит 
прямое произведение полугрупп гфеобразований мно
жества {1,..., т - 1}, взятых в степенях, показатели ко
торых не превосходят их порядков в степени л”.

Следствие. Проблемы каскадной и параллель
ной приводимости по состояниям конечных автома
тов алгоритмически разрешимы.

Автомат перестановочный, если каждый вход
ной символ в нем вызывает перестановку состояний. 
Его полугруппа является группой.

Теорема. Перестановочный автомат каскадно т -  
приводим по состояниям, если и только если каж
дый композиционный фактор его группы изоморфен 
группе подстановок степени <т.

Теорема. Перестановочный автомат с полупро- 
стой группой G параллельно т-приводим по состо
яниям, если и только если в G существуют нормаль
ные делители с единичным пересечением, фактор
группы по которым являются гомоморфными об
разами групп подстановок степени < т .

Автомат перестановочно-возвратный (ПВ-авто- 
мат), если каждый входной символ в нем вызывает 
перестановку состояний или переход в одно и то же 
состояние. Всякий автомат допускает каскадную де
композицию на ПВ-автоматы (Н.Р. Zeiger, 1965).

Пусть Цп) -  функция Шеннона для числа компонент в 
каскадной декомпозиции автомата с п состояниями на ПВ- 
автшаты и L^n) -  функция Шеннона для числа компо- 
нетп такой же декшпозиции методом Н.Р. Zeiger.

Теорема. 1 для и^З.
Теорема. Цп)=п~\.
Результаты по декомпозиции автоматов находятся в 

книге [49], написанной по материалам статей [41-48].

3. Дискретные автоматы на полурешетках

Дискретная математика изначально служит матема
тическим аппаратом для теории диофетиых управля
ющих систем -  дискретных автоматов. Ее функциональ
ные q)eдcтвa являются удобным языком для адекватного 
описания статического (при фиксированном входном 
состоянии) поведения дискретною автомата, но, к сожа
лению, недостаточны для адекватного описания его ди
намического (вызываемого асинхронным изменением 
компонент входного состояния) поведения. Причина 
этого -  в отсутствии в дискретной математике средств 
для выражения изменения дискретной величины, подоб
ных дифференциалу и производной в непрерывной ма
тематике. В этих условиях в теории дискретных динами
ческих систем идут на неестественное усложнение ис
пользуемых математических моделей как в рамках дис
кретной математики (допустимые последовательности 
состояний Р. Миллера и А.Н. Чеботарева, асинхронные 
процессы В.И. Вфшавского, сети Петри, графы логиче
ских функций и переходов Э.А. Яхубайшса, дискретные 
прот^ссы Ю.В. Капитоновой и А Л . Летичевского, буле
во дифференциальное исчисление Д. Бохмана и X. По- 
стхофа), так и выходя за ее пределы в область непрерыв
ного ^ м е н и  (В.Н. Рогинский, В.И. Левин, ЗЛ. Рабино
вич, О.П. Кузнецов, Y.C. Но). Несмотря на обилие попы
ток создания общих моделей для динамического поведе
ния дискретной системы, ни одна из них не стала столь 
же общеприн5пой парадигмой, каковой в свое время 
стали дифференциальные уравнения для динамических 
систем с непрерывными переменными.

Нами для теории дискретных автоматов предло
жен математический аппарат, основой которого 
служат конечные верхние полурешетки и полуре- 
шеточно упорядоченные алгебры. В любой такой 
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алгебре, наряду с собственными алгебраическими 
операциями, задано еще и отнощение частичного 
порядка, сохраняемого этими операциями, вместе с 
которым множество элементов алгебры является 
верхней полурешеткой, т.е. частично упорядочен
ным множеством, где для любой пары элементов 
существует точная верхняя грань, называемая их 
суммой. В описании поведения дискретного автома
та средствами полурешеточно упорядоченной ал
гебры отношение порядка интерпретируется как 
отношение сравнения состояний в нем по степени 
их неопределенности, обязанной явлению состяза
ний, которые возникают между компонентами со
стояния в процессе их асинхронного изменения, а 
сумма состояний моделирует это изменение как 
промежуточное (переходное) состояние. Например, 
асинхронное изменение состояния входов автомата 
с a m  Ь моделируется в его описании промежуточ
ным состоянием о^Ь. Именно с&Ь в предложенном 
аппарате рассматривается как выражение для изме
нения значения дискретной величины с а  на д.

Далее, в диодзетных функциональньк системах с 
частично определенными функциями, такими, как час
тичные конечнозначные функции, частично-ре1орсив- 
ные функции, частичные конечно-автоматные функции 
и т .а , неопределенность значения переменной (артумен- 
та, функции) трактуется обычно одним способом -  как 
любое га всех возможных определенных значений этой 
переменной. В приложениях к дискретным автоматам 
такая трактовка ведет нередко к снижению точности 
используемых моделей со всеми вытекающими отсюда 
неприятными последствиями: в синтезе -  затрудняются 
формализация исходньк функций и их декомпозиция, в



анализе -  теряется необходимая информация. Наш аппа
рат лишен и этого недостатка традиционной дискретной 
математики, допуская введение в область значений каж
дой переменной значения разной степени неопределен
ности, трактуемые как любые из некоторых определен
ных значений и о б р а т и т е  в совокупности верхнюю 
полурешетку подмножеств огфеделенных значений.

Важнейшими характеристиками любой математи
ческой модели являются ее адекватность и степень 
точности. В случае дискретных моделей первая по
нимается как безошибочность в том смысле, что ре
зультат адекватного моделирования всегда содержит 
в себе истинное значение моделируемой величины, а 
вторая -  как степень неопределенности этого резуль
тата. Формализовать эти понятия традиционными 
средствами дискретной математики не удается. Ап
парат же теории полурешеток позволяет сделать это 
через определение адекватной модели полурешетки 
как множества из наибольших элементов всех смеж
ных классов последней по некоторой конгруэнции на 
ней, которая, в свою очередь, представляет собой 
рщеп/ець ргрчрцс/рц эуор ^̂ QД9лp. В ppзyл^>т9тp утвер
ждения об адекватности и точности дискретных мо
делей впервые становятся теоремами.

Рассматривая функции и автоматы как опреде
ленные на полурешетках, можно дать (впервые) 
точное определение их физической реализуемости. 
Это понятие оказывается равносильным математи
ческому понятию квазимонотониости, ибо квази- 
монотонные функции и автоматы на полурешетках 
и только они допускают схемную реализацию на 
современной микроэлектронной базе.

Таким образом, изучая дискретные автоматы на по
лурешетках, можно определить такие важные атрибуты 
дискретной управляющей системы, как динамическое

поведение, адекватная модель и ее точность и физиче
ская реализуемость, и сделать утверждения о них доказа
тельными. Все традиционные задачи проектирования 
B3iCiq)eTHbK автоматов, включая задачи эквивалеишых 
преобразований, минимгоации, декомпозиции, кодиро
вания, моделирования, анализа, синтеза и др., удается 
теперь поставить и решить в новой, более общей поста
новке, отражающей динамику поведения автомата, его 
физическую реализуемость и адекватность моделирова
ния с любой наперед заданной точностью.

Результаты этих исследований, фактически от
крывающие новое научное направление на стыке 
дискретной математики, математической киберне
тики и алгебры, изложены в монографии [52] и час
тично в ряде предшествующих работ, включая ста
тьи [53-57] и монографию [58]. На их основе по
строена теория асинхронных интегральных схем 
логического управления, содержащая полурещеточ- 
ную модель динамического поведения и методы 
анализа и синтеза таких схем. В следующем разделе 
кратко сообщается об этой теории.

Э 160], прцадаца ддзмо^цорт|> ^од^лироцаци^ ра^ 
раллельных вычислений на конечной верхней полу- 
рещетке конечным автоматом на полурещетках и 
приведены результаты из [52], относящиеся к синте
зу, минимизации и декомпозиции таких автоматов. 
В [62] указаны канонические формы и построены 
примеры полных систем элементарных функций для 
представления и реализации формулами произволь
ных квазимонотонных функций на полурешетке 
подмножеств конечного множества. В [63] сформу
лированы основные свойства и методы построения с 
заданной точностью адекватных моделей для полу
решеток, функций и конечных автоматов на полу
решетках, собранные из разных глав книги [52].

4. Полурешеточная теория интегральных схем

Каждая компонента интегральной схемы (диод, 
транзистор, логический вентиль, триггер, ключ, базовая 
ячейка и т.п.) представляется как переключательный 
элемент -  многополюсник, в котором тфоводимости 
между полюсами являются функциями от состояний 
полюсов, а интегральная схема -  как совокупность со
единенных должным образом переключательньк эле
ментов. Проводимости цепей и состояния узлов в схеме 
принимают значения в полурешетках проводимостей и 
состояний соответственно. Первая представляет собой 
полурешетку подмножеств множества из трех элемен
тов, обозначающих проводимости разомкнутой, замкну
той и резистивной электрических цепей, а вторая -  полу- 
решеп^' подмножеств декартовой степени первой, где 
показатель степени совпадает с числом различных по
люсов питания схемы. Элементом полурешетки (прово
димостей или состояний), являющимся одноэлементным 
подмножеством, моделируется статическое значение 
(соответственно проводимости цепи или состояния уз
ла), а элементом, являющимся подмножеством большей 
мощности, -  динамическое значение соответствующей 
величины. Проводимости в наборе, представляющем 
состояние некоторого узла, -  это проводимости схемы 
от полюсов ее питания до данного узла. Так представля

ются, в частности, такие статические состояния узлов, 
как высокий импеданс, комплементарные, низко-, сред
не- и высокоимпедансные логические нуль и единица и 
их любые динамические сочетания (всего для схемы с 
двумя полюсами питания -  511 значений).

Подчеркнем, что, в отличие от общепринятьк под
ходов к моделированию интегральных схем на транзи
сторном уровне абстракции (Дж.М. Хейес, R.E. Bryant, 
F.J. Ramming и ;ф.), в нашей модели статические со
стояния узла схемы не постулируются изначально как 
нечто данное извне и моделирующее значение и силу 
сигнала в узле, но представляются тем, чем последние в 
сущности и определяются, -  наборами проводимостей 
схемы от полюсов источника питания до этого узла, а 
любая компонента схемы (диод, транзистор, резистор, 
логический вентиль и т.п.) представляется изначально 
не как элемент для преобразования сигналов -  функ
циональный элемент, но в соответствии с ее физической 
природой как элемент с управляемыми проводимостя
ми -  переключательный элемент, вследствие чего мо
делирование схемы сводится к вычислению не значения 
и силы сигнала в ее узле, но именно проводимостей 
схемы до узла от полюсов источника питания, в том 
числе через входы схемы. Этим достигается одновре-
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менно и однородность модели, обеспечивающая едино
образие в моделировании схем из разнородных компо
нент -  зранзисторов, резисторов, ключей, венгалей и 
др., и ее адекватность схемам, выполненным по самым 
разным технологиям, чего не скажешь про другие мо
дели. Вычисление проводимостей и состояний в модели 
осуществляется средствами полурешеточно упорядо
ченных алгебр проводимостей и состояний.

Определяется понятие динамического поведения 
интегральной схемы как совокупность динамических 
переходов в ней, где каждый такой переход указывает 
границы, в которых находятся выходное и внутреннее 
состояния схемы во время и по завершению переход
ного процесса, вызванного асинхронным изменением 
входного состояния с одного на другое при заданном 
начальном внутреннем состоянии. В этом определе
нии существенную роль играет операция сложения в 
полурешетке состояний, моделирующая асинхронное 
изменение состояния как промежуточное (переход
ное) состояние.

Вводятся элементарные операции над проводи
мостями и состояниями. Первые моделируют по
следовательное, параллельное и мостиковое соеди
нения электрических цепей, а вторые -  узловое со
единение цепей и передачу состояния по цепи с за
данной проводимостью. Вместе со сложением в по
лурешетке состояний этих операций достаточно, 
чтобы адекватно моделировать структуру и динами
ческое поведение любой интегральной схемы неза
висимо от ее элементной базы и технологии произ
водства. Более того, задаваясь той или иной конгру
энцией на полурешетке состояний, можно модели
ровать схему адекватно с любой наперед заданной 
точностью.

В рамках данной модели поставлены и решены 
основные задачи проектирования асинхронных ин
тегральных схем, не доступные в рамках других 
теорий; задача анализа -  узнать динамическое по
ведение заданной схемы с заданной точностью; за
дача синтеза -  построить схему, обладающую за
данным динамическим поведением. Последнее за
дается системой команд, где каждая команда в от

личие от динамического перехода в схеме не огра
ничивает внутреннего состояния во время переход
ного процесса и задана на полурешетках, не обязан
ных быть полурешеткой состояний. Задача синтеза 
заключается в построении такой схемы, что каждая 
заданная команда вкладывается в подходящий ди
намический переход в схеме.

В отличие от задач синтеза статических, или си»- 
хронных, схем (с поведением в статике, т.е. при фикси
рованных входных состояниях) задача синтеза схем с 
заданным динамическим поведением может не иметь 
решения, так как не любая система команд допускает 
реализацию интегральной схемой без синхронизац»! 
каналов передачи информации в ней. Сформулированы 
необходимые и достаточные условия, при которых 
такая реализация возможна Они сводятся к проверке 
по установленным конструктивным тестам условий 
квазимонотонности индуцируемых заданной системой 
команд бин^ных отношений и возможности 3- 
значного кодирования полурешеток, на которых зада
ны команды системы. При выполнении этих условий 
возможно построение требуемой схемы на любой эле
ментной базе -  из транзисторов, логических вентилей, 
базовых ячеек и др.

Следует заметить, что первое печатное изложение 
полурешеточной модели интегральных схем появилось 
в 1982 г. в статье автора и его коллег [59]. Годом позже 
вышла монография тех же авторов [58], где, крюме 
этой самой модели, изложены и методы анализа и син
теза схем, описываемых ею. В монографии [52] эти 
результаты повторены, но в более строгом изложении, 
использующем алгебраический аппарат теории полу
решеток и полурешеточно упорядоченных алгебр. В 
ней наряду с необходимым математическим обоснова
нием изложены методы анализа динамического пове
дения произвольных схем из переключательных эле
ментов, абстрактного и структурного синтеза таких 
схем с заданным динамическим поведением и их адек
ватного моделирования с наперед заданной точностью. 
Статья [61] является извлечением из [52] описания мо
дели. В [64] сообщается о компьютерной программе, 
реализующей данную модель.

5. Диагностика дискретных автоматов

5.1. Д иагностика автом атны х сетей 
и недетерминированных автоматов

Под неисгравностью в автоматной сети (а.с.) пони
мается замещение некоторой одной компоненты сети 
любым автоматом го некоторого заданного класса авто
матов с теми же входным и выходным алфавитами, что 
и у замещаемой компоненты. Проверяющий тест для
ас. -  это такой эксперимент с ее автоматом, который 
распознает этот автомат в классе автоматов всех сетей, 
получающихся го данной всевозможными неисправно
стями в ней. Установлено, что кратчайший проверяю
щий тест для автоматной сети нельзя построить, как это 
пытаются делать другие авторы, как проверяющий тест 
для ее автомата или как тест, который для каждого пере
хода в компоненте контролирует один го содержащих 
его переходов в сети.

Недетерминированный (вд-) автомат отличается от 
(детерминированного, или д-) автомата тем, что в нем 
вместо функций переходов и выходов задается одна 
функция, которая каждой паре (входной символ, состоя
ние) ставит в соответствие подмножество го дектртова 
произведения выходного алфавита и множества состоя
ний. Если в каждом значении функции нд-автомата ос
тавить по одной паре (выходной символ, состояниеХ то 
получится д-автомат, котхрый называется редукцией 
данного нд-автомата. Проверяющий тест для нд-авто
мата А относительно д-автомата В отределяется как 
эксперимент для В, распознающий В в классе всех ре
дукций автомата Л. Показано, что для любой компонен
ты В автоматной сети N  существует такой нд-автомат А, 
называемый сетевым эквивалентом В ъ П,  что множест
во всех проверяющих тестов для N  с неисправностями в
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в  совпалдет с множеством всех проверяющих тестов для 
А относнгельно В. Тем самым синтез тестов для авто
матных сетей сводится к синтезу тестов для недетерми
нированных автоматов, открывая новое направление для 
фундаментальных исследований [65-83].

5.2. Д иагностика логических схем

Логическая схема -  это частный случай автомат
ной сети. В ней в качестве компонент используются 
логические элементы, представляющие собой ком
бинационные автоматы, и элементы памяти -  авто
маты с двумя состояниями. При наличии последних 
или обратных связей схема называется последова
тельностной, а в их отсутствие -  комбинационной.

Для контроля логических схем с двухзначными сиг
налами предложены эффективные процедуры синтеза 
проверяющих тестов [М, 85,87], использующие описа

ние комбинационной части схемы в виде системы дизъ- 
юнктивньк нормальных форм (днф). Развит также веро
ятностный метод тестирования таких схем [88,89,96, 
97]. Его идея следующая: распределения вероятности 
выходньк сигналов у исправной схемы и у схемы с не- 
истфавностью разные и по факту этого различия можно 
судить о наличии неисправности в схеме. Требуемое для 
этого расттределение вероятности выходньтх сигналов 
строится по известному распределению вероятности 
входньк сигналов и системе ортогональных днф 
(ОДНФ) булевых функций, извлекаемьтх из структуры 
схемы. Предложены методы построения ОДНФ для час
тичных функций и их минимизации [128].

Разработан алгебраический аппарат для вычис
ления проверяемых неисправностей и проверяющих 
тестов для схем с многозначными сигналами [86, 
95], в том числе из полурешеток проводимостей или 
состояний [58].

б. Логический синтез

Безусловно выдающимся достижением в логиче
ском синтезе дискретных автоматов является декомпо- 
^ционный метод сицтеза комбинационных схем, при
надлежащий В Л . Павлову и изложенный им первона
чально в [98] для схем из логических элементов ИЛИ- 
НЕ. В его основе лежит известная оператщя декомпо
зиции (разложения) заданной частичной функции на 
менее определенные компоненты по функции приме
няемого элемента. Принципиальная особенность, 
сделавшая метод В.Л. Павлова наиболее эффектив
ным бреди всех существовавших в Последние 30 лет 
декомпозиционных методов синтеза, заключается в 
том, что каждая компонента разложения в нем опреде
ляется не явно, но с точностью до областей ее возмож
ных значений и границ для количества последних в 
них. Фактически это означает, что результатом деком
позиции одной функции по другой является не один 
какой-то вариант, а множество всех возможных набо
ров компонент разложения. Все такие варианты, воз
никшие на некотором шаге процесса синтеза, сохра
няются на всех последующих шагах и используются 
для получения более простой схемы. Отсечение лиш
них вариантов происходит лишь в самый последний 
момент, когда некоторая из компонент на каком-либо 
шаге синтеза доопределяется до одной из функций, 
реализуемых построенной частью схемы, или стано
вится всюду определенной по причине полной опреде
ленности всех компонент ее собственного разложения. 
В этом случае другие компоненты несколько уточня
ются путем сужения их областей возможных значений 
и границ для числа последних. В последующих иссле
дованиях этот метод был развит для синтеза схем в 
произвольном базисе, в том числе свободных от со
стязаний [99, 104, \05],устойчивых к неисгравностям 
[101] и на полурешетке подмножеств 3-элементного

множества [58, 106]. Теорема декомпозиции, выяс
няющая условия сходимости декомпозиционного ме
тода синтеза комбинационных схем, установлена в 
[100] (см. также [30, С. 180-184]).

В [102] показана возможность реализации любой 
системы булевых функций каскадным соединением 
однотипных настраиваемых элементов, осуществ
ляющих отображение, сопоставленное некоторым 
образом нормальной периодической последователь
ности рп(2), или некоторое транспозиционное ото
бражение. В обоих случаях даны оценки сверху для 
числа каскадов.

Среди других результатов в области логического 
синтеза следует отметить методы синтеза комбина
ционных и последовательностных схем со свойст
вами контролепригодности [103, 108, ПО, 111, 115] 
и самопрверяемости [113, 114, 116-118]. Первое 
свойство гарантирует возможность эффективного 
построения проверяющего теста, а второе -  возмо
жность контроля правильности выходных сигналов 
схемы.

Разработан метод обеспечения отказоустойчи
вости процессорной матрицы (ПМ) СБИС, создаю
щий возможность для применения в производстве 
«прорывной» неразрезной технологии [119-124]. 
Отказоустойчивость ПМ обеспечивается путем про
граммного назначения резервных строк и столбцов 
по всей площади матрицы без применения, в отли
чие от других методов, абсолютно надежных 
средств коммуникации. Требуемый уровень отказо
устойчивости достигается отображением логиче
ской структуры устройства в исправную часть фи
зического пространства ПМ. Даны оценки эффек
тивности некоторых алгоритмов отображения и их 
схемная реализация.
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УДК 007

Ю.И. Параев

РАБОТЫ  В ТОМ СКОМ  ГОСУДАРСТВЕННОМ УНИВЕРСИТЕТЕ  
ПО ТЕОРИИ УПРАВЛЕНИЯ

Дается обзор основных результатов научных исследований в области теории управления на кафедре прикладной ма
тематики ФПМК Томского государственного университета за  1960-2000 гг.

Основное на^т]ное направление кафефы прикладной мате
матики -  теория управления динамическими объектами, вклю
чая теорию автоматического управления, статистическую ди
намику, теорию оптимального управления, оптимальную 
фильтрацию, структурную оптимизацию многосвязных систем 
управления. Эти работы начались в ТГУ в 1960-х гг.

В качестве математической модели исследований исполь
зуется метод пространства состояний, когда управляемый 
процесс характеризуется вектором фазовых координат, а его 
изменение описывается системой дифферешшальных (или 
разностных) уравнений, в правые части которых кроме фазо
вых координат могут входить управляющие и случайные 
воздействия. Кроме того, имеется наблюдаемый или изме
ряемый процесс, который как-то связан с  управляемьтм про
цессом и несет информацию о  его текущем состоянии. На

блюдения или измерения могут сопровождаться случайными 
ошибками или помехами в измерительном канале.

Общая задача управления состоит в выборе такого закона 
управления, при котором достигается определенное качество 
функционирования всей системы. При этом предполагается, 
что для вычисления управления в текущий момент времени 
могут использоваться результаты измерений наблюдаемого 
процесса в предьшущие моменты цземени

В зависимости от вида правых частей указанных выше 
уравнений можно выделить типы систем управления: де
терминированные или стохастические (для первых в пра
вых частях уравнений отсутствую т случайные возмущ е
ния); с  параметрической неопределенностью  или без (вхо
дят или нет в правые части уравнений неизвестны е па
раметры); линейные или нелинейные; стационарные или
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