
с = -
2 2 г© С

(и)(/и и окончательно In g(co, г )=

1 2 Т (ОС ^ ( o V ' ‘
J / *  (и о = е х р ------- —  J / *  («Уы

В частности, g(co,0)=exp
'  о

тл. статистика 5^ асимптотически нормальная.

г) с
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УДК 519.872: 681.03

Д.Ю. Кузнецов, А.А. Назаров

ОПРЕДЕЛЕНИЕ АСИМПТОТИЧЕСКОЙ ПЛОТНОСТИ  
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ ДЛЯ СЕТЕЙ СВЯЗИ  

С АДАПТИВНЫ МИ ПРОТОКОЛАМИ  
СЛУЧАЙНОГО М НОЖ ЕСТВЕННОГО ДОСТУПА  

ДЛЯ БЕСКОНЕЧНОГО ЧИСЛА СТАНЦИЙ

Рассматривается спутниковая сеть связи с большим числом абонентских станций (АС), распределенных на значительной 
территории. Так как спутниковый канал имеет ограниченную пропускную способность и используется одновременно всеми 
АС, такую сеть можно смоделировать, используя протоколы случайного множественного доступа (СМД). Из [1,2] известно, 
что сети связи с протоколом СМД функционируют достаточно нестабильно. В сетях с конечным числом АС в них может 
возникать явление бистабильности [2], а в сетях с бесконечным числом АС в них отсутствует стационарный режим, то есть 
пропускная способность таких сетей равна нулю, а  средняя задержка пакета растет неотраниченно по мере продолжительно
сти работы системы. Проблему стабилизации таких систем мохшо решить использованием адаптивных протоколов доступа, 
в которых адаптация реализуется автоматом с целесообразным повед ением [3], названным здесь адаптером.

Попробуем описать функционирование рассматриваемой здесь сети следующим образом: спутник-ретранстятор 
может находиться в одном из трех состояний: либо он ждет прихода сообщения от АС, либо занят его передачей, либо, 
если он получил сообщ ение от одной АС в момент обслуживания сообщения от другой, он находится в режиме отове- 
щения о конфликте. Те АС, сообщения которых не были успешно переданы, будут пытаться передавать свои соебще- 
ния снова, пока не получат уведомление об их успешной передаче.

Математическую модель такой сети можно построить в виде однолинейной системы массового обслужишния 
(СМО), на вход которой поступает простейший с  параметром X поток требований, и с обслуживающим прибором, ко
торый может находиться в одном из трех состояний: Х=0, если он свободен; )t=l, когда он занят обслуживанием залвки; 
кг=2, когда на приборе реализуется этап оповещения о  конфликте. Заявка, заставшая в момент поступления прибор сво
бодным, начинает немедленно обслуживаться. Если за  это время другие требования не поступали, то исходная зивка  
по завершении обслуживания покидает систему. Если во время обслуживания одной заявки поступает другая, тя они 
вступают в конфликт. От этого момента начинается этап оповещения о  конфликте. Заявки, попавшие в конфликт, а 
также поступившие на интервале оповещения о  конфликте, переходят в источник повторных вызовов, из котлрого 
вновь обращаются к прибору с попыткой повторного обслуживания. Повторное обращение происходит после случай
ной задержки, имеющей экспоненциальное распределение с  параметрюм а . Число заявок в ИПВ обозначим /.

Время обслуживания заявок рекуррентное с функцией распределения B{s). Длины интервалов оповещения о кон
фликте имеют функцию распределения v4(£).

Для стабилизации неустойчивых сетей интенсивность о  повторного обращения будет возрастать непрерывн* при 
любом состоянии канала и убывать дискретно в момент окончания в канале сигнала оповещения о конфликте. Дгя та
кого изменения о , положив а=\!Т, конструкцию адаптера выберем так, чтобы его состояние J\t)  с течением врекени t 
менялось следующим образом: в любой момент времени 1\ГгЫУ=Т{(уг-аЛ1 за исключением момента окончания painpo- 
странения сигнала оповещения о  конфликте, когда 7Хн-Д/)=Д/)-р. Здесь а  и р -  параметры адаптера, которые (удут 
определены ниже. Если при убывании T\t) достигает заданного значения T^>Q, то состояние адаптера остается ршным 
этому значению до момента его увеличения на р. М ожно предложить и другие конструкции адаптеров.

Состояние рассматриваемой системы определим вектором {к, i, Т). Введем переменную z(t), имеющую смысл дгины 
интервала времени, который остался до  момента смены текущего состояния прибора. Процесс {k(t), T j)} -
марковский. Проведем исследование этого процесса.
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Исследование сети связи

Запишем вероятности состояния процесса

Р, (/, Z, Г) = Р[Л(/) = к, i(t) = г. 2(0 < 2 ,Т й  т  < 

< T + dT ]/dT .
Запишем систему уравнений для построенной СМО: 
{/, Т, / + Л/) = Р, {/, A t,T + аЛ /, /)+  Pj (;, Д/, Р  -  р, /)+

X + ̂  W  Vo О. 0 +
1 ' -

Р, (/, Z, Р, / + А/) = Ш Ро (/, Р, /)P (z)+

1 - U + - {Р, (j, Z+ Л/, Р + аЛ /, / ) -?Н
-  P̂  (/, А/, Р  + аА /, + o(A/)t 

Pj (/, z ,T , t  +At) = XAtP  ̂(/ -  2, P , /)^ (z )+

+ i ^ A / P , ( / - 1 7 , / ) 4 ^ ) +

+ [l -  XA/]{Pj(/, z  + A t,T  + oAt, t ) -  
*- P j(j, A/> P  -botAl, l)}» f A A /Pj(i 4  1^2* Ps / ) + o(A /)i 

Выполнив необходимые преобразования, выпи
шем систему уравнений, определяющую стационар- 
нарное распределение вероятностей Р*(/>,7) со
стояний сети (А(0 , »(0 . ^(0 ) и адаптера T\t):

( х . 1 ] р Д , р ) = М .

 ̂ a p ,( / ,0j - p )   ̂ ^ aPoQ j)
с!г дТ  ’

Ф ( 4 +  - 1. !■)

Здесь
а л ( / ,о ,р )  а р *(u p )

z = 0.

х+-

апДх,0,у-Е^Р,Е) , 5По(х,у,е)  ̂ /ч  
dz ду

Гч * V r  t  \  5 r ii(x ,z ,y ,e )  -------- ---------------

X P { z ) + П о  (x  +  6 * , y ,  e ) f i ( z ) + o ( e ) t

dz dy

-X z -  Е 2к £ ^ Г ш , ( . - 2е » , , .  z ) 4 z h
dy

+ - —^ n , ( x - e * , y ,  e)^(z)+-^^—^ П ,  x
у  у

X (x -  8*, у, e)^(z)+ Х П  J (x -  8*, z, у, 8)+  o(e) ( 1 )

Разложим n * ( x ± 8^ ,y ,8) и n ^ { x , y - f i ^ , e )  no

^  в окрестности точки (»;y,^ в ряд с точностью до ^  
и просуммируем почленно все уравнения системы 
( 1), положив z=oor

8* |а П о ( х ,у ,8) - р ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^  + а П ,( х ,у ,8)+
Ф  I dz

dz dz
Решим систему методом асимптотического анализа [4].

Обозшчим S - X  = 8^,J8* =Х ,Р8* = у , -^ P * (l,Z ,P )  =
8

= n * ( x ,z ,y ,8) и перепишем определяющую ста- 
ци он^н ое распределение систему в виде

+ a n j{ x ,y ,8)}+8* ^ ] - n o ( x , y , e ) - 2S n ,{ x ,y ,8) -  
dx [у

- 5 П  J (х, у , 8) - ^  П , (х, у , 8) |  = о(е*)

Переходя в этом равенстве к пределу при е-*0, 
будем иметь

^  (аП  о (х, у ) -  р + (хп , (х, у )+
оу OZ

+ а П х ( х ,у ) } + ^ |- П о ( х . у ) - - П , ( х , у ) -  
d x [ y  у

-2 5 П ,(х ,у )-О Т ,(х ,у )}  = 0. (2)

В системе (1) пдзейдем к пределу при s -*  0 и, обозначив 
G=S+x!y, получим систему дифференциальных уравнений

+ g s (z| i , ( » , 4  
д а п д х .х .у )  а п Д х ,о ,у ) ^

■ ^ A { z ) a X x ,y f
решение которой запишется как

П , (х, Z, у ) = (Ш  о (х, y)e°^x

X [Gy- В(т)]ЛДj (х, Z,у ) = О Т ,(х ,у ) j ( l -  A{t))cb,
О о

где у = Положим г=оо:
о

n ,( jc .y )  = (l-C?y)no(jc.y)l 
n , ( x ,y )  = p,G (l-C ?y)no(x ,y)t (3)

где /3, = ] ( 1 - у4(/))Л. 
о

Подставим найденные выражения в (2):

dy
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+ £  { (5 (G y -2 -n ,G  + ц ,С ^ )+ 0 ^ )П о (х ,д /)}  = 0.

совпадающее с вырожденным уравнением Фокке- 
ра-П ланка для плотности распределения вероятно
стей значений стационарного двумерного
диффузионного процесса, коэффициенты диффу
зии которого равны 0. Поэтому допредельное рас
пределение вероятностей П*(х,у,£') сосредоточено в 
окрестности той точки х=а, у=Ь, в которой коэф
фициенты переноса равны 0. Следовательно, мож
но записать систему двух уравнений

О ’г( ^ - Ц , ]  +  ( и , - Г - А ) - 2  =  0,

( 5 ( О у - 2 - р ,О  + ц ,С * у )+ О ^у )= 0, 

решение которой определяет параметры х=а,у=Ь. При 
заоанных значениях п^яметров адашфа а, 0  т  первого 
уравнения этой системы получаем величину G=g.

G =

Г Р  1 Г  p V  « f  P i-  +  Y - P i  - л P i - Y - -  + 8 y Й 1 - -к а  J  \ к  a j a j

Второе равенство системы определяет значение 
$  пропускной способности сети связи, управляемой 
адаптивным протоколом случайного множественно
го доступа с бесконечным числом узлов:

S = - g^y
2 + P , g - g y - p , g ^ y ’

На основании того, что мы принимали G=S+x!y, 
можно установить, что множество решений х=а, у=Ь 
системы (4) определяется равенством где n=gS. 
В силу этого утверждения пропускная способность, 
асимптотическое распределение вероятностей состоя
ний канала, а также распределение нормированного 
числа заявок в ИПВ для сети связи, управляемой адап
тивным протоколом доступа, совпадают с аналогич
ными характеристиками для сети с динамическим 
протоколом, в которой интенсивность повторного об
ращения из ИПВ каждой заявки составляет л/;. Так как 
n=gS, то величина интенсивности в нашем случае 
при переходе от адаптивного протокола к динамиче
скому составит (g-nSy/.

Составим систему уравнений, которой удовлет
воряет распределение вероятностей:

Р(Л(г) = Л, = z { t ) ^ z ) = P ^ { i ,z , t \

Po{i,t + Д /)=

+ ^  /• jA /jnC /, /)+  o(A/)1

Pi (/, г, Г + ЛТ) = XAtPo {;, t)B{z) +
g - s
i +1

ii + l)AtP,{i + U)B{z)A

1 -  X + g - s , Л/
'  /  J

-Pi{i,At,t)^ + o{Al\

{Pi{i,z + At,t)~

P2 (/, z ,t  + Л/) = kAtPi {i -2 ,t)A {z)+

+ [1  -  XA/|Pj(/,z + P Ji,A t,t)}+
+ ХЛ/Pj (/' - 1, z, /)+  о (д /)

Выполнив необходимые преобразования, выпи
шем систему

OZ OZ

+ x P o ( /) f i(z )+ (g -^ ^ ’o O + i m

OZ OZ

+ ( g - S ) P . ( / - l ) 4 z ) + A P j ( / - l , z )  (5)
Теорема. Асимптотически в условиях большой за

грузки расщзеделение вфояпюстей Щх) состояний 
{А, <(5-Я)} сети с динамическим протоколом доступа при 
ингенсивносга повторного офащения (g-бу/ имеет вид

П(х) = —  ехр< -  — к где а дается равенством (8), а 
а [ а}

П (х) = П<, (х )+ П , (х) + П  2 (х),

_ _ ( i - g y )  _ _ 0 -gy)gM i
R ~ ’  ̂ R  ’

P  = 2 -g y - i-p ,( l -g y ) .• • • • 
Доказательство. Обозначим

S -  Я, = e S  /е* = X, Р* (/, z) = П* (х, z, е), 

n * (x ,z ,0) = n * (x ,z )  
и перепишем систему (4):

0П 2(х,О, е)

dz ■ + о ( 4

+ ( Д - е ’ )По(х. e)B(z)+ 

-b (g -5 )n o (x -b e S  e)p(z)-i-o(e),

- 5 b ^ * ( , - s - ) n , ( , - 2 s = , = R z ) t

Ч-(g  - S ) n ,  ( x -  e*, ^ { z ) +

4 - ( S - 8 * ) n j ( x - e S z ,  E)+o(e) ( 6)
Положив 8 = 0, получим систему дифференци

альных уравнений относительно П к (х ,х ,) ,  рецгив 
эту систему и устремив z  ->  «>, получим выражения 
для П ,((х), вид которых совпадает с (3).

Разложим n , ( ( x ,z ,8) в систем е (6) по прира

щениям аргумента х  в ряд с точностью  до 8^ и 
будем искать реш ение n , ( ( x ,z ,8) в виде

Пк (х, Z,8) = Пк (х, Z,)-I-8V* z)+о(8̂ ). ((7)
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Сложив все уравнения системы (6), разло
женные в ряд до е^, и подставив 1уда разложение 
(7), получим обыкновенное дифференциальное 
уравнение для неизвестной функции П(х):

^!nW-o
dx^ '

s = - g ^r

dn(x)
dx

где g  определяется no формуле 

f t
+ K,

где . a:, = (7  + y)(2S + ( g - S ) + 5 g ; / , ) ,

Kj = 0 -g Y ) (2 + 2 5  + p , + ^ 5 ^ 1  + 25^ +

g  = -----------------------77;---------- N--------------------- •
f r - c r ]

).H g - S ' ^ ^  + 2S + i g - S )  + Sgii, +5Ц,

r  = ]e-*'B(t)dt, / / , = } ( 1- Д 0 )Л ,
0 0

T1 = ] te - ’‘B{t)dt,
0 0 2

Обозначив a ^ k ^ lk ^ ,
запишем решение этого уравнения:

Ц ( ? Ь С г * е з ф |- ^ | .

Обозначим П (х) = П о(дс)+П ,(д:)+П 2(х). Испо-
т

льзуя условие норм1фовки |П ( а) Л  = 1, получим

2. Асимптотическая плотность распределения 
вероятностей для сети связи, управляемой адаптив
ным протоколом случайного множественного дос
тупа с бесконечным числом узлов, равна

П ( х ) = - ^ е х р |- ^ } .

(8)

П (х) = —  ехр] -  — Теорема 
а  (, а ]

Переходом от адаптивного протокола к динами
ческому удалось получить асимптотическую плот
ность распределения вероятностей состояний сис
темы, определяемых вектором (к, i) для сети связи с 
адаптивным протоколом случайного множественно
го доступа. Описанным* здесь методом можно подут 
чить совместное асимптотическое распределение 
вероятностей состояний (k,i,T), но это выходит за 
рамки данной работы.

Заключение

доказана.

Выпишем основные полученные результаты.
1. Пропускная способность S  сети связи, управляемой 

адаптивным протоколом случайного множественного 
доступа с бесконечным числом узлов, равна
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УДК 519.872

А.А. Назаров, Е.Л. Туренова

ИССЛЕДОВАНИЕ НЕМ АРКОВСКОЙ М ОДЕЛИ ЭЛЕМЕНТА СЕТИ  
С ПРОТОКОЛОМ  КАНАЛЬНОГО УРОВНЯ HDLC

Рассматривается протокол сети коммутации пакетов, при котором передача осуществляется полными эшелонами фик
сированной длины. Аналитическое исследование проводилось для рекуррентного обслуживания и двух дисциплин 
повторной передачи: групповой и селективной. Эта статья продолжает исследования, начатые в [1], где рассмотрена 
аналогичная задача по исследованию марковской модели. В [1] предполагается, что время передачи эш елона кадров 
экспоненциальное. Естественно, более адекватной является модель с  неэкспоненциальным временем передачи эшело
на. Именно эту модель мы и будем исследовать.

Рассмотрим функционирование элемента сети связи 
с гфотоколом HDLC [2], состоящего га двух станций -  
пфвичной и вторичной. Гфедполагаегся, что кадры пе
редаются эшелонами по п штук. На п^)вичной станции 
при передаче эшелона остается его копия. Вторичная 
станция, получив эшелон, определяет, какие кадры nq)e- 
даны успешно, и передает первичной станции квитан
цию о результате передачи. Первичная станция ффми- 
рует новый эшелон га кадров, переданных с ошибками.

дополняя их вновь поступившими. Как только эшелон 
сформирован, все действия повторяются.

Задачу анализа сети передачи данных сведем к 
построению и исследованию математической моде
ли в виде системы массового обслуживания (СМО) 
с одним обслуживающим прибором, простейшим 
входящим потоком с параметром К, рекуррентным 
обслуживанием и некоторым распределением числа 
заявок для повторного обслуживания. Введем обо-

55


