
Сложив все уравнения системы (6), разло­
женные в ряд до е^, и подставив 1уда разложение 
(7), получим обыкновенное дифференциальное 
уравнение для неизвестной функции П(х):

^!nW-o
dx^ '

s = - g ^r

dn(x)
dx

где g  определяется no формуле 

f t
+ K,

где . a:, = (7  + y)(2S + ( g - S ) + 5 g ; / , ) ,

Kj = 0 -g Y ) (2 + 2 5  + p , + ^ 5 ^ 1  + 25^ +

g  = -----------------------77;---------- N--------------------- •
f r - c r ]

).H g - S ' ^ ^  + 2S + i g - S )  + Sgii, +5Ц,

r  = ]e-*'B(t)dt, / / , = } ( 1- Д 0 )Л ,
0 0

T1 = ] te - ’‘B{t)dt,
0 0 2

Обозначив a ^ k ^ lk ^ ,
запишем решение этого уравнения:

Ц ( ? Ь С г * е з ф |- ^ | .

Обозначим П (х) = П о(дс)+П ,(д:)+П 2(х). Испо-
т

льзуя условие норм1фовки |П ( а) Л  = 1, получим

2. Асимптотическая плотность распределения 
вероятностей для сети связи, управляемой адаптив­
ным протоколом случайного множественного дос­
тупа с бесконечным числом узлов, равна

П ( х ) = - ^ е х р |- ^ } .

(8)

П (х) = —  ехр] -  — Теорема 
а  (, а ]

Переходом от адаптивного протокола к динами­
ческому удалось получить асимптотическую плот­
ность распределения вероятностей состояний сис­
темы, определяемых вектором (к, i) для сети связи с 
адаптивным протоколом случайного множественно­
го доступа. Описанным* здесь методом можно подут 
чить совместное асимптотическое распределение 
вероятностей состояний (k,i,T), но это выходит за 
рамки данной работы.

Заключение

доказана.

Выпишем основные полученные результаты.
1. Пропускная способность S  сети связи, управляемой 

адаптивным протоколом случайного множественного 
доступа с бесконечным числом узлов, равна
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УДК 519.872

А.А. Назаров, Е.Л. Туренова

ИССЛЕДОВАНИЕ НЕМ АРКОВСКОЙ М ОДЕЛИ ЭЛЕМЕНТА СЕТИ  
С ПРОТОКОЛОМ  КАНАЛЬНОГО УРОВНЯ HDLC

Рассматривается протокол сети коммутации пакетов, при котором передача осуществляется полными эшелонами фик­
сированной длины. Аналитическое исследование проводилось для рекуррентного обслуживания и двух дисциплин 
повторной передачи: групповой и селективной. Эта статья продолжает исследования, начатые в [1], где рассмотрена 
аналогичная задача по исследованию марковской модели. В [1] предполагается, что время передачи эш елона кадров 
экспоненциальное. Естественно, более адекватной является модель с  неэкспоненциальным временем передачи эшело­
на. Именно эту модель мы и будем исследовать.

Рассмотрим функционирование элемента сети связи 
с гфотоколом HDLC [2], состоящего га двух станций -  
пфвичной и вторичной. Гфедполагаегся, что кадры пе­
редаются эшелонами по п штук. На п^)вичной станции 
при передаче эшелона остается его копия. Вторичная 
станция, получив эшелон, определяет, какие кадры nq)e- 
даны успешно, и передает первичной станции квитан­
цию о результате передачи. Первичная станция ффми- 
рует новый эшелон га кадров, переданных с ошибками.

дополняя их вновь поступившими. Как только эшелон 
сформирован, все действия повторяются.

Задачу анализа сети передачи данных сведем к 
построению и исследованию математической моде­
ли в виде системы массового обслуживания (СМО) 
с одним обслуживающим прибором, простейшим 
входящим потоком с параметром К, рекуррентным 
обслуживанием и некоторым распределением числа 
заявок для повторного обслуживания. Введем обо-
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значения: / -  число заявок в системе; т -  длина эше­

лона; -  вероятность того, что к заявок из эшело­

на требуют повторного обслуживания, 0 < к ^ т .
Построенную СМО исследуем для двух дисцип­

лин повторной передачи.
1. Групповая повторная передача. В этом случае 

щюдполагается, что во время передачи эшелона заявки 
анализтфуются по одной. Гфи обнаружении заявки, 
требующей повторной передачи, вся оставшаяся группа 
эшелона, включая заявки без искажений, вновь возвра­
щается на обслуживание. Пусть р  -  вероятность того,

что заявка п^)едана успешно, тогда q{k) = р* (l -  р), 

к = 0 , . . ,т - 1 , q {m )= p", где -  вероятность 
передачи всего эшелона без искажений.

2. Селективная повторная передача. При селек­
тивной дисциплине для повторной передачи возвра­
щаются только те заявки, которые переданы с искаже­
нием, т.е. каждая заявка с вероятностью р  обслужи­

вается успешно, а с вероятностью (l -  р)  возвращает­

ся на повторное обслуживание. Тогда q { k )= c lp *  х

где с* = т/11 к \(т -к ) \.
Функция распределения суммарной длительности 

обслуживания В{х) складывается из времени, необхо­
димого на непосредственное обслуживание эшелона, и 

•времени, потраченного'на передачу квитанции.' • • • •
Изменение во времени числа заявок в системе i{t) не­

марковское. Введем величину z{t), равную длине интер­
вала от момента t до момента окончания обслуживания, 
если Если в момент t  отсутстаует передача эше­

лона, то z{t) не определяется. Случайный гроцесс 

{i{t\ z(r)) с переменным числом компонент является мар­

ковским, и для распределения P{i,z,t) = P[i(t)=i, 
z{t) < z) можно записать систему уравнений ОН'^):

P{i, г+ Л/) = ХА/Р{/ -1 , г )+ (1 -  Я.Лг)г{/, г)-!-

ХР(/)= XP{i- 1)+ X  q 0 ) ^^^’̂ - ~ \  0 ^ i< m ,  (5)
OZ

XP(m,z)= \B(z}p(m  - 1) + “

OZ jsO ^

X P { i , z ) = X P { i - l z ) ^ ^ - ^ - .

+ яО ) i > m. (7)

B{z) 1, 0. Обозначив lim P{i, z)  = я(/),

В системе (5)-Ч7) положим г -» о о . Тогда 

dz
получим уравнения (8), (9), определяющие зависи­
мость между маргинальным распределением я(/) и

dP(i,0)
производными в нуле — ;;—  двумерного распре­

деления P{i,z):
dz

,dP(i + J fi)
Х.л(/)=Х,л(/-1)-(- ^  q{j) ■ J  - - - , О й! <т, (8)

Sz

dP(i,0) .^ _ ,: ^ d P { i+ J ,0 )  ..

dz j^o
Я,я(/) = Xn{i - 1)-----^  qU) i ^  m. (9)

dz

Перейдем в системе (8H ^  к производящим функци­

ям Обозначим ая (/,0)
dz

или Ф(х) = : ( И )

J.zm-1

Р{т, z ,t+ A t) = XAtB(z)P{m -1 , /)-ь 

-н (l -  Х ^ \р { т , z + At, t)-P {m , At, /))+

+ 4U)P{'» + J ^ t ,  4

P{i, z ,t  + At) = XAtP{i - 1 ,2 + At, t)+
+ { l -  XAtXp{i, z + At, t ) -  P{i, At, r))-b

m
+ B{z)Y, q{j)p{i + j .  At, t \  i > m,

j^o

f^P { i,t)+ f^P { i,z ,t)  = \.

(1)

(2)

(3)

(4)

Сведем полученные уравнения к дифференци­
альным. В стационарном режиме P [i,z ,t)s  p{i,z), 
d P (i,z ,t) /d tsO  и система уравнений для стацио­

нарного распределения P{i,z) имеют вид (5)-(7):

= У /-» .Ё 7 /^ ' = ^ M ,D { x ) = '^ q { j ) x - \  (10)

и после преобразований уравнение (9) примет вид 
ХФ(х)(1 -  х) = х"Г(х)(£»(х) -1 )

, х 'Т ( х ) ( р ( х ) - 1)
Х (1-х)

Формула (11) позволяет найти Ф(х) -  произво­

дящую функцию для финальных вероятностей я(/)

с точностью до неизвестного множителя Г (х ).
00

В области ряд ^ х 'я ( / ) = Ф ( х )  сходится, т.е.
/=0

функция Ф(х) в этой области конечна. Следовательно, и 

функция Г(х) будет конечной гри |х| < 1, так как Ф(х) 

зависит от Г (х). В дальнейшем ^ д е м  рассматривать 

только область |х| ^  1. Для нахождения функции Г(х) 

вернемся к уравнениям (б), (7). Умножим эти уравнения 
на х " "  игфосуммируемпо / от /и до оо. Обозначая

F ix, z) = Z  . Г(т) = I  ,
i=m Ыт

c { x > y )= i.x -^ q { jiL x 'y „
i«0

получим уравнение

= Х(\ -  x)F{x, z)+ r(xX l -  B{z)d {x ))+
OZ
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+fi(z)c(A:,y)-XB(z)it(m -l)t (12)
котфое является обьпшовенным линейным неоднород­
ным дифффенциальным уравнением первого порядка 

вида F '(z)=  A F{z )+K{z), где = X ,(l-z),/T{z)=  

= r(jcXl -  B(z)£>(x))-b B{z)c {x, y ) -  Xj(z)rc(m - 1), peine-
X

ние котс^юго F (z) = e ‘*’ ^е~‘*'К{1)Л. Следовательно, 
о

ретпение уравнения ( 12)

F ix, z) = (F(xXi -  fi(/)r>(;c))-i-
О

-tB(/)c (jc, у) -  XB(t)n(m -  l))dt.

При Z -+00 -> ® , и для существования
eo

lim F(x, z ) должно выполняться условие xi-¥» i0
X (T(xXl -  B{t)D{x))+ B{f)C{x, y ) -  ХВ{{)к{т -  \))dt = 0. 

Используя преобразование Лапласа-Стилтьеса

Je-" dB[t) = (a),

из последнего условия получаем выражение для Г(х) ;

г М  = Д у ) -  -  0 ) /J34

Представление Г(х) в виде (13) содержит т + 1 
неизвестные константы л (д а -1) и Уо.Уи—.Y «-i. 

входящие в выражение для С (х,у)
Выведем уравнения для определения неизвест­

ных констант. Для этого из (11) выразим Г(х) и пе­
рейдем к пределу при х -4 1 :

И1Т|Г(х) = Г(1) = и т Ф (х )— ^ 0 - ^ )
х->1 '  '  ' '  Х-+1 ' x" ( D ( x) - 1 ) ’

Поскольку в силу выполнения условия норми­
ровки Ф(1) = 1, £)(1) = 1, то при вычислении преде­
ла ис-пользуем правило Лопиталя. Получаем

г ( . ) = А (14)

(16)

Сравнивая равенства (14) и (16), получаем урав­
нение для нахождения одной из m -н 1 неизвестных 
констант выражения ( 12):

X^b-XQ
С ( х , у ) = ^ (17)

Для определения остальных констант вернемся к 
уравнению (13). Если в области |х |^1  anaMeHajenb 

выражения (13) обращается в ноль, то для того что­
бы функция Г(х) была конечной, числитель также
должен обращаться в ноль.

Рассмотрим подробно знаменатель равенства (13):

B '{x { l-x ) )D (x )- l = 0. (18)
Уравнение (17) было исследовано в случае экс­

поненциального распределения длительности об­
служивания в [1]. Используя теорему Руше, было 
доказано, что при выполнении условия существова-

т
ния стационарного режима р < 7^ 0 ) уравнение

>=о
(18) имеет единственный корень по модулю меньще 1. 
Аналогичные результаты получаются’ и  для рекур­
рентного обслуживания.

В выражении (18) рассмотрим рекуррентное об­
служивание с функцией распределения длительно­
сти обслуживания В(х) . . Для нее имеем

В* (а )  = ] е ^ а В ( х ) ,  D ix) = J  qiJ)x-J .
о J=0

Тогда выражение (18) перепищется в виде

(19)F ( x) = B -(x{1- x) ) X 9(7)x ->-1  = 0.
J=0

Сделаем замену переменных z = U x  и запищем 
выражение (19) в новом виде:

П х )  = а / ,  , \ ч - 1 я и У  = о . (20)
В‘ J~o

где Q = ^ j q i J ) .
J-0

Аналогично перейдем к пределу при х -> 1  в 
выражении (13). Имеем

И тГ (х ) = Г(1) =

■ i n ,  (15)
B*(x(1- x))d (x)-1

lim В* (x(l -  х)) = 1 и при шедельном потеходе знаме-

нагель выражения (15) обращается в ноль. Г^именяя 
тцзавило Лопиталя к выражению (14), получааи

X b -Q

где учтено, что с (х , у )= ^  q U ) ^  (Л
*=0

Д 1 ) = В*(0) = 1, B‘\x { l - x ) )  = Xb.

Докажем, что F (z ) имеет единственный корень в 

области |z| < 1. Для этого воспользуемся тесраюй Руше. 

Представим функцию F (z )  в виде суммы двух функций

I 2 ,
Предположим, что функция / ( z )  имеет в об­

ласти |z| ^  1 единственный корень. Выбрав область 

D и границу Г  области D  аналогично случаю 
экспоненциального распределения, приходим к не­
обходимости выполнения неравенства:

1

В
I  ^  Лх|=.-.

jdt

Преобразуем левую и правую части неравенства:

7=0
^  = Z  9(y)(l -  еУ.

7=0 7=0
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Двд точка г  = 0 является особой. Рашо-

жим эту функцию в ряд Тейл^за в нуле до степени е :

1 1

д . ( о ) ^ М ! ^ в * ' ( о ) + о ( е )

|б *(0)|-
А-О-И)

В- (oj+|o(e)l

Д ‘ (0 )| +  ^  Д* (0]| +  1о(е)|

Отбросив бесконечно малое слагаемое, получаем 
неравенство

1

имеет в области |х{ й  1 ровно т корней. В выраженш 

(13) 1фи офашении в ноль знаменателя числитель такае 
должен обращаться в ноль, т.е. в области |х| < 1 корш

знаменателя полностью совпадают с корнями числигезя. 
Рассмотрим числитель выражения (12);

В ’ (>.(1 -  х)Хс(х, у ) -  Хп{т -1 )) = о 
или

Е  4 (j)x '^  Z  У * -  М "»  - 0  = 0. {27)
J=l *=о

Подставим в выражение (22) т корней зналещ- 
теля (18). Добавим равенство (18). В результате по­
лучается система т +1 уравнения для нахождени 
всех неизвестных констант выражения (13):

Y j4 U ) ^ y  кХх^~  ̂ = Х .я(/п -1),

|б *(0)| + ̂ В * ( 0)

Разложим функцию (l -  еУ в ряд Тейлора до степе­
ни е , умножим правое выражение на знаменатель лево­
го и, оставляя только члены порядка г , получим

1 > |д-(о)| + ^  Б - ' (oj - | б - ( 0 ) |8 l  ;9 (у ).

После несложных преобразований с учетом того, 
что Б ’ (о )= 1 , получаем

7=1 0=0

(23)

где

(о ] |< Е У < 7 С /) .
I у=о

В - ( a )  =  J ( - x ) e - “ rfB (x).

(21)

Неравенство (21) является условием существования 
стационарного режима в рассматриваемой СМО в случае 
рекурреигаого времени обслуживания. Таким образом, 
если выполняется нфавенство (21Х то выражение (18)

Ё 9 ( 7 ) |" ( * - 7 ) г .
1.7=1 *=о д

Здесь x , ,X j,. . . ,x „ -  кфни уравнения (18) из обшсти

| х | ^ 1; ^ (у )-и зв естн ы ек о н ста н ты ;^  =  Х У 9 ( у ))
7=0

-  задаваемые парамеры системы^ а

п(т -1) -  неювестные консташы в выражении 13),
огфеделяемые системой (23).

Заключение

Выражение (13) для функции Г(х) нам полностью

известно, известна и производящая функция для фи­
нальных вероятностей Ф (х ), с помощью котхрой

можно искать любые характеристики функционфо- 
вания рассматриваемого элемента сети связи.
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СТАЦИОНАРНЫ Й РЕЖ ИМ В СЕТИ,

УПРАВЛЯЕМ ОЙ ДИ НАМ ИЧЕСКИ М  ПРОТОКОЛОМ ДО СТУПА  
С ОПОВЕЩ ЕНИЕМ  О КОНФЛИКТЕ

О писаны исследования математических моделей спутниковых сетей связи с динамическим протоколом случайного 
множественного доступа с  оповещением о  конфликте. Рассмотрены марковская и немарковская модели. Найдены ус­
ловия, при которых в системах сущ ествует стационарный режим.

Эта работа продолжает исследования, посвященные сетям связи с  протоколами случайного множественного дссту- 
па [1]. Известно, что такие сети часто не отличаются стабильным функционированием [2]. При небольшом количеггве 
абонентских станций (АС ) возможно возникновение явления бистабильности [3], а  при большом числе узлов -  отсуст-
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