
Условие
существования стационарного режима.

Немарковская модель
Пусть функции B(t) и A{t) неэкспоненциапьны. В 

этсян случае дня нахождения условий существования 
стационарного режима восполняемся следствием 2 щ)е- 
дельной теоремы для цепи Маркова [6, §45]. Формули
ровка этого следствия для немарковской модели сети 
связи будет выглядеть следующим офазом.

Чтобы неприводимая непериодическая цепь Ма
ркова имела стационарное распределение, достато
чно существования £ > 0 , натурального числа и

набора неотрицательных чисел х*(/),Л = 0,2, / ^ 0, 
таких, что выполняются условия:

S  ■ *̂2 ( ч  ) ^  ^к\ 0 l  )» *1 ^  *0 >
JiO

(5)2) S  Îl.*l.<2,*2 ^*2 О 2 ) ^  *1 ^0 •
jiO

Для применения этого следствия построим вло
женную цепь Маркова по моментам, непосредст
венно следующим за моментом г„, т.е. за моментом 
изменения состояния А((). Запищем вероятности 
переходов из состояния в состояние за один шаг: 

•̂ /1,*1./2,*2 “  -  h  > ) ~
= ^2 /  ) = л ,},

' '^'одо =Ро;> = =Г-Т3;.* (6)'
о

Все остальные вероятности переходов равны нулю.
Запишем первую систему неравенств из (5) с 

учетом (6): (/) -  е ^  5х, ( / ) + (I -  5)х, (/ -1 ),

x  ̂(0 -  е ^  Ро^о (/) + р jXj (/•+1) + p,Xj (i + 2),

X iiO -^^ 'Z o L jX o ii + j).
J=0

Будем искать решение системы в виде:

(7)

где положительные и .4 не зависят от i .
(8)

(9 )Заметим, что X  7“  у = ^  о , ,
у=о

где ai -  средняя длительность интервала оповеще
ния о конфликте.

Перепишем систему (7) с учетом (8) и (9):
В о - В , - е > - ( 1 - 5 Н

В , - р А - ( 1 - Р о ) 5 2 - е > ( р 2 + 2 р , К

B j  - B f ) - e > X a , A .  (lO)

Умножим первое и второе неравенства системы 
( 10) на 1/(2 + р , + P j ) ,  а третье -  на ( Р ,+ Р 2) /  

/(2+ Р , + Р 2) и просуммируем. Слагаемые с со
кращаются, и мы получаем неравенство

[-(1  - 5 ) + р 2 + 2Р, + Я.д1(р,+ р 2 )] ^

< 0, ( 12)Если

2  +  Р | + Р 2 

- ( 1 -5 )  + р 2 + 2р ,+ Х .а1( р ,+ р 2)

2 + Р, + Р 2
то существует такое положительное А , что нера
венство (11) выполняется. Подставим в (12) выра
жения для б ,р |,р 2 из (6), обозначим р = \Ь ,Ь  -  
среднее время обслуживания, а, = , у = а  6, р +
+у = G и получим условие:

. ---------
Р < - (13)

l + ( l - p o ) ( l  + 7’,G ) ’ 
где р  имеет смысл загрузки системьь Если выполняется 
условие (13Х то систша нфавенств (10) линейно зависима, 
поэтому имеет решение с точностью до адонгавной посто
янной, значение котс^й выберем так, чтобы В* > 0 .  То

гда x^ (0  = В^+ A i> 0  и для них выполняется система 
неравенств (7). Следовательно, гфи выполнении условия 
(13) в системе (^шествует стаиион^зный режим.
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Ю.Д. Одышев

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ВРЕМ ЕНИ ДОСТАВКИ СООБЩ ЕНИЯ  
В СЕТИ СВЯЗИ С ПРОТОКОЛОМ «СИНХРОННАЯ АДАПТИВНАЯ АЛОХА» 

ДЛЯ СЛУЧАЯ К О Н Е Ч Н О Г О  ЧИСЛА СТАНЦИЙ
Рассмотрен класс адаптивных протоколов случайного множественного доступа, стабилизирующих неустойчивые сети 
связи, управляемые протоколом Алоха, в которьк адаптация реализуется автоматом с  целесообразным поведением 
(адаптером). Найдено асимптотическое распределение вероятностей времени доставки сообщения.

П р о то к о л  сл у ч а й н о го  м н о ж ес тв ен н о го  д о с т у п а  « си н х р о н н ая  А л о х а»  яв л я ется  о д н о й  из м о д и ф и к а ц и й  и зв е с т н о го  
п р о т о к о л а  « А л о х а» , п р ед н азн ач ен н о го  д л я  п ер ед ач и  с о о б щ ен и й  ч е р ез  сп у тн и к о ву ю  с е т ь  с в я зи  [1 ]. О н , как  и  м н о г и е  
п р о то к о л ы  д а н н о г о  кл асса , н е  о тл и ч а ется  стаб и льн ы м  ф у н к ц и о н и р о в а н и е м  [2]. В  [3] п оказан о  о тс у т с тв и е  с т а ц и о н а р н о -
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го режима для протокола «синхронная Алоха» с  бесконечным числом абонентских станций (АСХ а в [4] рассмотрено явление бис
табильности для того же протокола в случае конечного числа станций.

Для стабилизации таких систем используются алаптивные [3] протоколы доступа. Одним из них является алгоритм Ривесга [6], 
который совпалает с алгоритмом Михайлова [7], разработанным для протокола стучайного множественного доступа «синхронная 
Алоха» с поступающим на вход системы простейшим потоком с параметром Я. Принцип работы этого алгоритма состоит в том, 
что вероятность повторной передачи пакета из источника повторных вызовов (ШВ) меняется с изменением величины оценки 
числа пакетов в ИПВ, которая явным образом зависит от величины X. Одним из достоинств режима случайного доступа является 
быстрый доступ к передающей q^eae и малое цземя доставки сообщения при ограниченных нагрузках. Недостаток этого режима 
состоит в том, что тфи больших нагрузках время доставки сообшения становится большим и меняется ншредсказуемо. В этом 
случае использование обычно широко применяемой теоремы Лштла, позволяющей найти лишь среднее время доставки сообще
ния, тфедставляется малоэффезстивным.

В данной работе рассмотрена неустойчивая сеть связи с конечным числом узлов и протоколом случайного множе
ственного доступа «синхронная Алоха». Для ее стабилизации применяется адаптивная модификация протокола доступа, 
в которой адаптация реализуется автоматом с целесообразным поведением [8], названным здесь адаптером. Найдено 
асимптотическое распределение вероятностей времени доставки сообщения при N-*a>, где количество АС.

Математическая модель сети связи

Сеть связи с тфотоколом случайного множествен
ного доступа «синхронная Алоха» моделируется одно
линейной системой массового обслуживания (СМО). 
Пусть число АС конечно и равно N  и каждая из N  стан
ций может осуществлять передачу сообщения только в 
начале временного интервала единичной длины с веро- 
iM otn tid  X/N. СдобЩение, 11ерСдаваемое АС (назовем 
его приходящим из внешнего источника), ожидает на
чала очередного такта и с вероятностью единица ста
новится на обслуживание в течение этого интервала. 
Если на этом такте на приборе не было других требо
ваний, то исходная заявка считается успешно обслу
женной и покидает систему. Если в одном такте на 
приборе находилось более одного сообщения, то фик
сируется конфликтная ситуация (все заявки искажают
ся), и в момент окончания такта все искаженные сооб
щения переходят в ИПВ. В начале такта каждая заявка 
из ИПВ обращается к прибору с вероятностью q неза
висимо от других требований с попыткой повторного 
обслуживания.

Для стабилизации неустойчивых сетей верозпностъ q 
тювторного офащения тюложим равтюй q=I/T, т д еГ -те - 
тущее состояние ааапгфа Опишем ОХ) функционтфсяание. 
Если в такте было тухлое окно или успешное обслуживание, 
тогд а значение Г уменьшается на величину о, но не может 
стать меньше единицы. Если обслуживание было конф- 
лиюным, то значение Т  увеличивается на р. Состояние 
а л э ш ^  меняется в конце тетущего такта Положительньте 
величины а  и р являются г(^)аметрами адаптера

Состояште сиетшы отределим вектером (i Т), где i -  
число заявок в ИПВ, а 7 -  состояние алашера Рассмот
рим момент t()0, непосредственно следуютций за момен
том (жончания такта с номером А-1 и предшествующий 
мометлу начала такта с номером k  Обозначим Т0^) 
состояние системы в момент времени Щ. Двумфный 
случайный троцесс Т(1̂ ) с дискретным временем к 
является д вумерной однородной марковской пепью.

Назовем временем пребывания заявки в системе 
длину W  интервала от момента ее поступления в 
систетиу до мометпа окончания ее успешного обслу
живания и ухода из системы. Величина W будет мо
делировать время доставки сообщения в сети связи 
с протоколом «синхронная адаптивная Алоха». Най
дем стационарное распределение величины W.

Распределение времени 
пребывания заявки в системе

В момент к выделим некоторую заявку в ИПВ и 
определим W(k) как длину интервала от момента к 
до момента ухода из системы выделенной заявки. 
Для исследования рассматриваемой сети обозначим 

F 0 , Т. L) = P{JV{k) > L /  Кк) = /, П к )  = 7).

H i, Ь  = Р0(к) = i,Y (k) = Д  S = а  -ьр.
Очевидно, что для времени W пребывания заявки 

в системе имеет место равенство 
P(fV й 1 )  =

=  7 4 ( 1 - 7 * )  l - f ^ Y n i , T , L ) P ( i , T )  . ( 1)
.  ЫО ГбО

Здесь 7^0, О  -  множество состояний адаптера, 
P(i,T) -  стационарное распределение состояния (i,T) 
системы, которое застает заявка, поступающая в 
момент времени к,йР* -  вероятность успешной пе
редачи сообщения с первого раза.

Можно показать, что распределение F(i,T,L) 
удовлетворяет уравнению

F (i,T  + a ,L  + l) =

F(i + n ,T  -ь5, L)~

7 +cty
7 ( / -I-1 ,7+  5 ,7 ) -

1- —

N
7 ( / - 1 ,7 .7 )  (2)

и начальному по 7  условию F{i,T,0) = 1. В стацио
нарном режиме P(i, Т) удовлетворяет уравнению

А P {.i-n ,T )~
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+ (Л^ - 0

+  1- , | l ------1 /* (/,r  + 5) +
N )  У Т + Ь)

Распределение P(i, T) должно удовлетворять кра
евым условиям при i=0 и i=N , а также условию 
нормировки. Дальнейшие исследования будем про
водить при Х>1/е, т.е. в условиях перегрузки.

Решим системы (2) и (3) асимптотическим мето
дом [9] при N - ^ .  Для этого, обозначив ^=MN, сде
лаем замену переменных:

/8* = а+еи, Ts^ =Ь + ev, le*  = h,

F (i,T ,L ) = f{ u ,v ,h ,t) ,  \ p { i , T )  = H{u,v,z). (4)
8

Здесь^а,Ь^ -  точка стабилизации системы, опреде
ленная соотношениями

Х(1 -  а ) + Y = g, = Х(1 -  а), (5)
О

где G=g является решением уравнения

5 e-°(G  + l) = p. (6)

• • €!оотношения(5К6) получены в-[Ю). При е-*0-о6о* • 
значим Я  (и, v,0) = Я  (и, v); / ( и ,  v, А,0) = / ( и ,  v. А).

Так как в рассматриваемой системе заявки не те
ряются, то производительность сети равна интенсив
ности входящего потока, который является ординар
ным, и по теореме Королюка его интенсивность и 
параметр совпадают. Отсюда получаем, что в асим
птотике при N-*oo производительность S  будет опре
деляться равенством 5  = Х,(1-а). Тогда соотноше

ние ( 1) при перепишем так:
P (w ^ A ) = Se‘* +

f  2 л' Л + 8М-8  1 + / ( и,У + 85,А,8) +
A + 8v + a 8*

, l-g -o ,-,*
+ Я.(1- а - 8и)(1-Х 8^] Р X

X 1 -

( l-X 8*)-

A + ev + ae* 

1-8« /'

а+м
Т~

f(u ,v ,h ,z )  +

1 -

 ̂ A + ev + a 8*

a+tn
.2

f(u ,v ,h ,e )+

a + EU-E

A +8v + a 8
— ( l - Я ^ ^ )  e’ X

1-T----------- Г / ( m-8,V,A,8). (8)
0 + 8V + a 8^

в  (2) распределение F(i, T.L) определено на дис
кретном множестве точек (i,T,L)- В (8) функцию 

fiu,v,h,E) доопределим для всех -<»<«, v<+oo, А>0 с 
достаточной степенью гладкости, сохраняя выпол
нение равенства (8).

Теорема 1. Распределение (7) имеет вид

P{w йН) = Se~* + (I -  5е‘* ) 1 -  е х р |-  ^  в * А , (9)

где G =g является корнем уравнения (6).
Доказательство. Все функции в (8) разложим в 

рад PQ цррращерфпу! рр/умрнтов в окр^сунрсти то
чек (и,у,А,8) с точностью до слагаемых второго по
рядка 8 и, обозначив

{l-X 8*) = Х .(и. е).

,2 ^
1- -

А + 8У
= Х2(“ .»'.е). ( 10)

получим равенство

М  „ 2, . .  9 /

Ôfr+oo
+ (1 -5 е  ' )  1-  J  ^f(u ,v ,h)H {u ,v)dudv (7)

8 t t - = ^  +  — ^ — =^ +  8  - ^  =  е Ш - а )  — - 8  Я.И — +
dv 2 dv^ дИ ди ди

-|- —  Ц 1- а )[1 + М 1- а ) ] ^  + 8 5 ^ + - ^ ^  + 
2  ̂  ̂ dv 2 dv^

где w=W^, а G=g является решением уравнения (6). 
Чтобы найти асимптотическое при Я -^р аар ед ел ен и е  
вероятностей (7) значений времени доставки сообщения 
в исследуемой сети связи, достаточно найти асимптоти
ческие распределения Н(и,у), f(u,v,h) и сосчитать значе
ние интеграла в (7).

Найдем асимптотическое решение системы (2). Для 
^Ц ).сдепа1?м в ае^з^иие^ (4).^^(:щчим )5гавценир

я=о л! *=о

X^l-X8"‘j  в* / ( м + И8,У +  8 5 ,А ,Б )-
- X , ( l - 0 - 8 « ) ^ l - X 8 ^ j  X

8 

~2 
8*8*

9 V
Виду

9 V

+ 8 Ч (1 -а )5 -^ -^ -8 Я .(1 -а -8 « )х ,Х 2  

2
ди

Эу

9 V

-  — Ц 1-а )Х ,Х 2 ~ди

U ^-a )X iX i  У - - е * 5 М 1 - а ) х ,Х 2dv dudv
.  ( ,  а и оуЛ д/

( а  и a y \d f  
- 8X1X2 —+ 6 —  в —  — - 

Ь Ь ^ д и
еЧ

■Х1Х2

1 -

 ̂ А + 8У + а8^

/ у1-д-и. I
- ( l - X 8* ) r i ^  1-

/ ( и + 8,У + 85,А, б) -

Ь ) ду^

Б* а d ^ f
- Б Х1Х2 /  + 0(Б^).

А + ву+ ае^

Щ и,у,И ) ^ (и ,у ,А )
= -(П |,и  + а ,2У)-

дИ ди
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dv ди^

+ fcj d ^ f(u ,v ,h ) d ^ f(u ,v ,h )
--------------- - + 0, ------  -------

dv^ dudv

Здесь

— j - / ( “ .v,A).
b

f ( u ,  V, A) = lim / ( и ,  V, A, e),•->0
OK + 1

(И)

a„  =Я.+е"'Я,[(1- о ) к - 1] +

e  д О - д ) , - , , < ° - b )  e .2 -A. •

a2̂1

a

2 1 ^ = 0 ,  (13)
3m 3v

где все коэффициенты имеют вид ( 12).
4«&4«

Обозначим Ф(А)= J  | / ( и , у , А ) Я ( и , у ) й?иЛ  и  
-00-00

найдем функцию Ф(Ь), для чего домножим уравне
ние (11) на H(u,v) и проинтегрируем почленно это 
соотношение по -о о < ц , v<+ « .  После интегрирова
ния по частям соответствующих слагаемых с учетом 
(13) получим

Ф'(А) = -(1 /А )е-'Ф (А ). (14)
В результате решения (14) в силу начального ус

ловия Ф(0) S 1 получаем равенство

2А, = X ( l- a ) [ M l- f l )  +  l - e - ' ] + - e - ' ,
А

2Aj = аР , А,J = (об /  Ь)е~^, 
где к=А,-1/А, а g  является корнем уравнения (6). (12) 

Можно показать, что Щцу) является двумерным нор
мальным растфедепением и удовлетворяет уравнению

Ф(А) = ехрf r ‘' 4

^ { ( а „ и  + о ,2У)Я(м,у)}+ 
ди

+ ̂  {(^21« + 022' ’)Я (и , у)} + А,J
5^Я (и ,у)

d u d v

откуда с учетом (7) следует соотношение (9). Тео
рема 1 доказана.

Заключение

В настоящей работе найдено асимптотическое црн 
Я—*00 растфеделение времени доставки сообщения в 
сети связи с тфотоколом случайного множественного 
доступа «сиюфонная адаттгивная Алоха». Методом, из
ложенным в работе, может быть найдено распределение 
времени доставки и для других протоколов этого класса.
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УДК 519.872

Я  С . Шмырин

ОПТИМ АЛЬНАЯ ОЦЕН1СА ПАРАМ ЕТРОВ  
ПО ТОКА СОБЫ ТИЙ С ПЕРЕКЛЮ ЧЕНИЯМ И

Рассматривается задача об оценке параметров потока событий с переключениями. Предлагается рекуррентный алго
ритм расчета оценок параметров потока событий. Реализуется имитационная модель потока, приводятся результаты 

*численных расчетов.

Случайные потоки событий являются широко применяемой моделью для описания процессов в реальных физических, эконо
мических, технических и других системах. Характеристики потоков событий, описывающих эти процессы, как правило, имеют 
случайную природу. Одной из распространенных моделей таких процессов являются МС-потоки событий -  потоки, интенсивность 
которых является кусочно-постоянным марковским процессом с конечным числом состояний (такие потоки иначе называют пото
ками с nqieiuiKHeHHXMH [1]). Режимы функционирования реальных физических и технических систем обычно зависят от тетдтцей 
интенсивности потоков событий, циркулирующих в системе; с другой стороны, параметры потоков, как правило, являются нена
блюдаемыми величинами. Вследствие этого важной является задача оценки параметров потока событий в произвольный момент 
времени по наблюдениям за этим потоком.
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