
+ 6400£»{S'^*>} -  9600 cov{s <*>, 5  }

-14Z), - iz )*  - | z ) ,  =2880Z){s/*^)+

+ 4800Z){S’<*>}- 7440 cov{s<*>, >)
Разрешаем эту систему относительно D^, Д и  

Д  и подставляем в формулу для средней инте­
гральной погрешности

ш

усредняя уравнение (1), имеем = о^_, +6*_, +с*_,. 
В стационарном случае все эти величины не должны 
зависеть от номера к. Тогда из последнего уравне­
ния следует, что ^  + с* = 0, а величина ^  может

быть произвольной. Записывая ( I )  в виде -  

-a^_^ =6*., возводя его в квадрат и усред­

няя, получим {a^ -а^_ ,У  =(6*_, + с^.,У . Если обо­

значить (а* -  а*.,)* через V, то в силу стационар­
ности сплайна эта величина не зависит от к. Заме-

которая для стационарного режима

ТИМ, что это тот же самый параметр (х^
что и для линейных сплайнов первого порядка [3].

Так как М
принимает вид 1 -11лг]

11
к Г  (ХТУ (КТУ

то при

или

1 л ^ /[  9 '  12 ‘ 20 "J

_  .^Г П Г Ю Т Т Т  23 г—  53 —  ,  ,1  
(А ^/[840  * « 4  * * 31S J

О тетим, что если счтатъ  исходный тренд стацио­
нарным а^чайным процессом, то Щ, и с* не 
являются независимыми величинами. Действительно,

ЯТ » 1  окончательно имеем D  = —  [o ,1 6 F+3а^1.
XT'- ^

Из полученной формулы имеем, что средняя инте­
гральная погрешность выделения тренда отлична от 
kyira п{)й о1гсУгствии Ьомёх измёрени^. ббусловле- 
но тем, что моменты измерений являются случайными 
величинами и вносят дополнительную погрешность в 
измеренные значения временного ряда.
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УДК 519.2

Б.Е. Тривоженко

АСИМ ПТОТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА М НК-ОЦЕНОК ПАРАМ ЕТРОВ  
ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТРЕНДА  

ИНТЕНСИВНОСТИ ПУАССОНОВСКОГО ПОТОКА

Получены уравнения для МНК-оценок параметров гиперболического тренда пуассоновского потока. Исследованы их 
статистические свойства. Показано, что эти оценки являются несмещенными. Получены выражения для подтвержде­
ния эффективности МНК-оценок параметров и эффективности МНК-оценки гиперболического тренда.

Пуассоновский поток событий является простей­
шим для изучения, поскольку его свойства полностью 
описьшаются единственной функцией -  его интенсив­
ностью Л(1) [1]. В нестационарном потоке сохраня­
ются основные свойства, делающие его изучение лёг­
ким, -  независимость событий и ордин^)ность.

2
Обозначим jX(u)du  через Л ( / ) . Тогда вероятность 

о

того,чтонаингфвале наступит i событий, ^ д е т

а  = (1)

а вероятность того, что на бесконечно малом интер­
вале [г,^+ £к] наступит одно событие, равна A (t)d t.

Будем предполагать, что интенсивность пуассо­
новского потока описывается функцией

Л (0=  *

Такой вид зависимости интенсивности от / со­
ответствует линейному тренду средней длительно­
сти интервалов между двумя последующими собы­
тиями в нестационарном пуассоновском потоке.

По наблюдениям моментов наступления событий 
t, K tj < ...< tjf необходимо оценить неизвестные 
параметры а и Ь , т.е. выделить тренд интенсивно­
сти. Число событий N , по которым оцениваются 
параметры, фиксировано, и мы в данном случае 
имеем дело с 7У-планами эксперимента. Поскольку 
N  фиксировано, то для того, чтобы можно было 
применять асимптотические методы, представим 
Я(7) в виде

1
Я.о(0 = Я.

N . аА-Ы Ш
(3)

а + Ы
(2)

Если tf -  момент наступления /-го события, то в
[2] было показано, что асимптотически при N  -*со
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м (4)

Для функции вида (2) Т(х) =  — {е'“ - 1).
Ъ

Оценки неизвесгаых параметров будем находшъ ме­
тодом наименьших квдщзатов (МНК), т.е. из 1фигерия:

1 ^

7V Ь
■ m in .aj>

-  —  -1 )^  = - 1 - У ( / ^  _ i ) iL

Q 1 «  / 1 ь-- i ti4 - L y ± e  АГ(е _1) = ± У е
(6)

Найта отсюда оценки Л я  S в явном виде не Щ)ед- 
ставляется возможным. Однако исследуем асимптотиче­
ские тфи N  ->ао свойства оценок й я  В . Для этото 
тфедставим й я В в виде й = а + бЛ , В = Ь + ^ , где 
а я  В -  истинньте значения п^тамелров, а величины

t , ! N  —— = т{ 4 1 + . Разлагая левые и ттравые
' N  \ n )  N  ^

части (6) в ряд по и и ограничиваясь линейными
слагаемыми относительно ДА и , получим

1 *1 'л '' ' b L '
-  — ^ - 1 ) ’ 
b N U

Д а  +

о N  м  N  ь N  /=1

= - 1 у  ( g 4  _1)2
 ̂ N ’

АЬ =

У  — -1)
b N t { N

а 1 А  / *-?: » !

Д а  +
b N U V N )

- 1 ^  / » - At
^ b  = —  Y - e ^ ^ ^ .  (7) 

N t l N  N
_ 4 _ ! _ у ± е 4 ( / ^ _ 1 )

b ^ N tT iN

При достаточно больших N  суммы, стоящие в ле­
вых частях (7), можно заменить интегралами. Тогда 
коэффициенты при Ай я  а£  м о ж н о  вычислить;

«II = ------ /  (е -1 )  — V------>b N - ^

А̂~>сх> - ^ j ( e ^ - i y d c  = е “ -4 е * + 2 6  + 3

2Ь^

а 1 Л  i » -

- - £ - J _ y  ( g 4  _ i ) 2 ______ ^

a  1 ^  * -

b^ N~*to 

1

N-*<x>
0 0 A 0

=  ТГГK2A - 3)c^* - 4(A - 3)e* - A b - 9],
40

b N t i N   ̂  ̂ ЛГ—
1 V„.br/.*r

Â -Mo Jxe*'(e*"-l)flEc =

(5)

1_ 

4A’
= - 4 [ ( 2 А - 1 > “ -4 (А -1 )е * -3 ] ,

Пртфавнивая нулю производные т  Q m  а я b , полу­

чим систему уравнений для определения оценок й я В :

,  = « l y f ± V / ^ _
“ A A ^ i U J

( Л  ------, £  ] x ^ e ^ d x -
b^ N ^ i N   ̂ Ij I

- 4 j x e ‘'( e ‘* -I)^fe  = 4 ^ [ ( A - l ) e * + l ] ^  (8)
b Q 2c7

Разрешая (7) относительно Ай я aB , имеем 

1Ай = -
®11®Н ®12®21

а  —  У  (е*^ - 1 )  —  -

- а
' ^ N t x N  N

АВ = -
1

®П«̂ 22 «̂ 12®21

1 Л At,

1 Д  т 4  А/, 
+ «11 — У  — е ^  — - 

• • • ‘ N (9)

Так как Д/  ̂ = О , то оценки й я В -  несмещённые.

Для вьтчиспения дисперсий оценок й я В возведём ра­
венства (9) в квадрат и усредним по t, , а для получения 
ковариации оценок перемножим равенства (9) и усред­
ним по г ,. В результате получим:

1 1ND{a} =
(*̂ ll®̂ 22 ~®12**2l) bf

JN

x S
,  h— b j -  b -  /  *2.

o - U e  - l ) (e  ^ - l ) - 2 a ,^ a ^ ( e  ^ - \ ) ^ e  ^  +
N

i b- j bJ-
+ a \ ^ — e ^  -L g N  

ND{b} =  ■

N  co\ !l  Ll \ 
N ’ N j f

1

N

x l

( a ,,022 ~® 12‘̂ 2l )  А/
, bA *1 j 1,1

a l ( e   ̂ -l)(e   ̂ - l) -2 a „ a „ (e  - l ) ^ e  "  +
N

+ a ? , - e  ^ i - e  ^ 
"  iV iV

Â  cov(a, 6) =

N  СОЧ
l ^ ’ A^J

1 1

b-L bJ-
- t t 2, a 22(e ^ - l ) ( e  ^ -1 )  +

N

<.7=4

+ ( a „ a 2 2 + a , j a j ,X e  ^ - O ^ - e  ^ -
N
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- а , , а , 2 — —  e*^liV covf— 1, 
"  N  J  { n  N J

( 10)

где cov
f t

1l  l l

K N ' N )

N c a S — ,^
\ N  h

определяется формулой 

m in(/,y)\
j_

N j

Для рассматриваемого случая 

N  cov
VN  N J ■'

N D {S)~
-2 Q '|,g 2 |/^  + OuRj _ 2

= oV b ,( a „ g j , - a ^ g , , ) "

N  cov(a,S) ~  +
+ (g .jg j, + а„О и)Л г -  « „ “ 12̂ 3) /

/( (a u « 2 2 -«120^1 )^) = «V<rt. (11)
где g , | , g ,2, g j , , aj2 определяются формулами (8), a

* , » 4 f' 26’ 4̂
4 6 -3 ^ 4 *  6 6 - 7  3» ^e ----------- e +

8

-«’* + 36"4 6 - 9  „2* . ,  * - i l l
24 J ’

a ’ f 166’ - 2 0 6  + 9 4*_

^ ^ 4 6 4  16 ^ ~
186’ -3 0 6  + 13 3» 6 6 - 1  2t * 53----------------------e ----------- e + e -------

9 4  144

_ a ’ f3 2 6 ’ - 5 6 6 ’ + 4 4 6 - l l  4*
16

e -

. ( 2 6 - , ) . “ - A ) .

a + b ^  
N

Для нахождения эффективности найдём инфор­
мационную матрицу Фишера. Так как элементы ин-

\д^ь]
формационной матрицы 1 ^  =  - М

5 я ’
» ̂  аЬ ^ Ьа

ВЫЧИСЛЯЯ COOT-

ветствующие производные от функции правдоподо­
бия, получим

n \  1 ! 1
i ^ = -

b l { a + b t „ / N y \  a^b j  {a + bt, I N f \

При больших значениях N  в формулах (10) суммы 
можно заменить интегралами, которые нетрудно 
вычислить, и окончательно получим

ND{Q) ~  ^ ^ ^ ' " ^ “ ’2 "’^ ^  - “ !? ^  = а ’/ „ , 
(®ц®22 — ®12®2|)

/  ____ 1____
“* ь Л а - ^ b t J N l  b \{ ,a  + b t ^ l N f

N  Д  
+ - - L

t J N
a b ^  t i X i a  +  b t , !  N Y

2N
In

N t J N
a + 6 ^ | { - 2 ^ ,  , » • ,^  J \  b ^ / a + b t ^ l N \  6

N

V ^ f N Y  /  2 N , it, t N Y
l ( a + b t^ J N Y \  6 ’ °  h l i a + b t , / N Y

.(1 4 )

где угловые скобки означают усреднение по момен­
там наступления событий. Найдём средние значения 
величин в (14). Так как

_ ! _____ \ - Л < 0 \ - _ 5 ^ ' г г
,+ b t , /N Y {  \  U ; /  ( / - I ) ! ' .

А’ (и)
Н и )

X ехр< N —  1 п Л (и )-Л (и )1 |й?и. (15)

Найдём эффективность МНК-оценок параметров 
неизвестной интенсивности а и Ь . Для бипланов наг 
блюдений запишем совместную плотность вероятностей 
моментов появления событий:

p i t H 2 , - , h )  = e ^ ' " ^ ^ f l ^ i a  (12)
Ml

1
где для гиперболического тренда Я(Г,) =

Для вычисления интеграла используем метод пе­
ревала [3], по которому для унимодальной функции 
/ ( z )  с максимумом в точке ^ е ( я ,6 )  интеграл 
асимптотически при /л-*<я равен

F ip )=  \g>iz)e**^’'>dz~ . (16)

X’ (z)
Для интеграла в (15) (p(z) =

A W  / W  —

-A (z ) ,a  стационарная точка определяемая из 

условия / ' ( z )  = 0 , является решением уравнения

Н ? ) -  • Тогда по формуле (16)
N '

Л(Гд,) = -1 п а  + 1п^а + 6 ^ ^ . функция щзавдоподобия 

для оценок неизвестных п^заметров а  и 6 имеет вид 

1 (я ,6 ) = lnp(T ,/j,...,T ^,) = - у  ln^a + 6 ^ j  +

+ ylna-|Jln^a + 6 ^ j. (13)

- J _ ^ \  = A « 4  = - l e - “ k  (17)
+ b t , i N Y l  I  ^ n JJ  fl’

ГИЧНО можно показать, что

Л  =  т ( — l A ’ f T f — ' l l  =
a  +  b t , l N Y l  \ N J  K  K N J )

= ( . 8,
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1
= - { е > ^ - \ У е (19)

1^ =
N  { \ - e - y  N

2Ь^

Ibb = N 1 - 2 1 ^ .

где

=  - К  
а

1 -гь  1-е
2Ь

1

аЬ >

= Щ ь^  (20)

Рьь =
1

l - 2 i ( l - . - * ) 4 ( l - e - » ) (21)

Находя матрицу, обратную информационной, 
получаем, что для дисперсий F„, и ковариации 

У^ справедливы формулы

' и
FoaFbb-F^

■, N y ,=
F  F  ~  F^aa^bb âb

2 *

N Kah ^  ,

F  F^aa^bb ^ab
(22)

Приступим теперь к нахождению основной характе­
ристики выделения тренда -  интегральной погреш­
ности. Интегральную погрешность D для N  -пла­
нов будем определять по формуле

( 1 ‘x f
—  J
In

1 — Ub t / N )  J
. (23)

J  + b t / N  a + b t/N ^

Представляя оценки О и S ъ виде <} = а  + Л а , 
В = Ь + АЬ, где а н Ь -  истинные значения пара­
метров, можем записать

1 __________________________ 1__________________________^

й + B t l N  а + Ы / N + (Аа + Ы)11N )
1 Л  Aa + A b tIN   ̂ ^ 

a + b t / N V  a + b t I N  ^ " ' j '  
Ограничиваясь в полученном соотношении линей­
ными слагаемыми относительно Аа и АЬ, имеем 

/  .  .  \11 1
{a  + b t / N  a + b t / N ^  

До* + 2A aA btlN  + A b^^ /

M i

{а + Ы / И У  

1 1
^<Q + B t / N  a + b t / N J  J

D{a} + 2 co\ia,B)t / N  + D{B}t^ /
(a + b t / N) *

При N - + 0 0  величину в пределе интеграла 
можно заменить еб математическим ожиданием

} = ^  т  (®* “  о  • Поэтомуи

У  1___________ 1 у  J  _

+ a + b t / N J  J ~

D{Q) + 2сом(а,В) —  + D{B}t^ / N^

Подставляя (17)-(19) в формулы (14), заменяя сум­
мы интегралами и приводя подобные, получим 

/  _ N \ - e ^  N  
^  о ' 2Ь а^

-  1 dt.
(a + b t / N) *

Делая замену переменных в интеграле и обозначая 

.  А, ND{() = В. .  с ,
а а

получим, что интегральная погрешность

1 Ь

(24)

D =
Na^ е* - 1  

2С**?' udu

А ‘ -г' duг аи
ь i  ( 1 + и ) ^

"t udu В **г' и*
! (1+и)* !  п Т

и^ du
„ (1 + и)’ А  i  (1 + и) 

Вычисляя входящие в (25) интегралы, получим: 

Ь

(25)

е * -1

^ 1 - З е '“ + 2 е -“  „
+ С --------- ------------+ В

, 1 - е - ’*
А --------- +

ЪЬ

(1 -е -* ) ’
36’

(26)

Эта формула для интегральной погрешности позво­
ляет сравнивать между собой различные методы 
оценок параметров а  и 6 гиперболического тренда 
пуассоновского потока.

Минимальную интегральную погрешность выделе­
ния тренда дают оценки по методу максимального прав­
доподобия (МП-оценки). Запишем (25) для МП-оценок:

1
e ^ - X F ^ F ^ - F ^

1 - е
36

- 3*

Fbb-

1 -З е -“ + 2 е-’* ,, , ( 1 - е - * ) ’ .
— Н------— ---- Г„

ЪЬ* ЗА
(27)

где 6 ^ ,  Fg^, определяются выражениями (21). 
Для МНК-оценок формула интегральной погрешности

®мнк “  ь 1 е — 1

1 -З е -“ + 2 е-’*

1 - е ■и

36

36’ Jab  *  Jb (28)

где функции / j  определяются формулами
(11). Выражения для интегральной погрешности 
позволяют записать наряду с эффективностями 
МНК-оценок параметров а  и 6

eff„ =

eff» =

' ьь
fa [ F a .F , , - F jy

fb [ F ,, .F ^ -F j]

(29)

(30)

эффективность МНК-оценок гиперболического тренда 

’ .(b* (\-e-^^)F ,,-(X -3e-**  +e f f = ® “ "
D F  F^aa^bb ^abМнж

+ 2e-’*)F„* + ( l - e - * ) ’ F „ ) / ( 6 ’ ( l - e - ’*)/„  +
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+ fc(l.  зе-»  + 2 e - " ) / ^  + (1 -  е -* )7 » ) • (31) 
Из приведённых на рис. 1 графиков зависимости 

eff„ , e ff j, eff от й следует, что эффективность 
МНК-оценки параметра а достаточно высока. При 
-0 ,9  < 6 < 1,5 эффективность не менее 0,9. Эффек­
тивность параметра Ь несколько ниже, чем эффек­
тивность параметра а . Так, значения 0,9 она дости­
гает при 0,6 < 6 < 1,7, а при увеличении или умень­
шении Ь эффективность МНК-оценки параметра Ь, 
как и параметра а, убывает. Эффективность МНК- 
оценки тренда достигает своего наибольшего значе­
ния 0,91 при й = 1,4, а с уменьшением или увеличе­
нием й она убывает.
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УДК 519.24

С. С. Тарима

СТАТИСТИЧЕСКОЕ ОЦЕНИВАНИЕ ВЕРОЯТНОСТЕЙ  
С ПРИВЛЕЧЕНИЕМ  ДО ПОЛНИТЕЛЬНОЙ ИНФОРМ АЦИИ

Рассматривается способ учета дополнительной информации о вероятностях одних событий для улучшения эмпириче­
ских оценок вероятностей других. Приведен пример такого учета.

1. Пусть Х\, - Д ,  -  последовательность независимых 
одинаково растфеделенных случайных величин, при­
нимающих значения ю  измеримого пространства Д .В) 
с неизвестным распределением Р. Рассмотрим события 
Л, Bi - ,  В„ принадлежащие а-алгебре В. Предположим, 
что P{Bi)=‘bh где Ь, известны (г=1,-, s). Рассмотрим 
задачу статистического оценивания Р(А) с учетом дан­
ной информации. Результаты наблюдений представим 
в виде протокола:

А Ву В,.. В.
>̂ 1 т 1ну(Ху) ЫХу)... ЫХ у )

т Ы Х 2) ЫХгУ.. Ы Х г),,,
1аШ Ы Х .) W ) . . . Ы Х .)

. . . . . .

Х„ т 1т(Х„) ЫХ„)... ых„)

где

Я ;(^ )  = 1 Р ( А ) 4 г^ .  Р Л \)> 0 .(2 )  

1
л (=1

в  тфотоколе наблюдений часто реализуются не все 
события Л„ Предположим, что реалшовалось только к 
из 2* событий Ль д™ которых РЛ\)>0. Остальные со­
бытия в формуле (2) Щ)и расшотрении отношения дают 
неопределенность типа 0/0 (если Р^А,У=0, то и Р^ЛА,У= 
=0). Аналогично, из событий В ;,-, В, также реализуются 
не все, а только часть, допустим т й к .  Для этой ситуа­
ции рассмотрим следующую оценку

I

I  Р { \ )Ы1̂ „(А,)>0

(3)

В клетках протокола наблюдений I^X !) -  инди­
катор некоторого события D из о-алгебры В.

Рассмотрим события hj=Uir\Uir\—r \U ,, где U, 
либо Bh либо его дополнение, г=1,—, s. Их совокуп­
ность, с возможным количеством до 2’ событий, яв­
ляется разбиением пространства X. В этом случае 
имеют место равенства

I  P{A,) = b j,  ;  = 1,--,5. (1)
AfsBj

2. Для случая известных значений Р(Л;) в [3] бы­
ла предложена оценка

Суммирование ведется только по тем индексам, для 
которых эмпирическая оценка события Л , не равна 
нолю. Эта оценка в отличие от (2) определена при 
любых Р„{А,).

3. В нащем случае значения P{Ai) неизвестны, 
но удовлетворяют условиям (1). Осталось оценить 
к вероятностей Р(Л/). Если оценивать Р(Л/) рас­
пределением P„(Ai), то из (3) мы получаем 
Р"^А)=Р„(.А).

Найдем проекцию [ближайи^ю в смысле информа­
ционного расхождения (4)] P"j^A) в класс, удовлетворя­

ет


