
ным решением. Располагая такими условиями, 
можно для нахождения решения задачи предло­
жить следующий алгоритм поиска с возвращением 
(по дереву).

Алгоритм моделирует процесс перехода из 
корня дерева в искомый лист путем выполнения 
серии подъемов и спусков, осуществляемых при 
определенных условиях. Подъем -  это перемеще­
ние из достигнутой вершины /-го яруса в смеж­
ную вершину (/+1)-го яруса для i<k, а спуск -  воз­
вращение из текущей вершины /-го яруса в смеж­
ную вершину (/-1)-го  яруса для />0. Подъем мо­
жет выполняться только в вершину, в которую до 
этого еще не поднимались. В отсутствие таковой 
или, если достигнутая вершина не может быть ча­
стичным решением задачи, осуществляется спуск. 
По достижению вершины дерева, являющейся 
квазиполным решением задачи, алгоритм остана­
вливается. Ниже дается строгое описание данного 
алгоритма. В нем через а [ /]  и а ]/ обозначены со­
ответственно /-Я  компонента и префикс длины / 
вектора а .

1. (Начальная установка) а:=Х, /;=0, z(a)=y.
2. /=/+1 и
3. (Подъем).

3.1. а:=аО, и если а  не может быть частичным ре­
шением, то п. 3.2, иначе -  п. 2.

3.2. а:=а1, 2(o):=z(a)©g(, и если а  не может быть 
частичным решением, то п. 4, в противном сл>чае, 
если а - квазиполное, то п. 5, иначе п. 2.

4. (Спуск) z(a):=z(a)©g;, /:= /-! , а := а]„  и если 
а[/]=1, то п. 4, иначе a:=a],.i и п. 3.2.

5. Вектор аО*'' есть решение.
Сформулируем условия, при которых булев

вектор a=a\a2...ai для г<к не может быть частич­
ным решением задачи. Вычислим вектор 
z(a)=ziZ2...z„. Пусть матрица Я  получена из G вы­
черкиванием первых / строк и /о обозначает коли­
чество таких г в {1, 2 ,..., и}, что z ,= l и г-й столбец 
матрицы Я  состоит из одних нулей (является нуле­
вым). Разобьем множество всех ненулевых столб­
цов матрицы Я  на классы одинаковых столбцов. 
Пусть число классов равно т, и s-й из них, j= l ,  
2 ,..., т, состоит из столбцов с номерами Г\,...,Гр. 
Обозначим /л  и /,1 количество нулей и единиц со­
ответственно среди компонент вектора z(a), 
имеющих номера Гр. Пусть, наконец, /., есть 
наименьшее из /^  и t,\, а / ' равно сумме всех /„ 
j= l , . . . ,  т.

Теорема. Вектор а  не может быть частичным 
решением задачи, если to+tb-t.

Утверждение справедливо, так как в противном слу­
чае вектор е в уравнении (1) должен иметь вес больше /.
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АДЕКВАТНЫ Е МОДЕЛИ ПОЛУРЕШ ЕТОК,
Ф УНКЦИЙ И АВТОМАТОВ НА ПОЛУРЕШ ЕТКАХ

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант №  98-01-00288

Определяются понятия адеквапюй модели и ее точности для конечной верхней полурешетки, для функции и автомата на таких 
полурешетках и для полурешеточно упорядоченной алгебры. В этих определениях элементами алекватиой модели полурешетки 
служат все наибольшие элементы смежных классов некоторой конгруэнции, которая, в свою очередь, характеризует точность 
модели. Изучаются свойства и д аются методы построения адекватных моделей для попурешегок, функций и автоматов на них.

Введение
В аж н ей ш и м и  х а р а к т е р и с т и к а м и  в ся к о й  м атем ати ч ес к о й  м о д ел и  явл я ю тся  ее  а д е к в а т н о с т ь  и  ст е п е н ь  то ч н о сти . В  

сл у ч а е  д и ск р ет н ы х  м о д е л е й  п е р в а я  п о н и м ае тся  как  б езо ш и б о ч н о сть  в  т о м  см ы сл е , ч т о  р е зу л ь т а т  а д е к в а т н о го  м о д ел и ­
р о в ан и я  в сегд а  с о д е р ж к г  в  с е б е  и с т и н н о е  зн ач ен и е  м о д ел и р у ем о й  в ел и ч и н ы , а  вто р ая  -  к а к  с т е п е н ь  н ео п р ед ел ен н о ст и  
эт о г о  р езу л ьтата  [1]. Д л я  у п р а в л я ю щ и х  си стем  н а  ко н еч н ы х  вер х н и х  п о л у р еш етк ах  у д а е т с я  ф о р м а л и з о в а т ь  эти  п о н яти я , 
а  у тв ер ж д е н и я  о  н и х  с д е л а т ь  д о к а за т е л ь н ы м и  [2]. Э то  д о ст и гается  о п р ед ел ен и ем  а д е к в а т н о й  м о д е л и  н а  п о л у р еш етк ах , 
со ста в л ен н ы х  и з н а и б о л ь ш и х  э л е м е н т о в  см еж н ы х  классо в  п о л у р еш ето к  зад ан н о й  с и с т е м ы  п о  н е к о т о р ы м  к о н гр у эн ц и ­
ям , ко то р ы м и  и х ^ а к т е р и з у е т с я  с т е п е н ь  т о ч н о с ти  м одели .

В  д ан н о й  р аб о т е  п о н я т и я  ад е к в а т н о й  м о д ел и  и ее  то ч н о сти  о п р ед ел я ю тс я  д л я  п о л у р е ш е то к , ф у н к ц и й  и ав то м ато в  н а  
п о л у р еш етк ах  и д л я  п о л у р е ш е т о ч н о  у п о р я д о ч е н н ы х  алгебр . У к азан  м ето д  п о стр о ен и я  а д е к в а т н ы х  м о д е л е й  д л я  п о л у р е­
ш ето к  п о д м н о ж еств  и и н т е р в а л о в  с  т о ч н о с т ь ю  д о  эк ви вал ен тн о сти  н а  м н о ж ес тв е  м и н и м а л ь н ы х  э л е м е н т о в  п о л у р еш ет­
ки . П о к азан о , ч то  с в о й с т в а  м о н о т о н н о с т и  и квази м о н о то н н о сти  ф у н кц и и  н а  п о л у р е ш е т к а х  п е р е д а ю т с я  л ю б о й  ее  а д е к ­
в атн о й  м одели , а  с в о й с т в о  а д д и т и в н о с т и  -  л и ш ь  м о д ел и , т о ч н о с ть  к о то р о й  со х р ан я ется  д а н н о й  ф у н к ц и е й . У ста н о вле н о , 
ч т о  ад екватн ая  м о д ел ь  с у п е р п о зи ц и и  м о н о то н н ы х  ф у н к ц и й  р еал и зу е т  с у п ер п о зи ц и ю  и х  а д е к в а т н ы х  м о д е л е й  и с о в п ад а ­
е т  с  н ей  в сл у ч а е  с о х р ан ен и я  ф у н к ц и я м и  то ч н о с т е й  их м оделей . В  тер м и н ах  стаб и л ь н ы х  т р о е к  к о н гр у эн ц и й  о х ар ак те р и ­
зо в а н ы  всев о зм о ж н ы е  а д е к в а т н ы е  м о д е л и  п р о и зв о л ь н о го  ко н еч н о го  а в то м ата  н а  п о л у р еш етк ах . П о к а за н о , ч т о  св о й ств а  
ад д и ти вн о сти , м о н о т о н н о с т и  и  к в а зи м о н о то н н о с ти  ав то м ата  н а  п о л у р еш етк ах  с о х р ан я ю тс я  в  е го  ад е к в а тн ы х  м оделях .
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Эти результаты находят широкое применение в адекватном моделировании дискретых упра& ' их систем с раз­
личной степенью точности и в синтезе их логической структуры на базе БИС с заданным динамическим поведением [2].

Всюду далее под полурешеткой подразумевается конечная верхняя полурешетка, т.е. конечное частично упорядоченное 
множество, в котором любые два элемента а» Ь имеют точную верхнюю грань, называемую их суммой и обозначаемую tH-b. 
В ней обязательно есть наибольший и минимальные элементы. Последние называются точками полурешетки.

А д е к в а т н ы е  м о д е л и  п о л у р е ш е то к

Пусть 5  -  полурешетка со сложением + и а  -  
конгруэнция на ней. Каждый смежный класс А в Slo 
является подполурешеткой в S  [2], и в нем есть наи­
больший элемент sup/4. Смежные классы А п  В как 
элементы фактор-полурешетки S/a  и элементы в 
них, в том числе наибольшие, как элементы полу- 
решетки S, связаны между собой соотношением; 

y 4 ^o su p y 4 ^u p 5 o 3 a€ /4 3 ^> eB (a  йЬ).
Пусть далее Sta={sup/4^4eS^. Определим на S ta  

сложение © как a®6=sup[<T+- )̂]a. Вместе с Ф множество 
S to  является полурешеткой, гомоморфной полурешет- 
ке 5  и изоморфной полурешетке S/a, и называется адек­
ватной моделью гюлурешетки S  с точностью а.

М ножество М  всех непустых подмножеств 
кдн^чцдгр множества М, рассматриваемое вместе 
с отношением вклю чения, является полурешет­
кой. Для лю бой эквивалентности R т  М  опреде­
ляется эквивалентность R т  М  как А R В о '^ а е  
eA 3beB(aRb)& \/beB3aeA (aRb). Это есть конгру­
энция на полуреш етке М . Пусть {Л} обозначает 

подполурешетку в М , порожденную смежными 
классами эквивалентности R.

Теорема 1. {л} = Л/ t  R .
Доказательство. Между непустыми подмножест­

вами А смежных классов эквивалентности R, элемен­
тами В полурешетки {/?} и смежными классами С 
эквивалентности R  можно установить взаимно од­
нозначное соответствие, при котором для соответст­
вующих А, В, С справедливо следующее: В есть объ­
единение смежных классов в А\ С состоит из всех 
таких подмножеств в М, которые пересекаются с ка­
ждым смежным классом в А и не пересекаются с 
другими смежными классами эквивалентности R\ на­
ибольший элемент в С  совпадает с В. Таким образом,
множества {/?} и М  R равны. Суммы в полуре- 

шетках {J?} и М  t  /? совпадают с объединением и 
потому одинаковы. Теорема доказана.

В случае, когда М  есть декартово произведение 
множеств, те его непустые подмножества, которые 
сами являются декартовыми произведениями мно­

жеств, называются интервалами на М. Пусть в 

этом случае М  -  множество всех интервалов на 
М  \ < Л > = М п { л } ; к  -  минимальная конгруэн­

ция на М  такая, что для любого смежного класса А 
эквивалентности R  существует смежный класс кон-

А

груэнции R , содержащий в качестве элементов все 
одноэлементные подмножества в А.

Теорема 2. < Л >= М  t  {л}.
Доказательство. По определению элементами 

полурешетки <R> являются объединения смежных 
классов эквивалентности R, совпадающие с сумма­

ми всех своих элементов, рассматриваемых как эле­
менты полурешетки М , а смежные классы конгру­
энции R состоят из всевозможных сумм элементов 
в таких объединениях. Таким образом, элементы в 
<R> суть наибольшие элементы в смежных классах
к . Теорема доказана.

Пусть отношение р£{Л}^ определено как С/рКс> 
oh(U)=h(V), где h{F) для Р с М  -  наименьший ин­
тервал в <R>, для которого Pch{P). По определе­
нию отображение h:{R}^-y<R> является гомомор­
физмом полурешеток и отношение р -  его ядерной 
конгруэнцией. Поэтому полурешетки <R> и {Л}/р 
изоморфны и верна следующая теорема.

Теорема 3. <Л>={Л}Тр.
Следствие 1. М  является адекватной моделью М.
Слёдс1̂ и е '2 . Адекватные модели Ki являются 

адекватными моделями Л/.

Следствие 3. <R> есть адекватная модель М.
Полурешетка S  называется точечной, если каж­

дый элемент в ней равен сумме некоторых ее точек. 
Так, полурешетки М ,М  н {/?} -  точечные.

Теорема 4. Полурешетка <R> точечная, если 
каждый смежный класс эквивалентности R является 
элементом М.

В этом случае минимальными элементами полу­
решетки <R> являются все смежные классы экви­
валентности R  и только они, а всякий другой ее эле­
мент, будучи интервалом и одновременно объеди­
нением некоторых минимальных элементов, равен 
сумме последних. Этим теорема доказана.

А д е к в а т н ы е  м о д е л и  ф у н к ц и й

Имеются в виду функции на полурешетках, т.е. ото­
бражения полурешеток в полурешетки. Области опреде­
ления и значетшй функции /  обозначаются D/И  Р/соот­
ветственно. Есть четыре замечательньк класса функций 
на полурешетках [2] -  аддитивные, точечные, монотон­
ные и квазимонотонные. Функция точечная, если на 
любом элементе области отределения ее значение равно 
сумме значений на точках последней, содержащихся в 
данном элементе. Функция называется аддитивной, если 
она является гомоморфюмом полурешеток. Функция /  
монотонная, если а<Ь=>^а)^Ь). Функция g  реализует 
функцию А если и g (a )^a )  для всех в в Функ­
ция называется квазимонотонной, если она реализуется 
монотонной функцией. Класс квазимонотонньк функ­
ций является собственным подмножеством множества 
всех функций на полурешетках, монотонные функции 
образуют собственное подмножество в классе квазимо- 
нотонных функций, а аштитивные и точечные — собст­
венные подмножества в классе монотонных функций. 
Классы аддитивных и точечных функций пересекаются, 
но не совпадают. Они не замкнуты относительно супер­
позиции, ко с>'перпозиции адцитивньк или точечных
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функций обязательно монотонные, /^нные классы заме­
чательны тем, что функции на полурешетках простей­
ших компонент современных интегральных микросхем 
(трашист^юв, вентилей, ключей) являются аддитивны­
ми и точечными. Схемы из таких компонент имеют мо­
нотонные функции на полурешетках и реализуют квази- 
монотонные функции. Понятие квазимонотонности яв­
ляется, таким образом, формальным эквивалентом поня­
тия физической реализуемости Конструктивные тесты 
квазимонотонности известны [2, 3]. Один такой тест, 
щзименяемый ниже, имеет следующую форму.

Тест квазимонотонности. Функция /  квазимо- 
нотонна, если и только если для любого подмноже­
ства AoDp имеющего нижнюю грань в Dp, подмно­
жество ffAJcV/Hueer нижнюю грань в Vp.

Функция g  называется адекватной моделью функ­
ции / с точностью (ст,р), если а и р  суть конгруэнции 
на полурешетках D p  я  Vp соответственно, £)^=£)/Та, 
yg=yptp и g(a)=sup[^a)]p для всех а ъ Dg. Функция /  
сохраняет пару (а,р), если <кт b=>j{a)pj{Jb).

Теорема 5. Пусть g  -  адекватная модель /  с точ­
ностью (а,р). Тогда справедливы следующие ут­
верждения.

(1) Если функция /  монотонная или квазимоно- 
тонная, то функция g также монотонная или квази- 
монотонная соответственно.

(2) Если функция / сохраняет (а , р) и аддитивна, 
то функция g  также аддитивна

(3) Пустьу%о (/|. функция’ go есть weKWrHM* 
модель функции fo с точностью (5, р), функция gj для 
/=1, ..., т есть адекватная модель ф ункции/ с точно­
стью (a,5i), 5=5ix...x6„ и A=go(gi,...,gm). Тогда если 
функция fo монотонная, то g ^ ;  если же функция /  
сохраняет (5, р), то g=h.

Доказательство. Пусть aeDgK beDg.
(1) Если функция /  монотонная и а<Ь, т о / а ) ^ 6 ) ,  

1Л‘1)]р^[/(6)]р, 8ир[Да)]р<8ир[ДЬ)]р и g(fl)$g(fe), т.е. фун­
кция g  монотонная.

Если ф(а)<у(а) и адекватная модель функции ф с 
точностью (о,р) есть ф, то [ф(а)]р:$[/(а)]р, 8ир[ф(а)]р5 
<8ир[Да)]р и V|/(a)<g(a), что ввиду утверждения для 
монотонности доказывает квазимонотонность g  при 
условии квазимонотонности/

(2) Пусть /  сохраняет пфу (а, р). Тогда для любого 
x e D p  ввиду xosupMo имеет место/ x ) p /(s u p [x ] q)  и , сле­
довательно, 8uplXx)]p=8up[/(8up[x]„]p. в  этом случае если

то можно записать g(o©6)=sup[/(a0&)]p= 
=sup[/(8up[a]p08up[A]o)]p=8up[/(sup[ar+-fe]a)]p=sup[/a+-6)]p= 
sup(lAa)]p+[^6)]p)==8upl/a)]pesupl/6)]p=g(a)0g(fcX т.е. из 
аддитивности/ следует аддитивность g.

(3) По условию g/(a)=S4)[/5(a)]8( для всех #=1....... т.
Отсюда Д а ).. .Д а )^ ,(а ) .. .g „ j(a )^ [/;(a ).. Ma)]seDjat5. 
Поэтому, во-первых, (/i(a).../„(a))(8g,(a)...g„(a)), во- 
вторых, 8up[^(g,(a).. .gm(a))]p=go(gi(a).. gm(a))=A(a). 
С другой стороны, g(a)=sup[/a)]p= svp^fii^)- ■ М Щ у

Если функция/  монотонная, то 
sup[/J(/i(fl).. ./,(a))]p^up[/o(gi(a).. .g^a))]p,T .e.g(a)^a).

Если же fo сохраняет пару (5,р), то
.fm{a))pfolg\{a).. .g ^a )),

sup[^(g,(a)...g,/a))jp=go(g,(a)...g„(o)), т.е. gf,a)rKa)- 
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Теорема доказана.
Утверждение (3) теоремы допускает следующую 

интерпретацию: заменив в какой-либо функциона­
льной схеме функции элементов их адекватными 
моделями, получим схему, функция которой реали­
зуется адекватной моделью функции прежней схе­
мы, если функции элементов монотонные, и совпа­
дает с ней, если функции элементов сохраняют точ­
ности их моделей.

В [2] приведены примеры функций на полурешет­
ках, показывающие, что свойства точечности и адди­
тивности функции в ее адекватной модели могут те­
ряться, причем точечность может теряться даже тогда, 
когда точность модели сохраняется функцией.

Адекватные модели автоматов

Конечный автомат 5 ==(А!;й  I'. W ) .  где А '-  входной и Y 
-  выходной алфавиты; Q -  множество состояний; ф  -  
функция переходов; ф: Х у-Q-^Q, и  ф -  функция выходов, 
фАх^->Е; назьшается автоматом на полурешетках, 
если в нем X, Q и Y  суть полурешетки. Всюду далее под 
автоматом подразумевается именно автомат на полуре­
шетках. Автомат называется аддитивным, монотонным 
или квазимонотонным, если соответственно таковы его 
функции переходов и вькодов. Автомат L={UJ^,VX,b) 
назьшается гомоморфным образом, или моделью авто­
мата S, если существуют эпиморфизмы полурешеток 
h]X->U, hi.Q-¥P, hj.Y->y, такие, что для всех xq в XxQ  
Агф (х,ф]г=Ц/трс^^); Азф(х,^=б(А|Х,/15̂ ;  -в'этом «случае 
h\h2fb назьшается гомоморфизмом S на L. Гомоморфизм 
h\hJb называется изоморфизмом, если h\, Аз суть изо­
морфизмы полурешеток. Автоматы изоморфны, если су­
ществует изоморфизм одного из них на другой.

Теорема 6. Любая модель аддитивного, моно­
тонного или квазимонотонного автомата является 
соответственно аддитивным, монотонным или ква­
зимонотонным автоматом.

Доказательство. Для доказательства теоремы до­
статочно показать, что если не квазимонотонный, не мо­
нотонный или не аддитивный автомат является моделью 
автомата S, то автомат S  также не квазимонотонный, не 
монотонный или не аддитивный соответственно. Для 
этого, в свою очередь, достаточно убедиться в том, что 
если функция А или функция 5 автомата L не квазимоно- 
тонна (не монотонна или не аддитивна) и автомат S  го­
моморфно отображается на Z,, то функция ф и.ти соответ­
ственно функция ф автомата S  также не квазимонотонна 
(не монотонна или не ад дитивна соответственно). Сдела­
ем это для функции переходов, для функций выходов 
рассуждения аналогичны.

Пусть далее А/зАз есть гомоморфизм 5  на Z. и функ­
ция X не квазимонотонна. Тогда по тесту квазимонотон­
ности существует подмножество А={M(Pi,..., u„p„}cUx.P, 
имеющее нижнюю грань в IMP, такое, что подмножест­
во Х(Л)сР не имеет нижней грани в Р. Определим 
Ху = 8up А,"' (му) и = 8up Aj' {р , ) для /=1,..., т к  В=

={xiq^i,..., x„pi„ ) ^ kQ. Входные символы щ,..., и„ имеют 
общую нижнюю грань в U, состояния pi,..., р„ имеют 
общую нижнюю грань в Р, поэтому входные символы 
X),..., х„ имеют оби^ю нижнюю грань в X, состояния 

Ят -  общую нижнюю грань bQ,& подмножество В -



ни ж ню ю  грань в X xQ .  И з сосш ю ш ений гомоморфности, 

связы ваю щ их i  и S , сл едует  Ц4У=Н2Ц1(В), поэтом у (щ /Щ ) 
не им еет  ниж ней грани в  Р . Е сли ж е  допустить, что  

функция v|/ квазимонотонна, то  п о  тесту квазимонототт- 
ности подм нож ество у(Д )с=(? б уд ет  иметь ниж ню ю  

грань в 2 , а  подм нож ество поскольку Аг -  го ­
м ом орф изм  Q m P , -  н и ж ню ю  грань в Р. Следовательно, 
фунютия v(/ не квазимонотонна.

П усть  теп ер ь  ф унк ция X н е м он отон н а , т .е . с у щ е ­

ств у ю т  U\p\ и  U-2P 2 в  Ш Р  таки е, ч то  и\Р\<и-2Рг и  не  

X (« i/? i) ^ ( mjP 2)- О п р ед ел и м  X/=sup А,"'(« ,) и  ^ /=

= su p  А*' (р ,) дл я  / = 1 , 2 . И з u\P]<U2P 2 с л ед у е т  x i q i ^ x ^ 2-

К р ом е то го , A2V|/(x , ,^ i)= X (« i,P i)  и h 2̂ { x 2, q i r M u 2j h ) ,  
п о эт о м у  н е  A2V |/(x i,^ i)^ 2V f e . 92)  и, сл едов ател ьн о , н е  
v|/(xi,9 i)^  v|/(x2,92)> т .е . ф унк ция v|/ н е  м он отон н а.

П усть теперь функция X не аддитивна, т.е. сущ еству­

ю т  U\p\ и  в IM P  такие, что X(miP i+ « 2Pj)^X(M|Pi)+- 

+Х(и2Р2)- В  этом  случае для л ю бы х Л,"' (и/) и  

(р,) для /*^1 , 2  м ож н о  записать

A24/(x,̂ ,+X292)=*24<X,+X2,̂ ,+qi)=X(Ap:,+Apr2,A2<7i+A292)=
=X(«/7,+1<^^X(w,P,>fX(W2j!^A2V|/(x,,9,)f/^V(X2,^2^

=*2(V(jCb9l)+4/(X2,q'2)),
откуда

V(Tigi+JC2<72>'KjCl l̂)+'K^2.<?2), 
т.е. функция не аддитивна. Т еорем а доказана.

Д ля автомата S  и конгруэнций а ,  Р, у  на его  полу- 
реш етках X , Q , Y  соответственно определяется автомат  

S t a P y = ( A l 'a ,^ p ,y t y ,v |/ ’,(p’), в котором у ’ и ф’ являют­
ся адекватными м оделям и ф ункций ф  и ф с  точностям и  
(а х р ,р )  и (а х р ,у )  соответственно. Е сли о н  является м о ­
дел ью  автомата S , т о  о н  назы вается адекват ной м оде­
лью  авт омат а S  с  т очност ью  сф у. Т ройка конгруэн­
ций ос, Р, у  ст абильна в  авт ом ш пе S, есл и  пара (осхр,Р) 
сохраняется ф ункцией ф , а  пара (а х р ,у )  -  фунтщией ф.

Т еор ем а  7. Е сли тройка конгруэнций осРу стабильна  
в автомате 5 , то  автомат sT a P y  является м оделью  авто­
мата 5  и, следовательно, его  адекватной моделью . О б ­
ратно, если автомат L  является м оделью  автомата 5 , то  

сущ ествует стабильная в S  тройка конгруэнций а Р у  та­
кая, что L  и  STocPy изоморф ны  и, следовательно, L  и зо ­
м орфен адекватной м одели S  с  точностью  осРу.

Д ок азател ь ств о . П у ст ь  о т о б р а ж ен и я  h i ’JC -^X X a , 
-  к а н о н и ч еск и е  го м о м о р ф и з­

м ы  п ол ур еш еток , т .е . A i(x )= su p [x ]„ , A2(^)=sup[(y]p, 

Аз(у)=8ир[у]у. П у ст ь  x q e X x Q ,  x*=sup [x]„ , q'=s\xp[q]fi. 
Т о гд а  A i(x’)= x ’ = A ,(x ), x ’ctx, h 2iq ')= q '= h 2{ q \  q ' ^ q  и  в 
си л у  ста б и л ь н о ст и  т р о й к и  а Р у  в S  б у д е м  и м еть  

Ф(х ,9)Р ф (х ’,^ ’)  и ф (х ,9 ) уф(х ’,9 ’) ,  п о эт о м у

ф ’(х ’,^ ’)= 8и р [ф (х ’,9 ’)]р=8ир[ф(х,(?)]э  

и ф ’(^ ’.9 ’)=5и р[ф (х’,(у’)]^=8ир[ф(х,д')]^, отк уда  п о  о п ­

р ед ел ен и ю  А2 и  Аз с л ед у е т  h 2\^ l(x ,q )= \^ '(x \q ’)= 
=Ф ’(А,х ,А29) и Азф(х ,^')=ф ’(х ’,9 ’)= ф ’(А|Х,А29). Таким  
обр а зо м , А1А2А3 есть  го м ом ор ф и зм  S  на S t a p y .  Э тим  
док азан о , ч то  S T а р у  является м о д ел ь ю  S.

Для доказательства второго предложения те^земы  
рассмотрим тфоизвольный гомоморфизм A1A2A3 автомата 

5  на автомат L  П усть о ,  Р и у  являются ядф ны м и кон­

груэнциями эпимт^эфизмов h \X -¥ U , h2.Q -*P  и h ^ .Y -^V  
соответственно. Тогда если ааЬ и  p^q, то h\{dy=h^{b) и 

Н р ) = Н я \  в силу чего Х(А|0,А^)=Х(А|АЛ<?)=Л2ф (а/з)=  

= Н г^Ь 4)  и 5(А,й^А2р)=б(А,А/ад)=Азф(а/?)=Азф(А,?Х поэ­
тому ф(а/з)рф(А,<7) и ф(о/>)уф(А,^Х т.е. тройка конгруэн­
ций а р у  стабильна в 5 . Определим июмсффизмы  полу­

реш еток g x X \a -* U , g 2- ^ ^ P ,  g Y .Y T y -^y  как g,(x>= 

=^i(xX е М У Ы я Х Ф )= 1ь(у)-  Пусть ф ’ -  функция пере­
ходов и ф ’ -  функция вы ходов автомата S t аР у. Тогда  

ф ’(х,9>=«ф['»'(^^Ь и ф’(х,<7)=81ф[ф(х,^)Х, 
поэтому ф ’(х ,^)Рф (х,^) и ф ’(х,^)уф(х,д'Х откуда по опреде- 
леш оо Р’ м у  следует А4ф ’(х,^)=А2ф(х,дг)=Л(А1Х,/ед) «  

Азф’(х,<7)=ф(х,<7)=б(А1Х,А213'Х в силу чего по отфеделению  
g i, g 2 и g 3 им еет м есто g i ^ \ x 4 ) = 4 g ^ & i )  и 

= 6(g ix ,g 2̂ X Таким образом, g i^ 2g 3 есть изоморфизм  
S ta P y  HaZ,. Теорема доказана.

В  силу этой теоремы все м одели л ю бого автомата 
на полурешутках с  точностью д о  изоморфизма исчерпы­
ваются его адекватными моделями; последние, в свою  
оч ф едь , полностью хф акгеризую тся в терминах ста­
бильных троек конгруэнций на полурешетках автомата.

И з теор ем ы  7  и п р едл ож ен и я  (2 )  теор ем ы  5 
с л ед у ет  такж е, ч то  адекватны е м о д ел и  аддитивн ы х  
автом атов аддитивны .

Адекватные модели 
полурешеточно упорядоченных алгебр

Если А  -  полуреш етка и П  -  м нож ество некото­
ры х конечно-местны х операций на м нож естве А , м оно­
тонных относительно порядка в полуреш етке А , то  пара 
(А, П )  называется полуреш ет очно упорядоченной ал­
геброй. В  этом  случае, если р  -  конгруэнция на со -  
произвольная п-местная операция в П , сОр -  ее  аде­
кватная м одель с  точностью  (р", р ) и Ор={сОр;соеП}, то  
пара (>4Тр, Г2р) является также полуреш еточно упоря­
доченной а л г ^ р о й  и  называется адекват ной моделью  
алгебры (А, П ) с т очност ью  р.

А дек в атн ы е м о д е л и  п о л у р еш ет о ч н о  у п о р я д о ­
ч ен н ы х а л гебр  п р и м ен я ю тся  в адек в атн ом  м о д е л и ­
ров ан и и  с  р азл и ч н ой  с т еп ен ь ю  т о ч н о ст и  и н те­
гральны х с х ем  л о г и ч еск о г о  уп р ав л ен и я . П ри м ер ы  
эт о г о  м о ж н о  най ти в [2 ].

ЛИТЕРАТУРА

\. АгибаловГ.П., Буэаиов В.А., Липский В.Б., РумянцевБ.Ф. Логическое проектирование переключательных автоматов. Томск: Изд-во 
Том, ун-та, 1983. 154 с.

2. Агибалов Г.П. Дискретные автоматы на полурешетках. Томск: И зд-во Том. ун-та, 1993.227 с.
3 .  -Агибалов Г./7.1^азимонопгонмые функции и их м инимизация//К ибернетика. 1989 .№ 2. С. 111-113.

Статья поступила в научную редакцию  21 февраля 2000 г.

121


