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делению к станд^лной нормальной си^чайной величине.

Аналогичными выкладками можно показать, что 
при X -+00 процесс Яу. сходится п6 ^тасйределе-

нию к нормальному случайному процессу.
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Перейдем к нормированной величине
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П О С Т Р О Е Н И Е  Т Р Е Н Д О В Ы Х  М О Д Е Л Е Й  
П Р О Г Н О З И Р О В А Н И Я  С П Р О С А  Н А  У Г О Л Ь

П о данным о  продажах фирмы, занимающейся поставками 
анализ спроса на уголь и строится прогноз с использованием

Прогнозирование является одной из наиболее важных за
дач при приняпш управленческих решений. Для предсказания 
поведения спроса в будущем и вычисления ошибок прогнози
рования требуется некоторая информация, касающаяся пре
дыстории спроса В связи с этим для анализа спроса приходит
ся использовать данные о продажах Если неудовлетворенный 
спрос откладывается до очередной поставки угля на склад, то 
данные о продажах можно считать условно эквивалентными 
данным о спросе. Под условной эквивалентностью потфазуме- 
ваегся возможное искажение юфтины спроса вследствие того, 
что момент продажи связан с моментом выполнения заказа на 
поставку, поэтому временной характер продаж может отли
чаться от картины возникновения спроса во времени.

Данные о продажах угля тфедставляют собой дина
мический временной ряд. На рис. 1 они изображены 
графически. На графике продаж угля имеются отчетли
вые годовые периоды, присутствуют резко выраженные 
пики, амплитуда колебший постоянна. Пики объясня
ются наличием сезонности. Действительно, весной стфос 
на уголь резко возрастает в связи с началом навигации.

каменного угля в районы Томской области, проводится 
трендовых моделей.

Потребтели пытаются как можно больше угля вывезти 
по «большой» воде -  это гораздо дешевле. Однако суще
ствует ряд клиеигов, которым выгоднее возтлъ уголь 
автогтранстюртом или железной дтфогой, что объясняет 
наличие сгфоса в другое время года.

Так как спрос на уголь имеет явно выраженный 
сезонный характер, для составления прогноза спро
са исследуем следующие две модели представления 
временных рядов: аддитивную модель [1] и модель 
тригонометрического тренда [2], представленные 
ниже соответствующими уравнениями (1) и (2):

у, = т , -Es,-i-8 ,,V / = l ,T ,  (1)

где т, -  гладкая составляющая ряда, л s, -  сезон
ная компонента;
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Эти модели состоят из детерминированной со
ставляющей и ошибок наблюдения е , , где ошибки 
можно считать случайными с математическим ожи
данием Ее, = О и дисперсией

De, = о *  < 00, COV (e ,,e * )  = 0 ,V /? t* .
Оценочные значения для моделей (1), (2) можно

Лредстарц,т14в,врд.е(3),(41: . . . .... ..............................
y ,= m ,+ s ,  V/ = I ,T . (3)

--■г
= “ о + ^  « 27-1 ^

Воспользовавшись методом наименьших кваоратов 
оценки параметров а , ,  i = 0 , m - l  модели (2Х будем 
иметь следующий вид оцениваемых коэффициентов [2]:

Рис. 1. График продаж угля 
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Так как анализ спроса проводится по данным о 
продажах за три года, а спрос является сезонным с 
лагом в один год, то Т  = 36, m = 12 .

Для по;1учения оценок аддитивной модели (1) был 
использован метод сезонной декомпозиции [1].

На рис. 2 изображены значения спроса на уголь, по
лученные по моделям (3) и (4): сплошной линией изо
бражены наблюдаемый (фактический) спрос, пунктир
ными -  значения, полученные моделированием.

----- Л р о п к » ,к п о л ы у я м о д е л > (3 )

----- П рогяся,всполь2у1 модель (4)

Рис. 2. График фактических объемов продаж угля 
с прогнозными значениями, полученные по формулам (3), (4)
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Исследуя остатки модели (разность между на
блюдаемыми и модельными значениями), мы мо
жем оценить степень адекватности модели. Если 
модель подобрана правильно, то остатки будут вес
ти себя достаточно хаотично, в известном смысле 
они будут напоминать белый шум. В остатках пра
вильно построенной модели не должно быть систе
матической составляющей, резких выбросов, в че
редовании их знаков не должно быть никаких зако
номерностей, и, наконец, остатки должны быть не
зависимы друг от друга.

Проверим свойства остатков модели тригономе
трического тренда (4). Выборочное среднее остат
ков Ее, «  О; несмещенная оценка среднеквадратич

ного отклонения а ,  =4460. Рассмотрим гипотезу о 
согласии распределения остатков с нормальным 
распределением. На рис. 3 изображена гистограмма 
(оценка плотности распределения) остатков модели 
с наложенной на нее плотностью нормального рас

пределения. Значение статистики X* = 2,689, веро
ятности р=0,44. Так как вероятность р неправильно- 
1̂  отвержения гипотезы, когда Ьна верна, до^оАьно 
большая, то гипотеза о нормальности остатков мо
дели принимается на уровне значимости а=0,05.

Рис. 3. Гистограмма остатков 
построенной модели (4)

Исследуем зависимость между остатками. Так 
как е, -  нормальные случайные величины, понятия 
некоррелируемости и независимости эквивалентны. 
Гипотеза о независимости остатков имеет вид: 
Но:р*=0, Л=1,2,... , тогда Н , : ЗА ; Р;̂  0 -  альтерна
тивная гипотеза.

Если статистика

то гипотеза отвергается на уровне значимости 
а  (следовательно, остатки зависимы), иначе -  нет 

оснований отвергать гипотезу Н д .

Обычно гипотезу Н д : р* = 0 проверяют для

к = 1,5+8. Если для всех к  гипотеза принимается, то 
считается, что модель адекватно отображает экспе
риментальные данные. Проведем соответствующие 
вычисления для остатков модели (4).

Проверим гипотезу Нд :р* = 0 д л я  А=1: статис
тика критерия равна 0,765, что меньще значения

0.5а) = 2,03, следовательно, Нд верна на 
уровне значимости а  = 0,05. Для остальных значе
ний к результаты вычислений приведены в табл. 1, 
из которой видно, что гипотеза Н д : р^ = 0 гринимает- 
ся для всех к на уровне значимости а  = 0,05.

Т а б л и ц а !

к Статистика
критерия

Табличное значение 
5 /т .* .2 (1 -0 ,5а)

2 0,209 2,03
3 1,255 2,03
4 0,814 2,04
5 0,856 2,05
6 0,984 2,05
7 0,088 2,05

График автокорреляционной функции остатков на 
рис. 4 показывает, что ни один из коэффициентов авто- 
корхяяции значимо не ошичается от н р я  при а  = 0^05.

Рис. 4. Автокорреляционная функция 
остатков модели (4)

Так как остатки нормально распределены с нулевым 
средним, конечной дисперсией и независимы, конечной 
дисперсией и независимы, построенная прогнозная мо
дель адекватно описывает реальные данные. Аналогично 
исследуются остатки аддитивной модели (3).

В качестве меры того, насколько хорощо модель 
описывает систему наблюдений, рассмотрим коэффи
циент детерминации Л*, который дает долю объяс
ненной дисперсии на базе выбранной модели, и, чем 
ближе Л* к 1, тем лучше выбрана модель. Для модели 
тригонометрического тренда =0,792, для аддитив
ной модели -  0,767, поэтому прогноз спроса будем 
строить на базе модели тригонометрического тренда
(4). В связи с небольшим количеством данных есть ос
нования полагать, что эта модель достаточно хорошо 
описывает их.

Предполагая, что структура спроса на уголь в 
1999 г. существенно не изменится, используя пред
лагаемую нами модель тригонометрического тренда
(4), построим прогноз продаж угля на 1999 г. Про
гноз строится на основании уравнения [2]:
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Vt = 1,12, Т = 3 6 , /я = 12. 
Доверительный интервал для прогнозных значе

ний [2] имеет вид:

Ут»- t
1 - 0 . 5 а

где ет̂  -  оценка диспфсии случайной составляющей, 

А-о,5а ( ^  ~ ̂ ” )  ~ квантиль уровня 1 -  0,5а расгределения 

Стъюдента с числом степеней свободы Т-т, а  = 0,05. 
Результаты прогнозирования и построения довери
тельного интервала изображены на рис. 5.

прогитаныс значения 
пропаж угля иа 19Ч9г, 
ПовсрнтслытЯ иптсраал

Р и с. 5. Г р аф и к  п р о д аж  с  п о стр о ен н ы м  п р о гн о зо м

В результате анализа временного ряда продаж 
угля удалось построить модель, отображающую ис
ходные данные. Сезонная составляющая модели бы
ла представлена в виде тригонометрического трен
да, что привело к функции оценки спроса вида (4). 
С помощью этой модели на основе наблюдаемых

значений продаж за 1996-1998 гг. был построен 
прогноз спроса на уголь на 1999 г.

Важно отметить, что прогноз является основным 
ориентиром, позволяющим определить потребности 
потребителей, и неверный прогноз может повлечь 
за собой значительное уменьшение прибыли.
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Ю .И . П араев

РЕШ ЕНИЕ ЗАДАЧИ ОБ ОПТИМАЛЬНОМ ПРОИЗВОДСТВЕ, 
ХРАНЕНИИ И СБЫ ТЕ ТОВАРА

Обсуждается задача об управлении процессом производства, хранения и сбыта товара с  точки зрения теории опти
мального управления. В отличие от работ [1, 2] вводится дополнение в математическую модель рассматриваемой за
дачи, связанное с  учетом количества средств у потребителя, предназначенных для покупки товара. Основной резуль
тат состоит в том, что при конечных начальных средствах время производства товара уменьшается, причем тем боль
ше, чем меньше количество начальных средств.

В  н асто я щ ее  вр ем я  в о зм о ж н о сть  и сп о л ьзо в ан и я  м атем ати ч ес к и х  м ето д о в  д л я  и с сл ед о в ан и я  э к о н о м и ч е с к и х  п р о ц ес
со в , в  т о м  ч и сл е  и  п р и  р еш ен и и  зад ач  м ар к ети н га , зав и с и т  о т  р азр а б о тан н о сти , с л о ж н о с ти  и  ад е к в а т н о с т и  с о о тв е тст 
в у ю щ и х  м атем ати ч ес к и х  м о д ел ей . В  [1] п р и в ед ен а  и  п р о ан ал и зи р о в ан а  д и н ам и ч еск а я  м о д е л ь  п р о ц е с с а  п р о и зв о д с тв а , 
х р ан ен и я  и  сб ы т а  т о в а р о в  п о в сед н е в н о го  сп р о са . В  [2] э т а  м о д ел ь  н еск о л ьк о  у то ч н ен а , и  д л я  н ее  р е ш е н а  за д а ч а  о б  о п 
ти м ал ь н о м  у п р ав л ен и и  п р о ц ессо м  п р о и зво д ства , х р ан ен и я  и  сб ы т а  то вар а . В  н асто я щ ей  р аб о т е  в в о д и т ся  д о п о л н е н и е  в 
м атем ати ч ес к у ю  м о д ел ь  р ассм атр и в ае м о й  зад ач и , с в я зан н о е  с  у ч ето м  к о л и ч ест в а  с р ед ств  у  п о тр е б и т е л я , п р е д н а зн а ч е н 
н ы х  д л я  п о к у п к и  то в ар а . Д л я  п р о сто ты  п р о в ед е н и я  а н а л и за  в л и ян и я в в о д и м о й  х а р а к те р и с ти к и  н а  р е ш е н и е  зад ач и  р а с 
см атр и в ает ся  у п р о щ ен н ая  м о д е л ь  с  то в ар о м  н е о гр а н и ч ен н о го  спроса.
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