
-  есть приращения шенноновских количеств инфор
мации соответственно канала с памятью и канала без 
памяти. Подставляя (3.4) и (3.5) в (3.3), получаем

Л,, = —In rifm)

внее канала с памятью всегда. Следовательно,

как функция от Г* является монотонно убывающей, 
если (С о,С ,)й  Л/ (рис. 2).

(3.6)
2 L r ( ^ ) J

Рассмшрим зависимость Л , от п^мметра /*, ха

рактеризующего глубину памяти канала наблюдения. 
При малых когда at' « 1  (exp{-ar*}s 1), имеем

К , . Ш ■+А®,^,,где

К ,  = -1 п 1+
у ’(2С?оС?. +G,^) 

V-t-r'G l .
(3.7)

Как видно из (3.7), Д® ,_ > 0 , если (С о ,С ,)й А /, и 

< 0 , если (С (,,С ,)б А / (рис. 1), где 

j(Go,G,):G,^-H2GoG, < о} т.е. если (Go,G,) г  А / , то

[фи малых t '  канал с памшъю несет в себе больше со
вместной информации о значениях х, и х , ,  чем канал

без памяти. При больших t ' , когда at' » 1  

( ехр{- а /’ } = о ), имеем 4  , где

Рис. 2

Это говорит о том, что при t <t',g у где

/* * •= - In G ,(F  + y ‘Go')

"  G o [jv ^  + y \V G ^  + y 'G ^ ,G ^)-v 'j

д : ,  =-!-ln s.'m 2 1 - 1
(Y*)GoG,^ (3.8)

[v + y'G ^][y + y 'G l] \

откуда следует, что 4 /  ® больших t '  ди-* Ч
скретный канал наблюдения без памяти информати-
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УДК 519.2

Н .С. Демин, О.В. Р ож кова

РАСПОЗНАВАНИЕ В СТОХАСТИЧЕС1СИХ СИСТЕМ АХ  
В СЛУЧАЕ НАБЛЮ ДЕНИЙ С ФИКСИРОВАННОЙ ПАМ ЯТЬЮ

в  классе нерандомизированных байесовских решающих правил решена задача распознавания в случае, когда нена
блюдаемым является процесс с непрерывным временем, а  наблюдаемыми являются процессы с непрерывным и дис
кретным временем, которые зависят не только от текущих, но и от произвольного числа прош лых значений ненаблю 
даемого процесса.

1. Постановка задачи
Ненаблюдаемый л-мерный процесс х, и на

блюдаемый / -мерный процесс z, с непрерывным 
временем заданы на решениях стохастических диф
ференциальных уравнений [1]:

dx,^F{t,e)x,dt+<t>^{f,e)da),,t'^0, (1)

dz,= нХив)х, -н|:яДг,0)х,, ^d>St)dv,, (2)

а 9 -мерный наблюдаемый процесс ’7(^п) 
кретным временем имеет вид

riit„ )^G ,{t„ ,e)x ,^  (3)

где т  = 0,1,---; 0 < t^ < t^  <...<r^<t„<it.
Предполагается: 1) процессы со, и v, являются 

соответственно г,-мерным и -мерным стандарт^ 
ными винеровскими процессами [1];
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2) веС 1, ={0g,6j. . . . . }  с заданными вероятно

стями P o {e j)= P ^= ^O j\j = Q\r, (4)

3 )  щх)цесс 4ifm ) являетсягфивсех в - 0 j ,  j  = 0\r, 
белым гауссовским с математическим ожи11анием bJiQ ( 
и матрицей интенсивности

4) Хд при e = 6j является нормальным с гсфамет- 

рами ;

5) матрицы R{t)=<Pi{t)0{Q{t,ej)=0i{t.e^'[{t.e).

для всех 0J, 7 = 1 ;г , являются положитель

но определенными;

6) X g,t» ,,v ,,^r„) независимы.

Требуется по совокупности реализаций 

z j = {z(j); О S 5 < /} и = {?т(/о

решшъ задачу распознавания гипотез Я ^{в  = tfj},

j  = 0; г. Поскольку в классе нерандомизтфованных бай
есовских стратегий достаточными статистиками являют^ 

ся отношения правдоподобия Л ,{в у в ^ ,т о  т  нахож

дение составляет содержание данной работы.
Обозначения: / ’{ •} -  вероятность собьпия; Л/{-} -  

математическое ожидание; м \у \а ,В ]  -  плотность нор
мального (гауссовского) распределения с параметрами 
а У1 В\ |Я| и tr[B\ -  определитель и след матрицы В;
«Ъ> -  транспонирование, если используется как гфавый 
верхний индекс; 1 к  О -  единичная и нулевая матрицы.

2. Предварительные результаты

Пусть х;^ = [xjj ; . . .!  х^^ ] , х^ = [x f I ... I xj!;]^

'̂ N ~

P n*\ ) —

И'1«>)
0̂̂ .0

/ ’ЙЧ)

(6)

о ( f \ n  \ . о / ^  л \ 1

. А т й н  y f j 1

/ ( ф А

. (8)

k = 2-,N, / = 1 ; Я - 1 ,  * > / ,  

где г (/|0^=М ^® (^10^19^.2о. л 7}

Пусть р,(х;хд,|^^] =

---------------- =

< х , х , ' ' ^ x л ,k ,z i ,Л o }  —
--------- ^ 5 ^ ^  ' j =а хдх,^
Л емма 1. Для условных апостериорных плотно

стей (9) имеет место свойство

а ( ^ : % К ) =

~ •^^W+l > Pw+I (’̂ЛГ • )> P n*\ > ̂ 1̂ 7 ))• ®)
Блочные составляющие -см . (5), (6) -  параметров 
распределения (10) на интервалах t „ < t < опре- 

дезрпотс^ ураддецияь^и
</,ц(г10,) = F(t.9j + H i {f\e, У '  {()£ , (а, )l (11)

d,^{т „t\в) = Щ [ \в ] я - '{ д £ ,[ в ) ,  (12)

/ ’( / |0 j = F ( / . 0 , ) r ( / |0 j + r ( / |0 > ^ ( / , 0 , ) +

+ ф, 0J) -  Hl[\e, ) л - 'О)Яд(г|0,), (13)

Г„  Ь  .t\ej)=  - H i  if\e, >г-^ {t)H, {t\ej), A = ТУя, (14)

-Я д"(/|0^ )л -'(г,х ,)я*(/|0^ , А = й я .  (15)

г .  (г*. r,.t\ej)=  - H j  ( /К  y ' i t ) H ,  (/|«9,),

А = й я , /  = 1 ;Я -1 ,А > / ,  (16)
с начальными условиями

4 > > ) = Н - - о к ) -
- С 1 Ц в У ф „ \ в Щ „ \ в Х  (19)

(20)

■1̂0* (^*>^*1^) ~

-G g ^ ( r j0 ,y - ( r j0 ,)G * ( /J ^ ,) ,  (21)
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J +

(25)

(26)

(27)

(28)

-G l( tJ [ e j] w - '( t„ \e ^ t„ \e j] ,  (22)

где cB,[0j)=dz,-

-  (23)

" о ( ^ к )  = Я о ( / , 0 ; ) 4 к )  +

С о (с К )  = С о (г„ ,5 ,)г (/„ -0 |б ^+

^OAf (^nt>®j)~
= 1Go((».9;) i G,{t„,Qj)  i ... i G;,(r..e J .  (30)

Данный результат следует из [3, ч. Щ с учетом того, что 
рассматриваемый в данной работе случай фиксирован
ной памяти, когда = const, является частным случа

ем скользящей памяти, и т* = / -  , г* = const, кото
рый рассматривался в [3].

Л емма 2. Процесс определяемый фор

мулой (26), является при гипотезе Я ^ |0 ~ ^ j}  t^yc- 

совским с параметрами bj{ t̂J  ̂ и w{t„,dj), т.е.

А . (7 1^,) = я [ 7 ; А , ( с Ц '™ к ) ) ’ (31)

где определяется формулой (29).

Доказательство. Использование (3) в (26) дает 
при гипотезе Ну {0 = j для ) с учетом (5>-

(8), (30) следующее представление:

7(^и1^;]ну ~GoN^m>^j)M N+li^N’^m “  j"*" ̂ (^* )  (^7)

Тогда (31) следует из (10) с учетом (32), (5)-(8) и 
условий 3 ,6  постановки задачи.

3. О сн овн ы е резу л ьтаты  

Теорема 1. Отношение правдоподобия д (^у  : 0^) в 

задаче различения гипотез Ну {о = 0у} и Н „ {б = },
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J  = 0 ;г ,а  = 0 ;г , на интервалах t„$t< t„+i огфеделяется 
уравнением

d,A,(ej = Л (^у X

х Л - '( /)  dz,-t{t\e^]dt^ (33)

(24) с начальным условием Л ,(i7y - в а ) -
\n t„ \d ji{  

expj- ̂  [п(/„ \Q j)-b j {t„ ) f  fV (r„ |e у)
X -------------^ ----------------------------------------------------------------------------------------------------------- X

expj -  i  [л(^„ |0a ) -  к  {t. )Г  ̂  ■' |9a )

где д а = Я о ( / , ^ у Я / |0 у ) +

Л н , [ и в ) ^ { т „ \ в ] ,  (35)

a и определяются no (26) и (29).

Доказательство. Из [3, ч. I] следует, что при /„< 

</<г„н-1 для р, (х; Хд,; 0у) =

= р{х, S X, < х ^ ,  ̂  = 0J |zi, 7о” )/ дхЗ х'' (36)
имеет место уравнение

<//^(x;xv;6»y)= + а (х;хд,;<9,)х

X [л(/,х,хд„0у)- R''{t\dz, -  А ^ / | ,  (37)

где А(/,х,Хд„0у) = Я о(т ,^у)х-ьЕ Я у(/,0^х* , (38)

W ) = M [ } { t ,x „ x ^ ,e l z l i i ^ \  (39)

По формуле условной вероятности

а (х;Хд,;^у) = /?(х;хдг|0у)а (^у). (40)

где /?,(х;3сд,|^у) введено по определению (9), а

p ,( e j )= p ^ = e \z [ ,r j : ]  (41)

и являются апостериорными вероятностями гипотез 
Н  = в  j \ j  = Q,r . Интегрирование (37) по х, х^
приводит с учетом (5), (351, (40) к уравнению 

d ,P ,\^ j)=

= a ( 0 ; ) [ # D - ^ ] ' 4 ) [ ^ , - ^ 4  (47)

где Ш ) = 11 р, (^ )л (/|^  ). (43)

Формула (43) следует из (39), (40). Согласно [2] 
имеет место формула

Л ,(^, \р Х ^а )1 Р о [д ^Ш -ва \  (44) 

p{er0a) = p { o ) l l p , ( e X  (45)где



Так как хфоцесс с дифференциалом <В, = 

= dz, -Щ )Л ,  винеровский [1], то дифференцирование 

(45) по формуле Ито с использованием (42) дает:
d ,p X 0 j - e a h p X ^ j . e , y

(46)

Использование (44) в (46) приводит к (33). По фор

муле Байеса для Р,{рХ) при t = t^ имеем

гдер,^-о (^ ) = Р{Р -  ')• Использование (44) -

(45) и (47) дает:

Из (26) с учетом (^ следует, что

^  e’̂ pj- 1  [7 ( '-  \Р, ) -  Ь, (/» )Г X

(49)
Использование (49) при г = j  и i = a  ъ (48) приво

дит к (34). Теорема 1 доказана.
С ледствие 1. Апостериорные вероятности гипо

тез на интервалах определяют

ся уравнением (42) с начальным условием

т М ' \

t e ) = -

/=о

/  ч

которое получается после использования (49) в (47). 

4 . Ч а с т н ы е  сл у ч а и

Теорема 2. Пусть непрерывные наблюдения от
сутствуют. Тогда для справедливо ре

куррентное соотношение

exp|-|[i7t|^J-*y(^»)r^'‘t K )

exp

№ Р Ш
(5 1 )

a  в правых частях уравнений (1 1)-Ч16) отсутствуют

члены , со д ер ж а щ и е Я о|г|б^ |,

Данный результат следует го тeope^яa 1 с учетом то
го, что в случае отсутствия непрерывных наблюдений 
Яо(/,6»)=О ,Я *(/,0)=6>, а при для

Л { ^ г ^ а )  С1фаведливоуравнение d,A,{pj :в^)= 0.

С ледствие 2. В случае отсутствия непрерывных 

наблюдений для Л,(0у.в^^ справедлива формула

n t .

exp

(52)

®Ч>{- { [v fc K )-  w -% \e ^

xpj- ̂ [7(f,|^a)- K { t s t

Ш Й - л И ’
Данный результат следует из (51) с учетом того, что 
Л,^ :^ „ )= 1 . Рассмотрим случай, когда гипоте

зы связаны только с шумом , т.е.

ф . ( 4  я Д ) н я ( / К 0 - ^ о ( / Л
Я Д )  = Я Л / К 0 ^ С * ( ^ Л  (53)

в  этш  случае зависимость от со?д)аняегся только в нача

льных условиях и только ч^зез bj{t„) и v { f„ ,e j\  адиф-

ффенциальные уравнения (11)-(1б) зависят от типа гипоте
зы только чфез начальные условия (17)-(22) указанным 
способом. Если диодхетные наблюдения редкие, то в реше
ниях дифференциальных уравнений (11)416) го интервале 

) тфяегся различие в начальных условиях к мо

менту цземени Т.. С учетом сказанюго, согласно (26),

\ ^ j h ) - ^ 0 ( t m - 0)~

(54)
|к=1

Кроме того, в случае редких дискретных наблюде
ний решение имеет смысл выносгоъ только по те
кущим значениям :б „ ) , которые приобрета

ют вид \m iP j'P a) =
W ifX d j t
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exp

exp

где

Ю Щ Д '

Утверждение. При условиях (53) в случае ред
ких дискретных наблюдений односторонние дивер
генции [2]

ф а )  = М ^ Х ^ ^ : в „ ] н \

= (57)

(55)

(56)

определяются

формулами:

О :» )= ^  I" + 1о-[(Г't | e > ( , . | e j t

+ i [ * > ( ^ J - * . ( c ) r » '- ’t K k ( c ) - 6 . ( c ) l - ? ( 5 8 )
2

M\ m/ j  \ " ' |  J  л  J  ^  ^  и  \  т  / J  2

Формулы (58), (59) следуют в результате непосред
ственного вычисления по формулам (57) с учетом 
(31), (55) и условий 3 и б постановки задачи.
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УДК 519.72

К С .  Д ем ин, И.Е. С а ф рон ова

НАХОЖДЕНИЕ ШЕННОНОВСКОГО к о л и ч е с т )за ’й н ф 6 р м а ц и й  ' * ' *
в  ЗАДАЧЕ ЭКСТРАПОЛЯЦИИ 

ПРИ ПЕРЕДАЧЕ СТОХАСТИЧЕСКИХ СИГНАЛОВ 
ПО НЕПРЕРЫВНО-ДИСКРЕТНЫМ КАНАЛАМ С П.\МЯТЬЮ

Получены уравнения для шенноновской меры количества информации о значениях стохастического процесса в бу
дущий момент времени, которое содержится в совокупности реализаций процессов с  непрерывным и  дискретным 
временем, обладающими памятью относительно ненаблюдаемого процесса.

3) независимы в совокупности.

Задача: найти нопичество информации I',[jc^;zo,77g ] о 

рный наблюдаемый процесс z, с непрерывным време- зшчениях х^, содфжащееся в реализациях z j = {z(s),tg й

1. Постановка задачи

Пусть ц-мерный ненаблюдаемый процесс х, и 1-ме-

нем определяются уравнениями (в смьтсле Ито [1,2]):
d x ,= f{ t,x ,)d t + 0^{t,x,)dw, (< ^ 0 ), (1)

dz, = а{7,х„ х^ )dt + Фг {t)dv, , (2)

S S S т} и 7^' =  {т](1а), 7(7,) Tj{t„ ); /о^ ,5  .

Обоаначшия: М{ } -  математическое ожидание; /> {}- 

в^хшность собьпищ Л^{у; а, В} -  плотность гауссоваюго

Туерный наблюдаемый процесс ф „ ) {т = 0,1,...;7о ^  О) распределения с параметрами а  и В ; 7г[] и [ • | -  след и 
с дискретньтм временем имеет вид ~  ____

где 0 < T f i  < Гд,_, W ,  и V, гр и г^мер-

ные стацдфлные винфовские тфоцеаы; ^(г„) -сгавдф г- 

ная гауссовская -мфная последовательность с 

МЖ^.,)} = 0 и (I-единичная
тиатрииа,В„^ -символ 1фонедера).

Предполагается:

1) матрицы e ( )  = ® i ( K ( ) ^ 4 )  = ^ 2 0 2 ().

^ 0  = *^з( )Фз о  че вырождены;
2) задана начальная плотность

/?,(х) = ЭВ{хо ^ х ] !д х \

Введем расширенные процессы х " , х ^ / ' , х ^ Д  и 

расширенные переменные Хд,, Хд, .̂,, x^,+j:

X.

Х.'̂  =

Х „  =

~АГ+1 1

’^^*1 = [  ? ' ]  • (4)

Количество информации по Ш еннону о значениях 
X , ,  содержащееся в совокупности реализаций, вы
ражается формулой [3]:
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