
—  ̂I Г̂ +1  ̂I ̂ )}. (75)
где Иы*\ (г;у. Г к )  = Mn. x {гдг . О +  ̂ о, . Г, « )Г '' {s , t)^

х [д с '-//(5 ,/)], (76)

^w+i(гдг»̂  I ■*) = Г#+1 (г;̂ >0“ 0̂1 (г#»Л5)Г (^>0^
х(Г о ,(?^ ,Г .4 "- (77)

Использование (16) в (11), (63) дает:
А(/) =  М{й(г,х„х,*')| rJ,77o*}= ЯоМ(хг, I z i,7 "} +

+ 12‘, п : } = н М +  Л (78)*=1 *=1
а{г | х‘) = м {а(/,х„ х,")1х, =x\za,Tio]=

= ЯоМ{х, |х ',г^,7"}+Х Я*м(1(Г,^ l* ',z j ,7 " }  =

Тогда м |[»*(/|х ')-А(/)][«»(/|х ') - А ( г) ] ' |  =

= M |^/f+ i(r)T ''('S .4-« ' ->“ («.г)][х' X

х[х, - / / ( j , o F  Y ' % t W A ) =
х м Ц { х ,  - //(5 ,/)][х , - / / ( s .O F  I }}х 

х Г " ' ( s , /W L i( /)=
= Я ^.,(г)Г-Ч ^, № г ) Г - ‘6 ,^ )Я ^ ,,( /)  =

(85)
Подстановка (85) в (60) приводит к уравнению (72). 

Из (71) следует, что

N

кш\

( 86)
= Я о ;^ ( /и )+ Х Я * Д г * ,Г |5 ) . (79) _  n s w iT Ao/*v /  ^  *л*ч *» I /  V у jg jj  jjpjj ограничениях (15)-(17)

р;“ (х ')= я { х ';//(5 ,/„ ) .Г (5 /,)} , (87)

. V A T f r  . П  ( Л1 р Г ( х*)=я {г'; /г(^ ./.-0 К (.^ -0 )} , (88)
(80) то использование (87), (88) в (86) дает:

^  t a | r ( * . -  0) I -  i  to |r ( , , , .  ) +

Таким образом, А(г | х‘)-А{^) = Яо[и(/1 л ) -

Распишем (76) поблочно и получим

м{( I s) = ^ { t ) + (5, г)Г‘ ' (s, /)х  [х' -  ̂ {s, г)] , ( 8 1 )

fj{T t,t\s) = M {^tj)+  K nh (г* , J  )г ' (5, /)  X

x [ x '- / r ( j , r ) ] .  (82)
Используем (81) и (82) в (80):

а{г|х‘)-А(/)= ЯоГ^5,/)Г‘’(5,/)[х' - / у(д,/)]+

+ Z^*r*,w +i(г*,Г,«)Г‘' (s,t'{x' - //(5,/)] =

2 2 

+ ̂  к  -  fm -  0)Г Г-' { s , t ^ - 0 ) x  

х [ х ' - 0 ) ] - | [ х '  r '( j , /„ )x

ЯоГ{,(5, / ) + ] ^  Я * Г * ^ + ,(т ^ ,/,5 )  г  ( i , / ) x
к=\

x [ x '- / / ( j , / ) ] .
Использование (53) в (83) дает

А(/1х') -А ( /)=  Я^^^,(/)Г■^(^,/)x[x' - / / ( j , / ) ] .  (84)

x[x‘ - ^ ( s ,r „ ) ] .  (89)
Последовательно получаем 

m Jx, - 0) f  r - '( j , r „  - O X x , - 0 ) ] }  = 

=  / г [ м { г ' ( 5 , / „  - 0 )m {[x ,  - 0 ) ] x

X Jjc. - 0 ) Г  I «i.'/o”’’ }}]= < r[l,« ] = И. (90)
Аналогично

u \ x , - f i { s , ) f  Г -’( j , / , )(x, - ^i{s, )]} = Л . (91) 
Использование (90X (91) в (89) с гюследующей под- 
стансжкой в (62) приводит к (73). Теорош 2 доказана. 
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УДК 62-50

В. И. С м агин, К В . П оползухина

СИНТЕЗ СЛЕДЯЩ ИХ СИСТЕМ  УПРАВЛЕНИЯ  
ДЛЯ ОБЪЕКТОВ СО СЛУЧАЙН Ы М И СКАЧКООБРАЗНЫ М И ПАРАМ ЕТРАМ И  

И  М УЛЬТИПЛИКАТРШ НЫ М И ВОЗМ УЩ ЕНИЯМ И
Рассматривается алгоритм синтеза систем слежения по интегральному квадраппному критерию для непрерывных объектов с 
мультигишкапивными возмущениями и  случайными параметрами, описываемыми целью Маркова с конечным числом состояний.
У правление фор мируспз) непосредственно по вектору измеряемого выхода без использования фильтров и каблюдаггелей.

Поведение объекта управления часто описывают сово- описываемые цепью Мгфкова К данному классу могут быть 
купностью стохастических дифференциальных уравнений, отнесены системы, в которых происходит случайное резкое 
которые задают режимы работы о ^ к т а . Между этими от- изменение режима функционирования, возникающее, напри- 
дельными режимами происходят скачкообразные переходы, мер, вследствие внезапных отказов. Кроме того, параметры
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обье1сга могут флуктуировать, математической моделью 
такого явления могут быть адоитивные мультипликативные 
возмущения.

Задачи управления объектами со случайными парамет
рами рассматривались в работах [1-9], в которых в основ
ном исследуются задачи стабилизации либо задачи слеже
ния, использующие обратную связь по состоянию. В на
стоящей работе методы синтеза следящих систем управле
ния по интегральным квадратичным критериям для объек
тов со случайными скачкообразными параметрами и муль
типликативными возмущениями развиваются для систем с 
неполной информацией о векторе состояния, при этом сле
дящая система синтезируется по вектору наблюдаемого 
выхода

Постановка задачи

Пусть поведение объекта описывается следую
щими уравнениями:

i ( 0  =  A ( y ) x ( 0  +  B ( y ) u ( 0  +

Jc(0) = Xo, (1)
J=1

где хеЛ" -  вектор состояния; u(i)eF^ -  угфавление; -

начальные условия {М{хо}=‘х^, М {М {х^х1} = Р^^У, 

q(S)&FC, в( ( )  е R " -  белые гауссовские шумы с характе

ристиками: = О , А/(0(О} = О, (т)} =

= е5 (/-т ) ,М { 0 (О 0 ^(т )}  = J5(f-T), M {q(t)e^(t)} =

= 0; y(0 -  Маковская цепь с дискретным множе

ством состояний: у , , у 2»—.У, (вероятность пфехода из 
/-ГО состояния в j - e  ( г * J )  'за. время At равна 

PijAt + o(At)); A{Y),B(y) и А,(у) (5 = 1 ,...^ )-м атри

цы порядка и х  л, их/, и х  л соответственно.
Здесь приняты следующие обозначения: М  -  опе

ратор математического ожидания, индекс < Т > -  
операция транспонирования, 5(/ -  т) -  дельта функ

ция Дирака, Q = Q^ ^ 0  -  неотрицательно опреде
ленная матрица, / - единичная матрица.

Процесс у(0  зададим уравнением

dYiO = Jvn(<*, dv), у(0) = Yo. 

где Уд -  начальное состояние переменной у ( 0 , пуассо

новская случайная мера А) характеризуется
П

функцией П ,^ idv) = Y p ,M v + y i-y j)d v ,u p T iY  = У- 

j*i
Предполагается, что наблюдению доступен вектор

у (0  = & ( /) ,  (2)

где y e R " ' , S  -  матрица полного ранга. Пусть

^(0 = Rx(t) ( 4 (0  е R " ^ ) -  вектор управляемого выхода 
объекта. Тогда необходимо выбрать такое управление 
и (0  для объекта (1), гфи котором выход объекта 4 (0  
был бы достаточно близок к отслеживаемому сигналу 
z (0  Е /{”' .  Зададим меру близости в виде квадратично
го интегрального критерия

] т
J  = -  Л/{ {(е"  ̂(т)Се(т) + m’'(t)D«(t))A +

2  о

-ье^(Г )£е(Г )/х (0 ) = Хо,у(0) = уд}, (3) 

где е(/) = 4 (/)- z(/); С = ^ 0 , D = >Q, Е = Е \
^  О -  весовые матрицы. Задача состоит в выборе 
такого управления м (0 , при котором достигается 
минимум критерия (3).

Задача слежения для объекта 
с мультипликативным возмущением

В этом случае будем предполагать, что зависи
мость от у в уравнении (1) отсутствует. Структуру 
закона управления для следящей системы управле
ния при неполной информации зададим в том же 
виде, что и в [8]:

u{t) = K {t)y{t)-D -'B '^g . (4)
Тогда основной результат сформулируем в виде 
следующей теоремы.

Теорема 1. Оптимальные коэффициенты пере
дачи в (4) вычисляются по формуле:

K \ t )  = - D - 'B ^ L N S \S N S ^ y \  - (5)

если существуют матрицы N{t) > О, ! ( / )  > О и вектор 

g { t) , удовлетворяющие двухточечной краевой задаче:

N  = AN + N A ^+ '^A ^N A ]+ Q , /V(0) = ?^^, (6)

x  = A x - fV g ,  x(0) = X(,, (7)

- g  = A ^ g -  R ^C z , g{T) = -R '^E ziT ) , (8)

- L  = LA + a 4  + S'^r-'SNLWLNS'^r-'S +

+ 'Z a JLA ,+ C ,L(T ) = R^ER, (9)

{A = А -W IN S'^r ' S ,  0  = Q - W ^ ^ - x g ^ W ,

Г  = SNS'^, W = BD -'B^ , C = R'^CR).
Доказательство. Вычислим значение критерия

(3) при управлении (4):
, т

J  = - j [ t r N  (С + S'^K '^D KS ) + g ’̂ Wg +z'^C z  -

-  2 g '^ B K S x -2 z '^ C R x ] d t + ^ tr N  (T )R '^E R  -

-  z '^ {T )E R x {T ) + j z '^ ( T ) E z ( T ) ,  (10)

где /V = M{xx^ ) , X = M {x) , tr -  обозначает след мат
рицы. Выберем в качестве функции Ляпунова вьражение

1 1 —

V{t,x,N ) = \!f + g^x + - trL N  + - f r j  L Q d t  , ( 1 1 )
2 2 t

где Q -  некоторая матрица (Q  k O , Q ^ Q  + Q ), 
функции \f/,g Ti L удовлетворяют уравнениям:

- v i / = i z " c z - l g V g + i n - e i ,

V (r)  = i z ^ ( D £ z ( r ) , (12)

172



- g  = {A + B K S y g -R ^ C z ,  
g(T) = -R^E z(T),

- L  = L(A + BKS)+{A + B K S yL + C .
Ц Т )  = R'^ER.  ̂ ^

Первые три слагаемые в представлении функции 
Ляпунова (11) являются значением критерия

j[t, г ]  = ^  3 /{  J(e^ (т)Се(т) + (\)Du{x))<h +

+  е ^ ( Г ) £ е ( Г ) /д с ( 0 ,у ( 0 }

при управлении (4) [8], последнее слагаемое также 

неотрицательно при L > Q,Q к  О, поэтому функция 
Ляпунова (11) неотрицательна. Проинтегрируем по 
времени полную производную функции Ляпунова, 
учитывая уравнения для N и х \

V (/, x ,N )d t=  + g ^x  +
О о

+ -  tr lN  + -  trLN ~trLQ)dt==
2 2

T i l
-  J ( /( /4  + BA5)JJ-g*V^ + vj/+g^3f+^Yri^r-' 

0 ^ 2

-  ̂  trL[{A + BKS)N  + N(A + RKS)^ +Q +

X  A,NAJ ]}dt = V|/(n -  v (0 )+ g'^iT)xiT) -

+ ^ tr L { T )N (J )- ^ trL{Qi)N{fS)-]^tr\LQdt. {\5)

-C )-^  g^ + + g ^  X -  CRx -  CRx ■ 

- - z '^ C z - - g ^ W g + - tr L Q } d t -

-  ̂  /r i(0 )e (0 )  + y (̂O) + g" (0)3c(0) +

1^^L {0 )N {0 )-y ,{T ) + g '{ T ) ^ T ) . (18)

Так как значение критерия (18) должно быть всегда 
неотрицательным, то его минимум достигается при

С = С  + S^K^DKS + £  Ail LA,. (19)

-  g"  (O)x(O) + 4/(0) + g "  (Г)х(Г) -  g "  (O)x(O) +

1

2 0
Учитывая (15), квадратичный критерий (10) пред
ставим в эквивалентной форме: 

т ,
J  = J { -  trN(C  + S^K^DKS) + g ^A x^\if +

+ g ^A x + y/-¥g^x + ̂ tr L N -z ^ C R x -  

-  i  z'^Cz -  ̂  g'^ff'g + |/г 1 [ (Л  + BKS)N  +

+ N (A  + B/CS)'^ + e  + E  M  -
I=l

-  i  trL(0)e(0) + ̂ (0 )  + g^ (0)3c(0) +

+ i l ( 0 ) J V ( 0 ) - K r )  + g ^ (D x ( r ) .  (16)

Применяя правила матричного дифференцирования 
[10] к формуле (16), из условия ^ ^ Ж = 0  получим 
уравнение дня вычисления оптимальной матрицы К :

DKSNS'^ + B^LNS^ = 0. (17)
Тогда в силу (17) К  определится по формуле (5). 
Найдём в уравнении для L  (14) выражение для мат
рицы С такое, чтобы критерий (16) был минималь
ным. Для этого правую часть (14) подставим вместо 
L в (16). Выполнив преобразования, получим

J  = ] { - tr N (C  + S '^ K ^ D K S + f ,A ] U ,-

Покажем, что полная производная функции Ляпу
нова при К, равной (S), отрицательна. Это необходимо 
для обеспечения устойчивости в среднем квадратиче
ском [11]. Учшывая (12)-(14) и (19), получим

± V ( t ,x ,N )  = - \ z ^ C z - ^ g ’̂ Wg + 
at 2 2

+z'^CRx -~ tr (S '^Г -'SN'^L^WLNS'^ x 
2

x r ' ' S  + R ^ C R )N -^ tr L (Q -Q -Q ) .  (20)

В силу очевидного равенства trR^CRN = М {{х -  Зс)’  ̂х 

х Л ’̂ СЛ(х-5с)}+Зё’^Л’^С/5 (20) преобразуется:

V(t, x ,N )  = - U z - J S ) ^  C{z - R x ) -  
at 2

- ^ g ^ W g ~ t r L ( Q - Q - Q ) ~ ^ M i x - x ) ^ R ^  X

X CR(x -  3f)} -  ̂  /Г (5  V - '  SN'^L^fVLNS V ' '  S)N.

A  это означает, что полная производная функции 
Ляпунова при выполнении условий теоремы 1 будет 
отрицательной. Уравнения (6)-(9) получаются, если

в уравнения для N  = М {хх^}, х  = М{х} и в (13), 
(14) подставить выражение К, полученное из (17). 
Теорема доказана.

В случае, если канал измфений содержит аддитив

ную помеху y(t)  = Sc(0-t-v(T), где v(^) е  Л"* -  белый 

гауссовский шум ( M{v(j)} = 0, M {v(t)q^(x)} = 0, 

M {v it)e \r )}  = о , A/{v(/)v^ (г)} = VS{t -  г ) , в фор

мулировке теоремы 1 необходимо в (6) матрицу Q 

заменить на Q = Q +BKVK^В ^ - x g ^ W - W ^ ^ , а

матрицу Г  принять равной SNS^ +V.
Отметим также, что в стационарном случае при 

постоянном отслеживаемом сигнале вместо крите
рия (3) необходимо минимизировать критерий

l i m s u p l y  п р и £  = 0 (пара матриц А, В должна 
г ^ о о

быть стабилизируемой). В этом случае задача син
теза упрощается, так как уравнения (6)-(9) стано
вятся алгебраическими:

AN  - ь -h J  AjNA] +Q = Q,
>1
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л  + л  V z  = о, А х -fV g  = О,

LA + A '^L+ S'^r-'SN LW LN S'^r-'S  +

+ 'Z a J u , + c  = o,

- g ,  =(A , -W iG,y  g i -R C z  + ' ^  Pij (gj -  g .),
j=tj*>

(21)
i=i

где A = A -W L N S '^ r 'S ,  Q = Q -W ^ ~ x g '^ W ,  aon - 
iTiManbHbie коэффициеты пфедачи определятся по (S).

Теорема 2. Если существует решение уравнений 
(21) такое, что матрицы N > 0 ,  Z > О и пара матриц

■Jc, А детектируема, то матрица A = A + BK*S 
асимптотически устойчивая.

Доказательство. Последнее уравнение в (21) эк
вивалентно уравнению

(А + B K 'S fL  + L(A + BK ’S) +

+ С + 5^a:‘̂ Z)a:*s + J  aJu , = o.

g ,iT ) = -R^Ez{T),

-G , = AjG, +G,A, - о д е ,  + C  +

+ + tp y ( G j - G ,X  G(J) = R'^ER,

J*t

s = l

и тогда из леммы 12.2 [12] при условии, что L > О и 
пара матриц

i
С + S^K '^D K 'S  + Х  A jU ,  , А + BK 'S  (22)

( 4  = ^ (у ,) ,  д  = а д ,  4^^ = a j y , ) , _

W, = B^D-'Bj. g , = g (y ,) , G, = G (y,) ,  (/ = й )  ) .  
Перейдем к рассмотрению задачи слежения по вы

ходу для объекта (1) и канала измерений (2). В этом 
случае следящая система управления примет вид

1/(0 = -Z )- 'Д7(Д w ‘y ( 0 +g>), (26)

гри у(0  = у, (Г , = SN^S^) ,1демапртць1 Д  = M {x(t) х 

х х ^ ( 0 /у ( 0  = У/}.А и векторы х '̂^ = М {x(t)I y{t) 
= У /}» 8i определяются из уравнений

N, = Я д  + д Л 7  + 2 pij( ^ j - n .)  + q  +

детектируема, следует, что матрица A + B K 'S  асимпто
тически устойчива Применяя тефему 3.6 [12], получаем,

что если пф а матриц -Jc  , А детектируема, то и пара 
матриц ̂ )  также детекпфуема Теорема доказана

7>1

Д ( 0 )  = Л/{ХоХ ? /у(0) = уЛ, (27)

Задача слежения для объекта +
со скачкообразными параметрами.....................................

Рассмотрим сначала случай полной информации 
о состоянии объекта ( Х 0  = ^ (0 )- Применяя прин
цип оптимальности Веллмана, можно показать, что 
оптимальное управление объектом (1) имеет вид

ы* (0  = -D - 'B ^ ( /X G (r )x (0 +g (r ) ) , (23)

где - ^  = (A ( r ) - fV 0 ')G (y )y g -R C z  + 
at
+ t^O^)]. g (T ,r)  = -R ^E z(T), (24)

-  ̂  = A \y )G iy )  + G^(y) -  G (y)lF(y)G(y)+ C + 
dt

+ Е Л ^(У )С (У )Л (У )+

+ y^,[G{y)lG{T,y) = R^ER. (25)

В (24), ^ 5 )  W ir) = B (r )D - 'B ^ ir ) . Так как y(f) -  
мфковская цепь, то обратный троизводящий оператор в 
(24), (25) отределяется по фермуле 91^[р(у)] =

Г ___
= Е / ’!/ (Р(7у)-Р(У /)) Ц?»Г = Г, (1 = !,/■). Тогда уть

;=•
J*!

равление (23) гримет вид u{t )  = -D~'Bj(G,x(t) + gi) 
при у(0 = У/, где G, и g, удовлетворяют уравнениям

Зс<'»(0) = А/{Хо/у(0) = уЛ . (28)
-L, =L,A + A^L, +S'^r;'SN,L,W,L,NXn'S+C +

+ £  А^Ч , Al'^ + £  р ,  (Lj -  L ,), I ,  (Г) = Л "£Л , (29)
J-1 Jm\

- g , =  + £  p,j (,gj -  g , ),
>11*1

(30)

(31)

gXT) = -R^Ez{T).

В (27H 30) Я  = 4  - W 4 N ,S ^ r ; ^ S .
Закон управления (26) имеет структуру 

и (0  = ^ / ( 0 X 0  -  при у (/) = Y, ■
Для доказательства того факта, что в (31) 

K,{t) = -D ~ 'B jL ,N iS ^ r j ' , применим метод, ис
пользуемый при доказательстве теоремы 1. О тли
чие будет заключаться в том, что необходимо 
учесть скачкообразную составляющую. Общая 
схема доказательства останется той же. В стацио
нарном случае, если отслеживаемый вектор по
стоянный, то двухточечная краевая задача (27) -  
(30) сводится к алгебраическим уравнениям.
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