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Теорема 1. Пусть f, g—различные бент-функции от чётного числа переменных
n > 4, построенные с помощью конструкции Мэйорана —МакФарланда при усло-
вии, что перестановка, фигурирующая в данной конструкции, является элементом
GL(n/2,Z2). Если бент-функции f, g самодуальные, то

dist(f, g) ∈ {2n−1, 2n−1 (1± 1/2) , 2n−1
(
1± 1/22

)
, . . . , 2n−1

(
1± 1/2n/2−1

)
, 2n}.

Следствие 1. Пусть f, g—различные самодуальные бент-функции от чётного
числа переменных n > 4, построенные с помощью конструкции Мэйорана —МакФар-
ланда при условии, что перестановка, фигурирующая в данной конструкции, является
элементом GL(n/2,Z2). Тогда

dist(f, g) > 2n−2.
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УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ ВЕКТОРНОЙ БУЛЕВОЙ ФУНКЦИИ
С МАКСИМАЛЬНОЙ КОМПОНЕНТНОЙ АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ

ИММУННОСТЬЮ1

Д.П. Покрасенко

Исследуется максимальная компонентная алгебраическая иммунность и её связь
с матрицами специального вида. Получены ограничения на значения n,m, при ко-
торых возможно существование векторной булевой функции F : Zn2 → Zm2 с мак-
симальной компонентной алгебраической иммунностью.
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Важным криптографическим свойством булевых функций является алгебраиче-
ская иммунность, она была введена в работе [1]. Алгебраической иммуностью AI(f)
булевой функции f : Zn2 → Z2 называется минимальное число d, такое, что существует
булева функция g степени d, не тождественно равная нулю, для которой fg = 0 или
(f ⊕ 1)g = 0.

Данное понятие различными способами было обобщено на векторный случай. Од-
ним из наиболее естественных обобщений является понятие компонентной алгебра-
ической иммунности, введённое в [2]. Компонентной алгебраической иммунностью
AIcomp(F ) векторной булевой функции F : Zn2 → Zm2 называется минимальная алгеб-
раическая иммунность компонентных функций b · F (b ∈ Zm2 , b 6= 0), т. е. AIcomp(F ) =
= min{AI(b · F ) : b ∈ Zm2 , b 6= 0}, где b · F = b1f1 ⊕ . . .⊕ bmfm.

1Работа поддержана грантом РФФИ, проект №15-31-20635.
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Для булевых функций от n переменных известно [3], что алгебраическая иммун-
ность всегда меньше или равна dn/2e, более того, существуют функции, имеющие
AI(f) = dn/2e. В случае компонентной алгебраической иммунности векторных буле-
вых функций также получено [2], что AIcomp(F ) 6 dn/2e. Данная работа посвящена
изучению условий существования векторных булевых функций с максимальной ком-
понентной алгебраической иммунностью равной dn/2e.

Для каждой векторной булевой функции F : Zn2 → Zm2 введём две матрицы MF ,
M ′

F , элементами которых являются булевы функции от n переменных. Построим эти
матрицы следующим способом: в матрице MF j-му столбцу соответствует умножение
компонентной функции b ·F , b 6= 0, на все мономы степени меньше dn/2e, за исключе-
нием тождественно равного нулю монома. Матрица M ′

F строится аналогично, только
вместо b · F подставляется b · F ⊕ 1. Сопоставим вектор a = (a1, . . . , an) ∈ Zn2 мо-
ному от n переменных, где ai = 1 соответствует наличию в мономе переменной xi.
Нумерация столбцов идёт по вектору b ∈ Zm2 , b 6= 0; строки занумерованы векторами
a = (a1, . . . , an):

MF =


f1 f2 . . . f1 ⊕ f2 ⊕ . . .⊕ fm
f1 · x1 f2 · x1 . . . (f1 ⊕ f2 ⊕ . . .⊕ fm)x1

. . . . . . . . . . . .
f1 · x1x2 . . . . . . (f1 ⊕ f2 ⊕ . . .⊕ fm)x1x2

. . . . . . . . . . . .

 ,

M ′
F =


f1 ⊕ 1 f2 ⊕ 1 . . . f1 ⊕ . . .⊕ fm ⊕ 1
(f1 ⊕ 1)x1 (f2 ⊕ 1)x1 . . . (f1 ⊕ . . .⊕ fm ⊕ 1)x1

. . . . . . . . . . . .
(f1 ⊕ 1)x1x2 . . . . . . (f1 ⊕ . . .⊕ fm ⊕ 1)x1x2

. . . . . . . . . . . .

 .

Функции f1, . . . , fn являются линейно независимыми, если выражение a1f1⊕a2f2⊕
⊕ . . . ⊕ anfn, a1, a2, . . . , an ∈ Z2, тождественно равно нулю только при условии a1 =
= a2 = . . . = an = 0.

В работе [4] установлено, что векторная булева функция имеет максимальную ком-
понентную алгебраическую иммунность AIcomp(F ) = dn/2e тогда и только тогда, когда
в матрицах MF и M ′

F элементы любого столбца образуют линейно независимое мно-
жество. В продолжение данной работы получено утверждение, поясняющее структуру
матриц.

Введём новую матрицуM , которая строится из матрицыMF приписыванием спра-
ва от неё матрицы M ′

F . Таким образом получаем матрицу, у которой элементы— бу-
левы функции, количество строк такое же, как у матриц MF и M ′

F , а количество
столбцов увеличивается в 2 раза.

Утверждение 1. Если векторная булева функция F : Zn2 → Zm2 имеет макси-
мальную компонентную алгебраическую иммунность AIcomp(F ) = dn/2e, то в любой
строке матрицы M все элементы попарно различны.

При изучении максимальной компонентной иммунности возникает вопрос о суще-
ствовании ограничений на значения n,m, а также на их связь друг с другом. Получено
следующее соотношение.

Утверждение 2. Векторная булева функция F : Zn2 → Zm2 может иметь макси-
мальную компонентную алгебраическую иммунность AIcomp(F ) = dn/2e только для
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таких n,m, для которых выполняется следующее условие:

m 6 2d(n+1)/2e − 1.
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ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ПОЛУБАЙТОВЫХ ПОДСТАНОВОК
АЛГОРИТМОВ БЛОЧНОГО ШИФРОВАНИЯ МАГМА И 2-ГОСТ

АЛГЕБРАИЧЕСКИМИ ПОРОГОВЫМИ ФУНКЦИЯМИ

Д.А. Сошин

Работа посвящена реализации полубайтовых подстановок алгоритмов блочного
шифрования Магма и 2-ГОСТ алгебраическими пороговыми функциями (АПФ).
Для каждой из подстановок алгоритмов Магма рассмотрен вопрос принадлежно-
сти линейных комбинаций координатных функций к классу АПФ. Для подстано-
вок 2-ГОСТ предложено их задание через линейные комбинации АПФ.

Ключевые слова: алгебраические пороговые функции, подстановки.

В работе [1] вводится новый класс функций, который назван классом алгебраиче-
ских пороговых функций.

Определение 1. Функция k-значной логики fkn : Ωn
k → Ωk называется алгебраи-

ческой пороговой, если существуют целочисленные наборы (c0, c1, . . . , cn), (b0, b1, . . . , bk)
и модуль m, такие, что для любого α ∈ {0, . . . , k − 1} выполняется

fkn (x1, x2, . . . , xn) = α ⇔ bα 6 rm (c0 + c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn) < bα+1,

где rm (y) —функция взятия остатка при делении целого числа y на модуль m
(rm(y) ∈ {0, 1, . . . ,m− 1}); Ωk = {0, 1, . . . , k − 1}; Ωn

k = Ωk × Ωk × · · · × Ωk︸ ︷︷ ︸
n

.

Тройку ((c0, c1, . . . , cn); (b0, b1, . . . , bk);m ) назовём структурой алгебраической по-
роговой функции fkn .

В [1] проведено исследование вопроса реализации булевых функций трёх перемен-
ных функциями из класса АПФ. Для этого доказана замкнутость данного класса отно-
сительно операций перестановки переменных, инвертирования переменных в смысле
Лукашевича и инвертирования функции (геометрическая замкнутость). Геометриче-
ским типом функции f назовём класс эквивалентности относительно указанных пре-
образований. Для булевых функций от трёх переменных доказано, что только гео-
метрический тип с представителем f(x1, x2, x3) = x1x3 ∨ x2x3 не задаётся через АПФ.




