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УПРАВЛЕНИЕ ДИНАМИЧЕСКИМИ СИСТЕМАМИ 
 
УДК 517.977 
DOI: 10.17223/19988605/38/1 

 
Э.А. Гараева, К.Б. Мансимов 

 
НЕОБХОДИМОЕ УСЛОВИЕ ОПТИМАЛЬНОСТИ В ЗАДАЧЕ УПРАВЛЕНИЯ  

С ДИСКРЕТНЫМ ВРЕМЕНЕМ ПРИ НЕДИФФЕРЕНЦИРУЕМОМ  
КРИТЕРИИ КАЧЕСТВА 

 
Рассмотрена одна дискретная задача оптимального управления с негладким критерием качества. Установлено 
необходимое условие оптимальности в терминах производных по направлениям. 
Ключевые слова: дискретная задача оптимального управления; приращение критерия качества; необходимое 
условие оптимальности; производная по направлениям. 

 
В работах [1–3] изучена задача оптимального управления, представляющая собой дискретный 

аналог одной из задач, рассмотренной в работах А.И. Москаленко (см.: [4, 5]) и занимающей промежу-
точное положение между задачами оптимального управления с сосредоточенными и распределенными 
параметрами. Установлен аналог дискретного принципа максимума, уравнения Эйлера, выведен аналог 
линеаризованного условия максимума. 

В предлагаемой статье рассматривается задача, аналогичная задаче из [1–3], но при предположе-
нии недифференцируемости функционала качества. Выведено необходимое условие оптимальности в 
терминах производных по направлениям. 

 
1. Постановка задачи 

 
Пусть управляемый объект описывается системой разностных уравнений 

      tuxtzxtfxtz ,,,,,1  , ;1...,,1, 100  tttt  ,...,,1, 100 xxxx                      (1) 

с начальным условием 
   ,,0 xyxtz   ,...,,1, 100 xxxx                                                          (2) 

где  xy  – n-мерная вектор-функция, являющаяся решением задачи 

      ,,,1 xvxyxgxy   1...,,1, 100  xxxx ,                                           (3) 

  00 yxy  . 

Здесь  uzxtf ,,,    vyxg ,,  – заданная n -мерная вектор-функция, непрерывная по совокупности 

переменных вместе с частными производными по z  (y); 0y  – заданный постоянный вектор; 

1010 ,,, xxtt  – заданные числа, причем разности 01 tt   и 01 xx   есть натуральные числа;  tu    xv  – 

 qr -мерный вектор управляющих воздействий со значениями из заданного непустого, ограниченного 

множества  VU , т.е. 

  rRUtu  ,  1...,,1, 100  tttTt , 

  qRVxv  ,    1...,,1, 100  xxxXx .                                                (4) 

Пару     xvtu ,  с вышеперечисленными свойствами назовем допустимым управлением. 

Рассмотрим задачу о минимуме функционала 
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       
1

0

1

1 1 2 1, , ,
x

x x
S u v y x x z t x





                                                        (5) 

при ограничениях (1)–(4). Здесь  1 y    2 ,x z  – заданная скалярная функция, удовлетворяющая 

условию Липшица по y   z  и имеющая производные по y   z  по любому направлению. 

Допустимое управление     , ,u t v x   доставляющее минимум функционалу (5) при ограничениях 

(1)–(4), назовем оптимальным управлением, а соответствующий процесс         , , , ,u t v x z t x y x     – 

оптимальным процессом. 
 

2. Вспомогательные факты 
 

Пусть         , , , ,u t v x z t x y x     – фиксированный допустимый процесс. Через 

                        , , , , , ,u t u t u t v x v x v x z t x z t x z t x y x y x y x                обозначим 

произвольный допустимый процесс. 

Тогда приращение     xyxtz  ,,  состояния     , ,z t x y x   будет решением задачи 

           ,,,,,,,,,,1 tuxtzxtftuxtzxtfxtz                                        (6) 

   ,,0 xyxtz                                                                     (7) 

           ,,,,,1 xvxyxgxvxyxgxy                                              (8) 

  00  xy .                                                                       (9) 

Используя формулу Тейлора из (6)–(9), получаем, что приращение     xyxtz  ,,  состояния 

    , ,z t x y x   является решением линеаризованной задачи 

           11, , , , , ; ,z u tz t x f t x z t x f t x t x u                                     (10) 

   ,,0 xyxtz                                                                 (11) 

            21 ; ,z v xy x g x y x g x x v x                                          (12) 

  00  xy ,                                                                    (13) 

где по определению 

          1 1, ; , , ,zu tt x u f t x z t x z t x        , 

           2 2; yv xx v x g x y x y x        . 

Здесь и в дальнейшем для простоты изложений используется обозначения типа 

      , , , , , ,zf t x f t x z t x u t   

      , , ,yg x g x y x v x   

             , , , , , , , , , ,u t f t x f t x z t x u t f t x z t x u t      

             , , , , .v x g x g x y x v x g x y x v x      

Уравнение (10), (12) можно интерпретировать как линейное неоднородное разностное уравнение 
относительно  xtz ,    xy . 

Поэтому на основе формулы о представлении решений линейных неоднородных разностных 
уравнений (см. например, [6, 7]) решения задач (10), (11) и (12), (13) соответственно можно представить 
в виде 

              
0

1

0 0 3, , 1; , , ; , , ; ,
t

u
t

z t x F t t x z t x F t x f x t x u t





                               (14) 
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          
0

1

4, ; ,
x

v s
s x

y x x s g s x v x




                                                   (15) 

где по определению 

       
0

1

3 1, ; , ; , ;
t

t
t x u t F t x x u





        ,        
0

1

4 2; , ;
x

s x
x v x x s s v s





      . 

Здесь  , ;F t x ,  sx,  –  nn  матричные функции, являющиеся решениями уравнений 

     , 1, , ; ,zF t x F t x f x     ,   ExttF  ,1, ,      sgsxsx y,1,  , 

  Exx  1, , ( E  –  nn  единичная матрица). 

Поскольку    xyxtz  ,0 , то, учитывая (15), представление (14) решения  xtz ,  задачи (10), 

(11) записывается в виде 

                    
0 0

1 1

0 5, , 1; , , ; , , ; , ,
x t

v s u
s x t

z t x F t t x x s g s F t x f x t x u t v x
 


 

                    (16) 

где по определению 

            5 3 0 4, ; , , ; , 1; ;t x u t v x t x u t F t t x x v x          . 

В дальнейшем нам понадобится оценка нормы приращения траектории. 
Ясно, что 

        
0

01, 1, , , ,
t

t
z t x z x z x z t x



                  



x

xs

sysyxy
0

11 . 

Отсюда с учетом задач (10)–(13) будем иметь 

             
0

1, , , , , , , , , ,
t

t
z t x f x z x u f x z x u y x 



                                   (17) 

           
0

1

1 , , , ,
x

s x
y x g s y s v s g s y s v s


 



      .                                     (18) 

Переходя к норме в обоих частях этих соотношений и используя условия Липшица, после некоторых 
преобразований получим 

         
0 0

11, , , ,
t t

u
t t

z t x f x L z x y x
 

                                          (19) 

       
0 0

21
x x

v s
s x s x

y x g s L y x
 

       .                                            (20) 

Здесь const 0iL   , 1, 2,i   – некоторые постоянные. 

Применяя дискретный аналог леммы Гронуолла–Беллмана (см. например, [7, 8]) к неравенству (20), получим 

     
0

3

x

v s
s x

y x L g s


     3 const 0L   .                                         (21) 

Далее, учитывая оценку (21) в (20), а затем применяя лемму Гронуолла–Беллмана приходим к 
оценке 

         
1 1

0 0

1 1

4, , ,
t x

u v s
t s x

z t x L f x g s
 


 

 
      

 
                                          (22) 

где 4 const 0L   . 
 

3. Необходимое условие оптимальности 
 

Предположим, что множества 

      , , , , : , , , , ,f t x z t x U f t x z t x u u U      ,                                     (23) 
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      , , : , , ,g x y x V g x y x V v V                                                 (24) 

выпуклы. 
Перейдем к выводу необходимого условия оптимальности в рассматриваемой задаче. Считая 

    ,u t v x   оптимальным управлением, его специальное приращение определим по формуле 

     
 

; , ,

0, ,

u t u t u t t T

v x x X






    

  

                                                    (25) 

где  0,1  – произвольное число, а  ;u t U  , ,t T  – произвольная допустимая управляющая функ-

ция, такая, что 

       ; , ,u t u tf t x f t x   . 

Здесь  tu  – произвольная допустимая управляющая функция, соответствующая  ;u t  . Это возможно 

в силу выпуклости множества (23). Через     , ,z t x y x    обозначим специальное приращение траек-

тории     , , ,z t x y x   отвечающее приращению (25) управления     ,u t v x  . Из оценок (21), (22) 

сразу следует, что 

 , ~z t x  ,   0y x  . 

Поэтому из (14) следует, что 

         
1

0

1

1 1, , ,
t

u t
t t

z t x F t t f t x





       . 

Полагая 

       
1

0

1

1, ,
t

u t
t t

u F t t f t x




   , 

эта формула записывается в виде 

     1,z t x u      .                                                           (26) 

Вычислим специальное приращение критерия качества (5), соответствующее приращению (25) 

управления     ,u t v x  . Имеем 

             

         

           

        

1

0

1

0

1

0

1

2 1 1 2 1

1

2 1 2 1

1

2 1 2 1

2 1 2 1

, , , , , , , ,

, , , ,

, , , ,

, , , , .

x

x x

x

x x

x

x x

S u v S u u v S u v x z t x z t x x z t x

x z t x u x z t x

x z t x u x z t x u

x z t x u x z t x


     

  










            

           

           

      









 



 

Поскольку  2 ,x z  удовлетворяет условию Липшица по z  и имеет производные по направлени-

ям, то из последнего соотношения получаем, что вдоль оптимального процесса     ,u t v x   

  
   

1

0

1
2 1, ,

0
x

x x

x z t x
u






    

 
. 

Отсюда при достаточно малых  0,1  следует, что 

  
 

1

0

1
2 1, ,

0
x

x x

x z t x
u








 
.                                                             (27) 
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Теперь специальное приращение оптимального управления     ,u t v x   определим по формуле 

       0, , , , .u t t T v x v x v x x X
                                               (28) 

Здесь  0,1  – произвольное число, а  ,v x  – произвольная допустимая управляющая функция, та-

кая, что 

       ,v x v xg x g x   , 

где  xv  – соответствующая  ;v x   произвольная управляющая функция. 

Через     , ,z t x y x    обозначим специальное приращение оптимальной траектории, соответ-

ствующее приращению (28) управления     ,u t v x  . 

Из оценок (21), (22) следует, что  

 , ~z t x  ,   ~y x  .                                                    (29) 

С учетом (29) из представлений (15), (16) следует, что 

           
0

1

1 1 0, , 1; ,
x

v s
s x

z t x F t t x x s g s





         ,                                 (30) 

         
1

0

1

1 1,
x

v s
x x

y x x x g x





        .                                          (31) 

Полагая 

         
0

1

1 1 0, , 1, ,
x

v s
s x

q v x F t t x x s g s




    ,        
1

0

1

2 1, ,
x

v x
x x

q v x x g x




    

представление (30), (31) запишем соответственно в виде 

     1 1y x q v      ,                                                            (32) 

     1 2, ,z t x q v x      .                                                        (33) 

С помощью (32), (33) вычислим специальное приращение функционала качества, соответствую-

щее приращению (28) оптимального управления     ,u t v x  . 

Имеем 

             

       

                   

            

1

0

1

0

1 1 1 1 1

1

2 1 1 2 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1

2 1 2 2 1 2

, , ,

, , , , ,

, , , , , ,

x

x x

x

x x

S u v S u v v S u v y x y x y x

x z t x z t x x z t x

y x q v y x q v y x q v y x

x z t x q v x x z t x q v x

       
  






   


 



           

       

                     

         

 





        2 1 2 2 1, , , , , .x z t x q v x x z t x      

 

Следовательно, имеет место разложение 

    
 

  
   

1

0

1
1 1 2 1

1 2

, ,
,

,

x

x x

y x x z t x
S u v

q v q x v

 
 




  
       

   
 .                             (34) 

Из разложения (34) в силу произвольности  0,1  следует, что 

  
 

  
 

1

0

1
1 1 2 1

1 2

, ,
0

,

x

x x

y x x z t x
q v q v x

 



 
 

  .                                               (35) 

Сформулируем полученный результат. 
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Теорема. Пусть множества (23), (24) выпуклы. Тогда для оптимальности допустимого управления 

    ,u t v x   необходимо, чтобы неравенства (27) и (35) выполнялись соответственно для всех 

    .,,, XxVxvTtUtu   

Неравенства (27), (35) являются необходимыми условиями оптимальности первого порядка в 
терминах, производных по направлениям (см., например, [9–11]). 

Замечание. Используя необходимые условия оптимальности (27), (35), можно получить необхо-
димые условия оптимальности в задаче на минимакс (см., например, [10, 11]). Из них следует также 
аналог дискретного условия максимума. 

 
Заключение 

 
Для одной специфической негладкой задачи оптимального управления дискретными системами 

при помощи аналога метода явной линеаризации получено необходимое условие оптимальности перво-
го порядка в терминах производных по направлениям. Полученный результат может быть применен для 
исследования задачи на минимакс для рассматриваемой системы. 
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In this article we consider the problem of necessary optimality condition in one discrete control problem but assuming nondifferenti-

ability quality functional. We derive a necessary condition for optimality in terms of directional derivatives. 
Let managed object described by a system of difference equations 

      1, , , , ,z t x f t x z t x u t  , 0 0 1, 1,..., 1;t t t t    0 0 1, 1,..., ,x x x x                                    (1) 

with the initial condition 

   0 , ,z t x y x  0 0 1, 1,..., ,x x x x                                                                     (2) 

where n   dimensional vector function  y x  is a solution of 

      1 , , ,y x g x y x v x   0 0 1, 1,..., 1x x x x   ,  0 0y x y .                                   (3) 
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Here  , , ,f t x z u    , ,g x y v  is the given n – dimensional vector-function continuous with respect to all variables together with the 

partial derivatives  with respect to z  y , 0y  is a given constant vector, 0 1 0 1, , ,t t x x  are given numbers, the differences 1 0t t  and 

1 0x x  are natural numbers,  u t    v x  is r(q)-dimensional vector of control actions with values from a specified non-empty, bound-

ed set  

  ru t U R  ,  0 0 1, 1,..., 1t T t t t    , 

  qv x V R  ,  0 0 1, 1,..., 1x X x x x    .                                                                (4) 

Our goal is to minimize the functional 

       1

0

1

1 1 2 1, , ,
x

x x
S u v y x x z t x




     

under the constraints (1)–(4). 

Here  1 y    2 ,x z  is the given scalar function satisfying the Lipschitz condition with respect to y  z  and having derivatives 

with respect to y  z  in any direction.  
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ИССЛЕДОВАНИЕ СТРУКТУРЫ ПРЕДПОЧТЕНИЙ ЛПР С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ 

ТИПОВЫХ ОБОБЩАЮЩИХ ФУНКЦИЙ 
 

Предлагаются алгоритм тестирования предпочтений ЛПР на соответствие ожидаемым им результатам выбора 
при использовании обобщающих функций и методы определения типа обобщающей функции и вектора её весо-
вых коэффициентов, способных сделать выбранную ЛПР точку наилучшей. Рассматриваются аддитивная, муль-
типликативная и максиминная обобщающие функции.  
Ключевые слова: обобщающая функция; многокритериальная теория полезности; предпочтения; Парето-
доминирование. 
 
Известно, что если структура предпочтений лица, принимающего решение (ЛПР), отвечает 

требованиям «рациональности», т.е. соответствует аксиоматике Эджворта–Парето, то альтернатива, 
выбираемая в задаче определения оптимальной на основании учета многих критериев, должна находиться в 
множестве Парето XP, т.е. недоминируемых по всем критериям альтернатив [1]. Таким образом, если для 
альтернативы a  X имеется доминирующая ее по Парето-альтернатива b  X (т.е. выполняется 

P
b a ), то 

при любом способе упорядочения альтернатива b должна занять более высокое место, чем a. 
Этап формулирования предпочтений ЛПР предшествует выбору оптимальной альтернативы через 

выбор соответствующего ей недоминируемого вектора y(x). Поэтому полученные результаты выбора 
могут не соответствовать интуитивным ожиданиям, которыми ЛПР руководствовался при 
формулировании предпочтений. Предпочтения ЛПР, представленные отношением векторного 
доминирования, могут быть описаны одной из трех обобщающих функций FO [3]: аддитивной АОФ, 
мультипликативной МОФ или максиминной функцией Гермейера mОФ [2], которые монотонны 
относительно этого отношения. Указанные функции используют векторный параметр w > 0, 
компоненты которого выражают относительную важность критериев с точки зрения ЛПР.  

Поставим следующую задачу. Существует ли для векторной оценки y(x), выбранной в множестве 
Y = F(X), Y  Rn, такая функция FO и такой вектор весов w (w > 0, <w, e> = 1, w, e, 0  Rn, e = (1, …, 1), 
0 = (0, …, 0)), которые доставили бы указанной точке наибольшее значение скалярной обобщающей 
функции FO? И если да, то какая это функция и каковы компоненты w = (w1, w2, …, wn). 

 
1. Модель оценивания 

 
В многокритериальных задачах рассматриваются альтернативы, характеризуемые набором из 

n признаков, выражающихся функциями f1(x), …, fn(x) так, что альтернативе x в соответствие ставится 
векторная оценка y(x) = (f1(x), f2(x), …, fn(x)), а множеству альтернатив Х – множество их векторных 
оценок Y (если функции fj(x) числовые, то Y  Rn) [2]. На наборе признаков ЛПР определяет набор 
критериев вида fj(x)  extr, j = 1, …, n (этого всегда можно добиться, введя соответствующие замены на 
множестве признаков и требований ЛПР). После этого отношение доминирования Парето индуцируется 
отношением покомпонентного векторного доминирования на Y так, что , : ( ) ( )

P
a b X a b a b   y y  , а 

множество недоминируемых векторов YP  Y образует образ XP  X.  
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Назовем Парето-оболочкой множества Y convP(Y) множество векторных оценок из Y, которые 
образуют объединение множеств Парето, получаемых на Y при всех сочетаниях направлений оптимиза-
ции критериев. Точки, входящие в Парето-оболочку, принадлежат поверхности тела (необязательно 
выпуклого) минимального объема, заключающего в себе множество Y целиком. В простейшем случае 
(рис. 1) это тело может представлять собой невыпуклый многогранник, вершинами которого являются 
точки convP(Y). 

Ясно, что для любой внутренней точки y  Y \ convP(Y) при любом сочетании направлений опти-

мизации критериев найдется такая точка y*  convP(Y), что yy * . Следовательно, точка y ни при ка-

ких условиях и способах упорядочения на данном наборе критериев не может получить первое место.  
 

 
                                                                             a                                                                     b 

 
Рис. 1. Парето-оболочки: a – Парето-оболочка и линейная оболочка Y; b – двумерный случай использования аддитивной ОФ 

 

Предлагается алгоритм тестирования предпочтений ЛПР на соответствие ожидаемым им 
результатам выбора. Для этого ЛПР указывает произвольную альтернативу x  X. Первый тест 
заключается в определении потенциальной оптимальности указанной альтернативы. Чтобы 
альтернатива была потенциально-оптимальной, она должна принадлежать convP(Y) – Парето-оболочке 
множества Y, получаемой объединением 2n множеств Парето YP для всех возможных сочетаний 
направлений оптимизации критериев. Если y(x)  convP(Y), то ни при каком сочетании требований вида 
fj(x)  extr альтернатива x не может являться оптимальной. Следовательно, если ЛПР предполагает, что 
эта альтернатива оптимальна, то ему следует добавить дополнительные признаки и критерии (так как 
| YP | растет с увеличением n). Если y(x)  convP(Y), то имеется способ выбора указанной альтернативы х 
в качестве оптимальной, более того, среди указанных функций FO найдется такая, для которой можно 
подобрать w, делающий y(x) оптимальной. 

 
2. Аддитивная обобщающая функция  

 
В силу линейности аддитивной обобщающей функции (АОФ) ее поверхности безразличия 

(изокванты) представляют собой гиперплоскости в Rn, подмножеством которого является Y. Поэтому 
АОФ может доставить наибольшее значение (при некотором конкретном векторе весов w) только тем 
точкам Y, которые входят в его выпуклую линейную оболочку, convL(Y), т.е. являются вершинами выпук-
лого многогранника минимального объема, полностью включающего в себя Y (см. рис. 1, а). Для любой 
конфигурации множества Y выполняется convL(Y)  convP(Y)  Y  Rn. 

В этом смысле АОФ схожа с целевой функцией стандартной задачи линейного программирова-
ния, которая всегда в качестве оптимального решения выбирает одну из вершин выпуклого многогран-
ника или в случае перпендикулярности одной из его граней – любую из точек, принадлежащих этой 
грани. 

Рассмотрим двумерный случай. Пусть имеются две векторных оценки a и b и скалярная АОФ: 
FA(w; y) = <w, y>, где w – вектор весов, w > 0, w·eT = 1. Чтобы векторные оценки a и b имели одинако-
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вую оценку АОФ, необходимо, чтобы градиент АОФ был перпендикулярен прямой, проходящей через 
точки a и b. Так как градиент АОФ – вектор w, то это равносильно условию <w, (a – b)> = 0 – скалярное 
произведение равно нулю. Это условие равносильно <w, a> = <w, b>. Заодно заметим, что по правилам 
матричного умножения FA(w; a) = wT·a , а FA(w; b) = wT·b . Следовательно, если требуется найти такой 
вектор w, чтобы выполнялось FA(w; a) > FA(w; b), он должен удовлетворять системе 

, ,

, 1

 



 

w a w b

w 0

w e

, или, что равносильно: 

, ( ) 0

, 1.

  



 

w a b

w 0

w e

 

Нарушение требования неотрицательности w сигнализирует, что для достижения векторной 
оценкой наибольшего значения АОФ соответствующий критерий должен минимизироваться (в исход-
ной постановке задача неявно требует максимизации всех критериев). Иллюстрация для двумерного 
случая приведена на рис. 1, б.  

В n-мерном случае любые n векторных оценок a1, ..., an образуют в Rn гиперплоскость. Чтобы они 
имели одинаковые оценки АОФ FA(w; ai) = wT·ai, требуется выполнение условия 

, ( ) 0, 1, , ,i j j N i j    w a a  . 

Следовательно, чтобы некоторая оценка ai в данной гиперплоскости имела наибольшую величину 
АОФ, необходимо найти вектор w, удовлетворяющий условию 

, ( ) 0, 1, , ,i j j N i j    w a a  . 

В матричной форме совокупность строк , ( ) 0i j w a a  имеет вид w · ∆AT = 0, где ∆A – матрица, 

строками которой являются векторы ( )i ja a . Если точка a – вершина многогранника, т.е. лежит на пе-

ресечении k граней, то для ее оптимальности достаточно взять в качестве w любой вектор, являющийся 
выпуклой комбинацией векторов w1, …, wk нормалей соответствующих граней. 

 
3. Мультипликативная обобщающая функция  

 
Если точка лежит на грани, но не является вершиной многогранника, АОФ сможет сделать аль-

тернативу, соответствующую этой точке, оптимальной (при w, являющемся нормалью к этой грани), но 
не сможет различить ее с другими точками этой грани. Для различения точек можно привлечь мульти-
пликативную обобщающую функцию (МОФ). Например, на рис. 2, а, АОФ FA(w; y) с вектором весов 
w = (1/3, 2/3) присвоит одинаковые оценки точкам A, B, C и D, но любое изменение весов сделает 
наилучшей по АОФ точку A или D; не удастся подобрать вектор w, выбирающий B или C. 
 

 
                                                            a                                                                                                     b 

 
Рис. 2. Изокванта МОФ: а – различающие свойства МОФ; b – логарифмическое преобразование МОФ в АОФ 
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МОФ 
1

( ; ) jn w
М jj

F y


w y  может различить точки внутри грани. Например, для того же вектора 

весов w = (1/3, 2/3) МОФ упорядочивает точки грани следующим образом: B C D A   . На рис. 2 в 
виде гипербол показаны изокванты МОФ для случая R2. 

Задача поиска вектора w, такого, чтобы МОФ FM(w; y) в качестве наилучшей выбрала бы указан-
ную точку у грани, сводится к уже рассмотренной выше задаче на поиск вектора w, доставляющего 
наибольшее значение АОФ для указанной точки логарифмированием FM(w; y): 

    11
ln ( ; ) ln ln( ) ,ln( )jn nw

М j j jjj
F y w y


   w y w y . 

В множестве логарифмированных оценок ln(Y) точки A, B, C и D перестанут лежать на одной 
грани, а образуют выпуклую поверхность, как показано на рис. 2, b. Следовательно, можно решить 
задачу о подборе вектора весов, находящегося внутри конуса, образованного нормалями граней, 
пересекающихся в указанной вершине (например, вектор w = (1/3, 2/3), доставляющий наибольшее 
на грани значение МОФ для точки B и изображенный штрих-пунктирной линией, находится внутри 
конуса, образованного нормалями для граней AB и BC, пересекающихся в точке B). 

 
4. Максиминная обобщающая функция (mОФ) 

 
МОФ не может ни при каком векторе w сделать лучшей точку, лежащую в области 

convP(Y) \ convL(Y) ниже изокванты МОФ, проходящей через вершины соответствующей грани линей-
ной оболочки convL(Y). Однако это может сделать максиминная функция Fm(w, y) = minj=1, …, n {yjwj}, 
способная в качестве лучшего выбрать любой недоминируемый вектор – как находящийся выше, так и 
ниже максимальных на Y изоквант FA и FM [4]. Это связано с тем, что у этой ОФ самая нелинейная фор-
ма изокванты, представляющая собой поверхность прямоугольного конуса, направленного противопо-
ложно конусу доминирования точки. Наилучшее место получает точка, расположенная на наиболее 
удаленной от начала координат линии уровня. 

Для определения вектора w можно провести вектор w' из начала координат непосредственно в 
интересующую точку. Он всегда будет внутри конуса предпочтения этой точки по mОФ. Назовем его 
вектором «квази»-весов, потому что для предпочтения выбранной точки по mОФ надо взять вектор w, 
являющийся одной из перестановок w'. Для двумерного случая w будет вектором w', отраженным отно-
сительно главной диагонали, а в случае размерности пространства n > 2 таких векторов потенциально 
оказывается (n! – 1). 

 
Заключение 

 
Таким образом показано, что тип используемой для выбора оптимального решения функции 

определяется местоположением y(x) в оболочке Y: если y(x) convP(Y)  convL(Y), то можно использо-
вать АОФ, если ln(y(x))  convP(ln(Y))  convL(ln(Y)), то можно использовать МОФ, а в противном слу-
чае – максиминную функцию. При y(x)  convP(Y) можно определить пару <FO, w>, позволяющую сде-
лать указанную ЛПР альтернативу x оптимальной. При этом ЛПР имеет возможность провести тест 
предпочтений с указанием своего вектора w или с указанным им порядком предпочтения на множестве 
критериев, порождающем семейство векторов {w}, компоненты которых удовлетворяют заданному от-
ношению порядка. В этом случае проверяется, могут ли указанные предпочтения быть описаны одной 
из трех типовых FO. Если такое описание возможно, считается, что структура предпочтений ЛПР пред-
ставима типовой обобщающей функцией. Если же подобное описание противоречит предпочтениям 
ЛПР, то он имеет возможность как скорректировать свои предпочтения, заменив w на автоматически 
определенный, так и использовать другой способ решения. В предельном случае с согласия ЛПР осу-
ществляется автоматическая настройка предпочтений под требуемый результат, т.е. в результате указа-
ния оптимизируемой альтернативы x ЛПР получает автоматическую настройку задачи выбора, гаранти-
рующую оптимальность указанной альтернативы. Предлагается следующий алгоритм исследования 
предпочтений ЛПР: 
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1. Поиск оболочки Парето и линейной выпуклой оболочки convP(Y) и convL(Y) для облака вектор-
ных оценок Y. 

2. Проверка возможности сделать выбранную ЛПР точку наилучшей и при утвердительном отве-
те – поиск подходящей ОФ и вектора весовых коэффициентов: 

a. Если точка входит в Y \ convP(Y), она не может стать наилучшей. 
b. Если точка входит в convP(Y) \ convL(Y), она может стать наилучшей при использовании 

mОФ. 
c. Если точка входит в convL(Y) и является вершиной, она может стать наилучшей, причем имеет-

ся аналитический способ определения направлений оптимизации и вектора w для АОФ. 
d. Если точка входит в convL(Y), но не является вершиной, то сделать ее первой среди вершин ее 

грани сможет МОФ, причем имеется аналитический способ определения направлений оптимизации и 
вектора w. 
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If decision maker preferences structure is under the conditions of rationality (axioms of Edgeworth-Pareto), then any object 
determined as optimal with any multicriteria aggregative function must be in Pareto set XP, e.g. set of non-dominated. All objects in 
multicriteria tasks are characterized by n features, which are evaluated by functions f1(x), …, fn(x). E.g. an object x has an assigned 
vector y(x) = (f1(x), f2(x), …, fn(x)), and a set of objects Х  has an image – a set of vectors Y (if all functions fj(x) are numerical, then 
Y  Rn). The decision maker forms for every feature a criteria fj(x)  extr, j = 1, …, n. At that, the component-wise vector domination 
relation in Y induces the Pareto dominance relation, and the set of non-dominated vectors YP  Y determines XP  X. Because the step 
of formalization of preferences precedes the step of choosing of an optimal object as one of non-dominated vectors y(x), the choice 
results may differ from decision maker’s intuitive expectations. 

We consider an algorithm of testing the decision maker preferences for compliance with his expectation. The decision maker 
chooses any object x  X. The first test is about if this object can be optimal. The object can be optimal if it belongs to convP(Y) – 
Pareto’s envelope of the set Y. This envelope is a union of 2n Pareto sets YP for all possible combinations of criteria directions. If 
y(x)  convP(Y), then object cannot be optimal with any combination of conditions fj(x)  extr. Therefore, if the decision maker wants 
it to be optimal, he must add some more features and form the addition criteria for them (because | YP | increases with n). 

If y(x)  convP(Y), the conditions with which the object х can be optimal, are exist. Any of three aggregative functions FO can de-
scribe the decision maker’s preferences expressed as the vector dominance relation: additive function, multiplicative function or maxmin 
Germeyer function. All of them are monotone in respect of this relation. They use a vector parameter w > 0, which components fix the 
relative criteria importance for the decision maker. If y(x)  convP(Y), then one of these functions can be used with some vector w to 
choose y(x) as optimal, and we can calculate that vector w. The type of function is determined by the y(x) location in the envelope of Y: 
if y(x) convP(Y)  convL(Y), then we can use the additive function, if ln(y(x))  convP(ln(Y))  convL(ln(Y)), then we can use the mul-
tiplicative function, and otherwise – maximin function. Here convL(Y) is the linear convex envelope of Y. So, if y(x)  convP(Y), our 
second test makes for decision maker a pair <FO, w> to choose the specified object x as optimal. 

The decision maker may perform the preference test for concrete vector w, or for concrete order of preference of criteria. There is 
the large set of {w}, components of which satisfy a given order. In this case, we must test if there is a standard aggregative function FO 
that can describe the given preferences. If yes, we declare that the decision maker’s preference structure can be represented by this 
standard function. Otherwise, the decision maker can change his preferences by using the calculated vector w instead his own or another 
decision method. If the decision maker agrees, then the automatic preferences configuration, which will provide the desired result, is 
possible.  
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This paper proposes adaptive predictors of continuous-time dynamic systems with unknown parameters. Predictors are 
based on the truncated parameter estimators. In particular, there are considered the Ornstein-Uhlenbeck process and one-
parameter stochastic delay differential equation. In this paper the truncated estimation method is first applied to 
continuous-time systems. Asymptotic and non-asymptotic properties of the predictors are investigated. There is also 
found the rate of convergence of the second moment of a prediction error to its minimum value. 
Keywords: truncated estimation; continuous-time dynamic systems; prediction; delay differential equations; Ornstein-
Uhlenbeck process. 

 
Prediction is a momentous problem in modern world. Distinctive fields of science, for instance, econom-

ics, financial mathematics, engineering, biology etc. appeal to mathematical tools to get predictors of the real 
dynamic processes they explore. If a model allows making predictions of high statistical quality it is considered 
to be beneficial. Since models of dynamic systems often have unknown parameters, we have to deal with esti-
mation problem in order to construct adaptive predictors. The quality of adaptive prediction significantly de-
pends on a choice of estimators of the model parameters. Adaptive prediction problem for discrete-time sys-
tems was solved in [1] on the basis of truncated estimators proposed in [2]. In this paper we present analytically 
investigated predictors of continuous-time systems constructed on the basis of truncated estimators of dynamic 
parameters. 

 

1. Prediction of Ornstein-Uhlenbeck process 
 

Assume the model 
, 0,t t tdx ax dt dw t                                                                       (1)  

with an unknown parameter ,a  where 0x  is zero mean random variable having finite moments of all order, tw  

is the standard Wiener process, 0x and tw  are mutually independent. Suppose that the process (1) is stable, i.e. 

the parameter .0a Note that in this case for every 1m  
2

0

.sup m
t

t
Ex


                                                                     (2)  

The purpose is to construct a predictor for  tx  by observations   utss
ut xx 

  0 which is optimal in a sense of 

the risk function introduced below. Here u > 0 is a fixed time delay. 
Using the solution of the process tx  for given 0u we have the representation 

, , ,t t u t t ux x t u       

where ( )
, ,, , 0

t
au a t s

t t u s t t u
t u

e e dw E
 



       and 2 2 2
,

1
: 1 .

2
au

t t uE e
a         

Optimal in the mean square sense predictor is the conditional mathematical expectation 
0 , .t t ux x t u    
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As in practice the parameter a  and, as follows,   are unknown, it is impossible to construct the optimal pre-
dictor for real processes. In order to solve the problem of prediction we define an adaptive predictor that is con-
structed by estimator ta  of unknown parameter а. 

Define adaptive predictor as 

  ˆˆ , ,t t u t ux t u x t u                                                                 (3) 

where ˆˆ , ;t ua u
t u e t u
   ( ,0]ˆ ,t ta proj a  ta  is the truncated estimator of the parameter a  constructed similar 

to discrete-time case [2] on the basis of the least squares estimator 

2 10

2 0

0

log . (4)

t

v v t

t vt

v

x dx
a x dv t t

x dv


  

   
 

 

Lemma. Assume the model (1). Then for  asut 2exp:0  and some numbers pC  estimators tâ  and 

ˆ
t  have the properties: 

  p
pp

t t
C

aaE  2ˆ                                                                 (5)  

and 

 2ˆ , 1.
p p

t p

C
E p

t
                                                             (6)  

Proof of Lemma. We prove the property (5) similar to [2]. By the definition (4) of the estimator ta  and 

using (1) let us find representation for the deviation of the estimator 

2 1 2 10

2 0 0

0

log log .

t

v v t t

t v vt

v

x dw
a a x dv t t a x dv t t

x dv

    
          

   


 


 

Define 

2

0 0

1 1 1
, , .

2

t t

t v t v vg x dv g f x dw
t a t

      

Then 

 
2

2 1 2 1
1 2log log : .

p
p pt

t t t
t

fE a a E g t a P g t I I
g

  
                

 
                (7)  

In what follows, C will denote a generic non-negative constant whose value is not critical (and not always the 
same). 

Using the Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky inequality for the first summand we get: 
2 2 2

1 1
1 22

1

( )
log 1 log

p p kp
kt t t t

t t p tp k
kt t

f g g Ef g gI E f g t C g t
g gg g g

 



                         
   

  

 
1

22 4 2log log ( )p p
t t t tp p

C CC t Ef g g C t Ef E g g
t t

              

 
1

2 2
1

log ( ) .tp p

C C t E g g
t t

       

By the Ito formula for 2
tx  it is true that 

dtdwxdtaxdx tttt  22 22  

and then 
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
t

tt
t

t dwx
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0
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1

2

1
 

Thus, by making use of the properties of the Ito integral and (2) for every 1m  it holds  

  .2

m
m

t t
CggE                                                                     (8)   

Then 

1 1
2

log
, ,p p

C tI C t u
t t 

                                                               (9)  

and applying (8) , as well as the Chebyshev inequality for 0st   we have 

 
 

  .
log

log
2

4

41

2
12

2 p
p

tp

p

t
p

t
CggE

tg

atgggPaI 





            (10)  

From (7), (9), (10) and definition of tâ  the property (5) follows. 

The assertion (6) follows from the obvious inequality ˆ ˆ ,t tu a a      which can be obtained by the 

Taylor expansion for the exponent   uaat ˆexp . Lemma is proven. 

Now we are ready to investigate the statistical properties of the adaptive predictor (3). The prediction er-
ror has the form 

      ,
ˆˆ: .t t t t u t u t t ue t u x x t u x             

Thus, for some C 

  2 2lim tt
t Ee t u C


    

 
and if there is a’priori information that La   then 

   2 2 , exp 2 .t
CEe t u t u L
t

       

 
2. Delay differential equation 

 
Assume  0,  tww t  is a real-valued standard Wiener process, a and b are real numbers and  

 rtxx t  ,  is a solution of the stochastic delay differential equation 

, 0,t t t r tdx ax dt bx dt dw t                                                     (11)  

with some fixed initial condition   0 , [ –r, 0],tx X t t   where  0X  is a continuous stochastic process inde-

pendent of  .w  

The solution x of (11) exists, it is pathwise uniquely determined and can be represented as (see, e.g., [3, 4]): 

          .0,0
0

00

0

000   


tdwstxdssXrstxbXtxx s

t

r
t  

Obviously, it has continuous paths for 0t  with probability one and, conditionally on   xX ,.0  is a Gaussian 

zero mean process. Here   rttx ,0  denotes the so-called fundamental solution of the deterministic equa-

tion 

       0 0 0, 0 1x t ax t bx t r x     and  0 0, [ ,0).x t t r    

Assume in the next section that the solution x  of (11) is being observed, the parameter 0a  and the parame-
ter b  is unknown and has to be estimated. 

Estimation problems for stochastic differential equations with time delay have been considered in a few 
papers up to now – see, e.g., [3; 5–7] and the references therein. 
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2.1. One-parameter delay differential equation 
 

In this section we consider the differential equation with time-delay of a special structure. Assume the 
model 

, 0 ,t t r tdx bx dt dw t                                                           (12)  

with an unknown parameter b such that the process (12) is stable. Note it is stable when the parameter 

 / 2,0 ,b   see [3]. Now we construct optimal and adaptive predictors for the process (12). Optimal in the 

mean square sense predictor is the conditional mathematical expectation 
     utt
k

t xxEutz  |  

that satisfies the following equation 
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   
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Here   means the minimum between   and .  

Since the parameter b in the definition of the optimal predictors    utz k
t  is unknown, we define the 

adaptive predictor by formula (13) replacing the unknown b with ,ˆ
utb   where utb 

ˆ  is the projection 

 /2,0
ˆ
t u t ub proj b                                                                (14)   

of the truncated estimator of the parameter b which is defined as follows 
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Define the numbers  2 2
0 0

0

x v dv


  
 
and   2

0 0max , exp ,s r    where  0x  is the solution of the characteris-

tic equation     0,00  vrvbxvx  of the process (12) with   100 x  and   ,00 vx  when [ ,0).v r   

For 0sut   estimators (14) have the properties 
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which can be proven similarly to Lemma. 
Denote the adaptive prediction error and rewrite it in the form 
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where    utttt xxExute  |0  and            .ˆˆ utzutzute k
t

k
t

k
t   Then for every fixed 0k  the fol-

lowing limit inequalities hold  
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the non-asymptotic property is fulfilled 
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3. Simulations 
 

To confirm the convergence of the truncated estimators (4) and the properties of predictors (3) construct-
ed on the basis of these estimators we made the simulations.  

For this purpose we used the software package MATLAB. In Tables I, II the average 

 


100

1100

1

k
TT kaa

 

of estimators  kaT  constructed according to (4) by the k-th realization      100,...,1,  kxx k
t

k  of the process 

(1) and its quality characteristics (empirical mean square error): 

   


100

1
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100

1
)(

k
Ta akaTS

 

for different durations of observations T are given. Define the discretization step h and the number of discrete 

observations 1 .N h T  
 

T a b l e 1 

Estimators Ta  and their quality characteristics 2( )aS T  for h = 0,1 

 

A 
N = 1000, T = 100 N = 2000, T = 200 N = 5000, T = 500 

Ta  )(2 TSa  Ta  )(2 TSa  Ta  )(2 TSa  
–0,3 –0,3135 0,0065 –0,3051 0,0030 –0,3070 0,0011 
–0,5 –0,5113 0,0082 –0,5180 0,0059 –0,4969 0,0017 
–0,8 –0,8283 0,0154 –0,8034 0,0074 –0,7949 0,0033 
–1 –1,0126 0,0186 –0,9979 0,0111 –1,0017 0,0051 

 
T a b l e  2 

Estimators Ta  and their quality characteristics 2( )aS T  for h = 0,15 

 

A 
N = 1000, T = 150 N = 2000, T = 300 N = 5000, T = 750 

Ta  )(2 TSa  Ta  )(2 TSa  Ta  )(2 TSa  
–0,3 –0,3054 0,0050 –0,3098 0,0019 –0,3042 0,0001 
–0,5 –0,5107 0,0053 –0,5081 0,0036 –0,5050 0,0014 
–0,8 –0,8263 0,0124 –0,8114 0,0042 –0,8041 0,0020 
–1 –1,0146 0,0111 –1,0165 0,0061 –1,0122 0,0028 
 

According to the simulation results given in tables 1, 2 we can say that the empirical mean square error 

(MSE)  TSa
2  of the estimators Ta  becomes less with growth of the sample size (see fig. 1 as well). It means 

that the estimator’s value becomes closer to the true value of the parameter. This fact proves the effectiveness 
of the presented estimation procedure. 

There were also constructed predictors of the observed process by the obtained estimators of 5,0a  

with 1, 0,1:u h   

  .1,1ˆ 1
ˆ 1  
 txetx t

a
t

t  

The results are presented on the graphs below. The solid one identifies the real values of the observed 
process, the stipple one shows the predictor’s value (see fig. 2). 

For the fig. 3 there was computed the empirical mean square prediction error that is equal to 

        
100 2

2

1

1
ˆ 1 , 10,

100
k k

x lh lh
k

S l x x lh l N


     

with T = 100, N = 1000, u = 1, h = 0,1. It shows that the prediction error converges to the value 
2 11 0,6321e     which corresponds to the obtained theoretical results. 
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Fig. 1. Empirical MSE )(2 TSa for 0,5; 100; 0,1; 1000a T h N      

 

 
 

Fig. 2. Process tx  (―) and adaptive predictor  1ˆ txt  (. . . .) 
 

 
 

Fig. 3. Empirical MSE  lS x
2  

 

Conclusion 
 

Adaptive prediction problem of the Ornstein-Uhlenbeck process and one-parameter linear stochastic de-
lay differential equation is solved. Non-asymptotic upper boundary of the prediction error is found. It is shown 
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that this boundary is inverse proportional to the duration of observations. Non-asymptotic properties of adap-
tive predictors are obtained due to the usage of the truncated estimators [2] of the unknown parameters con-
structed by samples of fixed size. This method can be applied to various problems of parametric and non-
parametric statistics. In this paper it is first employed to continuous-time systems. The obtained results can be 
used for the optimization problem of proposed predictors in the sense of special risk functions similar to dis-
crete-time models [1]. 
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ОБ ОДНОЙ КВАДРАТИЧНОЙ МОДЕЛИ ВРЕМЕННОЙ СТРУКТУРЫ ДОХОДНОСТИ  

 
Рассмотрена квадратичная модель временной структуры процентных ставок доходности бескупонной облига-
ции, когда краткосрочная ставка имеет квадратичную зависимость от переменных состояния. Анализ проводит-
ся для случая, когда переменные состояния образуют вектор с независимыми компонентами, а временная струк-
тура определяется при нейтральной к риску вероятностной мере. Показано, что в этом случае процесс кратко-
срочной ставки имеет распределение гамма, такое же как для аффинной модели Даффи–Кана. Проводится срав-
нение временных структур доходности этой аффинной модели с квадратичной моделью доходности. Показано, 
что предельные (краткосрочные и долгосрочные) доходности этих моделей полностью совпадают, хотя сами 
временные структуры различаются. Показано, что на форму рассмотренной квадратичной временной структуры 
значения компонент вектора переменных состояний не влияют, она зависит только от величины стартовой про-
центной ставки. Сравнительные свойства аффинной модели Даффи–Кана и квадратичной модели доходности 
иллюстрируются численным примером. 
Ключевые слова: временные структуры доходности; квадратичные модели; нейтральная к риску вероятностная 
мера; аффинная модель Даффи–Кана.  

 
В рамках теории диффузионных процессов существуют разнообразные версии изменения кратко-

срочных процентных ставок доходности. Тем не менее до сих пор не появилось такой модели, которая 
смогла бы быть подходящей основой для построения временной структуры доходности, близкой к су-
ществующей на реальном финансовом рынке. Наиболее известны модели процентных ставок, приво-
дящие к аффинным временным структурам доходности, поскольку они просты и подразумевают реше-
ние в аналитическом виде. Однако воспроизведения реальных временных структур с помощью аффин-
ных моделей неточны. В последнее время развитие моделей идет в двух направлениях: увеличение раз-
мерности моделей и отказ от аффинных свойств. В качестве представителей такого развития наиболее 
популярны сейчас так называемые квадратичные модели процессов процентных ставок [1], в которых 
процесс процентной ставки r(t) задается уравнениями 

dХ(t)  (Х(t)) dt  (Х(t)) dW(t), t  t0,  Х(t0)  Х0, 
r(t)  α  X(t)TX(t), X(t)  Rn, α  R1,    Rn×n. 

Обычно α  0,   симметрическая положительно определенная матрица. Когда вектор (Х) линейно 
зависит от Х, а матрица (Х) не зависит от Х, процесс X(t) является гауссовым и в стационарном режиме 
имеет, скажем, математическое ожидание  и матрицу ковариации V.  

Утверждение. При принятых условиях производящая функция моментов процесса процентной 
ставки r(t) определяется соотношением 

1 T 1
1/2

/2 ( 2 ) /2
1/2

| |
( )

2

Tz V V zV V VM z e
V zV V

        
 

, 

где |V|  detV, z – вещеcтвенная переменная с областью определения, задаваемой неравенством  
 V  2 z VV   0. 

Следствие 1. Стационарное математическое ожидание процесса r(t) 
E[r]  α  T  V, 

где   сумма произведений соответствующих элементов матриц, V  
1 1

n n
ij ij

i j
V

 
  . 
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Следствие 2. Пусть  и V – диагональные матрицы   I, V  vI. В этом случае  

/(1 2 )
/2

1
( )

(1 2 )

Tz z z v
nM z e

z v
      

 
, 

а основные стационарные моменты процесса r(t) вычисляются по формулам 
E[r]  α  n v   T , Var[r]  2v (n v  2) 2, 

E[(r  E[r])3]  8v2 (n v  3) 3. 
Следствие 3. Если условия следствия 2 дополнить равенством   0, то маргинальным распреде-

лением процесса r(t) будет сдвинутое распределение гамма с параметром сдвига α, параметром масшта-
ба 1/2v и параметром формы n/2. 

Заметим, что сдвинутое распределение гамма характеризует также краткосрочную процентную 
ставку в модели Даффи–Кана, где процесс r(t) следует стохастическому дифференциальному уравне-
нию [2] 

dr(t)  k(  r(t))dt  ( )
2

r tkD 
 

dW(t).                                            (1) 

Таким образом, модель Даффи–Кана (1) и квадратичная модель  
dХ(t)  K Х(t) dt   dW(t), t  t0, Х(t0)  Х0, 

r(t)  α  X(t)TX(t), X(t)  Rn, α  R1,    Rn×n,                                          (2) 
порождают случайные процессы r(t) с одним и тем же распределением, когда условия следствий 2 и 3 

выполняются, т.е. K  kI,  – диагональная матрица с элементами kv2 ,   I. При этом параметры 

уравнения (1) должны быть согласованы с параметрами модели (2) следующими равенствами: 
  α  n v , D   2 n v22. 

Представляет интерес выяснить, насколько разными (или близкими) будут временные структуры 
процентных ставок доходности для этих двух моделей при данных условиях. Рассмотрим этот вопрос в 
нейтральной к риску постановке, когда рыночные цены риска равны нулю.  

Основываясь на известных результатах [2], временную структуру процентных ставок доходности 
у() (кривую доходности) и форвардных процентных ставок f () (форвардную кривую) для модели (1) 
можно записать в виде 

у1()  
( ) ln(1 ( ))

( ) 1 ,
B knv gBr

G g
    

       
                                 (3) 

f1()  r  nv k В()  k В() (r  )  2kv В() 2 (r  ),                       (4) 

где В()  
1

,
1

G
e





   
2 4k kv    , ( ) / 2,g k    ( ) / 2.G k    

Заметим, что обе эти кривые имеют одни и те же предельные значения как при краткосрочных, 
так и при долгосрочных доходностях: 

1 1
0 0

lim ( ) lim ( )y f r
 

    ; 1 1lim ( ) lim ( ) ( )y f y
 

       
2

ng
  .                    (5) 

Для модели (2) эти кривые определяются с помощью гиперболических функций соотношениями [3] 

у2()    
2

1

21
ln ch( ) sh( )

2 cth( )

n i i i
i i i

i i i i i

X k
k
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,                       (6) 

f2()    
2 2 2 2

2
1

1

2 cth( )( ch( ) sh( ))

n i i i i i

i i i ii i i i

X k
kk

    
            

,                           (7) 

где i  iiii vkk  42  ki, 1  i  n. Согласно (2) имеем r    2

1

n
i i

i
X


 . Для нашего случая, когда по 

принятым предположениям параметры k, v и  не зависят от индекса, формулы (6) и (7) упрощаются к 
виду  
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у2()    ln ch( ) sh( )
cth( ) 2 2

r n k nk
k

               
,                            (8) 

f2()    
2 22
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( ch( ) sh( )) 2 cth( )

kr n
k k

   


       
,                                     (9) 

который не предусматривает явной зависимости от конкретных значений латентных переменных состо-
яния Х, а парметры k,  и v те же, что и в формулах (3) и (4). Анализ показывает, что кривые (8) и (9) 
имеют одинаковые предельные значения как при краткосрочных, так и при долгосрочных доходностях, 
точно такие же, как у кривых (3) и (4), приведенных в равенствах (5). 

Из представлений (8) и (9) видно, что при предположениях следствий 2 и 3 в квадратичной моде-
ли (2) при фиксированной процентной ставке r в отличие от ожидаемого семейства кривых, как в [3], 
существуют единственные кривые у2() и  f2(). Это объясняется тем, что эти кривые зависят не от кон-
кретных значений Хi, а от суммы квадратов всех переменных состояний Хi, которая как раз задает фик-
сированную процентную ставку r.  

Заметим, что функции (3)–(4) и (8)–(9) для малых  имеют следующие производные: 

1 1 2 2

0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 ( )

2 2 4 2

dy df dy df k r
d d d d

   

     
   

   
, 

где   α  n v   стационарное математическое ожидание процесса процентной ставки r(t). Это гово-
рит, в частности, о том, что при малых , во-первых, форвардная кривая изменяется в два раза быстрее, 
чем кривая доходности для обеих моделей, во-вторых, вектор латентных переменных X не влияет на 
знак производных, и, в-третьих, кривые квадратичной модели при малых  изменяются в два раза быст-
рее, чем кривые аффинной модели Даффи–Кана.  

Как известно, в практике обычно встречаются кривые доходности (и форвардные кривые) трех 
типов: нормальные (монотонно возрастающие), инверсные (монотонно убывающие) и кривые с макси-
мумом («горбатые»). Все эти три типа могут порождаться рассматриваемыми здесь моделями в зависи-
мости от значения стартовой процентной ставки r. Когда r  у(), получается нормальная кривая. Когда 
r  , кривые доходности инверсные. Если у()  r  , кривая доходности имеет максимум. На рис. 1–3 
для иллюстрации эти случаи показаны. Чтобы представить эти кривые «целиком» для всего интервала 
значений сроков до погашения   (0, ), использовано нелинейное преобразование сроков до погаше-
ния u  1  e  , которое отображает положительную полуось (0, ) в единичный интервал (0, 1). При-
нятое при расчетах численное значение   ln10/30  0,07675 соответствует тому, что сроки до погаше-
ния от 0 до 30 отображаются в интервал (0; 0,9). Так что y() отображает Y(u), а f () отображает F(u), 
где    ln(1  u) / . 

 

 
Рис. 1. Нормальные типы кривых Y(u) и F(u); r  0,2  у()  0,3625 
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Кривые доходности Y(u) показаны сплошными линиями, а форвардные кривые F(u) – пунктирными. 
Круглыми маркерами показаны предельные значения доходностей при   0 (u  0) и при    (u  1). 
Кривые доходности для модели Даффи–Кана располагаются ниже соответствующих кривых квадратич-
ной модели для нормального типа (рис. 1) и выше – для инверсного типа (рис. 2). В качестве парамет-
ров моделей были выбраны следующие:   0, n  5, v  0,08,   1, k  0,7 (k  0,5 для рис. 3),   0,4, 
у()  0,3625 (у()  0,3508 для рис. 3).  

 

 
 

Рис. 2. Инверсные типы кривых; r  0,5    0,4 
 

Таким образом, когда в квадратичной модели любой размерности n латентные переменные состо-
яния Х независимы и одинаково распределены по нормальному закону с нулевым средним, то времен-
ная структура процентных ставок доходности не зависит от конкретных значений переменных Х, а 
определяется только стартовым значением r текущей краткосрочной процентной ставки точно так же, 
как в аффинных моделях. При этом долгосрочные предельные ставки получаются такими же, как в мо-
дели Даффи–Кана. Причем распределение вероятностей процесса краткосрочной процентной ставки в 
этих моделях оказывается идентичным – сдвинутым гамма-распределением.  

 

 
 

Рис. 3. Кривые с максимумом; у()  0,3508  r  0,37    0,4 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
u

0.40

0.45

0.50

Y,F

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
u

0.355

0.360

0.365

0.370

0.375
Y,F



28 

Особенностью квадратичной модели является более быстрая, чем в модели Даффи–Кана, сходи-
мость к предельному значению долгосрочной доходности, которая иллюстрируется на рис. 4 с помо-
щью отношений 

2 2

1 1

( ) ( ) ( ) ( )
,

( ) ( ) ( ) ( )

Y u y F u yY F
Y u y F u y

   
   

   
. 

 

 
 

Рис. 4. Отношения Y (верхняя кривая) и F (нижняя кривая), 
характеризующие сравнительную скорость сходимости кривых доходности рис. 1 

к предельному значению у() 
 

Из рисунка следует, что для данных рис. 1 практически для всех сроков погашения кривая y2() в 
два раза ближе к предельному значению у(), чем кривая y1(). Что касается форвардной кривой f2(), то 
она практически уже достигает своего предельного значения для   9 лет (u  0,5).  

К сожалению, хотя квадратичные модели доходности активно обсуждаются в литературе, приро-
да квадратичных моделей оказывается загадочной, поскольку они являются математическими абстрак-
циями, и ни один из авторов, описывающих свойства этих моделей, не привел объяснения, каким обра-
зом пользователь этих моделей может наблюдать значения латентных переменных состояния Х и вооб-
ще существуют ли они, как они определяются и каков их экономический смысл. 
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Within framework of the theory of diffusion processes there are various versions of an evolution of short-term yield interest rates. 
Nevertheless till now there was no such model which could be a suitable basis for construction of term structure of yield close to exist-
ing one on real financial market. The models of interest rates leading to affine term structures of yield  are simple, most known and im-
ply a solution in an analytical form. However, reproduction of real term structures by means of affine models are inexact. Recently de-
velopment of models goes in two directions: increase dimension of models and refusal of affine properties. As representatives of such 
development are most popular now so-called quadratic models of interest rate processes in which interest rate process r(t) is set by the 
equations 

dХ(t)  (Х(t)) dt  (Х(t)) dW(t), t  t0, Х(t0)  Х0, 
r(t)  α  X(t)TX(t),  X(t)  Rn, α  R1,   Rn×n. 

Usually α  0, is a symmetrical positive definite matrix. When the vector (Х) linearly depends on Х, and the matrix (Х) does not 
depend on Х, process X(t) is Gaussian and in a stationary conditions has, say, expectation  and a matrix of a covariance V. If  and V 
are diagonal matrixes I, V  vI, and  0 the shifted gamma distribution with shift parameter α, scale parameter 1/2v and form 
parameter n/2 will be marginal distribution of process r(t). The shifted gamma distribution characterizes also the short-term interest rate 
in affine model of Duffie–Kan. Thus, the Duffie–Kan model and quadratic model generate the stochastic processes r(t) with identical 
distribution. In the paper, the explicit expressions for the term structure of zero-coupon yield to maturity and forward interest rate curve 
for both models are obtained. Also, the differences between the yield term structures of the models considered in the risk-neutral setting 
are discussed, when the market price of risk is zero It is shown that if in quadratic model of any dimension n latent state variable Х are 
independent and identical distributed under the normal law with a zero expectation the term structure of interest rates of yield does not 
depend on concrete values of variables Х, and is depended only on starting value r of the current short-term interest rate in the same way 
as in affine models. Thus long-term limiting rates turn out the same, as in model of Duffie–Kan. Comparative properties of affine 
Duffie-Kan model and quadratic model of yield are illustrated by a numerical example. 
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DYNAMIC SYSTEMS DESCRIBED BY ORDINARY INTEGRAL EQUATIONS 
 

The variation method is applied to calculation sensitivity functionals, which connect the first variation of quality func-
tionals of systems operate (the Bolts's problem) with variations of variables and constant parameters, for the multidimen-
sional nonlinear dynamic systems described by the generalized ordinary Volterra’s second-kind integral equations.  
Keywords: variation method; sensitivity functional; sensitivity coefficient; integral equation; conjugate equation. 

 
The sensitivity functional (SF) connect the first variation of quality functional with variations of variable 

and constant parameters. Coefficients before variations of constant parameters name the sensitivity coefficients 
(SC). They are components of vector gradient from quality functional according to constant parameters. 

The problem of calculation of SF and SC of dynamic systems is principal in the analysis and syntheses of 
control laws, identification, optimization [1–7]. The first-order sensitivity characteristics are mostly used. Later 
on we shall examine only SC and SF of the first-order. 

Consider a vector output )(ty  of dynamic object model under continuous time ],,[ 1
0 ttt  implicitly de-

pending on vectors parameters  ),(~ t  and functional I  constructed on )(ty  under ],[ 1
0 ttt . The first varia-

tion I  of functional I  and variations )(~ t  are connected with each other with the help of a single-line func-

tional – SF with respect to variable parameters )(~ t :  

1

0

)(~ )(~)(
t

t
t dtttVI . SC with respect to constant pa-

rameters   are called a gradient of I  on  : IddI T
)/( . SC are a coefficients of single-line relation-

ship between the first variation of functional I  and the variations   of constant parameters  : 




 



m

j
j

j

T IddIII
1

)/()( .  

The direct method of SC calculation (by means of the differentiation of quality functional with respect to 
constant parameters) inevitably requires a solution of cumbersome sensitivity equations to sensitivity functions 

)(tW . )(tW  is the matrix of single-line relationship of the first variation of dynamic model output with param-

eter variations  )()( tWty . For instance, for functional  
1

0

),),((0

t

t
dtttyfI  we have following SC vector 

(row vector): ddI /  
1

0

)()/[( 0

t

t
tWyf + dtf ]/0  . For obtaining the matrix )(tW  it is necessary to decide 

bulky system equations – sensitivity equations. The j -th column of matrix )(tW  is made of the sensitivity 

functions jdtdy /)(  with respect to component j  of vector  . They satisfy a vector equation (if y  is a vec-

tor) resulting from dynamic model (for y ) by derivation [1–3] on a parameter j . 

To variable parameters such a method is inapplicable because the sensitivity functions exist with respect 
to constant parameters. 
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For relatively simply classes of dynamic systems it is shown that in the SC calculation it is possible to 
get rid of deciding the bulky sensitivity equations due to the passage of deciding the conjugate equations – con-
jugate with respect to dynamic equations of object. Method of receipt of conjugate equations (it was offered in 
1962) is cumbersome, because it is based on the analysis of sensitivity equations, and it does not get its devel-
opment.  

Variational method [4], ascending to Lagrange’s, Hamilton’s, Euler’s memoirs, makes possible to sim-
plify the process of determination of conjugate equations and formulas of account of SF and SC. On the basis 
of this method it is an extension of quality functional by means of inclusion into it object dynamic equations by 
means of Lagrange’s multipliers and obtaining the first variation of extended functional on phase coordinates of 
object and on interesting parameters. Dynamic equations for Lagrange’s multipliers are obtained due to set 
equal to a zero (in the first variation of extended functional) the functions before the first variations of phase 
coordinates. Given simplification first variation of extended functional brings at presence in the right part only 
parameter variations, i.e. it is got the SF. If all parameters are constant that the parameters variations are carried 
out from corresponding integrals and at the final result in obtained functional variation the coefficients before 
parameters variations are the required SC. Given method was used in [7–9] for dynamic systems described by 
ordinary continuous Volterra’s second-kind integral and integro-differential equations. In this article the varia-
tional method of account of SC and of SF develops more general (on a comparison with papers [8, 9]) continu-
ous many-dimensional non-linear dynamic systems circumscribed by the vectorial non-linear continuous ordi-
nary Volterra’s second-kind integral equations with variable and constant parameters. The more common quali-
ty functional (the Bolts's Problem) is used also. 

 
1. Problem statement 

 
We suppose that the dynamic object is described by system of non-linear continuous Volterra’s ordinary 

integral equations (IE) of the second genus (more general than in the monography [7. Р. 74]): 

1
0

0

0 ,),),(~),(,(),,),(~()( tttdssssytKtttrty
t

t
  , )(),( 11

00  tttt .              (1) 

Here: initial 0t  and final 1t  instants are known functions of constant parameters  .  ),(~ t  are a vector-

columns of interesting variable and constant parameters; y  is a vector-column of phase coordinates; )(r , )(K  

are known continuously differentiated limited vector-functions.  
Variables )(t  at each current moment of time t  are connected with phase coordinates )(ty  by known 

transformation 

],[),,),(~),(()( 1
0 ttttttyt  ,                                                   (2) 

where )(  – also continuous, continuously differentiable, limited (together with the first derivatives) vector-

function. Equation (1.2) is often known as model of a measuring apparatus. The required parameters  ),(~ t  

are inserted also in it. A dimensionalities of vectors y  and   can be various. 

The quality of functioning of system it is characterised of functional 

),),((),),(~),(( 11
10

1

0

ttIdttttfI
t

t
  ,                                                   (3) 

depending on )(~ t  and  . The conditions for function )(),( 10  If  are the same as for )(K , )(r . With use of 

a functional (1.3) the optimization problem (in the theory of optimal control) are named as the Bolts’s problem. 
From it as the individual variants follow: Lagrange’s problem (when there is only integral component) and 
Mayer’s problem (when there is only second component – function from phase coordinates at a finishing 
point).  

With the purpose of simplification of appropriate deductions with preservation of a generality in all 
transformations (1.1) – (1.3) there are two vectors of parameters  ),(~ t . If in the equations (1.1)–(1.3) parame-
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ters are different then it is possible formally to unit them in two vectors  ),(~ t , to use obtained outcomes and 

then to make appropriate simplifications, taking into account a structure of a vectors  ),(~ t . 

By obtaining of results the obvious designations:  

0( ) ( ( ), , , ), ( , ) ( , ( ), ( ), , )r t r t t t K t s K t y s s s       , ),,),(~),(()( tttyt   

),),(()(),,),(~),(()( 11
1

1
100 ttItItttftf   

are used.  
Is shown also that the variation method without basic modifications allows to receive SF 
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t
 in relation to variable and constant parameters. 

 
2. Variational method for models (1)–(3) 

 
Complement a quality functional (2) by restrictions-equalities (1) by means of Lagrange’s multipliers 

( )t , ],[ 1
0 ttt , (column vectors) and get the extended functional 
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  ,                                                (4) 

which complies with )(I  when (1.1) is fulfilled. Take into account the form of functional I , change an order 

of integrating in double integral inside of triangular area (see fig. 1): 
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and then extended functional (4) accepts a form: 
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Fig. 1. Triangular area and order of an integration 
 

Find the first variation for I  with respect to )(ty  and to )(~ t ( ),[ 1
0 ttt ), )(~ 1t ,   taking account: 

1) dependence the right member of IE (1.1) on ( );y t  2) interconnection (3) between )(t  and )(ty , )(~ t , ;  
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In a variation (10) we equate with zero factors before variations of phase coordinates y  and discover: the con-

jugate equations for Lagrange’s multipliers )(t  
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These equations are decided in the opposite direction of time (from 1t ). 

In a result three components IIII
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lation to variables )(~ t  and constant parameters )(~ 1t ,   are submitted accordingly by formulas (11), (12) 

and (13). This result is more common in relation to appropriate results of papers [7, 8]. Variables and constant 
parameters are present in integrated model of object, also at model of the measuring device and at generalized 

quality functional for system (the Bolts's Problem). An additional a dependence 1
0 ,tt  from   are taken into 

account. 
In a basis of calculation of sensitivity functionals the decision of the integrated equations of the object 

model in a forward direction of time and obtained integrated equations for Lagrange's multipliers in the oppo-
site direction of time lays.  

Example (The ordinary differential equations). Consider that the dynamic object is described by system 

of non-linear continuous differential equations with variable and constant parameters )(~ t ,  :  
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These results it is possible to represent in more customary (for differential equations) form. After change 
of variables:  
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Conclusion 

 
The merit of variational method is applicability of its both for calculation of SF and SC. Besides the 

equations for Lagrange’s multipliers remain without change. 
Variables and constant parameters are present also at model of the measuring device and at generalized 

quality functional for system (the Bolts's Problem). In a basis of calculation of sensitivity functionals the deci-
sion of the integrated equations of model in a forward direction of time and obtained integrated equations for 
Lagrange's multipliers in the opposite direction of time lays. 

Variation method of calculation of SF and SC allows a generalization on objects described by vectorial 
ordinary Volterra’s second-kind integro-differential equations.  

Integro-differential models structurally include separately integrated and differential models, and also 
4 kinds of more simple integro-differential models which differ character of interaction of phase coordinates of 
integrated and differential parts. It is necessary to carry out transition from the integro-differential equation to 
corresponding integral eguation, to use results of this paper and in them to execute return to initial variables. 
For the objects described by simpler integro-differential models enough in the received connected equations 
and in SF and SC to turn into a zero a corresponding components. 
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Variation method of calculation of SF and SC allows a generalization on objects described by vectorial 
dynamic equations with delay time and different classes of discontinuous dynamic equations. 

Results are applicable at design of high-precision systems and devices. 
This paper continues research in [7–9].  
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РАЗРЫВ ДВОЙСТВЕННОСТИ В ПОЛУБЕСКОНЕЧНОМ  
ЛИНЕЙНОМ ПРОГРАММИРОВАНИИ И АНАЛИЗ КАЧЕСТВА ОГРАНИЧЕНИЙ 

ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ОБЪЕКТОВ 
 

Рассматривается пара двойственных задач полубесконечного линейного программирования. Предлагается гео-
метрический способ анализа соотношений двойственности пары задач, основанный на использовании кониче-
ской оболочки коэффициентов системы ограничений. Устанавливается связь наличия разрыва двойственности с 
незамкнутостью границы конической оболочки точек в многомерном пространстве. Построен нетривиальный 
пример задачи ЛП, для которой разрыв двойственности выполняется для неколлинеарных целевых векторов. На 
основе стандартных оптимизационных функций MATLAB разработана программа для анализа соотношений 
двойственности. 
Ключевые слова: задача линейного программирования; разрыв двойственности; множество допустимых реше-
ний; коническая оболочка коэффициентов; система линейных неравенств; критерий соотношения двойственно-
сти; выпуклый незамкнутый конус. 

 

Задача полубесконечного линейного программирования (ПбЛП) является важным объектом ис-
следования в теории оптимизации [1]. Задача обычно изучается с двух точек зрения.  

Численные, количественные методы предполагают задание бесконечного множества ограничений 
с помощью параметров. В дальнейшем бесконечная система аппроксимируется конечной подсистемой 
и решается симплексными методами. 

Качественные методы используют свойства топологических пространств, а также строят выпук-
лые и конические оболочки точек, составленных из коэффициентов системы. При этом задача построе-
ния выпуклой оболочки не рассматривается.  

Одной из важных целей изучения задачи ПбЛП является проверка соотношения двойственности, 
т.е. равенства оптимальных значений исходной и двойственной задач ЛП. С одной стороны, возникно-
вение разрыва двойственности означает резкое ухудшение свойств численных методов решения этой 
задачи, а с другой стороны, наличие разрыва говорит о недостаточном качестве ограничений допусти-
мого множества задачи ПбЛП [2]. Таким образом, анализ соотношения двойственности может оказаться 
полезным при анализе качества задания геометрического объекта: при задании геометрического объек-
та в виде допустимого множества системы ограничений задачи ПбЛП оценка качества определяется 
существованием разрыва двойственности на некоторых целевых направлениях.  

Отметим, что задача ПбЛП с разрывом двойственности обычно рассматривается как нежелатель-
ная и экзотическая. Между тем в настоящей работе мы показываем, что задачи ПбЛП с разрывом двой-
ственности образуют богатое семейство задач, и связываем наличие разрыва двойственности с неза-
мкнутостью границы конической оболочки точек в многомерном пространстве. Размерность этого про-
странства на единицу больше количества переменных задачи. С помощью пары двойственных задач 
ПбЛП с разрывом двойственности осуществляется анализ структуры этой незамкнутой границы. 

 

1. Двойственные задачи линейного программирования 
 

Пара двойственных задач линейного программирования в топологических векторных простран-
ствах имеет вид 

0 0inf {( ,  ) : , },Z Xx y T x z Q x Q     (1)

* * *
0 0sup  {( ,  ) : , } .X Zz T y Q Q      (2)
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Здесь топологические векторные пространства X и Y, Z и W находятся в двойственности; Т – линейный 

непрерывный оператор из X в Z; T*: W→Y – сопряжённый к нему; XQ X , ZQ Z – замкнутые вы-

пуклые конусы; *
XQ Y , *

ZQ W – сопряжённые конусы. 

Рассмотрим два частных случая пары двойственных задач (1)–(2).  
1. Пространства X и Y – конечномерные пространства Rn, Z и W – бесконечномерные простран-

ства, конусы Qx и Qz являются неотрицательными ортантами. Тогда задача (1) принимает вид полубес-
конечной задачи линейного программирования: ߭ = inf {(x, c) : Ax ≥ b, x ≥ 0}. (3)

В этой задаче А – полубесконечная матрица, строки которой a ∈ Rn,  ∈ ,  – некоторое счетное мно-
жество индексов, b = (b)∈ – вектор-столбец из пространства R, ߭ – оптимальное значение задачи.  

Двойственная задача (2) принимает вид ߭* = sup {(u, b) : ATu ≤ c, u ≥ 0, u  f }, (4)

где f – подпространство последовательностей из RΩ, в которых лишь конечное число элементов отлично 
от нуля, ߭* – оптимальное значение двойственной задачи. 

Запишем пару двойственных задач (3)–(4) в другой, более удобной для нас форме: ߭ = inf {(x, c) : Ax ≥ b}, (5)߭* = sup {(u, b) : ATu = c, u ≥ 0, u  f }. (6)

2. Пространства X и Y – конечномерные пространства Rn; Z и W – конечномерные пространства 
Rm; QX и QZ – замкнутые выпуклые конусы соответственно в пространствах Rn и Rm. 

Преобразуем задачу (1) к виду (3). Ограничение x ∈ QX  задачи (1) эквивалентно системе линей-
ных неравенств 

*( ,  ) 0,  .Xx y y Q    (7)

Пусть { ei: i = 1,…,n } – базис единичных ортов пространства Rn. Тогда
1

n
i ii

x x e


 и ограничение 

T · x ∈ z0 + QZ  задачи (1) эквивалентно системе 
*

01
( (  ) ,   ) 0,  ,

n
i i Zi

T x e z Q


      

что равносильно 
*

01
( ,  ) ( ,   ),  .

n
i i Zi

x T e z Q


      (8)

Объединенная система ограничений (7) и (8) аналогична системе ограничений задачи (5). 
 

2. Соотношение двойственности 
 

Задачи (5) и (6) достаточно универсальны и изучаются во многих работах. В основном исследу-
ются условия, при которых выполняется соотношение двойственности ߭ = ߭*. (9)

В [1] показано, в частности, что если c ∈ int (cone{ a,  ∈  }), то равенство (9) имеет место.  
В [4, 5] в качестве достаточного условия для (9) требуется выполнение условия Слейтера для системы 
ограничений задачи (5) и замкнутость конической оболочки множества 

K = cone {[a; b] :  ∈ }. 
Здесь и далее запись [a; b] означает присоединение числа b к вектору-строке a. 

В [6] для задачи (5) вводится понятие равномерной двойственности, при котором для каждого  
с ∈ Rn должен иметь место один из следующих случаев: 1) ߭ = –, ߭* = –; 2) ߭ = +, ߭* = +; 
3) ߭ = +, ߭* = –; 4) ߭ конечно, задача (6) разрешима и ߭ = ߭*. 

Необходимым и достаточным условием равномерной двойственности при ߭ < + является за-
мкнутость конуса  

K↓ = cone {{[a; b],  ∈  }, [0; –1]}. 
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3. Геометрический подход к анализу двойственных задач ЛП 
 

В настоящей работе предлагается критерий, связывающий равенство (9) со свойствами некоторого 
промежутка. Фактически этот критерий позволяет взглянуть на задачи (5) и (6) с некоторой единой геомет-
рической точки зрения, проясняет приведённые выше утверждения и приводит к новым результатам.  

Введем обозначения  
K↑ = cone {{[a; b],  ∈ }, [0; 1]}, 

P = {[c; r] : r ∈ R}. 
Покажем, что из геометрических соотношений между конусом K и прямой P можно получить ряд 

важных свойств задач (5) и (6). Возможны следующие случаи взаимного расположения K и P: 

K P   Ø, (10)

K P  Ø, K P  Ø, (11)

K P  Ø. (12)

Найдем оптимальные значения ߭ и ߭* для каждого из этих случаев. 
 

3.1. Бесконечность оптимальных значений пары двойственных задач 
 

Пусть K P  Ø.  
Тогда K P   Ø, поэтому ограничения задачи (6) несовместны и, следовательно, ߭* = –∞. 
Допустим система Ax ≥ b несовместна. Тогда, очевидно, ߭ = +∞.  
Допустим, система Ax ≥ b совместна. Известно [5], что неравенство (x, c) ≥ r является следствием 

совместной системы Ax ≥ b тогда и только тогда, когда [c, r] K . Допустим, для некоторого r0 неравен-

ство (x, c) ≥ r0 является следствием системы Ax ≥ b. Тогда r0 ∈  PK  Ø, что невозможно. Поэтому для 

любого r неравенство (x, c) ≥ r  не может являться следствием совместной системы Ax ≥ b. Отсюда ߭ = –∞. 
Таким образом, в случае (10) возможны лишь две ситуации: ߭ = +∞, ߭* = –∞ или ߭ = –∞, ߭* = –∞. 

 
3.2. Бесконечность оптимального значения двойственной задачи 

 
Справедливо следующее утверждение. 
Утверждение 1. Если выполняется (11), то ߭ = sup {r : [c; r] K }, ߭* = –∞. 

(13)

Доказательство. Обозначим через r0 правую часть равенства (13).  

Так как  PK  Ø, то r0 > –∞.  

Если r0 = +∞, то для любого достаточно большого r выполняется [c; r] K , т.е. (x, c) ≥ r является 
неравенством-следствием системы Ax ≥ b. Для совместной системы Ax ≥ b это невозможно. Поэтому 
система Ax ≥ b несовместна, откуда ߭ = r0 = +∞. 

Пусть теперь r0 конечно.  
Докажем, что система Ax ≥ b совместна. Допустим, что это не так. Тогда из [5] получаем 

[0; 1] K . Так как  PK  Ø, то при некотором r1 имеем [c; r1] K . Тогда для любого s > r1 имеем 

[c; s] = (s – r1)·[0; 1] + [c; r1] K . 
Отсюда вытекает r0 = +∞, что противоречит конечности r0. Таким образом, система Ax ≥ b сов-

местна.  

Возьмем произвольное r1, при котором [c; r1] K . Неравенство (x, c) ≥ r1 является следствием 
совместной системы Ax ≥ b. Поэтому ߭ ≥ r1, откуда  ߭ ≥ sup {r : [c; r] PK  } = r0. 
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С другой стороны, так как (x, c) ≥ ߭ является следствием совместной системы Ax ≥ b 2-го рода [7], 

то [c; ߭] K , откуда ߭ ≤ r0. Таким образом, ߭ = r0. 
Вторая часть утверждения 1 вытекает из равенства  PK  Ø. В этом случае система ограниче-

ний задачи (6) несовместна, откуда ߭* = –∞. Утверждение 1 доказано. 
 

3.3. Конечность оптимальных значений пары двойственных задач 
 

Утверждение 2. Если выполняется (12), то ߭ = sup {r : [c; r] K }, ߭* = sup {r : [c; r] K }. 
Доказательство. Первая часть утверждения совпадает с (13).  
Обозначим r0 = sup{r: [c; r] K  }. Тогда существует последовательность {rj}, такая, что

0lim rrjj   и [c; rj] K . Отсюда каждый вектор [c; rj] можно представить как конечную положи-

тельную линейную комбинацию элементов множества {[a; b],  ∈  }. Коэффициенты этих комбина-
ций являются допустимыми решениями двойственной задачи (6) со значениями целевой функции rj. 
Следовательно, ߭* ≥ r0. 

Обратно: так как  PK Ø, то система ограничений задачи (6) совместна. Тогда существует по-

следовательность {ui} допустимых решений задачи (6), такая что  ) ,(lim i
i ub ߭*. Поэтому для каж-

дого натурального i имеем [c; (b, ui)]  K , откуда r0 ≥ ߭*.  
Итак, r0 = ߭*. Утверждение 2 доказано. 

 
3.4. Критерий наличия разрыва соотношения двойственности 

 
Построим с помощью конуса K и прямой P одномерный интервал S, который назовем характеристи-

ческим интервалом задачи ПбЛП. С учетом утверждения 2 определим интервал S следующим образом: 

S = [sup {r : [c; r]  K }, sup {r : [c; r]  K }]. (14)
Интервал S, если он не пуст, представляет собой точку, отрезок, луч или всю прямую P и распо-

ложено в пространстве Rn+1. Если интервал S не вырождается в точку, то он содержится на границе за-
мыкания конуса K, но не содержится в самом конусе. В этом случае конус K не является замкнутым. 
Таким образом, интервал S содержится в незамкнутой части границы конуса K.  

Интервал S позволяет определить оптимальные значения пары двойственных задач (5) и (6) и, 
следовательно, наличие разрыва двойственности. 

Теорема 1. Для характеристического интервала S имеют место равенства ߭ = sup {r : [c; r] ∈ S}, (15)߭* = inf {r : [c; r] ∈ S}. (16)
Доказательство. Теорема вытекает из определения интервала S и утверждений 1 и 2. 
Следствие 1. (Критерий разрыва двойственности). Пусть ߭* > –∞. У пары задач (5) и (6) суще-

ствует разрыв двойственности тогда и только тогда, когда множество S имеет непустую внутренность. 
 

3.5. Существование оптимальных решений 
 

Из вышесказанного следует, что конус K, прямая Р и, вообще говоря, направление прямой Р 
определяют оптимальные значения задач (5) и (6).  

Исследуем вопрос о разрешимости двойственной задачи. Двойственная задача (6) достигает свое-
го значения тогда и только тогда, когда супремум в утверждении 2 достигается. 

Так как при переходе от множества {[a; b],  ∈  } к конусу K ограничения задачи (5) теряют 
свою индивидуальность, то восстановить оптимальное решение задачи (6), вообще говоря, невозможно. 

Рассмотрим разрешимость исходной задачи. Известно, что в случае совместности системы огра-
ничений задачи (5) функция оптимума ߭(c) является собственной, вогнутой и по утверждению 2 
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߭(c) = sup {r : [c; r] K }. Следствие 23.5.3 из [8] утверждает, что субдифференциал ∂߭(c) представляет 
собой всё множество оптимальных решений задачи (5). Из геометрического смысла субдифференциала 
получаем следующее утверждение. 

Утверждение 3. Задача (5) имеет оптимальное решение тогда и только тогда, когда через точку 

[c; ߭(c)] можно провести гиперплоскость, такую, что ее подграфик содержит конус K . 
 

3.6. Связь с ранее известными результатами 
 

1. Из теоремы 3 статьи [9] вытекает следующее. Если конус K замкнут, то двойственная задача (6) 
достижима. Если конус {[Ax + z; (x, c) – r] : x ∈ Rn, z ≥ 0, r ≥ 0} замкнут в декартовом произведении 
R  R1 с топологией покоординатной сходимости, то исходная задача достижима. А из утверждения 2 
вытекает, что из одного конуса K можно определить достижимость задач (5) и (6). 

2. В пространстве R с покоординатной сходимостью положительный конус не имеет внутренно-
сти. Поэтому условия типа Слейтера (например, существует х0 такой, что (х0, a) > b для каждого 
 ∈ ) недостаточны для анализа разрыва двойственности. Это и не удивительно, так как данное усло-
вие Слейтера равносильно [x0; –1] ∈ int K* и не связано с границей конуса K, от которой, в соответствии 
с утверждением 2, зависит разрыв. 

3. Из утверждений 1 и 2 легко вывести теорему о слабой двойственности [4] в несколько изме-
ненной формулировке: если ߭(c0) конечно, то 

)(*sup lim)(*
)B(0)dB(

0
00

cc
ccc
υυ


 , 

где B(c0) – шар с центром в точке c0 и радиусом dB(c0). 
 

3.7. Противоположная задача ЛП 
 

Заменим в исходной задаче (5) критерий и знаки неравенств в системе ограничений на противо-
положные. Полученную задачу назовем противоположной задачей ЛП: ߭ = sup {(x, c) : Ax ≤ b}. (17)

Двойственной к ней является задача ߭* = inf {(b, u) : ATu = c, u ≥ 0}. (18)
Повторное применение процедуры построения противоположной задачи возвращает нас к исход-

ной задаче (5). Таким образом, пара противоположных задач и пара двойственных задач ЛП обладают 
одним и тем же свойством взаимной обратимости. 

Найдем ߭. Используем известное правило замены критериев при оптимизации произвольной 
функции f(x): 

sup  f(x) = –inf ( –f(x) ). 
Тогда ߭ = –inf {(x, –c) : –Ax ≥ –b}. Используя утверждение 2, продолжаем: ߭ = –sup { r : [–c; r] K } = – (–inf { –r : [–c; r]  K }) = inf {–r : [–c; r]  K }. 

Сделаем замену t = –r. Получаем ߭ = inf {t : [–c; –t]  K } = inf {t : [c; t] K }. 

Аналогично получаем ߭* = inf {t : [c; t]  K } ≤ sup {t : [c; t]  K }= ߭*. 
Теорема 2. Для противоположной системы выполняются соотношения ߭ = inf {t : [c; t]  K }, ߭* = inf {t : [c; t]  K }. 
При этом справедливо тройное неравенство ߭ ≥  ߭* ≥ ߭* ≥ ߭. (19)
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3.8. Допустимое множество противоположной задачи ЛП 
 

Относительно ограничений противоположной задачи можно высказать следующие утверждения. 
Утверждение 4. Если M ={ x : Ax ≥ b } – непустое, ограниченное множество, не состоящее из од-

ной точки, то M = { x : Ax ≤ b } = Ø.  
Доказательство. Допустим противное: Ax0 ≤ b при некотором x0. Тогда для любого x из Ax ≥ b 

вытекает A(x – x0) ≥ 0. Отсюда для любого λ ≥ 0 
A( x + λ( x – x0 )) = Ax + λA( x – x0 ) ≥ b. (20)

Так как { x : Ax ≥ b } ограничено, то из (20) получаем х = х0, т.е. { x : Ax ≥ b} = {х0}, что противо-
речит условию. 

Утверждение 5. Пусть M = { x : Ax ≥ b } неограничено. Если множество M = { x : Ax ≤ b } непу-
стое, то оно неограничено. 

Доказательство. Пусть x0 ∈ M. Из неограниченности M вытекает, что найдется ненулевой вектор 
e, такой, что для любого t ≥ 0 выполняется x0 + te ∈ M, т.е. A(x0 + te) ≥ b. С учетом Ax0 ≥ b получаем 
Ae ≥ 0. Допустим, x ∈ M. Тогда A(x – te) ≤ b, т.е. множество M неограничено.  

Из утверждений 4 и 5 следует, что противоположная задача может оказаться полезной именно 
при наличии конечного разрыва двойственности для задач (5) и (6), так как этот разрыв существует 
только тогда, когда { x : Ax ≥ b } неограничено. 

 

4. Примеры 
 

Пример 1. В следующем примере исходная и противоположная задачи имеют конечные разрывы 
двойственности: 
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Конус K натянут на следующие точки: C = [0, 1; 1], B = [0,  1; 2], Dn = [1/n,  1; 0], An = [1/n,  1; 3], 
не замкнут и содержится в пространстве R3 (рис. 1). 

 

 
 

Рис. 1. Трехмерный конус K с незамкнутой границей 
 

Последовательность {An} сходится к точке A = [0, 1; 3], {Dn} сходится к точке D = [0,  1; 0], при-
чем точки A и D лежат на незамкнутой границе конуса K. Целевой вектор c = [0, 1; 0]. Прямая P прохо-
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дит через точки A, B, C и D. Отрезок [A, B] является характеристическим для исходной задачи, а отрезок 
[C, D] является характеристическим для противоположной задачи. Используя теорему 2, получаем ߭ = 3, ߭* = 2, ߭* = 1, ߭ = 0. 

Пример 2. Приведем пример задачи ПбЛП с тремя переменными, для которой разрыв двойствен-
ности выполняется для неколлинеарных целевых векторов. Система ограничений задачи имеет вид 

1 2

1 2

1 2 3

1 2 3
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Для рассматриваемой системы конус K натянут на следующие точки: An = [1 – 1/n, 1, 1/n; 2], 
Bn = [1 – 1/n, –1, 1/n; 2], C = [1, 1, 0; 1], D = [1, –1, 0; 1]. 

Последовательность {An} сходится к точке A = [1, 1, 0; 2], {Bn} сходится к точке B = [1, –1, 0; 2]. 
Рассмотрим трехмерную гиперплоскость H : ([a; b], d) = 0, где d = [0, 0, 1; 0]. Точки A, B, C, D, а также 
вектор h лежат в гиперплоскости H, а точки An и Bn – в полуплоскости  ([a; b], d) > 0. Поэтому точки A и 
B принадлежат замыканию конуса K, но не самому K, т.е. лежат на незамкнутой границе конуса K.  
 

 
 

Рис. 2. Трехмерное сечение четырехмерного конуса K трехмерной гиперплоскостью 
 

Построим сечение K 1 = K ∩ H (рис. 2). Возьмем два целевых вектора g = [1, 1, 0; 0] и f = [1,           
–1, 0; 0]. Векторы g, f линейно независимы и принадлежат конусу K 1. Возьмем вектор с как произволь-
ную выпуклую комбинацию этих векторов c = αg + (1 – α)f, 0 ≤ α ≤ 1. Для целевого вектора с по утвер-
ждению 2 имеем: 

1) ߭ = sup { r : [c; r]  K  } = 2, и супремум достигается в точке αA + (1 – α)B; 
2) ߭* = sup { r : [c; r] K  } = 1, и супремум достигается в точке αC + (1 – α)D. 

 

5. Применение MATLAB для анализа соотношений двойственности 
 

Для проведения численного анализа соотношений двойственности (19) разработана MATLAB-
программа [12]. В программе используются стандартные оптимизационные функции fseminf и linprog, 
предназначенные для приближенного решения полубесконечных нелинейных и конечномерных линей-
ных задач оптимизации соответственно. Функция fseminf может быть использована для нахождения оп-
тимальных значений ߭ и ߭ задач (5), (17), а linprog – для нахождения оптимальных значений ߭* и ߭* 
задач (6), (18). 

Особенностью MATLAB-программы является указание конечного значения n в полубесконечных 
ограничениях исходной задачи, что приводит к замене задачи ПбЛП задачей ЛП с конечным числом 
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ограничений. Стоит отметить, что данная замена может привести к изменению оптимального значения 
обеих задач. В перспективе предполагается разработка новой MATLAB-программы с возможностью 
для пользователей указания бесконечной последовательности ограничений. 

 

 
 

Рис. 3. Значения  ߭, ߭*, ߭, ߭* при {   0,1 ,  0 10}k k       

 
На рис. 3 представлены результаты численного решения примера 2. Из рисунка видно, что прак-

тически при всех   ߭ = 2, ߭* = 1, ߭ = 1, ߭* = 1. 
 

Заключение 
 

В работе продемонстрирован геометрический подход к анализу полубесконечных задач ЛП. Дан-
ный подход позволяет моделировать задачи с заданными свойствами разрыва двойственности. Показа-
но, что разрыв полностью определяется свойствами границы конуса коэффициентов. Ранее приводи-
лись примеры с разрывом двойственности для изолированных целевых векторов. В этом случае множе-
ство целевых векторов, для которых возникает конечный разрыв, образует луч. В данной статье показа-
но, что множество целевых векторов с разрывом может представлять собой сложные многомерные об-
ласти. Таким образом, задачи с разрывом двойственности не являются экзотическим нежелательным 
объектом, а должны исследоваться целенаправленно. 

Разрыв двойственности возникает, когда ограничения множества допустимых решений имеют 
следующий недостаток. При бесконечно малых возмущениях правых частей ограничений допустимое 
множество на некоторых направлениях начинает аномально расширяться. Это проявляется в резком 
изменении оптимального значения исходной задачи. Таким образом, качество ограничений, которые 
определяют геометрический объект в виде допустимого множества, можно считать недостаточным. 
Наш подход позволяет находить направления, на которых проявляется аномальное расширение геомет-
рических объектов. Подобные явления могут возникать в различных областях техники, экономики, со-
циологии и политики. 

Данный подход может использоваться также при анализе структуры незамкнутой границы вы-
пуклых множеств в многомерных пространствах, поскольку мы с трудом можем представить себе мно-
гомерные множества, а также строить график функций с количеством переменных более двух. 
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The paper focuses on the universal problem of linear programming (LP) with an infinite number of linear constraints and a finite 
number of variables. The authors demonstrate how the LP problem, which limits use a convex closed cone, is reduced to the above-
mentioned one. The geometric interpretation using the conical K shell of the system constraints coefficients is proposed for a pair of the 
dual LP problems. The other two cones (i.e. the K cone epigraph and hypograph) are additionally constructed to analyze the dual prob-
lems. The one-dimensional interval using three cones and the target vector of the original problem is also constructed. The characteris-
tics of the interval allow us to determine the main characteristics of the original problem: the optimal values and the solvability of both 
problems. The interval lies on the boundary of the multidimensional K cone.  

With regard to the results achieved, we suggest a qualitative analysis of the geometric method of the semi-infinite LP problem with-
out  using either the Gauss method being commonly used or the simplex method. It is shown that the basic information of a pair of the 
dual problems is contained in the characteristics of the surface of an unclosed convex K cone. 

A new type of dual problem is put forward for the LP problem. It is different from the classic  one based on the Lagrange multipli-
ers. It is sufficient to replace the criterion and the inequalities of constraints signs with the opposite ones. The similarity between the two 
is in the fact that their characteristics are determined by the epigraph and the hypograph of the K cone. Thus, they equally provide in-
formation on the surface of an unclosed K cone. 

The paper shows that the duality gap is not an unwanted extraordinary case. The existence of a gap indicates the places where the 
feasible set starts to expand abnormally at infinitesimal relaxation of constraints. Thus, gap analysis allows to determine the "weak" 
places by setting constraints of a feasible set. Similar problems arise in politics, economy and any other sphere in which various con-
straints are imposed on a set of objects. 

We construct numerical example of a semi-infinite LP problem with three variables. The characteristics of the surface of an un-
closed four-dimensional K cone are analyzed. It is shown that the target vectors with duality gap do not form an isolated ray and fill the 
two-dimensional region in. 

The example of the code allowing to carry out the numerical analysis of duality relations by the use of MATLAB are given. The 
program is based on such standard optimization functions as fseminf and linprog designed to find approximate solutions of finite-
dimensional linear and non-linear semi-infinite optimization problems respectively. A distinguished feature of the MATLAB program is 
replacing of а semi-infinite linear programming original problem by a LP problem with a finite number of constraints. It is noted that 
this substitution may change the optimum value of both problems It is worth mentioning that the authors are planning to develop a new 
MATLAB-program with the ability for users to specify an infinite sequence of constraints. 
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ПРОЕКТИРОВАНИЕ БАЗЫ ЗНАНИЙ ЭКСПЕРТНОЙ  

СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ НАУЧНЫМИ ПРОЕКТАМИ 
 

Описан процесс разработки базы знаний экспертной системы управления научными и инновацион-
ными проектами, основывающийся на анализе конкретной ситуации, степени развития проекта в 
определенный момент времени, оценке его состояния, а также анализе предыдущих условий работы 
с данным проектом.  
Ключевые слова: экспертная система; управление научными проектами; поле знаний; база правил; 
системный анализ. 

 
С организационной и технологической точки зрения процесс оценки потенциала новых проектов 

сегодня остается еще достаточно трудоемким и слабоформализованным в рамках производственной 
деятельности предприятия. При выборе конкретного проекта имеет место совокупность научных, ком-
мерческих, организационных, ресурсных и других составляющих успешного развития проекта, предо-
пределенных спецификой его развития и определяющих качество описания проекта, и изменение любо-
го из слагаемых в значительной мере сказывается на степени реализуемости проекта. 

Необходимость переоценки внешних и внутренних факторов влияния на развитие проекта требу-
ет частого обращения к экспертам соответствующей области, что значительно осложняет процесс оцен-
ки и анализа научных и инновационных проектов, а следовательно, и принятия решений. Эффективное 
решение задачи прогнозирования изменения экономического и социального эффекта научных проектов 
на этапах НИР и ОКР заключается в использовании экспертных систем, построенных на совокупности 
формализованных и описанных знаний эксперта конкретной предметной области, структурированных в 
определенном порядке для построения процесса принятия решения. 

В свою очередь, для успешного функционирования экспертной системы необходимо не только 
учитывать имеющиеся данные, но и иметь возможность преобразовать информацию в форму, позволя-
ющую эффективно оценить описанные условия и ситуацию и выдать рекомендательные решения. 

 
1. Формирование поля знаний 

 
Исходным понятием на стадии проектирования экспертной системы (ЭС) является получение и 

структурирование знаний эксперта, именуемое полем знаний, определяемое как заданное в различных 
форматах неформальное описание основных понятий предметной области и взаимосвязей между ними 
[1. С. 59]. 

Поле знаний задается описанием состояния среды (ситуации) и совокупностью всех возможных 
шагов решения задачи – пространством состояний. Поиск решений основывается на формализованном, 
удобном для работы алгоритме представления задач и описании последовательности смены состояний, 
ведущих к достижению поставленной цели. Процесс поиска решения задачи также носит название вы-
вода цели. Посредством заданных действий алгоритм переводит задачу из одного состояния в другое. 
Для описания указанного процесса воспользуемся деревом поиска [2. С. 50–51]. 
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Исходя из вариантов представления результатов принятия решений и заданной многомерной мо-
дели [3. С. 59], построим поле знаний нашей предметной области, определяемой концептами – основ-
ными элементами системы СППР, и их атрибутами – допустимыми значениями, таким образом форми-
руя концептуальную структуру поля знаний (рис. 1). 

 

 
 

Рис. 1. Концептуальная составляющая поля знаний 
 

 
 

Рис. 2. Функциональная составляющая поля знаний 
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Структура функциональной составляющей поля знаний моделирует основные связи или отноше-
ния между концептами и их атрибутами, образующими поле знаний. Эти связи отражают стратегию 
принятия решений экспертом (рис. 2). 

С целью подробного представления рассуждений ЭС выдаваемые рекомендации целесообразно 
представить в виде промежуточных выводов и подведения итогового решения, представляющих собой 
отдельные блоки информации. 

Таким образом, накопление и организация специальных знаний – одна из самых важных задач 
ЭС, целям их расширения и накопления служит база знаний, которая, по сути, является ядром ЭС. При 
этом знания должны быть выражены в явном виде и организованы так, чтобы упростить принятие ре-
шений [4]. Это требование заставляет экспертные системы оперировать не только данными, но и поня-
тийными концептуальными знаниями, выраженными на естественном языке и в терминах предметной 
области. Правила, содержащиеся в базе знаний, соответствуют заданной прикладной программе и могут 
быть различными по формату представления. 

 
2. Формирование базы правил 

 
Описание концептов и их атрибутов позволяет перейти к построению базы фактов и правил, для 

этого применяются формальные языки, обычно напоминающие естественный язык, но гораздо более 
строгие и ограниченные. Существует несколько базовых специализированных машинных языков пред-
ставления знаний, сегодня наибольшее распространение в ЭС получил язык продукционных правил, 
имеющих форму ЕСЛИ «Условие» – ТО «Событие». 

Продукционные правила обеспечивают естественный способ описания процессов, управляемых 
сложной и изменяющейся средой. Правила дают возможность описать ход решения задачи, не имея за-
ранее алгоритма этого решения, а также корректировать способ решения путем добавления новых пра-
вил, не изменяя существующих, что обеспечивает высокую модульность базы знаний [2. С. 45]. 

В общем продукционная модель имеет следующий вид (1):  
i T; L;A B;Q    ,                                                              (1) 

где T – описание ситуации; L – условие, при котором продукция активизируется; AB – ядро продук-
ции, представляющее собой условие: если А, то В; Q – постусловие продукционного правила, описыва-
ет действия, совершаемые после реализации В. 

В разработанной информационно-аналитической системе (ИАС) [3. С. 60] в качестве исходной 
информации для формирования списка рекомендуемых действий используются: 

 значения оценок проекта, полученных при введении проекта в базу данных; 
 данные предыдущих результатов подачи заявок по проекту; 
 описание ситуации, в условиях которой реализуется проект. 
Конструирование вывода в ЭС обычно подразумевает следующие операции: хранение значений 

всех атрибутов и проверка на истинность в процессе решения задачи – истинным считается факт, если он 
может быть выведен по законам формальной логики из имеющейся базы фактов и правил. При обраще-
нии к правилам согласно заданной ситуации обновляется содержимое рабочей памяти, при нахождении 
правила (В), сопоставимого факту (А), правило срабатывает и выводится соответствующее решение. 

Пусть y – конкурс; D(y) – условия конкурса; (х) – проект, отображаемый в списке подходящих 
для участия в конкурсе (y); S(х) – состояние проекта; F(x) – ситуация, в которую заключен проект; 
T(x) – результаты участия в предыдущих конкурсах и R(x) – окончательное решение об участии в кон-
курсе. При этом наличие и отсутствие каких-либо данных задаются понятиями «истина» (true) и «ложь» 
(false) соответственно. 

Источником данных для оценки проекта служит специально разработанная база данных научных 
сотрудников, проектов и конкурсов, реализованная на платформе SQL Microsoft SQL Server [5. С. 34]. 

На основе введенных переменных опишем правила БЗ и условия их срабатывания. 
Начальным условием актуализации базы правил является выполнение условия соответствия про-

екта заданным параметрам отбора: х = D(y). 
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Далее срабатывают остальные правила. 
Блок «Решение» выводит итоговые рекомендации исходя из заданных условий, состояния проек-

та и оценки активности по проекту. Обозначим ее функцией (2):  
R(x) { S(x), F(x),T(x), }   ,                                                      (2) 

где R(х) – решение по участию проекта (х) в выбранном конкурсе, (х)R(х) = {решение}; S(x) – вывод о 
состоянии проекта (х), (х)S(x) = {вывод}; F(x) – рекомендации по работе с проектом (х) в случае уча-
стия в выбранном конкурсе, (х)F(x) = {рекомендация}; T(x) – рекомендации по подготовке заявки по 
проекту (х) на выбранный конкурс, (х)T(х)= {рекомендация}. 

Правило базы знаний для формирования окончательного решения по проекту представляется в 
следующем виде: 

«Выдача решения» = <«Решение», блок актуализирован, S(x)F(x)T(x)  вывод = {решение}, 
иначе = «недостаточно данных», решение об участии в конкурсе>. 

В случае необходимости получения дополнительной информации аналитиком для выбора проекта 
на конкурс он обращается к многомерному анализу (см. рис. 2), обозначим его как M(x) – результаты 
многомерного анализа проекта (х), (х)M(x){false; true}. 

Тогда правило базы знаний для формирования окончательного решения по проекту представляет-
ся в следующем виде: 

«Выдача решения» = <«Решение», блок актуализирован, S(x)(F(x)M(x))(T(x)M(x))  вы-
вод = {решение}, иначе = «недостаточно данных», решение об участии в конкурсе>. 

Далее в таблице приведен пример записи правил с учетом концептуального представления знаний 
эксперта.  

 

Пример записи правил 
 

Блок 
Условия 

Промежуточный вывод / решение 
If and or 

1 
Проект соответству-

ет условиям  
конкурса 

ОО ={201;300} 
ИКП = {0;0,5}  
ОЗ ={81;100} 

ОО ={301;400} 
ИКП ={0,51;0,8}  

ОЗ ={21;40} 

Проект имеет высокий научный потенциал, 
подходит для участия в выбранном конкурсе 

2 
Не имеет  

действующего 
гранта 

Ранее подготовлено 3
и более заявок 

 
Руководитель активно участвует в конкурсах.
Проект готов к участию 

3 
Имеется заполненная

заявка 
Имеется шаблон заявки  

В системе имеется шаблон заявки для данного 
конкурса, есть возможность автоматически 
заполнить заявку 

4 
«Высокий научный 

потенциал» 
«Готов к участию» «В системе есть шаблон» Сформировать и подать заявку 

Примечания. ОО – общая оценка проекта, ИКП – индекс коммерческой привлекательности, ОЗ – оценка завершенности проекта. 
 

Таким образом, процесс получения решения в разработанной ЭС имеет прямую цепочку вывода: 
поиск ведется на основе данных (data-driven search), процесс решения задачи начинается с исходных 
фактов, затем, применяя допустимые правила изменения состояний, осуществляется переход к новым 
фактам, и так до тех пор, пока цель не будет достигнута, в нашем случае это формирование эффектив-
ной рекомендации специалисту по работе с проектами. 

 

Заключение 
 

Разработанная база знаний ЭС повышает эффективность анализа и обработки данных о научных 
проектах, способствуя снижению информационной нагрузки, а значит, и временных затрат соответ-
ствующих специалистов и, как следствие, повышается объем выполненной ими работы, что в силу 
ускорения процесса накопления опыта и автоматизации работы с проектами, несомненно, положитель-
но скажется на результатах реализации научных проектов, а также их коммерциализации.  

А повышение эффектности обработки информации о состоянии проекта на определенный момент 
времени в условиях заданной ситуации и выбор форм ее представления лицу, принимающему решение, 
приводят к росту определенности выбора управленческого решения. 
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This article describes the process of developing the knowledge base of the expert system for management scientific and innovative 
projects based on an analysis of the specific situation, the degree of development of the project at any given time, assessment of its con-
dition, as well as the analysis of the previous conditions of work with the project. We present the algorithm and method of bring to the 
information from the database to the form, which allows to describe the conditions and assess the situation in the form of a rule base for 
obtainment interim findings and final decisions. 

On the base of the analysis and formalization of the decision-making process for the management of scientific projects are deter-
mined the directions and content analysis of the available data, next, based on the ER model was developed multidimensional data mod-
el, allowing to determine the possible dimensions of the cube and their hierarchies. Dataset values are database tables that include quan-
titative and qualitative data. 

Formalization and description of the expert knowledge of the studied subject area in the form of conceptual and functional models in 
the field of knowledge allowed us to determine the conditions and procedure for decision-making and develop a base of rules for the 
formation of interim findings and final decisions on working with a specific project. 

With the purpose of detailed presentation of the reasoning ES issued recommendations it was agreed to submit an interim findings 
and summing the final decision as separate blocks of information. Thus, the final decision in each project depends on a General assess-
ment of the project, a situation in which it is at the moment, as well as conditions of participation in the contest. 

Block "project Status" contains information obtained from the processing of the calculated estimates of the project, the output status 
of the project is based on the analysis of the overall assessment, of index of commercial viability and the assessment of completeness. 

Block "Work with project" outputs guidelines for working with the project, based on the results of the analysis of the situation the 
project development. 

Block "Work with application" also lists recommendations for working with the project based on the analysis of previous results of 
the preparation of applications. 

Block "Solution" displays a summary of recommendations based on the given conditions, the state of the project and evaluation ac-
tivity for the project. 

Thus, the process of obtaining the solutions in ES is a direct chain of inference: the search is based on data (data-driven search), the 
process of solving the problem begins with the source of the facts, then, by applying valid rules of state change is the transition to new 
facts, and so until then, until the goal is reached, in this case the results of the recommendations for the specialist for working with the 
projects. 
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ОПТИМИЗАЦИЯ ДЕЛЕГИРОВАНИЯ ВЫПОЛНЕНИЯ КРИТИЧЕСКИХ СЕКЦИЙ  
НА ВЫДЕЛЕННЫХ ПРОЦЕССОРНЫХ ЯДРАХ 

 
Работа выполнена при поддержке РФФИ (гранты № 15-07-02693, 15-37-20113, 15-07-00653, 16-07-00712, 15-07-00048). 

 
В работе рассмотрена задача оптимизации метода делегирования выполнения критических секций на выделен-
ных процессорных ядрах (Remote Core Locking – RCL). Данный метод позволяет повысить масштабируемость 
многопоточных программ за счёт снижения конкурентности доступа к критическим секциям и пространствен-
ной локализации обращений к памяти. Предложен алгоритм оптимизации выделения памяти в программах на 
основе RCL в многоядерных системах с неоднородным доступом к памяти. Выполнено исследование на кла-
стерной вычислительной системе. Показано, что оптимизация достигается благодаря выделению памяти на 
NUMA-узлах, на которых функционирует RCL-сервер. 
Ключевые слова: RCL; многопоточное программирование; критические секции; масштабируемость. 
 
В настоящее время имеет место значительное увеличение количества процессорных ядер в вы-

числительных системах (ВС) с общей памятью [1], относящихся к классам SMP и NUMA. В связи с 
этим возрастает потребность в создании масштабируемых параллельных программ, эффективных при 
большом количестве параллельных потоков.  

Среди перспективных подходов, позволяющих обеспечить высокую масштабируемость парал-
лельных программ, следует в первую очередь выделить алгоритмы и структуры данных, свободные от 
блокировок (lock-free) [2], и программную транзакционную память (software transactional memory) [3]. 
Недостатками неблокируемых алгоритмов и структур данных являются ограниченная область их при-
менения и существенные трудозатраты, связанные с разработкой параллельных программ. Кроме того, 
пропускная способность таких структур часто сопоставима с аналогичными структурами данных, осно-
ванными на блокировках. Программная транзакционная память на сегодняшний день не обеспечивает 
достаточный уровень производительности многопоточных программ и не получила широкого примене-
ния в реальных приложениях. 

Традиционный подход организации критических секций в многопоточных программах с помо-
щью блокировок сегодня остаётся наиболее распространённым в многопоточном программировании. 
Блокировки проще в использовании по сравнению с неблокируемыми алгоритмами и структурами дан-
ных и обеспечивают высокий уровень производительности. Кроме того, основная часть существующих 
многопоточных программ разработана с использованием блокировок. Поэтому востребованным являет-
ся создание масштабируемых алгоритмов реализации взаимного исключения. 

Масштабируемость блокировок существенно зависит от решения проблем, связанных с конкурент-
ным доступом (access contention) параллельных потоков в разделяемых областях памяти и пространственной 
локализацией обращений к кэш-памяти (cache locality). Конкурентный доступ имеет место при одновремен-
ном обращении нескольких потоков к критической секции, защищённой одним объектом синхронизации, 
что приводит к увеличению загруженности кэш-памяти. Локальность кэша имеет существенное значение в 
том случае, когда внутри критической секции выполняется обращение к разделяемым данным, которые пе-
ред этим использовались на другом ядре. Данное обстоятельство приводит к промахам по кэшу (cache 
misses) и значительному увеличению времени выполнения критических секций. 

Среди наиболее эффективных подходов к реализации масштабируемых блокировок можно выде-
лить CAS spinlocks, MCS-locks [4], Flat combining [5], СС-Synch [6], DSM-Synch [6], Oyama lock [7]. От-
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дельно необходимо выделить ряд методов, предполагающих делегирование выполнения критических 
секций выделенному процессорному ядру для повышения локальности кэша [5, 8–10]. Работы [9, 10] 
посвящены разработке потокобезопасных структур данных (списков и хеш-таблиц) на основе делегиро-
вания выполнения критических секций. В статье [8] предлагается универсальное аппаратное решение, 
включающее набор процессорных инструкций для передачи управления выделенному ядру процессора. 
Flat Combining [5] относится к программно-реализуемым методам. В роли сервера, выполняющего кри-
тические секции, выступают все потоки. Однако выполнение процедуры передачи управления критиче-
ской секцией между потоками приводит к снижению производительности даже при незначительном 
конкурентном доступе. Кроме того, данные алгоритмы не поддерживают блокировки потоков внутри 
критических секций как вследствие активного ожидания, так и из-за блокировки потока на уровне ядра 
операционной системы. 

 
1. Метод делегирования выполнения критических секций на выделенных процессорных ядрах 

 
Время выполнение критических секций в многопоточных программах складывается из времени 

передачи права выполнения блокировкой и времени выполнения инструкций критической секции 
(рис. 1). При передаче права владения блокировкой возникают накладные расходы вследствие переклю-
чения контекста, загрузки кэш-линии, содержащей глобальную переменную синхронизации, из опера-
тивной памяти, активизации потока, выполняющего критическую секцию. На время выполнения ин-
струкций критической секции существенно влияет пространственная локализация обращений к гло-
бальным переменным. Традиционные алгоритмы взаимного исключения предполагают частое пере-
ключение контекста, которое приводит к вытеснению разделяемых переменных из кэш-памяти.  

 

 
 

Рис. 1. Критический путь выполнения критических секции 
 

В работе рассматривается метод выполнения критических секций на выделенных узлах процессо-
ра (Remote Core Locking – RCL) [11], позволяющий минимизировать время выполнения существующих 
многопоточных программ за счет уменьшения критического пути выполнения критических секций.  

Данный метод предполагает замену в существующих программах высоконагруженных критиче-
ских секций на удалённый вызов процедур для выполнения на выделенных процессорных ядрах 
(рис. 2). Все критические секции, защищённые одной блокировкой, выполняются потоком-сервером, 
работающим на выделенном ядре. Поскольку критические секции выполняются в отдельном потоке, 
отсутствуют накладные расходы на передачу права владения критической секцией. 

RCL также позволяет сократить время выполнения инструкций критических секций. Это достига-
ется тем, что разделяемые данные, защищённые блокировкой, с большой вероятностью находятся в ло-
кальной кэш-памяти ядра, на котором функционирует RCL-сервер, что обеспечивает снижение числа 
промахов по кэшу. Конкурентность доступа снижается за счёт использования отдельной выделенной 
кэш-линии для каждого потока-клиента, которая отвечает за хранение информации о критической сек-
ции и активного ожидания потока-клиента (рис. 3).  
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Рис. 2. Делегирование выполнения критических секций на выделенном процессорном ядре 
 

 
 

Рис. 3. Таблица запросов на выполнение критических секций в RCL 
 

В существующей реализации RCL не учитывается неоднородный доступ к памяти в NUMA-
системах. В данной работе предлагаются алгоритмы, позволяющие минимизировать время доступа к 
памяти в системах с неоднородным доступом к памяти при выполнении многопоточных программ на 
базе RCL.  

 
2. Оптимизация алгоритмов делегирования выполнения критических секций в NUMA-системах 

 
В настоящее время вычислительные системы с неоднородным доступом к общей памяти (Non-

uniform memory access – NUMA) (рис. 4) получили широкое распространение. Такие системы представ-
ляют собой композиции многоядерных процессоров, каждый из которых связан с локальной областью 
глобальной памяти. Процессор вместе с его локальной памятью формирует NUMA-узел (NUMA-node). 
Взаимодействие между процессорами и обращение к памяти осуществляются через шину (AMD Hyper-
Transport, Intel Quick Path Interconnect). Обращение к «локальной» области памяти выполняется непо-
средственно, обращение к «удалённой» области памяти является более трудоёмким, поскольку выпол-
няется через транзитные узлы. 

В многопоточных программах при выполнении критических секций на выделенных процессор-
ных ядрах существенную роль играет латентность при обращении RCL-сервера к участкам памяти 
внутри критических секций. Поэтому в таких программах важно выделять память в области памяти, 
локальной узлу, на котором функционирует сервер RCL. Это позволяет сократить время обращений к 
памяти и минимизировать время выполнения многопоточной программы. 

В настоящей статье исследуется влияние политики выделения памяти в NUMA-системах на эф-
фективность метода делегирования выполнения критических секций. Предложен алгоритм RCLA-
wareMalloc, позволяющий минимизировать время выполнения параллельных программ за счет оптими-
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зации выделения памяти в NUMA-системах. Суть алгоритма заключается в следующем. При выполне-
нии многопоточной программы память выделяется на том NUMA-узле, на котором функционирует 
RCL-сервер. Основные шаги алгоритма RCLAwareMalloc: 

1. При выполнении функции выделения памяти проверяется, инициализированы ли в программе 
RCL-блокировки (запущены ли RCL-серверы).  

 

 
 

Рис. 4. Функциональная схема многопроцессорной NUMA-системы 
 

2. Если в программе не инициализированы RCL-блокировки, то используется функция Default-
Malloc выделения памяти по умолчанию и указатель на выделенный сегмент памяти добавляется в спи-
сок AllocList. 

3. Если в программе инициализированы RCL-блокировки, то проверяется, выполняются ли все 
RCL-серверы на одном NUMA-узле.  

4. Если все RCL-серверы выполняются на одном NUMA-узле, то устанавливается политика выде-
ления памяти на данном NUMA-узле. В противном случае используется функция DefaultMalloc. 

5. Если после очередного запуска RCL-блокировки обнаружено, что не все RCL-серверы выпол-
няются на одном узле, то осуществляется привязка выделения памяти к NUMA-узлу. 

6. При инициализации первой RCL-блокировки проверяется, пустой ли список AllocList. Если 
список не пустой, то выполняется миграция блоков выделенной памяти на NUMA-узел, на котором 
функционирует RCL-сервер. 

 
3. Результаты экспериментов 

 
Эксперименты проводились на узле вычислительного кластера Oak Центра параллельных вычис-

лительных технологий Федерального государственного бюджетного образовательного учреждения 
высшего образования «Сибирский государственный университет телекоммуникаций и информатики». 
Узел укомплектован двумя четырёхъядерными процессорами Intel Xeon E5420, 24 Гб памяти. Соотно-
шение скорости доступа к локальному и удалённому сегментам памяти 2:1. 

Моделирование алгоритмов выполнялось на основе синтетического теста. Тест реализует итератив-
ный доступ к элементам массива длины b = 5 × 108. Использовалось три шаблона доступа к элементам:  

– случайный: на каждой итерации выбирается случайный элемент массива; 
– последовательный: на каждой новой итерации выбирается элемент, следующий за предыдущим; 
– с интервалом: на каждой новой итерации выбирается элемент, расположенный на расстоянии 

s = 1000 элементов от предыдущего. 
Число p параллельных потоков варьировалось от 1 до 8 (количество процессорных ядер на вы-

числительном узле). Каждый поток выполнял n = 108 / p операций инкремента соответствующего эле-
мента тестового массива. Индекс элемента массива определялся шаблоном доступа к массиву. 

Проводилось сравнение двух алгоритмов выделения памяти: 
1. Выделение памяти по умолчанию (DefaultMalloc).  
2. Выделение памяти с учётом расположения RCL-сервера (RCLAwareMalloc). 
Выполнялась привязка потоков к процессорным ядрам вычислительного узла: 
– поток, выполняющий выделение памяти: NUMA-узел 0, процессорное ядро 0; 
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– RCL-сервер: NUMA-узел 1, процессорное ядро 0; 
– тестовый поток 0: NUMA-узел 0, процессорное ядро 0; 
– тестовый поток 1: NUMA-узел 0, процессорное ядро 1; 
– тестовый поток 2: NUMA-узел 0, процессорное ядро 2; 
– тестовый поток 3: NUMA-узел 0, процессорное ядро 3; 
– тестовый поток 4: NUMA-узел 1, процессорное ядро 1; 
– тестовый поток 5: NUMA-узел 1, процессорное ядро 2; 
– тестовый поток 6: NUMA-узел 1, процессорное ядро 3. 
В качестве показателей эффективности использовалась пропускная способность b = n / t (t – время 

выполнения экспериментов) и m – процент промахов по кэшу (cache misses). 
 

 
а б 

 
Рис. 5. Эффективность выполнения тестовой параллельной программы: а – пропускная способность, б – промахи по кэшу. 

 – DefaultMalloc, случайный доступ;  – DefaultMalloc, последовательный доступ; 

 – DefaultMalloc, доступ с интервалом;  – RCLAwareMalloc, случайный доступ; 

 – RCLAwareMalloc, последовательный доступ; – RCLAwareMalloc, доступ с интервалом 

 
Эксперименты показали (рис. 5), что алгоритм RCLAwareMalloc выделения памяти, учитываю-

щий размещение RCL-сервера в NUMA-системе, позволяет повысить (по сравнению с алгоритмом De-
faultMalloc) пропускную способность критической секции за счёт сокращения времени выполнения об-
ращений RCL-сервера к памяти. Предложенный подход наиболее эффективен при случайном доступе к 
элементам массива и в случае доступа к элементам массива с интервалом. Эффективность             
RCLAwareMalloc увеличивается с ростом числа потоков. 

 
Заключение 

 
Разработан алгоритм выделения памяти в вычислительных системах с неоднородным доступом к 

памяти при выполнении критических секций на выделенных процессорных ядрах (RCL). Алгоритм поз-
воляет минимизировать время выполнения критических секций по сравнению с выделением памяти по 
умолчанию за счёт минимизации количества обращений к удалённым NUMA-сегментам памяти. Алго-
ритм реализован в виде библиотеки и может быть использован с целью минимизации существующих 
многопоточных программ. 
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The number of processor cores in shared memory computer systems is increasing nowadays. Therefore, the need of scalable parallel 
programs rises up. These programs must be efficient on large number of parallel threads.  

Among the perspective scalable approaches of multithreading programming, one can emphasize lock-free algorithms and data struc-
tures and software transactional memory. The main drawbacks of lock-free algorithms and data structures are their restrained area of 
applying and essential complexity of parallel programs development. Besides the throughput of those structures is comparable with 
lock-based structures. Current implementations of software transactional memory do not provide high performance of multithreading 
programs and have not common in real applications yet.  

Classical approach of lock-based critical sections in multithreading programs remains the most prevalent. Locks are easier than lock-
free algorithms and data structures and ensures high level of productivity. Besides that, the most of present software is lock-based. Thus, 
development of scalable locks is substantial now. 

Locks scalability depends on access contention while accessing of parallel threads to share memory and space cache locality. Access 
contention takes place while simultaneous access of multiple thread to one critical section, protected by one synchronization object. This 
leads to cache become inefficiency. Cache locality is significant when the critical section contains the access to shared data, which was 
accessed previously on the other core. This circumstance leads to cache misses and severe critical section execution time increasing.  

The most efficient approaches of scalable locks implementation are CAS spinlocks, MCS-locks, Flat combining CC-Synch, DSM-
Synch, Oyama lock. However, these methods cannot guarantee the minimum of critical section execution.  

The critical section execution time includes time of lock ownership transfer and critical section execution time. In this work, we 
consider the method of critical section execution on remote processor cores (Remote Core Locking, RCL). RCL minimizes the execu-
tion time of legacy multithreading programs by reduction critical section execution critical path. This method replaces critical sections in 
legacy programs by procedures remote calls. All critical sections protected by one lock are performed by server thread launched on re-
mote core. Therefore, by execution of the critical section by the particular thread minimizes the overheads of lock ownership transfer.  

In the current implementation RCL, they do not consider the non-uniform access to memory in NUMA-systems. These systems are 
the compositions multicore processors connected with local area of global memory. Time of critical section execution in RCL depends 
on RCL-server latency while accessing to memory blocks within critical section. Thus, in these programs memory should be allocated 
on NUMA node with the RCL-server. This reduces time of memory accesses and minimizes of programs execution time. 

In this work, we propose the algorithm minimizing the memory access time in NUMA systems while RCL-programs execution. The 
algorithm optimizes the memory allocation on NUMA-systems. The essential of the algorithms is allocating on the NUMA-node, on 
which RCL-server is executing. The results of experiments show that the memory allocation algorithm increases the throughput of criti-
cal sections execution by reducing the time of RCL-server access to memory. 
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РЕКОНФИГУРИРОВАНИЕ БОРТОВОЙ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАШИНЫ  

ДЛЯ ПОВЫШЕНИЯ ОТКАЗОУСТОЙЧИВОСТИ 
 

Рассматривается задача повышения отказоустойчивости беспилотного летательного аппарата, неспособного по 
массе и габаритам иметь в своем составе резервированные элементы системы управления. Показаны особенно-
сти нерезервированной вычислительной машины на базе специализированных вычислителей. Проведена моди-
фикация традиционных алгоритмов работы межмодульного взаимодействия, предложен алгоритм реконфигура-
ции с перераспределением задач между исправными элементами. Поясняется, для каких случаев метод окажется 
эффективным.  
Ключевые слова: система управления; бортовая цифровая вычислительная машина; система контроля и функ-
циональной защиты; реконфигурация. 

 
В настоящее время становится актуальным использование беспилотных летательных аппаратов 

(БПЛА) в различных сферах жизнедеятельности человека, которые выполняют различные функции, 
такие как доставка посылок, организация телекоммуникационных сетей, мониторинг и фотографирова-
ние местности и т.д.  

При проектировании современных систем управления (СУ) БПЛА полагаются на следующие 
принципы: надежность и малые габариты. Важным требованием также является возможность продол-
жения функционирования при отказах элементов СУ, чтобы повысить вероятность спасения БПЛА для 
повторной эксплуатации. 

В основе современных СУ ЛА находятся цифровые вычислительные машины (ЦВМ). Они проек-
тируются как сложные системы, содержащие несколько цифровых вычислителей, которые могут рабо-
тать как в режиме независимого решения разных задач, так и в режиме резервирования [1]. 

 
1. Описание бортовой вычислительной машины 

 

В разрабатываемой СУ используется ЦВМ, строящаяся по магистрально-модульному принципу, в 
основе которого лежит управляющий трехканальный системный модуль (СМ), обеспечивающий повы-
шенную отказоустойчивость ЦВМ. СМ соединен с остальными модулями ЦВМ (вычислители (далее – 
ВМ), модули обмена (далее – МС) с внешними абонентами (ВА)) резервированной системной маги-
стралью [2, 3]. СМ отвечает за обмен с внешними устройствами и исполнительными органами, ВМ от-
вечает за отработку логической части функциональных алгоритмов (рис. 1). 

С учетом требований по стойкости для цифровой части СУ при работе в экстремальных условиях 
(широкий диапазон изменения температур, механические воздействия в виде ударов и широкополосной 
вибрации, полей ионизирующего излучения и т.п.) и возможностей отечественной элементной базы зача-
стую возникает проблема нехватки производительности одного вычислителя для решения всего спектра 
задач СУ. Исходя из этого, для обеспечения решения необходимого перечня задач СУ прибегают к исполь-
зованию специализированных вычислителей, составляющих распределенную вычислительную систему. 

Одновременно с этим, при отсутствии требований работы при одной возможной неисправности 
из-за невозможности применения структурного резервирования аппаратуры ЦВМ вследствие малых 
габаритов ЛА, предъявляются требования по обеспечению спасения аппаратуры ЛА в случае сбоев и 
отказов аппаратуры СУ. Такая задача требует выработки новых алгоритмов функционирования вычис-
лительного процесса ЦВМ СУ БПЛА. 
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Рис. 1. Структурная схема магистрально-модульной вычислительной машины  
с распределением задач по вычислителям 

 

2. Процесс реконфигурации 
 

В целях повышения отказоустойчивости и возможности обеспечения аварийного спасения СУ 
БПЛА предлагается следующая организация вычислительного процесса ЦВМ. Каждый вычислитель 
содержит программный код всех функциональных задач, решаемых ЦВМ. СМ, работающий цикличе-
ски, выдает в каждый вычислитель команду, запускающую следующую задачу. Эти команды располо-
жены в СМ последовательно в порядке убывания их приоритета. В начале первого цикла СМ раздает 
задачи всем вычислителям и циклически анализирует регистр состояния каждого вычислителя на про-
стой. При обнаружении свободного вычислителя СМ определяет ему следующую задачу, предвари-
тельно списывая его стек, в котором находятся промежуточные результаты вычислений, необходимые 
для решения этой же задачи в следующем цикле с новыми данными от внешних абонентов. Стек копи-
руется по математическому номеру во все вычислители одновременно. В случае, если один из вычисли-
телей выйдет из строя, другой сможет продолжить решение этой задачи, имея всю актуальную инфор-
мацию за предыдущий цикл. 

Фактически выдача команды выглядит как запись в ячейку памяти ВМ номера задачи из таблицы 
задач, что обеспечит минимальное время от момента считывания информации из ячейки до перехода 
через соответствующую строку таблицы к выполнению нужной задачи. 

Поскольку циклограмма определяется динамически, требуется следующее условие: цикл ЦВМ 
должен быть в два раза меньше цикла работы внешних абонентов. Таким образом, ЦВМ будет получать 
новую информацию из внешних систем, например от инерциальной системы навигации, практически 
без пропусков. В случае единичных сбоев пропущенные данные могут быть экстраполированы, по-
скольку информация, полученная от внешних абонентов, для решения задач навигации представляет 
собой изменение по сравнению с прошлой итерацией. 

Такая организация вычислительной системы дает возможность равномерного распределения про-
изводительности между вычислителями. Механизм выдачи команд по приоритетности будет отбрасы-
вать задачи, наименее влияющие на функции полета, при снижении общей производительности систе-
мы. Эти задачи все также будут находиться в очереди, но, не успев на выдачу до завершения цикла, бу-
дут перемещены обратно в конец. Наименьший приоритет, например, могут иметь задачи, корректиру-
ющие основные вычисления для повышения точности. Вследствие отбрасывания этих задач точность 
полета по заданной траектории аппарата упадет, но в то же время обеспечится функционирование с за-
действованием необходимых алгоритмов спасения, что окажется эффективным в случаях, когда неже-
лательна потеря всего изделия или отдельных его частей. При этом основной сложностью будет обес-
печение точного определения сбоев нерезервированной части аппаратуры, что потребует реализации 
дополнительного функционального контроля программно-алгоритмическими средствами.  

 

3. Система контроля и функциональной защиты 
 

Функционирование каждого вычислительного модуля контролируется системным модулем. СМ 
синхронизирует работу вычислительных модулей раз в цикл с помощью одновременной записи в их 
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триггеры прерываний. Вычислительные модули самостоятельно ведут счет выполненных циклов, кото-
рый периодически списывается системным модулем для сравнения со своим счетчиком. 

Помимо этого в каждом вычислителе на основании выполнения функционального алгоритма 
формируется признак, подтверждающий работоспособность. СМ каждый цикл считывает для анализа в 
специальную ячейку с данным признаком и после этого обнуляет ее. Признаки работоспособности ВМ 
сравниваются в СМ с эталоном. Алгоритмический контроль основан на том, что каждый ВМ, выполняя 
расчеты, проверяет вхождение результатов в допустимые зоны. Также периодически ВМ выполняет 
тестовый пример, сравнивая результат с эталоном-константой, записанной в область постоянной памя-
ти. Тестовыми примерами могут являться простейшие арифметические задачи, например сложение це-
лых чисел или с плавающей точкой, если позволяет установленное время цикла. Выход за расчетные 
границы или ошибки в тестовых примерах формируют признак, обозначающий возникновение сбоя в 
полетной программе. 

Достоверность передаваемой информации при межмодульном обмене дополнительно обеспечи-
вается проверкой контрольной суммы, которой сопровождается массив информации. 

Для повышения надежности функционирования ЛА программы контроля находятся в заблокиро-
ванной на запись части постоянной памяти для исключения возможности непреднамеренной коррекции 
или случайного искажения. 

 
Заключение 

 
В работе рассмотрен вариант решения актуальной научно-технической задачи: обеспечение по-

вышенной живучести БПЛА с нерезервированной аппаратурой СУ в условиях возникновения сбоев и 
отказов. 

Предложены модель организации работы ЦВМ и алгоритмы перераспределения задач по вычис-
лителям в соответствии с их состоянием. Данный метод перераспределения целесообразно применять 
только в оговоренных случаях с определенными требованиями, поскольку при отказах аппарат может 
потерять значительную часть функционала, реализуя выполнение только базовых функций, например 
стабилизацию в атмосфере. В частности, такое решение может оказаться эффективным в случаях, когда 
не допускается потеря аппаратуры и БПЛА должен перейти, например, на выполнение программы по 
возвращению на базу. 
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The article examines the problem of increasing the stability of the onboard computer compact unmanned aerial vehicle in case of 
failure. The problem of the use of traditional redundant structure and its disadvantages was under review. We offer organization of com-
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puting process on the basis of already used the onboard digital computer (OBDC) with a clear interaction. Board computer is based on 
the main-modular. It is based on a reliable three channel system module (SM). 

We pose the following problem: used board computer does not allow the use of computing modules (CM) required performance. 
Thus, there is a need for multiple CM, which are distributed parallel system. The algorithm of redistribution of tasks requires a dynamic 
sequence diagrams, and SM distributes tasks to perform in real time. Each sequence diagram is given strictly defined time limit. With 
the condition of the length of the cycle SM is half the length of the external subscribers cycles, achieved no omissions of relevant infor-
mation. 

The programming code of the functional tasks is written in all the computing modules. The ability to solve the same tasks on differ-
ent devices is achieved through the distribution of the stack with intermediate data between all CM. 

Completing the performance of a tasks computer generates a signal for claim line. It needs to check the status registers of CM seek-
ing the released. His stack SM copies to all the other devices and sets the following priorities tasks. 

This algorithm makes sense in cases where the unit, which has a failure, is expected by the operator at the base, instead of continu-
ing the full functioning. The return of the entire apparatus enables reuse of its constituent parts. This decision sets another problem: the 
precise definition of equipment failures. 

The control system includes a number of ways to determine the fault. Algorithmic methods include counting and comparing the cy-
cle number of the modules, the analysis of the results of calculations for entry into certain limits or repeated calculations on a simplified 
algorithm, as well as the decision calculators test examples and results are compared with the standards. The transfer of accurate infor-
mation is analyzed with the help of checksums. 

Thus, we propose an algorithm for the realization of functioning of small-sized unmanned aerial vehicle in case of faults and failures. 
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ТЕСТИРОВАНИЕ СИСТЕМЫ АВТОМАТОВ 
 

Статья посвящена проблеме тестирования составных систем, компоненты которых моделируются конечными 
автоматами, а взаимодействие между ними – обменом сообщениями по симплексным каналам связи. Система 
описывается ориентированным графом связей, вершины которого соответствуют автоматам компонентов, а ду-
ги – каналам связи. При тестировании возможно наблюдение состояний автоматов и передаваемых сообщений. 
Гипотеза о связях предполагает, что граф связей статический и не содержит ошибок. Это позволяет существенно 
сократить время тестирования детерминированной системы вплоть до экспоненциального уменьшения числа 
тестовых воздействий.  
Ключевые слова: ориентированный граф; покрытие графа; взаимодействующие автоматы; тестирование; сети. 
 
Большинство сложных, особенно распределённых систем представляет собой набор взаимодей-

ствующих компонентов. В данной статье компоненты моделируются конечными автоматами, а взаимо-
действие – обменом сообщениями между автоматами. Структура связей между компонентами модели-
руется ориентированным графом (графом связей), в вершинах которого находятся автоматы, а дуги со-
ответствуют симплексным каналам передачи сообщений. Внутренние дуги соединяют автоматы между 
собой, а внешние дуги связывают систему с её окружением. Внешняя входная дуга ведёт из внешней 
среды в один из автоматов, а внешняя выходная дуга ведёт из автомата во внешнюю среду. При тести-
ровании тест играет роль внешней среды: передаёт сообщения в систему по внешним входным дугам и 
принимает от системы сообщения по внешним выходным дугам. 

Если граф связей статический, т.е. не меняющийся в процессе работы системы, система (так же 
как её компоненты) может моделироваться конечным автоматом, получающимся из автоматов-
компонентов с помощью подходящего оператора композиции, учитывающего граф связей. 

Система работает правильно, если структура её связей правильна и каждый автомат в системе ра-
ботает правильно. Обратное, вообще говоря, не верно, если требования к системе неоднозначно опреде-
ляют её структуру, например, функциональные требования к системе, связывающие сообщения, полу-
чаемые от системы, с сообщениями, посылаемыми в систему. В данной статье целью тестирования яв-
ляется покрытие переходов автоматов системы, достижимых при работе этих автоматов в системе. По-
этому если в структуре связей нет ошибок (гипотеза о связях), т.е. граф связей автоматов совпадает с 
заданным, то такое тестирование сводится к проверке правильности переходов каждого автомата. Про-
блема в том, что автомат может тестироваться только как часть системы, т.е. тест не имеет непосред-
ственного доступа к автомату, и вынужден осуществлять тестовые воздействия с помощью сообщений, 
посылаемых по внешним входным дугам, которые ведут, быть может, в другие автоматы. Тестирование 
компонента такой системы похоже на тестирование в контексте [1–5], когда этот компонент рассматри-
вается как тестируемая система, а остальные – как контекст. Существенное отличие, однако, в том, что 
в таком контексте тоже возможны ошибки, но если верна гипотеза о связях, то только в компонентах, а 
не в графе связей. С другой стороны, при тестировании проверяется работа сразу нескольких компонен-
тов, через которые проходят сообщения. Поскольку автомат тестируется как часть системы, могут быть 
проверены не все его переходы, которые проверяются при автономном тестировании с прямым досту-
пом к автомату. Речь идет только о переходах автоматов, достижимых при его работе в составе систе-
мы. 
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Тестирование композиционного автомата системы, получающегося композицией автоматов по 
заданному графу связей, обеспечивает проход по всем его достижимым переходам. При этом, конечно, 
проверяются все достижимые переходы автоматов-компонентов, но может делаться много «лишней ра-
боты». Гипотеза о связях позволяет существенно сократить время тестирования.  

В статье предлагается алгоритм построения набора тестов, который является полным (проверяет 
все достижимые переходы автоматов-компонентов) при выполнении двух условий: 1) верна гипотеза о 
связях; 2) система является детерминированной. Дополнительно алгоритм определяет недостижимые 
переходы автоматов. Предполагается, что нам известно, каким должен быть каждый автомат (задан 
граф переходов автомата с точностью до изоморфизма), и именно это проверяется при тестировании. 
Кроме того, тест может наблюдать как состояния автоматов в вершинах графа связей, так и сообщения 
на его дугах. Поскольку не налагается ограничений на связность графов переходов автоматов, полный 
набор тестов может содержать более одного теста. При переходе от одного теста к другому требуется 
рестарт системы. Такие предположения могут быть оправданы, например, при имитационном тестиро-
вании аппаратуры (simulation-based verification) (см. например, [6]). 

 

1. Модель 
 

Дуга рассматривается как очередь сообщений длины 1. По дуге можно послать сообщение, если 
она пуста (на ней нет сообщений), и с дуги можно принять сообщение, если она не пуста (на ней есть 
сообщение). Если сообщение передаётся по внутренней дуге a  b, то оно было послано автоматом в 
вершине a и будет принято автоматом в вершине b. Если a  b – внешняя входная дуга, то a – внешняя 
среда. Если a  b – внешняя выходная дуга, то b – внешняя среда. Автомат может принимать одновре-
менно несколько сообщений по нескольким (не обязательно всем) входным дугам, но не более одного 
сообщения по каждой дуге, и посылать несколько сообщений по нескольким (не обязательно всем) вы-
ходным дугам, но не более одного сообщения по каждой дуге. Автомат предполагается детерминиро-
ванным. В графе связей мы допускаем кратные дуги, для различения которых будем помечать их сим-
волами из алфавита Z. Для простоты будем считать, что все вершины перенумерованы 0, 1, 2, ..., k, где 
k – число вершин, в которых находятся автоматы, а номер 0 соответствует внешней среде. Введём фор-
мальные определения и обозначения.  

Граф связей определяется как набор G = (V, Z, E), где V = {0, 1, ..., k} – конечное множество вер-
шин, E  (V  Z  V) \ ({0}  Z  {0}) – конечное множество дуг (у внешней среды 0 нет дуг-петель). Ду-
га (v, z, w) задана начальной вершиной v, пометкой z и конечной вершиной w. Дуга (0, z, w) – внешняя 
входная дуга, (v, z, 0) – внешняя выходная дуга. Кроме того, Iv = {(a, z, v) | (a, z, v)  E} – множество дуг, 
заканчивающихся в вершине v, Ov = {(v, z, b) | (v, z, b)  E} – множество дуг, начинающихся в вершине 
v. I0 содержит все внешние входные дуги, O0 – внешние выходные дуги, E \ (I0  O0) – внутренние дуги. 

Пусть M – множество всех возможных сообщений, общее для всех автоматов в системе. 
Для множеств A и B через AB обозначим множество всех отображений из B в A. 
Система автоматов определяется как граф связей G, в котором каждой вершине v поставлен в 

соответствие автомат Av = (M, Sv, Xv, Yv, Tv, s0v), где Sv – конечное множество состояний автомата, 
Xv = {x |f (x  f &  f  M 

Iv)} – множество стимулов (входных символов), Yv = {y |f (y  f &  f  M 
Ov)} – 

множество реакций (выходных символов), Tv  Sv  Xv  Yv  Sv – конечное множество переходов, 
s0v  Sv – начальное состояние автомата. Обозначим: s  ?x!y  t  (s, x, y, t)  Tv, s  ?x!y   t (s, 

x, y, t)  Tv. Там, где это не приведёт к недоразумению, мы будем в неформальном тексте сам переход 
(s, x, y, t) обозначать стрелкой s  ?x!y  t. Состояние t будем называть постсостоянием перехода. Ес-
ли постсостояние несущественно, то переход (s, x, y, t) будем обозначать стрелкой s  ?x!y . Дугу из 
Iv будем называть входной дугой автомата в вершине v, а дугу из Ov – выходной дугой этого автомата. 
Стимул автомата – это частично определённое отображение x: Iv  M, которое каждой входной дуге 
i  Dom(x) ставит в соответствие сообщение x(i), принимаемое по этой дуге. Реакция автомата – это ча-
стично определённое отображение y: Ov  M, которое каждой выходной дуге j  Dom(y) ставит в соот-
ветствие сообщение y(j), посылаемое по этой дуге. 



65 

Для описания состояния входных и выходных дуг автомата в вершине v введём два частично-
определённых отображения xv

#: Iv  M и yv
#: Ov  {M}. Первое отображение каждой непустой входной 

дуге i  Iv ставит в соответствие сообщение m  M, находящееся на этой дуге. Второе отображение 
каждой пустой выходной дуге j  Ov ставит в соответствие множество сообщений M. Эти отображения 
xv

# и yv
# порождают множества потенциальных стимулов и потенциальных реакций, которые автомат 

может, соответственно, принять и послать при данном состоянии входных и выходных дуг, если, ко-
нечно, в текущем состоянии автомата определены соответствующие переходы: 

Xv
# = {x: Iv M | Dom(x)  Dom(xv

#) & i  Dom(x) (x(i) = xv
#(i))}, 

Yv
# = {y: Ov  M | Dom(y)  Dom(yv

#)}. 
Определим формальное условие выполнения перехода s – ?x!y  t: x  Xv

# & y  Yv
#. 

 
2. Детерминизм 

 
Для того чтобы система автоматов была детерминированной, потребуем детерминированности 

каждого из этих автоматов. Прежде всего, состояние и стимул должны однозначно определять реакцию 
и постсостояние перехода:  

1) s,x,x,y,y,t,t   s – ?x!y  t & s – ?x!y  t  y = y & t = t. 
Распределение xv

# сообщений по входным дугам автомата неоднозначно определяет стимул, при-
нимаемый автоматом, поскольку автомат может как принимать, так и не принимать сообщения с непу-
стых входных дуг. Будем говорить, что стимулы x и x совместимы, и обозначать x  x, если при неко-
тором отображении xv

# автомат может принять любой из этих стимулов, т.е. x  Xv
# и x  Xv

#. Формаль-

но x  x  i  Dom(x)  Dom(x) (x(i) = x(i)). Заметим, что все стимулы во множестве Xv
# совместимы 

друг с другом. Отсюда вытекает второе требование детерминизма автомата: 
2) нет переходов из одного состояния по разным совместимым стимулам: 
s,x,x,y,y,t,t x  x & x  x  (s – ?x!y  & s – ?x!y ). 
Теорема 1. Если выполнены оба требования детерминизма, то состояние sv автомата в вершине v 

и отображения xv
# и yv

# однозначно определяют, выполняет ли автомат какой-либо переход, и если вы-
полняет, то сам переход, т.е. однозначно определяют принимаемый стимул xv

^, посылаемую реакцию yv
^ 

и постсостояние tv
^. 

Доказательство. По определению отображения xv
# и yv

# однозначно определяют множества Xv
# и 

Yv
#. Из второго требования детерминизма следует, что при любом распределении xv

# сообщений на вход-
ных дугах автомата, порождающем множество Xv

# потенциальных стимулов, не более одного из этих сти-
мулов xv  Xv

# может быть принято автоматом в данном состоянии sv. Такой стимул xv будем называть вы-
бираемым, он может отсутствовать. Правда, это не означает, что выбираемый стимул xv (если он есть) 
обязательно будет принят автоматом, поскольку выполнение перехода с приёмом этого стимула обуслов-
лено возможностью послать реакцию. Рассмотрим все случаи поведения автомата в состоянии sv при за-
данных xv

# и yv
# (однозначно определяющих Xv

# и Yv
#), определяя, будет ли выполнен переход, и если бу-

дет, то сам переход, т.е. принимаемый стимул xv
^, посылаемую реакцию yv

^ и постсостояние tv
^. 

Если имеется выбираемый стимул xv  Xv
#, то он единственный по второму требованию детерми-

низма. При этом, если для некоторой реакции y есть переход sv  – ?x!y  t и y  Yv
#, т.е. реакция y может 

быть послана (нужные выходные дуги пусты), то автомат выполнит этот переход (он единственный по 
первому требованию детерминизма), xv

^ = x, yv
^ = y, tv

^ = t. В противном случае автомат не выполнит ни-
какого перехода, xv

^ = , yv
^ = , tv

^ = sv.  Последнее имеет место и в случае отсутствия выбираемого 
стимула. Теорема 1 доказана. 

 
3. Композиция 

 

Определим композицию детерминированных автоматов по заданному графу связей. Результатом 
композиции будет автомат (S, X, Y, T, s0), отражающий работу системы в целом, включая все автоматы-
компоненты и все дуги.  
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Состояние системы есть набор s = (s1, s2, ..., sk, D), где s1, s2, ..., sk есть набор состояний её автома-
тов, а D: E  M – частично-определённое отображение, задающее распределение сообщений по дугам 
графа связей: оно для каждой непустой дуги указывает находящееся на ней сообщение. Начальное со-
стояние системы s0 = (s10, s20, ..., sk0, ), в котором каждый автомат находится в своём начальном состо-
янии, а сообщений на дугах нет.  

Определение переходов композиции зависит от предполагаемого режима работы. В синхронном 
режиме за один такт срабатывают все автоматы, которые могут выполнить переход, а в асинхронном – 
только один такой автомат (вообще говоря, некоторое подмножество автоматов), выбираемый недетер-
минированным образом. Поскольку в рамках данной статьи нас интересуют только детерминированные 
системы, асинхронный режим далее не рассматривается.  

Определим переходы композиции формально. В состоянии системы s внешняя среда может по-
слать в систему сообщения по любым пустым внешним входным дугам и принять сообщения с любых 
занятых внешних выходных дуг. Это определяет допустимые внешние стимулы и реакции. Стимул 

x:  I0  M допустим, если Dom(x)  Dom(D) = , в частности всегда допустим пустой стимул x = . 

Реакция y: O0  M допустима, если y  D, в частности всегда допустима пустая реакция y = . Если 

стимул x и реакция y допустимы, то в композиции определяется переход s  ?x!y  t^, где t^ = (t1
^, t2

^, 
..., tk

^, D^). Определим для каждого v постсостояние tv
^ и распределение сообщений D^. 

Рассмотрим вершину v. Для состояния системы s однозначно определяются отображение xv
# как 

сужение отображения D на множество Iv входных дуг v-го автомата: xv
# = {(i, m)|(i, m)  D & i  Iv}, и 

отображение yv
#, которое каждой пустой выходной дуге v-го автомата ставит в соответствие множество 

M всех сообщений: yv
# = {(j, M) | j  Ov\Dom(D)}. По теореме 1 при заданных sv, xv

# и yv
# автомат в вер-

шине v выполняет не более одного перехода, и однозначно определяются принимаемый стимул xv
^ и 

посылаемая реакция yv
^, а также постсостояние tv

^, которое и становится частью состояния t^. 
Определим D^. Сначала положим D^: = D. Рассмотрим, как должно меняться расположение сооб-

щений на дуге e = (i, z, j). 
1. В состоянии s дуга e была пустой, т.е. e  Dom(D). Если j  0, то j-й автомат не принимает с неё 

сообщения, т.е. e  Dom(xj
^). Если i  0, то i-й автомат посылает по этой дуге сообщение m, если 

e  Dom(yi
^) & yi

^(e) = m, тогда пара (e, m) добавляется в D^. Если j = 0, то e  Dom(y). Если i = 0, то 
e  Dom(x)  e  Dom(D^) & D^(e) = x(e), т.е. если внешняя среда посылает по внешней входной дуге e 
сообщение x(e), то пара (e, x(e)) добавляется в D^. 

2) В состоянии s на дуге e было сообщение m, т.е. e  Dom(D) & D(e) = m. Если j  0, то j-й авто-
мат принимает это сообщение, если e  Dom(xj

^) & xj
^(e) = m, тогда пара (e, xj

^(e)) удаляется из D^. Если 
i  0, то i-й автомат не может послать по этой дуге никакого сообщения, поскольку дуга в состоянии s 
занята, т.е. e  Dom(yi

^). Если j = 0, то e  Dom(y)  e  Dom(D^) & D(e) = y(e), т.е. если внешняя среда 
принимает по внешней выходной дуге e сообщение y(e), то пара (e, y(e)) удаляется из D^. Если i = 0, то 
e  Dom(x). 

Тем самым, D^ = (D  x  y1
^  ...  yk

^) \ (y  x1
^  ...  xk

^).  
Будем говорить, что такая композиция детерминированных автоматов детерминирована, если в 

каждом достижимом (из начального состояния) состоянии каждая пара допустимых стимула и реакции 
однозначно определяет постсостояние системы, т.е. выполняемый переход. 

Теорема 2. Композиция детерминированных автоматов детерминирована. 
Доказательство. Нужно показать, что 1) каждый автомат вершины графа связей может выпол-

нить не более одного перехода и 2) распределение D^ определяется однозначно. И то и другое следует 
из теоремы 1 и определения композиции. Теорема 2 доказана. 

 
4. Генерация тестов 

 
В данной статье целью тестирования системы автоматов является покрытие всех достижимых пе-

реходов автоматов. На каждом такте тест посылает в тестируемую систему сообщения по пустым 
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внешним входным дугам (не обязательно всем) и принимает от системы по занятым внешним выход-
ным дугам (не обязательно всем) имеющиеся на них сообщения. Определим композицию системы и 
теста. Состояние композиции есть пара состояний системы и теста. Переход композиции соответствует 
паре (допустимый стимул, допустимая реакция), что определяет возможные постсостояния системы и 
теста, т.е. возможные постсостояния композиции. Заметим, что приём или неприём тестом сообщений с 
внешних выходных дуг системы, по сути, является дополнительным тестовым воздействием на систе-
му, поскольку меняет выполнимость тех или иных переходов. Сам переход композиции является внут-
ренним, т.е. ничем не помечен, поскольку композиция системы и теста замкнута и ни с чем не взаимо-
действует. Формально переходы композиции системы и теста определяются следующим правилом вы-
вода: s – ?x!y  t & s  ?y!x  t ⊢ ss  tt.  

Если тест и система детерминированы, то их композиция тоже будет детерминирована в следую-
щем смысле: в каждом её состоянии определено не более одного перехода. 

Тестовая последовательность есть конечная последовательность пар (x1, y1), ..., (xn, yn), которой в 
тестируемой системе соответствует маршрут (цепочка смежных переходов) s0 – ?x1!y1  s1 –... sn-1 –     
– ?xn!yn  sn, а в тесте – маршрут s0 – ?y1!x1  s1 – ... sn-1 – ?yn!xn  sn. Каждое состояние si и si соот-
ветствует префиксу тестовой последовательности длиной i. Для такой тестовой последовательности де-
терминированный тест состоит только из указанной выше цепочки переходов. 

Какие проверки выполняются при прогоне теста на каждом i-м такте? 1) Выполнился ли в тесте 
переход si – ?yi+1!xi+1  si+1; если не выполнился, то фиксируется ошибка. 2) Для каждого автомата в 
системе: правильно ли изменилось его состояние, правильно ли он выполнил приём стимула (с каких 
входных дуг принял сообщения), правильно ли он выполнил выдачу реакции (на какие выходные дуги 
послал сообщения, и правильные ли эти сообщения). 

Прогон тестовой последовательности покрывает некоторое множество переходов автоматов си-
стемы. Поскольку система детерминирована, это множество одно и то же при разных прогонах данной 
тестовой последовательности (с рестартом между прогонами), поэтому тестовую последовательность 
достаточно прогонять один раз. Мы будем рассматривать только конечные наборы тестов, после завер-
шения прогона одного теста выполняется рестарт системы и прогоняется следующий тест из набора. 
Набор тестов покрывает множество переходов автоматов, которое является объединением множеств 
переходов автоматов, покрываемых тестами из этого набора. Набор тестов будем называть полным, ес-
ли он покрывает все переходы всех автоматов, достижимые при работе этих автоматов в системе. Ста-
вится задача генерации полного набора тестов. 

Для решения этой задачи мы предлагаем использовать любой алгоритм генерации полного набора 
тестов для одного автомата. Таких алгоритмов предложено довольно много, по сути, они сводятся к по-
строению набора маршрутов, покрывающих граф переходов автомата, достижимых из его начального 
состояния (см., например, [7]). В качестве такого автомата для наших целей берётся автомат системы, 
получаемый с помощью композиции, описанной в предыдущем разделе. Покрывая все достижимые пе-
реходы композиционного автомата системы, мы, конечно, покрываем все достижимые переходы авто-
матов-компонентов. Однако такой набор тестов может быть избыточным для решения нашей задачи: 
покрытие всех достижимых переходов автоматов-компонентов не обязательно требует покрытия всех 
достижимых переходов композиционного автомата системы.  

Поэтому предлагается в процессе генерации полного набора тестов для композиционного автомата 
системы применять процедуру фильтрации, которая будет отбрасывать «лишние» тесты. Эта процедура ра-
ботает следующим образом. С самого начала создаётся пустое множество T генерируемого набора тестов и 
множество P непокрытых переходов автоматов, которое сначала равно множеству всех переходов всех ав-
томатов. Когда генерируется очередной i-й тест Ti для композиционного автомата системы, вычисляется 
множество Pi переходов автоматов, покрываемое этим тестом. Тесту соответствует маршрут в композици-
онном автомате. Каждому переходу этого маршрута соответствует множество переходов в автоматах-
компонентах (не более одного в каждом автомате); объединение этих множеств по всем переходам маршру-
та и есть множество Pi. Далее алгоритм фильтрации проверяет, покрывает ли i-й тест какой-либо новый, ещё 
не покрытый переход какого-либо автомата компонента. Если Pi  P = , то никаких новых переходов      



68 

i-й тест не покрывает, и он отбрасывается. В противном случае тест добавляется к набору тестов 
T := T  {Ti}, а из множества непокрытых переходов удаляются новые переходы P := P \ Pi. После того 
как все тесты сгенерированы и отфильтрованы, получившееся множество T является полным набором 
тестов, а множество P – множеством недостижимых переходов автоматов компонентов. 

 
5. О размере тестового набора 

 
Теорема 3. Для любого числа состояний автоматов компонентов n1, n2 ,..., nk существует такая си-

стема, что время тестирования (в тактах), необходимое для покрытия всех достижимых переходов ком-
позиции, равно (n1n2...nk), а минимальное время, достаточное для покрытия всех достижимых перехо-
дов автоматов-компонентов, равно O(n1+n2+...+nk).  

Доказательство. Рассмотрим систему, изображённую на рис. 1. 
 

 
 

Рис. 1. Пример системы автоматов 
 

Здесь имеется единственное сообщение: M = {1}. Все автоматы в вершинах однотипные и разли-
чаются числом состояний ni. Автомат в вершине i имеет две входные дуги, обозначенные ai и bi, и одну 
выходную дугу ai+1. Соответственно, имеются два стимула (ai,1) и (bi, 1) и единственная непустая реак-
ция – (ai+1, 1). Автомат i в состоянии j   ni – 1, получая по входной дуге ai сообщение 1, переходит в 
следующее состояние j+1 без выдачи реакции, а в состоянии ni –1 переходит в начальное состояние 0 с 
посылкой сообщения 1 по единственной выходной дуге ai+1. Тем самым автомат i на каждую порцию из 
принятых им ni сообщений по входной дуге ai посылает одно сообщение следующему автомату i + 1 
или внешней среде, если i = k. Кроме того, в состоянии 0 есть переход-петля по приёму сообщения по 
дуге bi с выдачей сообщения следующему автомату i + 1 или окружению, если i = k. 

Рассмотрим состояние композиции вида s = (s1, s2, ..., sk, ), где состояние i-го автомата si = 0, ..., 
ni–1. Начальное состояние s0 = (0, 0, ..., 0, ). Обозначим smax = (n1 – 1, n2 – 1, ..., nk – 1, ). Состояние s 
можно понимать как пару s = (s~, ), где s~ – число, записанное в позиционной системе счисления слева 
направо от младшей позиции 1 к старшей позиции k: 1, 2, ..., k, и ni – основание системы счисления в 
позиции i. Число таких состояний равно n1n2...nk. Поскольку все они достижимы из начального состоя-
ния, время тестирования композиционной системы равно (n1n2...nk). 

Как наиболее быстро покрыть все переходы автомата i? Для этого достаточно: 1) ni раз послать 
сообщение по дуге ai и 2) один раз – по дуге bi. Для автомата 0 пункт 1 тест может выполнить непосред-
ственно, поскольку дуга a1 внешняя. Для автомата i > 1 пункт 1 можно выполнить, посылая ni раз сооб-
щение по внешней дуге bi–1 в предыдущий автомат с номером i – 1. Пункт 2 тест также может выпол-
нить непосредственно, поскольку дуга bi внешняя. Тем самым, время тестирования всех переходов ав-
томатов-компонентов равно O(n1 + ... + nk). Теорема 3 доказана. 

Заметим, что для n1 = n2 = ... = nk = n имеем соотношение nk и nk, т.е. для фиксированного числа k 
компонентов получаем экспоненциальное уменьшение времени тестирования. 
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Заключение 
 

Сформулируем направления дальнейших исследований. 
1. Оптимизация. Предложенный алгоритм фильтрации строит набор тестов не обязательно опти-

мальный по времени тестирования и / или числу тестов. Возникает задача поиска оптимального набора, 
которая, вообще говоря, сводима к задаче о поиске минимального покрытия [8, 9]. 

2. Недетерминизм. Нужно определить такие ограничения на недетерминизм системы и / или со-
ставляющих её автоматов, которые позволяли бы выполнять полное тестирование за конечное время и 
разработать соответствующие алгоритмы тестирования. Неплохие решения этой задачи предложены 
для автономного тестирования, когда автомат находится под непосредственным управлением теста [10–
13] (не в контексте окружающей его части системы). 

3. Конформность. В данной статье при тестировании проверяется изоморфизм автомата-
компонента реализации его спецификации, заданной как автомат. В общем случае между автоматом 
компонента в реализации и автоматом компонента в спецификации задаётся отношение конформности, 
которое слабее изоморфизма: квази-редукция, симуляция и т.п. Это требует более сложного алгоритма 
тестирования. В то же время, если при тестировании мы можем наблюдать состояние реализации (как 
предполагается в данной статье), то возможно полное автономное тестирование за конечное время для 
конформности типа редукции или слабой симуляции [2, 3, 10–20]. Для составной системы возникает 
проблема декомпозиции системных требований, известная также как проблема несохранения конформ-
ности. Она заключается в том, что композиция реализаций компонентов, конформных спецификациям 
этих компонентов, в общем случае неконформна спецификации системы, в частности композиции спе-
цификаций компонентов. Этой проблеме посвящён ряд работ [2, 4, 21], но возникает задача переосмыс-
ления предложенных решений для тестирования компонентов составной системы, когда верна гипотеза 
о связях. 

4. Обобщение. В данной работе дуга графа связей реализует очередь длины 1. Но могут быть и 
другие дуги: очередей большей, в том числе неограниченной длины, очереди с приоритетами, стеки и 
т.п. Нужно обобщить понятие дуги с помощью определения автомата дуги. Более того, автомат дуги 
мог бы иметь несколько входов и выходов, как автомат вершины. Композиция должна быть определена 
для пары автоматов, выход одного из которых соединён с входом другого. На таком соединении проис-
ходит синхронное взаимодействие автоматов, где один автомат посылает сообщение тогда и только то-
гда, когда другой автомат это сообщение принимает. Для детерминизма системы, по-видимому, к авто-
мату дуги нужно предъявить дополнительные (по сравнению с автоматом вершины) требования. 
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The problem of testing of aggregate systems is considered. The system is described as an oriented graph where the nodes correspond 
to component automata while edges correspond to simplex communication channels. The following hypothesis is assumed: the graph of 
links is static and the link structure is error-free. At each state, a component automaton can accept and send multiple messages through 
incoming and outgoing edges (at most one message through each edge). The goal of testing is to cover transitions of component automa-
ta reachable during the system work. It is assumed that during testing it is possible to observe the state changes of automata and the mes-
sages on the edges. The general model is considered when the system can simultaneously contain multiple messages, but not more than 
one for each edge. An automata composition is defined and the restrictions on automata making the system deterministic are described. 
An algorithm of test generation is proposed basing on test filtration generated for covering all transitions of the deterministic composi-
tion system. A test is rejected if it covers only transitions of the components that are covered by other tests. A simplified system model 
with only one message in transit is considered at the end. Using this example, we show that the hypothesis on links allows considerably 
reduce the number of required testing actions from the product of state numbers of the component automata to the sum of these num-
bers. If all the automata have the same number of states then it gives the exponential reduction of the number of test actions. In conclu-
sion, some directions of future research are considered. 
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Рассматривается проблема синтеза самотестируемого детектора для подмножества кодовых слов. Выделяются 
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Увеличивающиеся сложность и значимость дискретных (цифровых) систем требуют их высокой 

надежности. Сложность систем повышает вероятность возникновения неисправностей в них. Обнару-
жение неисправности в первый же момент ее проявления на выходах устройства позволяет защитить 
систему, в которую устройство встроено. Такое обнаружение неисправности может достигаться, 
например, за счет использования самопроверяемых схем, позволяющих обнаруживать неисправности в 
режиме нормального функционирования схемы [1]. Обнаружение осуществляется с помощью детектора 
кодов, который обычно является самотестируемым.  

Если при появлении неисправности из некоторого класса неисправностей в процессе нормального 
функционирования схемы (в рабочей области функционирования) данная неисправность либо обнару-
жится на выходах схемы в момент ее первого проявления, либо никак не влияет на функционирование 
схемы (остается необнаружимой в рабочей области функционирования), то такую схему будем назы-
вать самопроверяемой относительно рассматриваемого класса неисправностей. 

Самотестируемость же означает, что в рамках рассматриваемого класса неисправностей для каждой 
из неисправностей существует тестовый набор среди множества кодовых слов детектора. В частности, если 
мы имеем дело с детектором (m, n)-кода (детектором равновесных кодовых слов), то множество кодовых 

слов включает в себя m
nC  булевых векторов длины n, содержащих m единичных компонент.  

Автором рассматриваются детекторы, построенные с использованием программируемых логиче-
ских блоков. 

Ранее [2] предлагался метод проектирования самотестируемого детектора для множества всех ко-
довых слов равновесного кода (детектора (m, n)-кодов), основанный на использовании программируе-
мых логических блоков (ПЛБ). Предполагалось, что программируемые логические блоки реализованы в 
рамках LUT-технологий, т.е. могут быть запрограммированы на реализацию любых интересующих нас 
булевых функций заданного числа переменных.  

Рассматривалось множество V неисправностей детектора, которое включает в себя все кратные 
константные неисправности на входах ПЛБ. При этом в схеме детектора неисправным может быть 
только один ПЛБ. Предполагалось, что в системе самопроверяемая схема, детектор (m, n)-кодов неис-
правными могут быть либо схема, либо детектор, но не оба вместе. 

К самотестируемому детектору предъявлялись следующие требования: 
1) при появлении на выходе схемы (или на входе детектора) в некоторый момент времени t неко-

дового слова детектор должен выдать соответствующий сигнал; 
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2) в самом детекторе может произойти неисправность из рассматриваемого множества неисправ-
ностей V, которая должна быть обнаружима в рабочей области функционирования детектора, т.е. на 
множестве всех кодовых слов. Это означает, что должен существовать входной набор (кодовое слово 
(m, n)-кода), на котором эта неисправность проявляется на выходах детектора.  

Самотестируемый детектор имеет два выхода, причём комбинации значений сигналов имеют сле-
дующие интерпретации:  

a) (01) или (10) означают, что входной набор является кодовым словом (m, n)-кода и детектор ис-
правен;  

b) (00) или (11) означают, что либо входной набор не является кодовым, либо детектор неиспра-
вен.  

Кодовые слова (m, n)-кода могут быть представлены дизъюнкцией конъюнкций ранга n. Обозна-

чим эту ДНФ (X)Dm
n , где X = {x1, x2, …, xn} – множество переменных. Для представления всевозможных 

(m, n)-кодовых слов ранее [2] была предложена специальная формула разложения 

1 2

0

( ) ( ) ( )
m

m i m i
n g s

i
D X = D X D X


 .                                                       (1) 

Назовем некоторое число k основой разложения (k может быть числом входов в ПЛБ), ДНФ 
im

s
i
g DD ,  – функциями разложения. Первоначальное множество переменных Х мощности n делится на 

два подмножества X 1 и X 2:  2/1 ngX  , |X 2| = s = n – g. Если g > k и s > k, то формула (1) снова ис-

пользуется для каждой функции разложения , , 0, ,i m i
g sD D i m   и т.д. В результате мы имеем формулу 

А для всех кодовых слов (m, n)-кода, для наглядного представления которой удобно использовать соот-
ветствующее дерево.  

Рассмотрим пример. Получим формулу A для 7
14D , k = 7: 

X 1 = {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7}, X 2 = {x8, x9, x10, x11, x512, x13, x14}. 
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При выбранных значениях m, n и k достаточно одного шага разложения с использованием форму-
лы (1).  

Обычно детектор строится на той же элементной базе, что и схема. Часто построение детектора 
основано на определении веса входных кодовых слов. Для этой цели применяются схемы, основанные 
либо на пороговых схемах, либо на параллельных счетчиках [3, 4]. Такие подходы концептуально ис-
ключают построение детектора, ориентированного на подмножества кодовых слов, в то время как на 
выходах самопроверяемого устройства, к которому подключен детектор равновесных кодовых слов, не 
всегда достигаются всевозможные кодовые слова. Число l достигаемых кодовых слов может быть су-
щественно меньше числа всевозможных кодовых слов. Из сказанного следует, что некоторые неис-
правности самотестируемого детектора, подключенного к выходам самопроверяемого устройства, мо-
гут оказаться необнаружимыми, так как обнаруживающие неисправности кодовые слова не поступают 
на входы детектора во время работы самопроверяемого устройства. Необнаруженная неисправность 
детектора может привести в дальнейшем к тому, что детектор не обнаружит некодовое слово, поступа-
ющее на него с выходов самопроверяемого устройства, вследствие неисправности, возникшей в устрой-
стве. Эта неисправность появилась после неисправности в детекторе. Такая ситуация в дискретной си-
стеме, состоящей из самопроверяемого устройства и детектора кодов, недопустима. 

Выходом из нее может быть дублирование детекторов и сравнение их реакций. Предполагается, 
что каждый раз неисправность появляется либо в одной из копий детектора, либо в самопроверяемом 
устройстве. Поскольку возникновение одинаковых неисправностей в копиях детектора маловероятно, 
такая система способна надежно работать в условиях, когда не все кодовые слова достигаются на выхо-
дах самопроверяемого устройства. Недостатком дублирования являются большие аппаратурные затра-
ты (более 100%).  
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Итак, если мы не хотим дублировать детекторы равновесных кодов, то необходимо обеспечение 
свойства самотестируемости на тех кодовых словах, которые достигаются в процессе работы самопро-
веряемого дискретного устройства. Реализация такого подхода возможна при синтезе самопроверяемо-
го последовательностного дискретного устройства на этапе кодирования его состояний. Зная, для каких 
именно кодовых слов построен самотестируемый детектор, мы можем закодировать состояния именно 
этими кодовыми словами. 

Построение самотестируемого детектора (m, n)-кодов для произвольного числа l кодовых слов 
основано на решении двух подзадач:  

1. Представление множества кодовых слов мощности l объединением подмножеств равновесных 
кодовых слов, так что каждое из подмножеств задается существенным поддеревом дерева формулы А. 

2. Построение самотестируемого детектора на базе полученного представления.  
Метод представления множества мощности l описан в [5, 6]. Метод построения самотестируемого 

детектора для подмножества кодовых слов тот же, что и метод построения самотестируемого детектора 
для полного множества кодовых слов, и основан на покрытии дерева разложения программируемыми 
логическими блоками [1]. В данной статье выделяются свойства программируемых логических блоков, 
на входы которых поступают подмножества кодовых слов специального вида. 

В дальнейшем будем предполагать, что число k входов в ПЛБ не меньше 6. 
 

1. Выявление свойств программируемых логических блоков и подсхем из них,  
реализующих кодовые слова равновесного кода 

 

Определение 1. Назовем функцию, представляемую ДНФ q
pD

 
, 0 < q< p функцией типа 1.  

Пример такой функции для 2
3D  приведен в табл. 1. В ней столбцы сопоставлены с булевыми пе-

ременным, а строки представляют единичные наборы булевой функции (булевы векторы).  
 

Т а б л и ц а  1 
Пример функции типа 1 

 

x
1
 x

2
 x

3
 

0 1 1 
1 0 1 
1 1 0 

 

Определение 2. Функцией типа 2 назовём функцию, которая удовлетворяет следующим услови-
ям: в каждом столбце таблицы, представляющей множество ее единичных наборов, единичная компо-
нента присутствует один и только один раз, и в каждой строке число единичных компонент одинаково.  

Пример функции типа 2 приведен в табл. 2, которая построена аналогично табл. 1. 
 

Т а б л и ц а  2 
Пример функции типа 2 

 

x1 x2 x3 x4 x5 x6 

0 0 0 0 1 1 
0 0 1 1 0 0 
1 1 0 0 0 0 

 

Определение 3. Функцией типа 3 назовём функцию, область единичных значений которой пред-
ставлена двумя взаимно инверсными векторами.  

Пример функции типа 3 приведен в табл. 3, построенной аналогично таблице функции типа 1. 
 

Т а б л и ц а  3 
Пример функции типа 3 

 

x1 x2 x3 x4 

0 0 0 0 
1 1 1 1 
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Теорема 1. Для выхода одновыходного ПЛБ, реализующего функцию типа 1, 2 или 3, и кратной 
неисправности на входных и выходном полюсах ПЛБ либо существует тестовый набор из области еди-
ничных значений функции типа 1, 2 или 3, либо кратная неисправность проявляет себя как неисправ-
ность «константа 1» на выходе ПЛБ. Доказательство теоремы приведено в [7]. 

Теорема 2. Если на одном из выходов двухвыходного блока реализуется функция типа 1, 2 или 3, 
то какой бы ни была вторая функция, сопоставляемая блоку, кратная неисправность на входных полю-
сах этого блока либо обнаруживается на соответствующем функции типа 1, 2 или 3 тестовом наборе из 
области единичных значений функции, либо проявляется на этом выходе как константа 1. Доказатель-
ство теоремы приведено в [7]. 

Рассмотрим систему из двух булевых функций с непересекающимися множествами наборов их 
единичных значений. Будем говорить, что система состоит из ортогональных булевых функций. Обо-
значим через M объединение множеств единичных наборов функций этой системы.  

Теорема 3. Если множество M системы ортогональных булевых функций, реализуемой двухвы-
ходным блоком, представляется таблицей функции типа 1 (2), то кратная неисправность на входах этого 
блока либо обнаруживается на одном из его выходов при поступлении на входы блока тестового набора 
из M, либо проявляет себя на одном из выходов как константная неисправность 1. Доказательство тео-
ремы приведено в [7].  

Отметим, что при покрытии программируемыми блоками дерева формулы А [1] с целью построе-
ния схемы самотестируемого детектора для всех кодовых слов (покрытие выполняется при просмотре 

дерева от концевых вершин к корню) сначала используются ПЛБ, реализующие функции q
kD  для соот-

ветствующих значений k и q. Здесь k – количество входов в программируемый логический блок, а q – 
число единичных компонент вектора из области единичных значений функции, реализуемой блоком. 
Затем используются ПЛБ, реализующие функции типа 2, и только они. 

При покрытии подмножества существенных поддеревьев дерева формулы А программируемыми 

блоками, реализующими функции q
kD , может оказаться, что на входы блока поступают только некото-

рые кодовые слова из множества, представляемого q
kD . В этом случае мы не можем гарантировать 

свойство самотестируемости построенной схемы детектора, опираясь на приведенные выше теоремы и 
метод синтеза [1]. В такой ситуации приходится исследовать подмножества кодовых слов, поступаю-
щих на входы ПЛБ. Будем использовать как одновыходные, так и двухвыходные ПЛБ.  

Обозначим через M всё множество кодовых слов (q, k)-кода, реализуемого программируемым ло-
гическим блоком, а через Ml – его подмножество мощности l, такое, что в каждом столбце таблицы, со-
держащей все векторы подмножества Ml, присутствуют как нулевые, так и единичные значения.  

Определение 4. Назовем функцию, область единичных значений которой совпадает с подмноже-
ством Ml, функцией типа 1.  

Пример такой функции приведен в табл. 4.  
 

Т а б л и ц а  4 
Пример функции типа 1’(l = 11) 

 
x

1
 x

2
 x

3
 x

4
 x

5
 x

6

0 0 0 1 1 1 
0 0 1 0 1 1 
0 1 0 1 0 1 
0 1 0 1 1 0 
0 1 1 0 0 1 
1 0 1 0 1 0 
1 0 1 1 0 0 
1 1 0 0 0 1 
1 1 0 0 1 0 
1 1 0 1 0 0 
1 1 1 0 0 0 
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Пусть ПЛБ реализует функцию q
kD . Здесь k – количество входов в программируемый логический 

блок, а q – число единичных компонент, 0 < q < k. Пусть на вход программируемого логического блока 
приходит некоторое подмножество Ml кодовых слов (q, k)-кода.  

Теорема 4. Если на входы ПЛБ, реализующего множество M всех кодовых слов (q, k)-кода, 0 < q < k, 
подаётся их подмножество Ml, то для кратной неисправности на входах ПЛБ либо существует тестовый 
набор из Ml, либо кратная неисправность проявляет себя как неисправность «константа 1» на выходе 
ПЛБ. 

Доказательство теоремы приведено в [8]. 
Теорема 5. Если на одном из выходов двухвыходного блока реализуется функция типа 1’, то ка-

кой бы ни была вторая функция, сопоставляемая блоку, для кратной неисправности на входах ПЛБ либо 
существует тестовый набор из Ml , такой что неисправность проявляется на выходе блока, реализующе-
го функцию типа 1’, либо неисправность проявляется на этом выходе как константа 1. 

Доказательство теоремы приведено в [8]. 
Рассмотрим систему из двух ортогональных булевых функций, в которой M есть объединение 

множеств единичных наборов функций этой системы.  
Теорема 6. Если множество M системы ортогональных булевых функций, реализуемой двухвы-

ходным блоком, представляется таблицей функции типа 1’, то для кратной неисправности на входах 
ПЛБ либо существует тестовый набор из M , такой что неисправность проявляется на одном из выходов 
блока, либо неисправность проявляется на одном из выходах блока как константа 1. 

Доказательство. Утверждение следует из того факта, что множества переменных функций одно-
го и того же блока совпадают, а сами функции реализуются на отдельных блоках памяти (LUT). На вто-
ром выходе блока кратная неисправность может вообще не проявляться. Это зависит от вида функции, 
реализуемой вторым выходом.  

Теорема доказана. 
Воспользуемся приведенными выше теоремами для анализа заданного множества кодовых слов 

на возможность построения для него самотестируемого детектора. 
Алгоритм анализа подмножества кодовых слов. 
1) Разбиваем множество n переменных на w подмножеств так, как это делается при построении 

формулы А для заданного k. В результате подмножество кодовых слов разбивается на w множеств 
фрагментов булевых векторов. Длина каждого фрагмента булева вектора не более k. Анализируем век-

торы каждого фрагмента X i, wi ,1 . 
2) Рассмотрим фрагмент, сопоставляемый X i. Разбиваем его векторы на части по весу.  
3) Для каждой части, которая не совпадает ни с функцией типа 1, ни c функцией типа 1’, находим 

такую часть, что пара представляющих обе части ортогональных функций задает единичные наборы 
функции типа 1’. Каждая часть может входить только в одну пару.  

4) Если необходимое количество пар построить не удается, то самотестируемость детектора рас-
сматриваемым методом синтеза невозможно обеспечить. ВЫХОД. 

5) Иначе i = i + 1. 
6) Если i < w, переходим в п. 2.  
7) При i = w самотестируемость детектора обеспечивается. ВЫХОД.  
Покажем, что для приведенного выше подмножества кодовых слов, l = 11, можно построить де-

тектор, используя данный алгоритм. Это подмножество кодовых слов является частью кодовых слов, 

представляемых ДНФ 3
6D . Воспользуемся разложением по формуле (1): 
3 0 3 1 2
6 1 2 3 4 5 6 3 1 2 3 3 4 5 6 3 1 2 3 3 4 5 6

2 1 3 0
3 1 2 3 3 4 5 6 3 1 2 3 3 4 5 6

( , , , , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ).

D x x x x x x D x x x D x x x D x x x D x x x

D x x x D x x x D x x x D x x x

  

 
                         (2) 

Анализируя табл. 5, видим, что на некоторые ПЛБ, реализующие кодовые слова ДНФ q
kD , посту-

пают не все кодовые слова.  
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Т а б л и ц а  5 
Описание элементов самотестируемого детектора для подмножества мощности l = 11 

 

№ ПЛБ 
Функция, реализуемая 

на 1-м выходе 

Функция,  
реализуемая  
на 2-м выходе 

Обозна-
чение  

1-го выхода

Обозна-
чение  

2-го выхода
Обеспечение самотестируемости 

1 ),,( 321
0
3 xxxD  ),,( 321

3
3 xxxD  y1 y7 

Система функций, реализуемая ПЛБ, удовле-
творяет теореме 6 

2 ),,( 321
1
3 xxxD  ),,( 321

2
3 xxxD  y3 y5 

На вход ПЛБ, реализующего ДНФ

),,( 321
1
3 xxxD , приходит неполное множество 

кодовых слов. На вход ПЛБ, реализующего 

ДНФ ),,( 321
2
3 xxxD , приходит полное множе-

ство кодовых слов, т.е. реализуется система 
функций, удовлетворяющая теореме 2 

3 ),,( 654
3
3 xxxD  ),,( 654

0
3 xxxD  y2 y8 

Система функций, реализуемая ПЛБ, удовле-
творяет теореме 6 

4 ),,( 654
2
3 xxxD  ),,( 654

1
3 xxxD  y4 y6 

На обоих выходах ПЛБ реализуются функции 
типа 1 (теорема 2) 

5 43214321 yyyyyyyy   – 
Выход  

детектора 
 ПЛБ реализует функцию типа 2 (теорема 1) 

6 87658765 yyyyyyyy   – 
Выход  

детектора 
 ПЛБ реализует функцию типа 2 (теорема 1) 

 

Схема детектора представлена на рис. 1. 
 

 
 

Рис. 1. Схема самотестируемого детектора для подмножества мощности l = 11 
 

Однако не для любого подмножества кодовых слов можно обеспечить самотестируемость детек-
тора предложенным подходом. Рассмотрим подмножество кодовых слов в табл. 6. Мощность l-го под-
множества также равна 11. Для этого подмножества нельзя построить самотестируемый детектор. 

 
Т а б л и ц а  6 

Пример подмножества, на котором нельзя обеспечить свойство самотестируемости детектора (l = 11) 
 

x
1
 x

2
 x

3
 x

4
 x

5
 x

6

0 0 0 1 1 1 
0 0 1 0 1 1 
0 0 1 1 0 1 
0 0 1 1 1 0 
0 1 0 0 1 1 
0 1 0 1 0 1 
0 1 0 1 1 0 
1 0 0 0 1 1 
1 0 0 1 0 1 
1 0 0 1 1 0 
1 1 0 1 0 0 
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Очевидно, свойство самотестируемости нарушается по пункту 4 алгоритма анализа подмножества 
кодовых слов. 

 
Заключение 

 
Выявлены свойства ПЛБ, позволяющие построить самотестируемый детектор для заданного под-

множества кодовых слов. Предложен алгоритм анализа подмножества кодовых слов с целью построе-
ния самотестируемого детектора, реализующего это подмножество.  
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The properties of programmable logic blocks realizing code words of (m, n)-code.  
Keywords: self-checking circuit; (m, n)-code; self-testing checker; CLB.  
 

This paper deals with a problem of self-testing checker (STC) design for a subset of code words of (m, n)-code.  
A self-testing (m, n)-code checker is used in concurrent error detection (CED) technique under suggestion that all code words appear 

on its inputs. It is supposed that either the circuit or the checker may be fault but not both. In practice only some code words are reacha-
ble on outputs of self-checking circuit and consequently on inputs of self-testing checker. In that case some faults of the checker can be 
undetectable as the proper code words do not appear on the circuit outputs. As a result, wrong code word on the fault self-checking cir-
cuit may be not detected by the checker. That is why it is necessary to provide the self-testing property of the checker for the corre-
sponding sub-set of all code words of the same weight. 

A method of a self-testing (m, n)-code checker design based on using of CLBs was proposed before. CLBs were supposed to be real-
ized in the frame of the LUT-technology and, hence, could be programmed to implement any Boolean functions of a fixed number of 
variables. The set V of the checker faults includes all multiple stuck-at faults at the CLB inputs. Only one CLB in the checker can be 
fault.  

The self-testing checker has to satisfy the following conditions:  
1) if a non-code word appears at the output of the circuit (or at the input of the checker) then the checker should give the appropriate 

signal; 
2) any fault from the set V should be detected in the set of all code words. It means that there should be a code word for which the 

fault manifests itself at the checker outputs. 
The self-testing checker has two outputs with the following meanings of signals combinations: 
a) (01) or (10) mean that the input word is a word of the (m, n)-code and the checker is faultless; 
b) (00) or (11) mean that either the input word is non code one or the checker is fault. 
To represent all possible (m, n)-code words, a special decomposition formula was proposed  

1 2

0
( ) ( ) ( )

mm i m i
n g s

i
D X = D X D X


 . 

The decomposition formula is used several times. The result of its application is represented by the corresponding tree. The design 
of a self-testing checker for arbitrary number l of code words of (n, m)-code is based on the decision of two tasks: 

1. Getting representation of l code words by sum of code words presented by proper sub-tree of the tree.  
2. Deriving the self-testing checker based on the received representation.  
Here the second task of the problem is considered.  
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The properties of programmable logic blocks which inputs receive a sub-set of code words of special type are described. Based on 
the properties the algorithm of analysis of the given sub-set is developed. It allows finding out if it is possible to design a self-testing 
checker or not.  
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МЕМУАРЫ, ПАМЯТНЫЕ ДАТЫ, ПЕРСОНАЛИИ 

 
 

85 лет профессору Тарасенко Феликсу Петровичу 
 

6 марта 2017 г. исполнилось 85 лет доктору технических 
наук, профессору, академику МАНВШ, члену-корреспонденту 
РАЕН, заслуженному деятелю науки РФ, почетному работнику 
высшего профессионального образования РФ, заслуженному 
профессору Томского государственного университета Феликсу 
Петровичу Тарасенко. 

После окончания мужской средней школы № 41 г. Красно-
ярска с золотой медалью в 1950 г. он поступил на радиофизиче-
ский факультет ТГУ. В 1955 г. окончил с отличием университет 
по специальности «радиофизика-электроника». С 1955 г. 
Ф.П. Тарасенко продолжил свою деятельность в ТГУ: аспирант, 
ассистент, доцент (1955–1960), зав. кафедрой электронной вы-
числительной техники и автоматики ТГУ (1960–1964), зав. ка-
федрой статистической радиофизики ТГУ (1964–1965), зав. отде-
лом кибернетики Сибирского физико-технического института 
им. акад. В.Д. Кузнецова (1970–1977), зав. кафедрой теоретической кибернетики ТГУ (1977–1998), 
декан Международного факультета управления (МФУ) ТГУ (1992–2013).  

В разные годы читал в ТГУ курсы: физики; кибернетики; статистики; теории систем, системно-
го анализа; менеджмента. Научная деятельность Ф.П. Тарасенко связана с проблемами теории ин-
формации, кибернетики, непараметрической и робастной статистики,  системного анализа. В 1975 г. в 
совете при ТГУ защитил диссертацию «Проблемы передачи информации по каналам с частично или 
полностью неизвестными распределениями шумов» на соискание ученой степени доктора техниче-
ских наук. Является основоположником научной школы, развивающейся в двух направлениях: «Не-
параметрические и робастные статистические методы в кибернетике» и «Статистический анализ дан-
ных и разработка моделей социально-экономических систем». По этим направлениям им подготовле-
но 7 докторов и 36 кандидатов наук. Феликс Петрович опубликовал 4 монографии и более 165 науч-
ных работ в российских и зарубежных научных изданиях. Научное признание выразилось в избрании 
Ф.П. Тарасенко в состав: Научного совета АН СССР по кибернетике (секция теории информации), 
Советского комитета по автоматическому управлению ИФАК, рабочей группы по советско-
американскому сотрудничеству по кибернетике АН СССР. Ф.П. Тарасенко удостоен премии 
им. В.М. Глушкова с вручением золотой медали лауреата за разработку теоретических основ и си-
стемного синтеза сложных наукоемких территориальных информационных систем.  

Феликс Петрович – прекрасный преподаватель, инициатор многих образовательных проектов ТГУ. 
Он активно популяризирует и развивает идеи системного анализа и системного подхода в менеджменте. 
Свой курс по прикладному системному анализу он читал в вузах в разных городах для студентов различ-
ных специальностей. Им написано учебное пособие «Прикладной системный анализ (Наука и искусство 
решения проблем)» (Москва: Кнорус, 2010, испр. и доп. в 2017 г.) и переведены на русский язык шесть 
книг классиков системного анализа (2007–2016), две из них – в рамках проекта НИУ ТГУ «Монографии 
выдающихся зарубежных исследователей: впервые на русском языке». Эти книги стали руководством по 
выработке решений для многих современных руководителей.  
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Своей научной и практической работой Ф.П. Тарасенко внес существенный вклад в развитие 
Томской области и г. Томска. Об этом свидетельствует ряд фактов из его профессиональной биогра-
фии. В 1970-х гг. он входил в комплексную научно-техническую группу, которая занималась разра-
боткой основ технического проекта по созданию автоматизированной системы управления хозяй-
ством Томской области (был заместителем генерального конструктора АСУ Томской области); 
участвовал в координации программно-целевого комплекса «Лес и лесопереработка» – одного из 
19 народнохозяйственных комплексов Томской области (1970–1975 гг.). Будучи деканом МФУ орга-
низовал подготовку высококвалифицированных специалистов по Государственному и муниципаль-
ному управлению для г. Томска и Томской области. В числе первых слушателей по программе второ-
го высшего образования были главы муниципальных образований, их заместители, сотрудники ад-
министрации области. Феликс Петрович принимал участие в разработке законодательной основы 
научно-инновационных процессов в сотрудничестве с ТО СО РАН и вузов г. Томска (2000–2001). Он 
был инициатором создания и первым президентом Ротарианского клуба в г. Томске, председателем 
комитета международных проектов томского Ротари-клуба, председателем Всероссийского фонда 
образования (Томское городское отделение), инициатором создания научно-образовательного канала 
(НОК) на телевидении в г. Томске. Участвовал в реализации международной программы «Образова-
ние и бизнес в Сибири». Осуществлял научное руководство работ по оценке перспектив нефтегазо-
носных районов Томской области (2000–2001) и работы по теме «Отработка методики разработки 
программ социально-экономического развития муниципальных образований на примере Томского 
района» (2003 г.). Оказывал благотворительную помощь ряду томских детских и медицинских учре-
ждений. Результаты его работы были отмечены бронзовой медалью ВДНХ.  

Ф.П. Тарасенко являлся главным редактором научно-практического журнала «Проблемы 
управления в социальных системах», издаваемого в ТГУ. В течение почти 40 лет входил (часто 
возглавляя его) в оргкомитет Всесоюзной (позднее Международной) школы-семинара по 
непараметрическим и робастным статистическим методам в кибернетике. Неоднократно приглашался 
для чтения лекций на международные симпозиумы. В 1967–1968 гг. как эксперт ЮНЕСКО был 
лектором Дар-эс-Саламского университета в Танзании. Он является членом Американского 
математического общества. Его биография включена в справочники «Кто есть кто в мире», «Кто есть 
кто в России». В 1994 г. Американским биографическим институтом назван человеком года. 
Награжден орденом Трудового Красного Знамени, медалями «За доблестный труд в ознаменование 
100-летия со дня рождения В.И. Ленина», «Ветеран труда» и «За заслуги перед Томским 
университетом». Отмечен нагрудными знаками «За заслуги перед городом Томском» и «Отличник 
высшей школы». 

И в настоящее время Феликс Петрович полон сил и энергии. Читает свой курс по прикладному 
системному анализу для иностранных студентов на английском языке, а также кампусные курсы для 
студентов вузов и предпринимателей г. Томска, переводит на русский язык новые зарубежные 
монографии и публикации, участвует в работе международных конференций как за рубежом, так и в 
России.  

 
Дорогой Феликс Петрович!  

Поздравляем Вас с юбилеем и желаем здоровья на многие годы! 
Творческих Вам успехов! 

 
Факультет прикладной математики и кибернетики ТГУ. 

Редакционная коллегия журнала «Вестник ТГУ. Управление, 
вычислительная техника и информатика». 

Кафедра теоретической кибернетики 
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