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ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

 
Рассматривается граничная задача оптимального управления для системы интегро-дифференциальных уравне-
ний. Получены необходимые условия оптимальности. 
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симума Понтрягина; линеаризованное условие максимума.  

 
В работах [1–3 и др.] изучен ряд задач оптимального управления динамикой популяции, описывае-

мых определенным классом интегро-дифференциальных уравнений. Установлены необходимые условия 
оптимальности в форме вариационного принципа максимума, а также линеаризованного условия макси-
мума при предположении, что управляющая функция входит в правую часть уравнения состояния. 

В предлагаемой работе изучается аналогичная задача при предположении, что  вектор управляю-
щих воздействий входит в начальное условие уравнения. Получен ряд необходимых условий оптималь-
ности. 

 
1. Постановка задачи 

 
Рассмотрим задачу о минимуме терминального типа функционала 
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Здесь ),,,(),,,,( zsxtgyzxtf  – заданные n- и m-мерные вектор-функции, непрерывные по совокупности 

переменных вместе с частными производными по векторам состояния, ),,( vzxF  – заданная n-мерная 

вектор-функция, непрерывная по совокупности переменных вместе с частными производными по 

);(,,,, 10101010 xxttxxttz   – заданы; ( , )x z  – заданная скалярная функция, непрерывная по сово-

купности переменных вместе с 
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 a )(xvv   – кусочно-непрерывный (с конечным числом точек 

разрыва первого рода) вектор управляющих воздействий со значениями из заданного непустого  и огра-

ниченного множества ,rRV   т.е. 
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Такие управляющие функции назовем допустимыми. 
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Предполагается, что каждому допустимому управлению )(xv  соответствует единственное реше-

ние )),(),,(),,(( 0 xtyxtzxtz  (в классическом смысле) задачи (2)–(3). 

Допустимое управление )(xv , доставляющее минимум функционалу (1) при ограничениях (2)–

(4), назовем оптимальным управлением, а соответствующий процесс )),(),,(),,(( 0 xtyxtzxtz  – оптималь-

ным процессом. 
 

2. Формула приращения функционала качества 
 

Предположим, что )),(),,(),,(),(( 0 xtyxtzxtzxv  есть фиксированный допустимый процесс. Через 
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чим произвольный допустимый процесс и запишем приращение 
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функционала качества (1). 

При этом ясно, что приращение )),(),,(),,(( 0 xtyxtzxtz   состояния )),(),,(),,(( 0 xtyxtzxtz  будет 

решением системы 
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Пусть ( , ), ( ), ( , )p t x x q t x – пока неизвестные n-мерные вектор-функции. 

Из (6)–(8) следует, что  
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Ясно, что 
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Далее введем функцию Гамильтона–Понтрягина 
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С учетом (9)–(12) формула приращения (5) записывается в виде  
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Положим 
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Используя формулу Тейлора из (13), будем иметь 
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Если предполагать, что ),(),,( xtqxtp  и ( )x  удовлетворяют соотношениям 
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то формула приращения (14) примет вид  
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3. Оценка остаточного члена 

 

Перейдем к оценке нормы приращения )),(),,(),,(( 0 xtyxtzxtz 
 состояния 

)),(),,(),,(( 0 xtyxtzxtz , отвечающего приращению ),(xv  управления ).(xv  Из (6)–(8) получаем, что  
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Здесь const 0, 1,3,iZ i    – некоторые постоянные.  

Применяя к неравенству (18) лемму Гронуолла–Беллмана (см. например, [4, 5]), получим 
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где 0const4 Z  – некоторое постоянное. 

Далее из (16), применяя лемму Гронуолла–Беллмана, будем иметь 
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где 0const5 Z . 

В (20), учитывая неравенство (17), приходим к оценке  
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Применяя лемму из [6] к последнему неравенству (21), будем иметь 
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Используя полученные оценки (17), (19), (22), удается оценить остаток формулы приращения на 
специальной вариации управления. 
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4. Необходимые условия оптимальности 
 

Считая  xv  оптимальным управлением его специальное приращение определим по формуле 
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где 0 1( , )x x  – произвольная точка непрерывности управления  xv , Vv  – произвольный вектор, 

0    произвольное число, такое что 1.x     

Учитывая (23) и установленные оценки из (15), будем иметь 

0 0( ) ( ) [ ( , ( , ), , ( )) ( , ( , ), , ( ), ( ))] ( )S v v S u M z t v M z t v u o                . 

Из последнего разложения следует теорема. 
Теорема 1. При сделанных предположенных для оптимальности допустимого управления  v(х) в 

задаче (1)–(4) необходимо, чтобы неравенство 

0 0( , ( , ), , ( )) ( , ( , ), ( ), ( )) 0M z t v M z t v                                               (24) 

выполнялось для всех  0 1,x x  и Vv . 

Неравенство (24) является аналогом условия максимума Понтрягина в рассматриваемой задаче. 
Из него можно, при дополнительных предположениях, получить линеаризованное условие мак-

симума и аналог управления Эйлера. Приведем их. 
Теорема 2. Пусть множество V выпуклое, а ),,( vzxF

 непрерывно дифференцируема также по v . 

Тогда для оптимальности допустимого управления )(xv необходимо, чтобы соотношение  

0 0max ( , ( , ), ( ), ( )) ( , ( , ), ( ), ( )) ( )v v
w V

M z t v w M z t v v x


                                      (25) 

выполнялось для всех 0 1[ , )x x . 

Соотношение (25) есть аналог линеаризованного условия максимума. 

Теорема 3. Если множество V  открытое, а ),,( uzxF  непрерывно-дифференцируема по v, то 

вдоль оптимального процесса )),(),,(),,(),(( 0 xtyxtzxtzxv соотношение  

0))(),(),,(,( 0  vtzMv                                                         (26) 

выполняется для всех 0 1[ , )x x . 

Соотношение (26) есть аналог уравнения Эйлера. 
В заключении приведем аналог условия Лежандра–Клебша. 
Следуя, например, работам [7, 8], каждое допустимое управление, удовлетворяющее уравнению 

Эйлера, назовем классической экстремалью. 
Теорема 4. Пусть множество V открытое, а ),,( vzxF дважды непрерывно дифференцируема по v. 

Тогда для оптимальности классической экстремали )(xv  в задаче (1)–(4) необходимо, чтобы неравен-

ство 
2

2
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M z t v
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выполнялось для всех rRw  и ),[ 10 xx . 

 
Заключение 

 
В работе рассматривается одна задача оптимального управления, описываемая системой интегро-

дифференциальных уравнений. Управляющая функция входит в граничное условие. Установлен ряд 
необходимых условий оптимальности первого порядка. 
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Consider the problem of minimizing the functional of terminal type 
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Here ),,,(),,,,( zsxtgyzxtf  is the given n- and m-dimensional vector functions respectively, continuous with respect to all the 

variables together with partial derivatives of the vectors of state, ( , , )F x z v  is the given n-dimensional vector-function continuous with 

respect to all the variables together with partial derivatives 0 1 0 1 0 1 0 1, , , , ( ; )z t t x x t t x x   are given, ( , )x z  is a scalar function 
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 ( )v v x  is piecewise continuous (with a finite number of points 

of discontinuity of the first kind) vector control actions with values from a specified non-empty and bounded set that is, 
0 1( ) , [ , ].rv x V R x x x    

Our goal is to derive a necessary optimality condition in the problem under consideration. 
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