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Изучаются почти комплексные и почти пара-комплексные структуры Кэли
на шестимерных псевдоримановых сферах в пространстве чисто мнимых
октав расщепляемой алгебры Кэли Ca′. Показано, что структуры Кэли неин-
тегрируемы, вычислены их основные геометрические характеристики. В от-
личие от обычной римановой сферы S6, на рассматриваемых псевдосферах
существуют (интегрируемые) комплексные структуры пара-комплексные
структуры.
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1. Введение

Почти комплексные структуры на обычной шестимерной сфере S6 изучаются
давно и активно, (см., например, библиографию и исторический обзор по этой те-
ме в статьях [1 и 2]). В 1958 г. LeBrun показал, что ортогональные почти ком-
плексные структуры J на S6 не интегрируемы, а в 1999 г. Bor и Hernandez-
Lamoneda показали, что неинтегрируемыми будут почти комплексные структуры
J, ортогональные не только относительно стандартной метрики g0, но и для мет-
рик, близких к стандартной. Однако вопрос о существовании на S6 интегрируе-
мых почти комплексных структур не решен до сих пор. Среди ортогональных
почти комплексных структур J на (S6, g0) особое место занимает почти комплекс-
ная структура Кэли J0, которая получается при помощи векторного произведения
в объемлющем пространстве R7 чисто мнимых октав Кэли. Структура Кэли J0 яв-
ляется инвариантной относительно действия компактной особой группы G2, при
этом  6

2S / (3)G SU≅ . В работе [3] для  структуры Кэли J0 на S6 получены анали-
тические выражения фундаментальной формы и ее внешнего дифференциала че-
рез калибровки пространства R7, найден тензор Нейенхейса через тройное век-
торное произведение и показано, что фундаментальная 2-форма ω является собст-
венной для оператора Лапласа. Классификация инвариантных почти комплексных
структур на однородных многообразиях размерности 6 с полупростой группой
изотропии представлена в работе [4].

Как известно [5], существует расщепляемая алгебра Кэли Ca′, которая получа-
ется из кватернионов процедурой удвоения Кэли – Диксона с использованием
«мнимого» числа e, такого, что e2 = +1. Алгебра Кэли Ca′ имеет псевдоевклидово
скалярное произведение сигнатуры (4,4), определенное квадратичной формой

2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 1 2 3 4 5 6 7| |xx x x x x x x x x= + + + − − − − . Группой автоморфизмов алгебры Ca′
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является некомпактная особая группа *
2G . Пространство чисто мнимых сплит-

октонионов наследует квадратичную форму g сигнатуры (3,4) и является поэтому
псевдоевклидовым пространством R3,4. Существуют два типа сфер в пространстве
R3,4: действительного и мнимого радиуса. Псевдосфера S2,4 действительного ра-
диуса является однородным псевдоримановым многообразием 2,4 *

2S / (1,2)G SU≅
сигнатуры (2,4). Псевдосфера S3,3(i) мнимого радиуса является однородным псев-
доримановым многообразием 3,3 *

2S / (3,R)G SL≅  сигнатуры (3,3).
Умножение в алгебре Ca′ определяет в пространстве R3,4 чисто мнимых октав

векторное произведение, инвариантное относительно *
2G . Это позволяет опреде-

лить на сфере S2,4 ⊂ R3,4 ортогональную почти комплексную структуру Кэли J че-
рез  умножение касательных векторов на вектор нормали.

В данной работе показано, что такая структура не интегрируема и вычислен ее
тензор Нейенхейса через тройное векторное произведение. Найдено выражение
фундаментальной 2-формы ω почти эрмитовой структуры на S2,4 и показано, что
2-форма ω является собственной для оператора Лапласа. В отличие от обычной
римановой сферы S6, на S2,4 существуют интегрируемые почти комплексные
структуры.

На сфере S3,3(i) ⊂ R3,4 мнимого радиуса векторное произведение в R3,4 опреде-
ляет почти пара-комплексную структуру P. Показано, что она не интегрируема,
вычислен тензор Нейенхейса через тройное векторное произведение. Найдено
выражение фундаментальной 2-формы ω на S3,3(i) и показано, что ω является соб-
ственной 2-формой оператора Лапласа. В отличие от обычной римановой сферы
S6, на S3,3(i) существуют интегрируемые почти пара-комплексные структуры, ко-
торые легко строятся с использованием стереографической проекции.

2. Предварительные сведения

2 . 1 .  А л г е б р ы  К э л и

Пусть H – алгебра кватернионов w = x0 + x1 e1 + x2 e2+ x3 e3. Алгебра Ca чисел
Кэли получается процедурой удвоения Кэли – Диксона. Для этого вводится еще
одна мнимая единица e и образуются числа Кэли в виде x = a+be, где a и b – ква-
тернионы. Умножение таких чисел определяется по формуле

( )( ) ( ) ( )xy a be c de ac db da bc e= + + = − + + . Группой автоморфизмов алгебры Кэли
Ca является простая особая компактная группа G2.

Известен другой вариант процедуры удвоения Кэли – Диксона. В этом случае
дополнительная «единица» e обладает свойством e2 = +1. Тогда мы получаем так
называемые сплит-октонионы (split-octonions) в виде x = a+be, где a и b – кватер-
нионы. Умножение таких чисел определяется по формуле

( )( ) ( ) ( )xy a be c de ac db da bc e= + + = + + + .

В результате получается неассоциативная алгебра Ca′, которая называется расще-
пляемой (split) алгеброй Кэли. В дальнейшем удобно ввести обозначения: e4 = e,
e5 = e1e,  e6 = e2e,  e7  = e3e.  Отметим, что  ei

2 = –1 при i = 1, 2, 3 и ej
2 = +1 при j = 4,

5, 6, 7. Каждое  сплит-число Кэли записывается в виде x = x0 + x1 e1 + … + x7 e7,
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где xα ∈ R, а числа e1, e2, …, e7  – мнимые единицы. Имеют место следующие пра-
вила их перемножения (первый сомножитель в столбце слева, а второй – в строке
сверху):

e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

e1 –1 e3 –e2 e5 –e4 –e7 e6

e2 –e3 –1 e1 e6 e7 –e4 –e5

e3 e2 –e1 –1 e7 –e6 e5 –e4

e4 –e5 –e6 –e7 +1 –e1 –e2 –e3

e5 e4 –e7 e6 e1 +1 e3 –e2

e6 e7 e4 –e5 e2 –e3 +1 e1

e7 –e6 e5 e4 e3 e2 – e1 +1

Напомним основные  свойства алгебры Ca′, подробнее об этом см. [5]. Сопря-
жение сплит-октонионов задается обычным образом, ⎯x = x0 – x1e1 – … – x7e7, и
обладает свойством xy y x= . Алгебра Кэли Ca′ имеет квадратичную форму

2 2 2 2 2 2 2 2
0 1 2 3 4 5 6 7( )N x xx x x x x x x x x= = + + + − − − −  и соответствующее псевдоевклидо-

во скалярное произведение , ( ) / 2x y xy yx= +  сигнатуры (4,4). Поэтому алгебру
Ca′ мы будем часто рассматривать как псевдоевклидово пространство  R4,4. Ал-
гебра Ca′ является композиционной [5], поскольку выполняется равенство
N(xy) = N(x) N(y).

Алгебра Ca′ неассоциативна, т.е. (xy)z≠x(yz). Ассоциатором называется выра-
жение [x,y,z] = (xy)z – x(yz). Расщепленная алгебра Ca′ является альтернативной,
т.е. выполняются свойства

• (xx)y = x(xy), x(yy) = (xy)y,  ∀ x,y ∈ Ca′.
Это название такие алгебры получили потому, что ассоциатор кососимметричен
(альтернативен) по всем аргументам. В частности, свойство альтернативности за-
писывается через ассоциатор следующим образом: [x,x,y] = 0, [x, y, y] = 0. Отме-
тим еще ряд свойств алгебры Ca′:

• x(yx) = (xy)x;
• ( ) ( )xx y x xy= , ( ) ( )x yy xy y= , т.е. [ , , ] 0x x y =  и [ , , ] 0x y y = ;
• (xxy)x = xx(yx) , т.е. [xx, y, x] = 0;
• ((xy)z)y = x(yzy),   (xyx)z = x(y(xz)),   (xy)(zx) = x(yz)x.

2 . 2 .  Г р у п п а  G2
*

Комплексная исключительная простая группа Ли G2 имеет две вещественных
формы. Одна из них, компактная, обозначается символами G2

с или G2 и хорошо
известна [6]. Вторая, некомпактная, вещественная форма обозначается G2

*, ее
описание можно найти в [7]. Эта группа G2

* может быть определена как группа
автоморфизмов расщепляемой алгебры Ca′. Поэтому G2

* ⊂ SO(4,3). Группу G2
*

можно также понимать, как стабилизатор векторного произведения на семимер-
ном псевдоевклидовом пространстве V сигнатуры (3,4). Выберем в псевдоевкли-
довом пространстве V базис (e1, e2, … , e7), в котором квадратичная форма прини-
мает вид 1 5 2 6 3 7 4 22( ) ( )g e e e e e e e= − ⋅ + ⋅ + ⋅ − . Тогда группа G2

* является стабили-

затором следующей 3-формы на V: 123 567 4 15 26 37
0 2( ) ( )e e e e e eΩ = − + ∧ + + .



О почти (пара) комплексных структурах Кэли 25

2 . 3 .  В е к т о р н о е  п р о и з в е д е н и е

Векторным (r-местным) произведением на вещественном n-мерном векторном
пространстве V с невырожденной билинейной формой 〈x,y〉 называется [8] поли-
линейное отображение P:Vr → V (1 ≤ r ≤ n), которое обладает свойствами

1( , , ), 0, 1r iP x x x i r= ≤ ≤…   и   ( )2
1|| ( , , ) || det ,r i jP x x x x=… .

Одноместные векторные произведения – это ортогональные комплексные
структуры J на четномерном векторном пространстве V. Двухместное векторное
произведение существует только в размерности 3 и 7. На семимерном векторном
пространстве V они описываются следующим образом [8]. Пусть W – композици-
онная алгебра и V – ортогональное дополнение к единице e в алгебре W. Опреде-
лим P:V×V → V  формулой P(x,y) = xy + 〈x,y〉e. Тогда P является двухместным век-
торным произведением и, наоборот, каждое такое векторное произведение возни-
кает таким образом. Если dim W = 8, мы получаем 2-местное векторное произве-
дение на 7-мерном пространстве V. Билинейная форма, ассоциированная с таким
векторным произведением, имеет сигнатуру (0, 7) или (4, 3). Группа автоморфиз-
мов есть либо G2 (компактная форма), либо G2

* (некомпактная форма). Любые два
двуместных векторных произведения являются изоморфными.

Трехместные векторные произведения. Пусть V – композиционная алгебра и
〈x,y〉 – соответствующая билинейная форма. Определим P1,P2:V×V → V формула-
ми [8]:

1( , , ) ( ( ) , , , )P x y z x yz x y z y z x z x y= ε − + < > + < > − < > ,

2 ( , , ) ( ( ) , , , )P x y z xy z x y z y z x z x y= ε − + < > + < > − < > ,
где 1ε = ± . Тогда P1 и P2 представляют собой трехместные векторные произведе-
ния на V относительно билинейной формы ε〈x,y〉 и обратно каждое трехместное
векторное произведение возникает таким образом.

Алгебра Кэли Ca′ является композиционной с билинейной формой сигнатуры
(4,4), поэтому на ней определены трехместные векторные произведения P1 и P2.
Операция сопряжения определяет антиизоморфизм этих векторных произведений.
Поэтому в дальнейшем мы будем рассматривать на Ca′ только второе векторное
произведение P:

( , , ) ( ) , , ,P x y z xy z x y z y z x z x y= − + < > + < > − < > .

Отметим, что если векторы x, y, z взаимно ортогональны, то
( , , ) ( )P x y z xy z= − .

2 . 4 .  П с е в д о с ф е р ы  в  п р о с т р а н с т в е  R3,4

Рассмотрим семимерное пространство R7 чисто мнимых элементов X = x1e1
+ … + x7e7 расщепляемой алгебры Ca′. Оно наследует квадратичную форму g сиг-
натуры (3,4) и является поэтому псевдоевклидовым пространством R3,4. В про-
странстве R3,4 можно определить два вида (псевдо)сфер:

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 4 5 6 7x x x x x x x r+ + − − − − =

и  2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 4 5 6 7x x x x x x x r+ + − − − − = − .
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Первая псевдосфера S2,4(r) имеет действительный радиус r > 0, она пересекает
оси Ox1, Ox2, Ox3. Касательные плоскости являются псевдоевклидовыми сигнату-
ры (2,4). Скалярные квадраты векторов нормалей к S2,4(r) положительны, а их
квадраты в алгебре Кэли Ca′ – отрицательны. Группа G2

* действует транзитивно и
изометрично на S2,4(r), а ее группа изотропии совпадает с SU(1,2). Поэтому сфера
S2,4(r) является однородным пространством: 2,4 *

2S / (1,2)G SU≅ . Отметим также,

что 2,4S (3,4) / (2,4)SO SO≅ .
Вторая псевдосфера S3,3(ir) мнимого радиуса ir, она пересекает оси Ox4, …,

Ox7. Касательные плоскости являются псевдоевклидовыми сигнатуры (3,3). Ска-
лярные квадраты векторов нормалей к S3,3(ir) отрицательны, а их квадраты в ал-
гебре Кэли Ca′ – положительны. Группа G2

* действует транзитивно и изометрич-
но на S3,3(ir), а ее группа изотропии совпадает с  SL(3,R). Поэтому сфера S3,3(ir)
является однородным пространством: 3,3 *

2S / (3,R)G SL≅ .

2 . 5 .  П о ч т и  п а р а - к о м п л е к с н ы е  с т р у к т у р ы

Почти пара-комплексной структурой на 2n-мерном многообразии M называ-
ется [9] поле P эндоморфизмов касательного расслоения TM, таких, что P2  = Id и
ранги собственных распределений T±M : = ker(Id ∓ P) равны. Почти пара-
комплексная структура P называется интегрируемой, если распределения T±M ин-
волютивны. В этом случае P называется пара-комплексной структурой. Тензор
Нейенхейса NP почти пара-комплексной структуры P определяется равенством

NP(X,Y ) = 2([X,Y ] + [PX, PY ] − P[PX,Y ] − P[X, PY ])
для всех векторных полей X, Y на M. Как и в комплексном случае, пара-
комплексная структура P интегрируема тогда и только тогда, когда NP  = 0. В ра-
боте [9] представлен обзор теории и подробно рассмотрены инвариантные пара-
комплексные и пара-кэлеровы структуры на группах Ли.

3. Векторное произведение в R3,4 = Im (Ca′)

Пусть Ca′ – расщепляемая алгебра Кэли. Как обычно, числа вида x = x0 будем
называть действительными, а числа X = x1e1 + x2e2 + … + x7e7  – чисто мнимыми.
Будем записывать сплит-октонионы в виде суммы x = x0 + X. Пространство
R3,4 = Im(Ca′) мнимых октав наследует из Ca′ скалярное произведение
g(X,Y) = 〈X,Y〉 сигнатуры (3,4). Пусть x = X, y = Y – два чисто мнимых сплит-
октониона. Определим векторное произведение элементов X, Y ∈ Im(Ca′) как
мнимую часть их произведения в алгебре Ca′:

X×Y = Im(XY).
Легко видеть, что

X×Y = XY + g(X,Y).
Также легко видеть, что данное векторное произведение X×Y билинейно, косо-
симметрично и ортогонально каждому их сомножителей. Умножение в алгебре
Ca′ выражается через векторное произведение следующим образом: для x = x0 + X
и y = y0 + Y имеем xy = (x0 y0 – 〈X,Y〉) + x0Y + y0X + X×Y. Для любых векторов
X, Y ∈ Im(Ca′) имеет место следующее равенство:

X×(X×Y) = – g(X,X)Y + g(X,Y)X.
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В частности, если n – вектор единичной длины, то для любого Y ∈ R3,4 выпол-
няется равенство

n×(n×Y) = –Y + g(n,Y)n.
Смешанное произведение определяется равенством (XYZ) = g(X,Y×Z) =

=  g(X×Y,Z) и представляет собой кососимметричную 3-форму Ω на R3,4,
Ω(X,Y,Z) = g(X×Y,Z).

В обозначениях ωpqr
  = dxp∧dxq ∧dxr 3-форма Ω имеет следующее выражение:

123 145 167 246 257 347 356Ω = ω − ω +ω − ω − ω − ω +ω .

Поскольку на R3,4 имеется псевдориманова метрика и соответствующая форма
объема 1 7 1234567| det( ) |g dx dxμ = ∧ ∧ = ω" , то определен оператора Ходжа

3,4 7 3,4: ( ) ( )k k−∗ Λ → ΛR R . Поэтому на пространстве R3,4  = Im (Ca′) определена
внешняя 4-форма Ψ = *Ω,

4567 2367 2345 1357 1346 1256 1247Ψ = ω − ω +ω − ω − ω − ω +ω .

Очевидно, что Ω = *Ψ. Вычисляя значения Ψ на векторах базиса e1, …, e7, легко
видеть, что имеет место следующее выражение на векторах X,Y,Z,W ∈ R3,4:

Ψ(X,Y,Z,W) = g(X,(Y×Z)×W) = –g(X,Y×(Z×W)).

Лемма 1. На пространстве R3,4  = Im(Ca′) мнимых октав ассоциатор [X,Y,Z]
может быть выражен следующей формулой:

[X,Y,Z] = 2(X×Y)×Z + 2g(Y,Z)X – 2g(Z,X)Y.

Доказательство. Используя кососимметричность 3-формы Ω и ассоциатора
[X,Y,Z], а также формулу  XY = X×Y – g(X,Y), получаем

[X,Y,Z] = (XY)Z – X(YZ) =  (X×Y)×Z – X×(Y×Z) –  g(X×Y, Z) +g(X,Y×Z) –
– g(X,Y)Z + g(Y,Z)X =  =  (X×Y)×Z – X×(Y×Z) – g(X,Y)Z + X⋅g(Y,Z).

Теперь используем это выражение в следующей сумме и получаем необходимую
формулу:

[X,Y,Z] = [X,Y,Z] + [Z,X,Y] + [X,Z,Y] = 2(X×Y)×Z + 2g(Y,Z)X – 2g(Z,X)Y.

Следствие.  Имеет место следующая формула:

(X×Y)×Z – g(X,Z)Y + g(Y,Z)X = – X×(Y×Z) + g(X,Z)Y – g(X,Y)Z.

Доказательство. Следует из равенства [X,Y,Z] = –[Z,Y,X].
Нам потребуются также свойства векторного произведения, которые сразу

следуют из предыдущего равенства:
• Если  n,Y,Z ∈ R3,4 и если Y,Z ⊥ n, то

(n×Y)×Z = – n×(Y×Z) – g(Y,Z)n.
• Если n – вектор единичной длины, то для любых Y,Z ∈ R3,4

n×(n×Z) = –Z + g(n,Z)n,    g(n×Y, n×Z) = g(Y,Z) – g(Y, n) g(Z, n).
• Если же g(n,n) = –1, то для любых Y,Z ∈ R3,4

n×(n×Z) = Z + g(n,Z)n,    g(n×Y, n×Z) = –g(Y,Z) – g(Y, n) g(Z, n).
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4. Почти комплексная структура на S2,4(r)

Рассмотрим сферу S2,4 = S2,4(1) единичного радиуса в пространстве R3,4

 = Im(Ca′) мнимых сплит-октав Кэли. Касательные плоскости TxS2,4 к сфере явля-
ются псевдоевклидовыми сигнатуры (2,4). Скалярные квадраты векторов норма-
лей n(x) = x к сфере S2,4 положительны. Рассмотрим векторное умножение каса-
тельных векторов Y ∈TxS2,4 на вектор  нормали n(x) = x. Легко видеть, что эта опе-
рация переводит касательное пространство в себя: если Y ∈TxS2,4, т.е., g(Y,n) = 0,
то

g(n×Y,n) = 0,   т.е.   n×Y ∈TxS2,4.
Из свойства векторного произведения следует

n×(n×Y) = –g(n,n)Y +g(n,Y)n = –Y.
Это означает, что оператор Jx(Y) = n×Y левого умножения касательных векторов в
точке x∈ S2,4 на вектор нормали n(x) = x к сфере S2,4 определяет на TxS2,4 ком-
плексную структуру. Поскольку такая операция определена в каждой точке x∈
S2,4, то мы получаем, что единичная сфера S2,4 имеет естественную почти ком-
плексную структуру J, которую мы будем называть структурой Кэли:

Jx: Tx S2,4 → Tx S2,4,   Jx(Y) = n(x)×Y.
Из равенства g(n×X, n×Y) = g(X,Y) – g(X,n)g(Y,n) сразу следует ее ортогональ-
ность.

Пусть ω(X,Y) = g(JX,Y) – фундаментальная 2-форма, соответствующая J. По-
скольку g(X×Y,Z) = Ω(X,Y,Z), то легко видеть, что

ω(X,Y) = g(n×X,Y) = Ω(n,X,Y) = Ω(X,Y,n) = g(X×Y,n) = g(n,X×Y).
Лемма 2. Форма Ω  при ее ограничении на сферу обладает свойством

Ω(JX,Y,Z) = Ω(X,JY,Z) = Ω(X,Y,JZ).
Доказательство. Используем формулу (n×Y)×Z = – n×(Y×Z) – g(Y,Z)n и равен-

ство g(X,Y×Z) = g(X×Y,Z):
Ω(Z, JX,Y) = g(Z, JX×Y) = g(Z, (n×X)×Y) = g(Z, –n×(X×Y) – g(X,Y)n) = g(Z, –

n×(X×Y)) =  – g(Z×n, X×Y) = g(n×Z, X×Y) = g(JZ, X×Y) = Ω(JZ,X,Y).
Лемма 3. Для любых X,Y,Z ∈Tx S2,4 имеет место равенство

inΨ(X,Y,Z) = –Ω(JX,Y,Z),
где in – внутреннее произведение с вектором нормали n(x).

Доказательство. inΨ(X,Y,Z) = –g(n, X×(Y×Z)) =  – g(n×X,Y×Z) = –Ω(JX,Y,Z).
Пусть e1, …, e6  – ортонормированный базис пространства Tx S2,4, в котором e1

и e2 являются пространственноподобными, а остальные – времениподобны. Тогда
e0 = n(x), e1, … , e6  – ортонормированный базис пространства R3,4 = Rx ⊕Tx S2,4.
Пусть μ =  e0 ∧ e1 ∧ … ∧ e6 – элемент объема R3,4 и μS = e1 ∧ … ∧ e6 – элемент объ-
ема сферы S2,4 (в точке x). Очевидно, μS = inμ, где in – внутреннее произведение с
вектором нормали n(x). Пусть ∗S и ∗R – операторы Ходжа на сфере и на R3,4 соот-
ветственно. Символом θ|S будем обозначать ограничение дифференциальной
формы θ в R3,4 на подмногообразие S2,4, а символом θ|n – нормальную компоненту
формы θ вдоль S2,4, то есть, nθ = ∧ θ�n .

Лемма 4. Пусть θ –  k-форма на R3,4 и θ|S  – ее ограничение на касательное
пространство Tx S2,4 ⊂ R3,4. Тогда для операторов Ходжа ∗S и ∗R на сфере и на
R3,4 соответственно выполняются равенства

∗Rθ = (–1)kn∧∗Sθ,      ∗S(θ|S) = (–1)kin(∗Rθ).
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Доказательство. Форму θ можно записать в виде Sθ = θ + ∧ θ�n , где θ�  –
форма степени k–1, которая выражается через e1, … , e6. Очевидно, что
in(∗R( ∧ θ�n )) = 0. Поэтому достаточно доказать лемму для θ = θ|S. Для любой
k-формы ν на S2,4 имеем ν ∧∗Sθ  = g(ν, θ)μS  Из этого равенства, с учетом того, что
μ = n∧μS,  получаем n∧ν ∧∗Sθ = g(ν,θ)n∧μS = g(ν,θ)μ или, что то же самое,
(−1)kν∧n∧∗Sθ = g(ν,θ)μ = ν∧∗Rθ. Последнее равенство верно не только для форм ν
на Tx S2,4, но и для любых k-форм Sν = ν + ∧ ν�n  на R7. На второй компоненте

∧ ν�n  обе части равенства обращаются в нуль. Поэтому мы получаем равенство
(−1)kn∧∗Sθ = ∗Rθ. Применяя внутреннее произведение in к обеим частям последне-
го равенства, получаем утверждение леммы.

Теорема 1. Фундаментальная форма ω почти комплексной структуры Кэли J
на S2,4 и ее внешний дифференциал dω обладают свойствами:

(1) ω = inΩ,   dω = 3Ω|S,
(2) ∗Sω = Ψ|S,   ∗Sdω = –3inΨ,
(3) dω(X,Y,Z) = 3inΨ(JX,Y,Z),
(4) dω(JX,Y,Z) = dω(X,JY,Z) = dω(X,Y,JZ),
(5) dω(X,JY,JZ) = –dω(X,Y,Z),
(6) ω∧dω = 0.
Доказательство. Первое равенство вытекает из определения ω и Ω:

inΩ(X,Y) = g(n,X×Y) = ω(X,Y) для любых X,Y, касательных к сфере. Во втором ра-
венстве мы считаем, что векторное поле n(x) = x определено на всем R7. Тогда,
поскольку 3-форма Ω с постоянными коэффициентами в R7, является замкнутой,
поэтому dinΩ = LnΩ = 3Ω, где Ln = d⋅in + in⋅d – производная Ли вдоль векторного
поля n(x) = x на R7.  Следовательно, dω = dinΩ = LnΩ = 3Ω. Вторая пара равенств
получается из лемм 2 и 3 и из первых свойств, ∗Sω  = ∗S(inΩ)|S = in∗R(inΩ). Подроб-
нее, пусть en – оператор внешнего умножения на 1-форму, дуальную векторному
полю n(x) = x. Как известно, на k-формах ν операторы in и en связаны соотношени-
ем  in∗R = (–1)k∗Ren. Поэтому

∗Sω = in∗R(inΩ) = ∗Ren(inΩ) = ∗R(Ω|n) = Ψ|S.

Далее, ∗Sdω = 3∗SΩ|S = –3in∗RΩ = –3inΨ. Равенство (3) вытекает из (1) и из леммы 2.
Свойства  (4), (5) следуют из (1) и леммы 1. Последнее равенство следует из (1) и
из in(Ω∧Ω) = 0.

Замечание. Фундаментальная 2-форма ω на S2,4 является козамкнутой δω = 0.
Действительно, 4-форма Ψ на R7 имеет постоянные коэффициенты, поэтому
dΨ = 0. Хорошо известно, что на k-формах кодифференциал δ имеет выражение:
δ = (–1)k ∗–1d∗ = (–1)kn+n+1+η ∗d∗, где η – число «минусов» метрического тензора g.
В нашем случае η = 4 и n = 6. Следовательно, δ = –∗d∗. Поэтому

δω = –∗d∗ω = –∗d (Ψ|S) = –∗(d Ψ)|S = 0.

В работе [10] Хитчин определил понятие невырожденности (стабильности)
для 3-форм Φ на шестимерном вещественном векторном пространстве V и по-
строил для 3-формы Φ линейный оператор KΦ, квадрат которого пропорционален
тождественному оператору: KΦ

2  = λ(Φ)Id. Если λ(Φ) < 0, то KΦ определяет на V
комплексную структуру, а если λ(Φ)>0, то пара-комплексную структуру. Пусть µ
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– форма объема на V. Оператор KΦ определяется следующей формулой:
( )K X XΦ

ι μ = ι Φ ∧ Φ .
Для фундаментальной формы ω почти комплексной структуры Кэли на S2,4 3-

форма dω имеет вид dω = 3Ω|S, где 123 145 167 246 257 347 356Ω =ω −ω +ω −ω −ω −ω +ω .
Найдем оператор Хитчина [5] Kdω для 3-формы dω на сфере S2,4. Рассмотрим сна-
чала точку x = e1 ∈S2,4. Касательное пространство TxS2,4 имеет ортонормирован-
ный базис векторов e2, …, e7 и форму объема μ = ω234567. 2-форма dω на TxS2,4 име-
ет вид

246 257 347 3563( )xdω = −ω − ω − ω +ω .
2-форма dωx  является инвариантной при действии на TxS2,4 подгруппы изотропии
SU(1,2) ⊂ G2

*.
Поэтому достаточно вычислить Kdω на одном векторе, например Kdω(e2):

2

3 3

46 57 246 257 347 356

46 257 57 246 24567 234567

9( )( )

9( ) 18 18 18 .
e x x

e e

d dι ω ∧ ω = −ω − ω −ω − ω − ω +ω =

= ω ∧ ω + ω ∧ ω = − ω = ι ω = ι μ

Поэтому Kdω(e2) = 18e3 = 18e1×e2 = 18J(e2). Отсюда следует, что Idω = Jx. Из инва-
риантности почти комплексной структуры Кэли J и формы Ω относительно груп-
пы G2

*, действующей транзитивно на S2,4, мы получаем, что равенство Idω = Jx
имеет место во всех точках псевдосферы S2,4.

Вывод. 3-форма  dω на S2,4 является всюду невырожденной и определяет
почти комплексную структуру Idω на S2,4, которая совпадает с почти комплекс-
ной структурой Кэли J.

Вычислим тензор Нейенхейса N(X,Y) = 2([JX,JY] – [X,Y] – J[JX,Y] – J[X,JY])
почти комплексной структуры J [11]. Для этого найдем ковариантную производ-
ную тензора J. Поскольку n(x) = x, то для любого касательного вектора X ∈ Tx S2,4

имеем Dnx(X) = X. Будем считать, что касательные векторы X,Y ∈ Tx S2,4 продол-
жены на пространство R7 как постоянные векторные поля и n(x) = x также опре-
делено на R7\{0}. Тогда имеют место равенства (∇XJ)Y = prx(DX(JY)) =
= prx(DX(n×Y)) = prx(X×Y), где pr – ортогональная в R3,4 проекция на касательное
пространство Tx S2,4, prx(Z) = Z – g(Z,n)n. Получаем

(7)  (∇XJ)Y = X×Y – g(n, X×Y)n = X×Y – ω(X,Y)n.
Замечание. Из полученного выражения ∇XJ сразу вытекает кососимметрич-

ность оператора ∇XJ и, в частности, свойство ∇X(J)X = 0 приближенной псевдокэ-
леровости многообразия S2,4 и равенство ∇JXJ = –J∇XJ .

Теорема 2. Тензор Нейенхейса N(X,Y) почти комплексной структуры Кэли J
на S2,4 имеет вид

N(X,Y) = –8n×(X×Y).
Доказательство. В книге [11] приведена формула

4g((∇ZJ)X,Y) = 6dФ(Z,JX,JY) –6dФ(Z,X,Y)+ g(N(X,Y),JZ),
где Ф(X,Y) = g(X,JY) – фундаментальная форма. В нашем случае фундаментальная
форма ω(X,Y) = g(JX,Y) = –Ф(X,Y). Кроме того, в [6] берется другое определение
внешнего умножения. Поэтому формула для внешнего дифференциала тоже ме-
няется. Внешний дифференциал d в [11] берется с коэффициентом 1/3: dω = dω/3.
Учитывая это, имеем в нашем случае 4g((∇ZJ)X,Y) =  –2dω(Z,JX,JY) + 2dω(Z,X,Y)+
g(N(X,Y),JZ), поэтому g(N(X,Y),JZ) = 4g((∇ZJ)X,Y) + 2dω(Z,JX,JY) – 2dω(Z,X,Y). То-
гда, учитывая, что dω(X,Y,Z) = 3g(X,Y×Z), имеем
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g(N(X,Y),JZ) = 4g((∇ZJ)X,Y) + 2dω(Z,JX,JY) – 2dω(Z,X,Y) = 
 = 4g(Z×X – 2ω(Z,X)n,Y) – 2dω(X,Y,Z) – 2dω(Z,X,Y) = 

 = 4g(Z×X,Y) –12g(X,Y×Z) = 4g(Z, X×Y) – 12g(X×Y,Z) = 
 = –8g(n×(X×Y), n×Z) = –8g(n×(X×Y), JZ).

Теорема 3. Фундаментальная 2-форма ω почти комплексной структуры Кэли
на S2,4 является собственной для оператора Лапласа:  ∆ω = 12ω.

Доказательство.  Лапласиан, действующий на дифференциальных формах,
определяется формулой ∆ = dδ + δd, где δ  – кодифференциал. Хорошо известно,
что на k-формах кодифференциал δ имеет выражение  δ = (–1)k ∗–1d∗ =
= (−1)kn+n+1+η ∗d∗, где η – число «минусов» метрического тензора g. В нашем слу-
чае η = 4 и n = 6. Следовательно, δ = –∗d∗. Для формы ω известно, что  δω = 0.
Поэтому достаточно вычислить δdω. Будем обозначать внешний дифференциал в
пространстве R7 с индексом dR. Используем свойство ∗S(θ|S) = (–1)kin(∗Rθ), уста-
новленное в лемме 4, и результаты теоремы 1:

δdω = – ∗Sd∗S(dω) = –3∗Sd∗S(Ω| S) =  –3(–1)3∗Sd(in∗RΩ) =
= 3∗S(dRin(Ψ))|S = 3∗S(LnΨ)|S = 12∗S(Ψ|S) = 12in∗RΨ  = 12 inΩ = 12ω.

В этих вычислениях мы использовали производную Ли Ln = d⋅in + in⋅d вдоль век-
торного поля n(x) = x на R7\{0}. 4-форма Ψ с постоянными коэффициентами в R7

является замкнутой, поэтому dinΨ = LnΨ. Кроме того, поле n(x) = x задает растя-
жение R7\{0}, следовательно, для 4-формы Ψ с постоянными коэффициентами
выполняется равенство LnΨ  = 4Ψ. Теорема доказана.

Комплексная структура на S2,4(r). В этом пункте мы покажем, что на псевдо-
сфере S2,4 существуют интегрируемые комплексные структуры. Рассмотрим сте-
реографическую проекцию S2,4 из точки начала координат R7 на часть цилиндра
S2×D4, где  S2 – стандартная единичная сфера в пространстве R3 с координатами
(x1, x2, x3) и  D4 – единичный шар в пространстве R4 с координатами (x4, x5, x6, x7),

2 2 2 2
4 5 6 7 1x x x x+ + + < . Прямая, проходящая через начало координат и точку

x = (x1, x2, …, x7) псевдосферы 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 4 5 6 7 1x x x x x x x+ + − − − − = , пресекает ци-

линдр S2×D4 в точке y с координатами

2 2 2
1 2 3

, 1, 2, ,7i
i

x
y i

x x x
= =

+ +
… .

Ясно, что первые переменные (y1, y2, y3) описывают двумерную сферу S2 в R3. Ос-
тальные координаты меняются в единичном шаре D4 в пространстве R4. Действи-
тельно, пусть 2 2 2 2

1 2 3r x x x= + + . На псевдосфере r2 ≥ 1. Тогда из уравнения псевдо-
сферы следует, что

2 2 2 2
4 5 6 7

2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3

11
x x x x

x x x x x x
+ + +

= −
+ + + +

, или 2 2 2 2
4 5 6 7 2

10 1 1y y y y
r

≤ + + + = − < .

Через каждую точку (y4, y5, y6, y7)∈D4, при фиксированной точке (y1, y2, y3) ∈ S2,
проходит единственная прямая, пересекающая псевдосферу в точке ,i ix r y= ⋅

1,2, ,7i = … , при 2 2 2 2
4 5 6 71/ 1r y y y y= − − − −  и, наоборот, каждая прямая, прохо-

дящая через начало координат и точку x∈ S2,4, пересекает шар D4 при определен-
ных (y1, y2, y3) ∈ S2.
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S2

S2,4

yi x1,2,3

D4

x4,5,6,7

yj

Рис. 1. Стереографическая проекция
Fig. 1. Stereographic projection

Поскольку прямое произведение S2×D4 допускает комплексные структуры, то
диффеоморфизм стереографической проекции f: S2,4 → S2×D4 позволяет перенести
комплексные структуры с S2×D4 на сферу S2,4. Отметим, что по построению S2×D4

является псевдоримановым сигнатуры (2,4).

5. Почти пара-комплексная структура на S3,3(i)

Результаты этой части аналогичны тем, что были получены для сферы S2,4, од-
нако имеются и некоторые отличия.

Рассмотрим сферу S3,3 = S3,3(i) чисто мнимого единичного радиуса в простран-
стве R3,4 = Im(Ca′) мнимых сплит-октав Кэли. Касательные плоскости к сфере
TxS3,3, ∀ x∈ S3,3, являются псевдоевклидовыми сигнатуры (3,3).  Скалярные квад-
раты векторов нормалей n(x) = x к сфере S3,3 отрицательны, g(n,n) = –1.

Векторное умножение касательных векторов Y ∈TxS3,3 на вектор нормали
n(x) = x переводит касательное пространство в себя: если Y ∈ TxS3,3, то есть,
g(Y,n) = 0, то

g(n×Y,n) = 0, т.е. n×Y ∈TxS3,3.
Из свойства векторного произведения следует, что

n×(n×Y) = –g(n,n)Y +g(n,Y)n = Y.
Это означает, что (Px)2  = Id. Оператор Px(X) = n×X кососимметричен, g(n×X,Y) = 
= –g(X,n×Y), но не ортогонален: g(PxX,PxY) = g(n×X,n×Y) = –g(X,Y), ∀ X,Y∈TxS3,3.
Оператор Px пространственноподобные векторы переводит во времениподобные
векторы. Собственные подпространства оператора Px являются трехмерными изо-
тропными подпространствами, касательными к S3,3. Поэтому  оператор
Px(Y) = n×Y умножения касательных векторов на вектор нормали n(x) = x к сфере
S3,3 определяет на TxS3,3 пара-комплексную структуру. Такая операция определена
в каждой точке x∈ S3,3, следовательно, мы получаем, что единичная псевдорима-
нова сфера S3,3 имеет естественную почти пара-комплексную структуру P, кото-
рую мы будем называть почти пара-комплексной структурой Кэли:

Px: Tx S3,3 → Tx S3,3,   Px(Y) = n(x)×Y ,    ∀x∈ S3,3, ∀ Y ∈ TxS3,3.
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Пусть ω(X,Y) = g(PX,Y) – фундаментальная 2-форма, соответствующая P, и
пусть Ω(X,Y,Z) = g(X×Y,Z). Тогда легко видеть, что

ω(X,Y) = g(n×X,Y) = Ω(n,X,Y) = Ω(X,Y,n) = g(X×Y,n) = g(n,X×Y).
Напомним, что на пространстве R3,4  = Im (Ca′) определена внешняя 4-форма
Ψ = *Ω.

Пусть ∗S и ∗R – операторы Ходжа на сфере и на R3,4 соответственно. Символом
θ|S будем обозначать ограничение дифференциальной формы θ в R3,4 на подмно-
гообразие S3,3, а символом θ|n – нормальную компоненту формы θ вдоль S3,3, то
есть, nθ = ∧ θ�n .

Для почти пара-комплексной структуры Кэли совершенно аналогично доказы-
ваются все результаты, установленные в разделе 3.2 для почти комплексных
структур Кэли:

1. Форма Ω  при ее ограничении на сферу обладает свойством
Ω(PX,Y,Z) = Ω(X,PY,Z) = Ω(X,Y,PZ).

2. Для любых X,Y,Z ∈ TxS3,3 имеет место равенство
inΨ(X,Y,Z) = –Ω(PX,Y,Z).

3. Пусть θ –  k-форма на R3,4 и θ|S  – ее ограничение на касательное простран-
ство Tx S3,3 ⊂ R3,4. Тогда

∗Rθ = (–1)kn∧∗Sθ,   ∗S(θ|S) = (–1)kin(∗Rθ).
4. Фундаментальная форма ω почти пара-комплексной структуры Кэли P на

S3,3 и ее внешний дифференциал dω обладают свойствами:
ω = inΩ,   dω = 3Ω|S,   ∗Sω = Ψ|S,   ∗Sdω = –3inΨ,   ω∧dω = 0,

dω(X,Y,Z) = 3inΨ(PX,Y,Z),   dω(X,Y,Z) = 3g(X,Y×Z),
dω(PX,Y,Z) = dω(X, PY,Z) = dω(X,Y, PZ),  dω(X,PY,PZ) = –dω(X,Y,Z).

Для фундаментальной формы ω почти пара-комплексной структуры Кэли на
S3,3 3-форма dω имеет вид dω = 3Ω|S, где 123 145 167 246 257Ω = ω − ω +ω − ω − ω −

347 356− ω +ω . Найдем оператор Хитчина [10] Kdω для сферы S3,3. Рассмотрим сна-
чала точку x = e4 ∈S3,3. Касательное пространство TxS3,3 имеет ортонормирован-
ный базис и форму объема μ = ω123567. 2-форма dω на TxS3,3 имеет вид

123 167 257 3563( )xdω = ω +ω − ω +ω .
Вследствие инвариантности формы dωx  относительно подгруппы изотропии
SL(3,R) ⊂ G2

*, действующей на TxS3,3, достаточно вычислить Kdω на одном векто-
ре, например Kdω(e1):

1

5 5

23 67 123 167 257 356

12367 12367 12367 123567

9( )( )

9( ) 18 18 18
e x x

e e

d dι ω ∧ ω = ω +ω ω +ω − ω +ω =

= ω + ω = ω = − ι ω = − ι μ
.

Поэтому Kdω(e1) = –18e5 = 18e4×e1 = 18P(e1). Отсюда следует, что Idω = Px. Из инва-
риантности почти пара-комплексной структуры Кэли P и формы Ω относительно
группы G2

*, действующей транзитивно на S3,3, получаем, что равенство Idω = Px
имеет место во всех точках псевдосферы S3,3.

Вывод. 3-форма  dω на S3,3 является всюду невырожденной и определяет
почти пара-комплексную структуру Idω на S3,3, которая совпадает с почти пара-
комплексной структурой Кэли P.
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Вычислим тензор Нейенхейса [9] почти пара-комплексной структуры P:

NP(X,Y ) = 2([X,Y] + [PX,PY] − P[PX,Y] − P[X,PY]).

Для этого найдем ковариантную производную тензора P. Поскольку n(x) = x, то
для любого касательного вектора X ∈ TxS3,3 имеем Dnx(X) = X. Будем считать, что
касательные векторы X,Y ∈ Tx S3,3 продолжены на пространство R7 как постоян-
ные векторные поля и n(x) = x также определено на R7\{0}.

Тогда имеют место равенства (∇XP)Y  =  prx(DX(PY)) = prx(DX(n×Y)) = prx(X×Y),
где prx(Z) = Z+g(Z,n)n – ортогональная в R3,4 проекция на касательное пространст-
во TxS3,3, здесь мы учитываем, что  g(n,n) = –1. Получаем

(∇XP)Y = X×Y + g(n,X×Y)n = X×Y + ω(X,Y)n.

Замечание. Из полученного выражения ∇XP сразу вытекает кососимметрич-
ность оператора ∇XP и, в частности, свойство ∇X(P)X = 0 приближенной пара-
кэлеровости многообразия S3,3 и равенство ∇PXP = –P∇XP.

Теорема 4. Тензор Нейенхейса NP(X,Y) почти пара-комплексной структуры
Кэли P на S3,3 имеет вид

NP(X,Y) = –8n×(X×Y).
Доказательство. Прямое вычисление с использованием формулы

(∇XP)Y = X×Y + ω(X,Y)n и равенства (n×X)×Y = – n×(X×Y) – g(X,Y)n для X,Y ⊥ n:
NP(X,Y)/2 = [X,Y] + [PX,PY] − P[PX,Y] − P[X,PY] = 

 = ∇X(Y) – ∇Y(X) +∇PX(PY) – ∇PY(PX) – P∇PX(Y) + P∇Y(PX) – P∇X(PY) + P∇PY(X) = 
 =  ∇PX(P)Y – ∇PY(P)X + P∇Y(P)X – P∇X(P)Y = 

 = (PX)×Y +ω(PX,Y)n –((PY)×X +ω(PY,X)n) +P(Y×X +ω(Y,X)n) –P(X×Y +ω(X,Y)n) = 
 = (n×X)×Y – (n×Y)×X + n×(Y×X) – n×(X×Y) = –4 n×(X×Y)

Теорема 5. Фундаментальная 2-форма ω почти пара-комплексной структуры
Кэли на S3,3 является собственной для оператора Лапласа: ∆ω = –12ω.

Доказательство. Полностью повторяет доказательство теоремы 3 с одним от-
личием: δ = +∗d∗. Действительно, на k-формах кодифференциал δ имеет выраже-
ние  δ = (–1)k ∗–1d∗ = (–1)kn+n+1+η ∗d∗, где η – число «минусов» метрического тензо-
ра g. В нашем случае η = 3 и n = 6. Следовательно, δ = +∗d∗.

Пара-комплексная структура на S3,3(i). На псевдосфере S3,3 существуют ин-
тегрируемые пара-комплексные структуры. Это следует из того, что S3,3 диффео-
морфно прямому произведению трехмерных многообразий. Рассмотрим стерео-
графическую проекцию S3,3 из точки начала координат R7 на часть цилиндра
D3×S3, где  S3 – стандартная единичная сфера в пространстве R4 с координатами
(x4, x5, x6, x7) и  D3 – единичный шар в пространстве R3 с координатами  (x1, x2, x3),

2 2 2
1 2 3 1x x x+ + < . Прямая, проходящая через начало координат и точку x = (x1,

x2, …, x7) псевдосферы 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 4 5 6 7 1x x x x x x x− − − + + + + = , пресекает цилиндр

D3×S3 в точке y с координатами

2 2 2 2
4 5 6 7

, 1, 2, ,7i
i

x
y i

x x x x
= =

+ + +
… .

Ясно, что последние переменные (y4, y5, y6, y7) описывают трехмерную сферу S3.
Остальные координаты меняются в единичном шаре D3 в пространстве R3. Дейст-
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вительно, пусть 2 2 2 2 2
4 5 6 7x x x xρ = + + + . На псевдосфере ρ2 ≥ 1. Тогда из уравнения

псевдосферы следует, что
2 2 2
1 2 3

2 2 2 2 2 2 2 2
4 5 6 7 4 5 6 7

11
x x x

x x x x x x x x
+ +

= −
+ + + + + +

 или 2 2 2
1 2 3 2

10 1 1y y y≤ + + = − <
ρ

.

Через каждую точку (y1, y2, y3)∈D3, при фиксированной точке (y4, y5, y6, y7)∈ S3,
проходит единственная прямая, пересекающая псевдосферу в точке

, 1, 2, ,7i ix y i= ρ⋅ = … при 2 2 2
1 2 31/ 1 y y yρ = − − −  и, наоборот, каждая прямая, про-

ходящая через начало координат и точку x∈ S3,3, пересекает шар D3 при опреде-
ленных (y1, y2, y3).

Поскольку прямое произведение D3×S3 естественно допускает пара-
комплексные структуры, то диффеоморфизм стереографической проекции f: S3,3

→ D3×S3 позволяет перенести пара-комплексные структуры с прямого произведе-
ния трехмерных многообразий D3×S3 на сферу S3,3. Отметим, что по построению,
D3×S3 является псевдоримановым сигнатуры (3,3).

6. Почти комплексная и почти пара-комплексная структуры
на алгебре Кэли

Пространство R7 = R3,4 чисто мнимых чисел X = x1e1 + x2e2 + … + x7e7 разбива-
ется конусом 2 2 2 2 2

0 1 2 3 4 7( ) 0N X x x x x x= + + − − − ="  на два открытых множества
R7+ и R7– элементов, для которых N0(X) > 0 и N0(X) < 0 соответственно. Рассмот-
рим прямые произведения этих множеств с вещественной прямой R0 алгебры
Кэли:

R8+ = R0 × R7+   и   R8– = R0 × R7–.
В данном разделе мы определим неинтегрируемую почти комплексную струк-

туру на открытом множестве R8+ и неинтегрируемую пара-комплексную структу-
ру на R8–.

Почти комплексная структура Кэли. Рассмотрим пространство
R8+ = R0 × R7+ и определим на нем неинтегрируемую почти комплексную струк-
туру J. На пространстве R0 определено единичное векторное поле n1 = e0 = 1. Оп-
ределим единичное векторное поле n2(u) на R8+ формулой 2 ( ) / || ||n u U U= , где

0|| || ( ) 0U N U= > , u = u0+U∈ R8+ = R0 × R7+. Отметим, что 〈n2, n2〉 = 1, а n2n2 = –1.
Определим оператор J: R8 → R8 в точке u = u0+U ∈R0 × R7+ формулой

2( ) ( )
|| ||

UJ y n u y y
U

= ⋅ = .

Поскольку n2n2 = –1, то J 2  = –Id и получаем почти комплексную структуру в
точке u = u0+U ∈ R8+.

Фундаментальная форма ω(X,Y) = g(JX,Y), соответствующая J, легко вычисля-
ется с учетом свойства 2 2 2 ,n Y n Y n Y× = + < >  :

2 2 0 0

0 2 0 2 0 0 2 2 2 0
* *
1 2 2

( , ) ( ), , ( ),
, , , , ,

( , ) , .

y z J y z n y z n y Y z Z
y n z Z n Y z Z y n z n Y Z n y z

n n y z n Y Z

ω = = = + + =
= + + + = + × − =

= ∧ + ×
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Также легко вычисляется производная Dx(J) тензорного поля J в направлении
вектора x = x0 +X ∈ R8+. Поскольку пространство R8+ является открытым подмно-
жеством в R8, то можно считать векторы x,y с параллельными векторными полями
на R8+ и тогда Dx(J)(y) = Dx(n2)y .

Векторное поле n2(u) не зависит от переменной u0, поэтому его производная в
направлении вектора x = e0 равна нулю. Поэтому достаточно вычислить Dx(n2)
только в направлении вектора  x = X∈ R7+. Эта производная находится простым
дифференцированием единичного векторного поля n2(u). Если u = u0+U ∈ R8+, то

2 ( ) / || ||n u U U= . Поэтому из формулы Dx(J)(y) = Dx(n2)y получаем следующее вы-
ражение для производной почти комплексной структуры Кэли J на R8+ в точке
u = u0+U в направлении вектора x = x0 +X:

( )2 2 2
1( ) ( ) , ( ) ( ) .

|| ||x XD J y d n y X X n u n u y
U

= = − ⋅

Используя это выражение, можно легко вычислить (так же, как и в теореме 4)
тензор Нейенхейса N(x,y) для векторов x,y, ортогональных n2(u). Вычислим внеш-
ний дифференциал 2-формы ω в точке u = u0+U с использованием полученной
формулы для ( )xD J :

( )

( )

2 2 2

*
2

( , , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) , ( ) , ( ) ,
1 3 , , ( ) ( , ) , ( ) ( , ) , ( ) ( , )

|| ||
1 3 ( , , ) ( )( , , ) .

|| ||

x y zd x y z x y z y z x z x y D J y z D J z x D J x y

X Y Z X n u Y Z Y n u Z X Z n u X Y
U

X Y Z n X Y Z
U

ω = ω + ω + ω = + + =

= × − ω − ω − ω =

= Ω − ∧ ω

Почти пара-комплексная структура Кэли. Рассмотрим пространство R8–

 = R0 × R7– и определим неинтегрируемую почти пара-комплексную структуру P.
На прямой R0 определено единичное векторное поле n1 = e0 = 1. Определим
единичное векторное поле n2(u) на R8– формулой 2 ( ) / || ||n u U U= , где

0|| || ( ) 0U N U= − > , u = u0+U∈ R8– = R0 × R7–. Отметим, что 〈n2, n2〉 = –1 и
n2n2 = +1. Определим оператор P: R8 → R8 в точке u = u0+U ∈R0 × R7– такой же
формулой

2( ) ( )
|| ||

UP y n u y y
U

= ⋅ = .

Легко видеть, что  P2  = Id. Поэтому мы получаем неинтегрируемую почти па-
ра-комплексную структуру на R8–. Совершенно аналогично вычисляются Dx(P),
фундаментальная форма ω(X,Y) = g(PX,Y), соответствующая P, и ее внешний
дифференциал в точке  u = u0+U. Они имеют точно такой же вид, как и в случае
почти комплексной структуры на R8+.
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It is well known that almost complex structures exist on the six-dimensional sphere S6 but the
question of the existence of complex (ie, integrable) structures has not been solved so far. The
most known almost complex structure on the sphere S6 is the Cayley structure which is obtained
by means of the vector product in the space R7 of the purely imaginary octaves of Cayley Ca.
There is another, split Cayley algebra Ca′, which has a pseudo-Euclidean scalar product of
signature (4,4). The space of purely imaginary split octonions is the pseudo-Euclidean space R3,4

with a vector product. In the space R3,4, there are two types of spheres: pseudospheres S2,4 of real
radius and pseudo sphere S3,3 of imaginary radius. In this paper, we study the Cayley structures on
these pseudo-Riemannian spheres. On the first sphere S2,4, the Cayley structure defines an
orthogonal almost complex structure J; on the second sphere, S3,3, the Cayley structure defines an
almost para-complex structure P. It is shown that J and P are nonintegrable. The main
characteristics of the structures J and P are calculated: the Nijenhuis tensors, as well as
fundamental forms and their differentials. It is shown that, in contrast to the usual Riemann sphere
S6, there are (integrable) complex structures on S2,4 and para-complex structures on S3,3.
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