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О ПРОДОЛЖЕНИИ ПСЕВДОНОРМЫ И МЕТРИКИ
НА ПОЛУГРУППОВОЕ КОЛЬЦО

Основным результатом работы является теорема, устанавливающая доста-
точные условия возможности продолжения псевдонормы кольца R и
метрики пространства X до такой групповой нормы на полугрупповом
кольце RF кольца R и свободного моноида F, порожденного множеством X,
что топология, задаваемая этой групповой нормой, является кольцевой.
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При изучении алгебраических систем с дополнительными структурами (топо-
логия, порядок, норма и др.) иногда возникает необходимость продолжать эти до-
полнительные структуры с кольца на их надкольца. В частности, возникает во-
прос о возможности продолжения заданных дополнительных структур группы и
кольца на их групповое кольцо.

Настоящая работа посвящена изучению вопроса о возможности продолжения
действительнозначной псевдонормы и метрики на полугрупповое кольцо свобод-
ного моноида.

Этот результат обобщает теорему 1 из [1].
Примем следующие обозначения:
N – множество всех натуральных чисел;
|A| – мощность множества A;
RF – полугрупповое кольцо моноида F и кольца R;
<X>F – подмоноид (подгруппа) моноида (группы) F, порожденный множест-

вом X;
M – нетривиальное многообразие моноидов (групп), т.е. многообразие, не со-

держащее одноэлементного моноида (группу);
F = F(M,X) – свободный моноид (свободная группа) с свободными образую-

щими из X;
τξ – топология, задаваемая нормой ξ на группе;
R – поле действительных чисел с обычным порядком;
R+ – множество неотрицательных действительных чисел;
Определение 1. Пусть F – моноид. Отображение : F R+η → называется дей-

ствительнозначной псевдополунормой, если выполнены следующие условия:
1. ( ) 0gη > для любого g∈F.
2. ( ) 1eη = , где e – единица в F.
3. ( ) ( ) ( )g h g hη ⋅ ≤ η ⋅η для любых g,h∈F.
Определение 2. Говорим, что на кольце R задана групповая норма ξ, если

отображение : R R+ξ → удовлетворяет следующим условиям:
1. ( ) 0rξ =  тогда и только тогда, когда r = 0.
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2. ( ) ( )r rξ − = ξ для любого r∈R.
3. 1 2 1 2( ) ( ) ( )r r r rξ + ≤ ξ + ξ для любых 1 2,r r R∈ .
Определение 3. Кольцо R называется псевдонормированным, если на R

определена неотрицательно действительнозначная функция ξ , удовлетворяющая
следующим условиям:

A. ( ) 0rξ =  тогда и только тогда, когда r = 0.
B. ( ) ( )r rξ − = ξ  для любого r∈R.
C. 1 2 1 2( ) ( ) ( )r r r rξ + ≤ ξ + ξ для любых 1 2,r r R∈ .
D. 1 2 1 2( ) ( ) ( )r r r rξ ⋅ ≤ ξ ⋅ξ для любых 1 2,r r R∈ .
Лемма. Пусть ( , )X ρ  – метрическое пространство, F = F(M,X) – свободный в

многообразии M моноид (группа) с множеством свободных образующих X,
( , )R ξ – псевдонормированное кольцо с помощью действительнозначной псевдо-
нормы ξ , ,m p N∈ , 2p ≥ ; 1 1 1,..., ; ,..., ,...,p m p Fx x X z z x x∈ ∈< >� � � �� � причем i jz z≠� � при

1 i j m≤ < ≤ ; 10 ,..., mr r R≠ ∈� � .

Если 
1

,
m

j j
j

f r z
=

= ∑ � �  то для любого разложения 
'

1 1
( )

s s

k k l l l l
k l

f r z f x y g
= =

= + −∑ ∑ , где

; ;k kr R z F∈ ∈ 1 k s≤ ≤ ; , ;l lf g RF∈ , ,1 ;l lx y X l s∈ ≤ ≤ , 's s N∈  имеем
'

1
1 1

( ) ( , ) min{ ( ), ( , ) |1 }.
s s

k l l i j
k l

r x y r x x i j p
= =
ξ + ρ ≥ ξ ρ ≤ < ≤∑ ∑ � � �

Доказательство. Допустим противное, то есть, что
'

1
1 1

( ) ( , ) min{ ( ), ( , ) |1 }.
s s

k l l i j
k l

r x y r x x i j p
= =
ξ + ρ < ξ ρ ≤ < ≤∑ ∑ � � �

Зададим на множестве X отношение эквивалентности δ , определенное множе-
ством пар {( , } | 1,..., '}l lx y l s= , следующим образом:

x yδ  тогда и только тогда, когда x y=  либо существует такая конечная
последовательность чисел 1,..., tl l  где 1 'il s≤ ≤  для 1,..., ,i t=  что

1 1
{ , } { , }

i i i il l l lx y x y
+ +

∩ ≠ ∅  для 1 1i t≤ < −  и 
1 1

{ , }, { , }
t tl l l lx x y y x y∈ ∈ .

Покажем, что для любых , {1,..., }i j p∈ из ( )i jx xδ� �  следует, что .i j=  Допустим

противное, то есть что ( )i jx xδ� �  и .i j≠  Выберем набор пар 
1 1

( , ),..., ( , )
t tl l l lx y x y

минимальной из возможных длин такой, что 
1 1

( , ), ( , )
t ti l l j l lx x y x x y∈ ∈� �  и

1 1
{ , } { , }

i i i il l l lx y x y
+ +

∩ ≠ ∅  для 1 1i t≤ < − .

Можем считать, что 
1
, .

ti l j lx x x y= =� �
 
Tогда 

1
1

( , ) ( , ) ( , ).
t i i

t

i j l l l l
l

x x x x x y
=

ρ = ρ ≤ ρ∑� �

Так как набор пар 
1 1

( , ),..., ( , )
t tl l l lx y x y  имеет минимальную длину, то в нем нет

повторяющихся пар, и поэтому,
'

1
1 1

( , ) ( , ) min{ ( ), ( , ) |1 } ( , ).
i i

t s

l l l l i j i j
i l

x y x y r x x i j p x x
= =
ρ ≤ ρ < ξ ρ ≤ < ≤ ≤ ρ∑ ∑ � � � � �
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Полученное противоречие показывает, что из ( )i jx xδ� � следует, что .i j=

Рассмотрим отображение : X Xγ → , где 
1

,если , 2,..., ;( )
в остальных случаях.

i ix x x i px
x

⎧ δ =γ = ⎨
⎩

�
�

Поскольку для i j≠  элемент xi не эквивалентен элементу xj , то отображение
γ определено корректно. Продолжим γ до эндоморфизма (который будем обозна-
чать также через γ ) свободного моноида (свободной группы) F, полагая

1 1
11( ) ( ) ( )p p

p px x x xε εε εγ = γ γ" " , а затем продолжим полученный эндоморфизм до

эндоморфизма полугруппового кольца RF, который будем обозначать через γ̂ ,

полагая 
1 1

ˆ( ) ( ).
n n

i i i i
i i

r h r h
= =

γ = γ∑ ∑
Так как 1,...,j p Fz x x∈< >� ��  для 1 j m≤ ≤  и ( )i ix xγ =� �  для i = 1,…,p, то ( )j jz zγ =� �

для любого j m≤  и, значит, ˆ( ) .f fγ =
Из определения отношения δ  и отображения γ̂  имеем ˆ( ) 0l lx yγ − =  для всех

1,..., 'l s=  и, поэтому, 
1 1

ˆ( ) ( ).
m s

j j k k
j k

r z f f r z
= =

= = γ = γ∑ ∑� �

Тогда 
1

1
( )k

k
z z

r r
γ =

= ∑
�

�  и, значит,

1

1 1 1
( ) 1

( ) ( ) ( ) min{ ( ), ( , ) |1 } ( ).
k

s

k k i j
z z k

r r r r x x i j p r
γ = =

ξ ≤ ξ ≤ ξ < ξ ρ ≤ < ≤ < ξ∑ ∑
�

� � � �

Получили противоречие. Этим лемма полностью доказана.
Предложение. Пусть X – множество, M – нетривиальное многообразие моно-

идов (групп), F – свободный моноид (свободная группа) в многообразии M,

1, ,..., nx x x X∈ . Если 1
1

n
nx x xε ε= " , то существует такой индекс {1,..., }i n∈ , что

.ix x=
Доказательство. Допустим противное, то есть что ix x≠  для 1,..., .i n=  Так

как M – нетривиальное многообразие, то существует такая группа (моноид)
A∈M, что | | 2.A ≥  Пусть a A∈ . Так как | | 2,A ≥ то существует такой b A∈ , что

nb a≠  (определение числа n смотрите выше). Рассмотрим гомоморфизм
ˆ :ψ F(M,X) A→  являющейся продолжением отображения : X Aψ → , определен-
ного следующим образом:

ˆ ( )x bψ = и ˆ ( )ix aψ = для 1,..., .i n= Тогда N1ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) .n
n

n раз
b x x x a a a= ψ = ψ ψ = =" "

Получили противоречие. Этим предложение полностью доказано.
Теорема. Пусть ( , )R ξ  – псевдонормированное кольцо, ( , )X ρ  – метрическое

пространство, M – нетривиальное многообразие моноидов (групп), F – свободный
моноид (свободная группа) в многообразии M, порожденный множеством X . То-

гда на полугрупповом кольце RF существует такая групповая норма ξ̂ , что:
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1. ˆ( ) ( )r e rξ ⋅ = ξ для любого .r R∈

2. ˆ( ) ( , )x y x yξ − = ρ для любых , .x y X∈
3. ξ̂τ  – кольцевая топология.

4. X является замкнутым подмножеством кольца ˆ( , )RF ξτ .

5. Если 
1

n

i i
i

f r h RF
=

= ∈∑ , где не все элементы iτ являются левыми топологиче-

скими делителями нуля в R , то подгруппа { | }R f r f r R⋅ = ⋅ ∈ аддитивной группы
кольца RF топологически изоморфна аддитивной группе кольца R.

6. Для любого элемента x X∈ подмножество { | }R x r x r R⋅ = ⋅ ∈ является
замкнутым в ˆ( , )RF ξτ .

Доказательство. Зафиксируем некоторый элемент 0x X∈  и определим на F
неотрицательно действительнозначную функцию η , полагая

1
0 11

1
( ) 1 inf{ ( , ) | ; ,..., }.n

n

i n n
i

g x x g x x Zε ε

=
η = + ρ = ε ε ∈∑ "

Проверим, что η  – мультипликативная псевдополунорма на F, удовлетво-
ряющая следующим условиям:

A. ( ) 1gη ≥ для любого g F∈ .
B. ( , ) ( ) ( )x y x yρ ≤ η +η для любых , .x y X∈
C. ( ) ( , ) ( )x x y yη ≤ ρ + η для любых , .x y X∈
D. 0( ) 1.xη =
В самом деле, из определения функции η  следует выполнение условий А, D, а

также условий 1 и 2 из определения 1 .
Проверим, что ( ) ( ) ( )g h g hη ⋅ ≤ η ⋅η для любых , .g h F∈
Пусть g, h – произвольные элементы из F и ε  – любое положительное число.

Существуют положительное число 0ε  и такие разложения: 1
1

n
ng x xε ε= "  и

''
1

1' ' k
kh x x εε= " , что

0 0 0 0( ) ( )g hη ⋅ε + η ⋅ε + ε ⋅ε < ε ,

0 0
1

1 ( , ) ( ) ,
n

i
i

x x g
=

+ ρ ≤ η + ε∑ '
0 0

1
1 ( , ) ( ) .

k

i
i

x x h
=

+ ρ ≤ η + ε∑

Тогда 
''

1 1
1 1' ' kn

n kg h x x x x εε εε⋅ = ⋅" " ,

причем
'

0 0
1 1

'
0 0 0 0

1 1

0 0 0 0

( ) 1 ( , ) ( , )

(1 ( , ))(1 ( , )) ( ( ) ) ( ( ) )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

n k

i i
i i

n k

i i
i i

g h x x x x

x x x x g h

g h g h g h

= =

= =

η ⋅ ≤ + ρ + ρ ≤

≤ + ρ + ρ ≤ η + ε ⋅ η + ε =

= η ⋅η + η ⋅ε + η ⋅ε + ε ⋅ε ≤ η ⋅η + ε

∑ ∑

∑ ∑
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Из произвольности числа ε получим, что ( ) ( ) ( )g h g hη ⋅ ≤ η ⋅η .
Этим проверено, чтоηявляется мультипликативной псевдополунормой.
Теперь покажем, что 0( ) 1 ( , )x x xη = +ρ для любого x X∈ .
В самом деле, из задания функции ηследует, что 0( ) 1 ( , ).x x xη = +ρ
Допустим, что 0( ) 1 ( , ).x x xη < +ρ  Тогда существует такое разложение

1
1

n
nx x xε ε= "  (где ,i ix X Z∈ ε ∈  для 1 i n≤ ≤ , что 0 0

1
1 ( , ) 1 ( , ).

n

i
i

x x x x
=

+ ρ < +ρ∑
Согласно предложению 

0i
x x=  для некоторого 01 i n≤ ≤ , и, значит,

0 0 0
1 1

( , ) ( , ) ( , ).
n n

i i
i i

x x x x x x
= =
ρ ≥ ρ > ρ∑ ∑

Получили противоречие. Следовательно, 0( ) 1 ( , ).x x xη = +ρ
Теперь проверим выполнение условий B и C.
Пусть , .x y X∈  Тогда

0 0 0 0( , ) ( , ) ( , ) (1 ( , )) (1 ( , ) ( ) ( )x y x x x y x x x y x yρ ≤ ρ +ρ ≤ +ρ + +ρ = η + η

и 0 0( ) 1 ( , ) 1 ( , ) ( , ) ( ) ( , )x x x x y y x y x yη = +ρ ≤ +ρ +ρ = η +ρ

для любых , .x y X∈

Определим теперь на RF неотрицательно действительнозначную функцию ξ̂
следующим образом:

Для любого f RF∈ положим

'

1 1 1 1

ˆ( ) inf{ ( ) ( ) ( , ) | ( ) ;
k

n m n m

i i k k i i k k k
i k i k

f r h x y f r h x y
= = = =

ξ = ξ η + ρ = + ϕ − ϕ∑ ∑ ∑ ∑
', }.k k RFϕ ϕ ∈

Покажем, что ξ̂  является групповой нормой на RF.

Ясно, что ˆ(0) 0.ξ =

Допустим противное, то есть что ˆ( ) 0fξ =  для некоторого 0f ≠ . Если

1

n

i i
i

f r h RF
=

= ∈∑  (где i jh h≠  при 1 i j n≤ < ≤  и 0kr ≠  для 1,..., )k n= , то

существуют такие попарно различные элементы 1,..., ,px x X∈� �  что

1,...,i p Fh x x∈< >� �  для 1,..., .i n=

Пусть 1min{ ( ), ( , ) |1 }.i jr x x i j pε = ξ ρ ≤ < ≤� �  Тогда 0ε >  и, значит, найдется

такое разложение 
'

' ' '

1 1
( )

n m

j j t t t t
j t

f r h x y
= =

= + ϕ − ϕ∑ ∑  что

'
' '

1 1
( ) ( ) ( , )

n m

j j t t
j t

r h x y
= =
ξ η + ρ < ε∑ ∑ . (1)

Так как ( ) 1gη ≥  для любого ,g F∈  то из неравенства (1) и леммы следует,
что
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1
' '

' ' '

1 1 1 1

min{ ( ), ( , ) |1 }

( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) .

i j
n m n m

j t t j j t t
j t j t

r x x i j p

r x y r h x y
= = = =

ε ≤ ξ ρ ≤ < ≤ ≤

≤ ξ + ρ ≤ ξ η + ρ < ε∑ ∑ ∑ ∑

� �

Получили противоречие, следовательно, ˆ( ) 0fξ ≠ .
Этим проверено выполнение условия 1 из определения 2.
Пусть ,f ϕ  – произвольные элементы из RF, ε  – положительное число. Тогда

существуют такие разложения:
'

'

1 1
( ) ,

n n

i i k k k k
i k

f a h f x y f
= =

= + −∑ ∑  
'

' ' '

1 1
( )

m m

j j t t t t
j t

b g x y
= =

ϕ = + ϕ − ϕ∑ ∑ ,

что
'

1 1

ˆ( ) ( ) ( , ) ( ) ,2
n n

i i k k
i k

a h x y f
= =

εξ η + ρ < ξ +∑ ∑
'

' '

1 1

ˆ( ) ( ) ( , ) ( ) .2
m m

j j t t
j t

b g x y
= =

εξ η + ρ < ξ ϕ +∑ ∑

Рассмотрим разложение
' '

' ' ' '

1 1 1 1
( ) ( ) .

n m n m

i i j j k k k k t t t t
i j k t

f a h b g f x y f x y
= = = =

+ ϕ = + + − + ϕ − ϕ∑ ∑ ∑ ∑

Из определения ξ̂ следует, что
' '

' '

1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) .
n m n m

i i j j k k t t
i j k t

f a h b g x y x y f
= = = =

ξ + ϕ ≤ ξ η + ξ η + ρ + ρ < ξ + ξ ϕ + ε∑ ∑ ∑ ∑

Из произвольности числа ε  следует, что ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ).f fξ + ϕ ≤ ξ + ξ ϕ
Этим проверено выполнение условия 2 из определения 2.
Так как ˆ ˆ( ) ( )f fξ − = ξ для любого f RF∈ , то ξ̂  удовлетворяет и условию 3 из

определения 2 и, значит, ξ̂ – групповая норма.
Проверим выполнение свойств 1−6.
Пусть r – любой элемент кольца R. Тогда из задания функции ξ̂  следует, что

ˆ( ) ( ) ( ) ( ),r e r e rξ ⋅ ≤ ξ ⋅η = ξ  то есть ˆ( ) ( ).r e rξ ⋅ ≤ ξ  Допустим, что ˆ( ) ( ).r e rξ ⋅ < ξ  Тогда
существует такое разложение

'
'

1 1
( ) ,

n n

i i j j j j
i j

r e r h f x y f
= =

⋅ = + −∑ ∑

что
'

1 1
( ) ( ) ( , ) ( ).

n n

i i j j
i j

r h x y r
= =
ξ η + ρ < ξ∑ ∑

Рассмотрим отображение ˆ : RF Rψ → , определенное по правилу

' ' '

1 1
ˆ ( ) .

n n

i i i
i i

r h r
= =

ψ =∑ ∑

Тогда 
1

ˆ ( )
n

i
i

r r e r
=

= ψ ⋅ = ∑ .
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Так как ξ – псевдонорма на кольце R, и ( ) 1hη ≥  и ( , ) 0x yρ ≥  для любых

, ( , ) ,h F x y X∈ ∈  то 
'

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( , ).

n n n

i i i j j
i i j

r r r h x y
= = =

ξ ≤ ξ ≤ ξ η + ρ∑ ∑ ∑

Получили противоречие с допущением, следовательно, 
ˆ( ) ( )r e rξ ⋅ = ξ  для лю-

бого .r R∈
Пусть теперь x, y – произвольные элементы из X. Из задания функции ξ̂  сле-

дует, что ˆ( ) ( , ).x y x yξ − ≤ ρ

Допустим, что ˆ( ) ( , ).x y x yξ − < ρ Тогда существует такое разложение
'

'

1 1
( )

n n

i i j j j j
i j

x y r h f x y f
= =

− = + −∑ ∑ (2)

что 
'

1 1
( ) ( ) ( , ) ( , )

n n

i i j j
i j

r h x y x y
= =
ξ η + ρ < ρ∑ ∑ (2')

Как и при доказательстве леммы рассмотрим отношение эквивалентности δ ,
задаваемое совокупностью

1 1 ' '{( , ), , ( , )}.n nx y x y"

Вначале покажем, что x и y не эквивалентны относительно этого отношения
эквивалентности.

В самом деле, в противном случае, согласно определения отношения δ , дол-
жен существовать такой конечный набор пар 

1 1
( , ), , ( , ),

t tj j j jx y x y"  что

1 1
( , ), ( , )

t tj j j jx x y y x y∈ ∈  и 
1 1

( , ) ( , )
i i i ij j j jx y x y

+ +
∩ ≠ ∅  для 1 1.i t≤ ≤ −  Можем

считать, что 
1

, .
tj jx x y y= =  Тогда

1

'

1 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ).

t i i

t n

j j j j j j
i j

x y x y x y x y x y
= =

ρ = ρ ≤ ρ ≤ ρ < ρ∑ ∑

Получили противоречие. Следовательно,  и  не находятся в отношении эк-
вивалентности δ .

Определим отображение : X Xγ → следующим образом:

0

, если ,
( ) , если ,

, в остальных случаях.

x x x
x y x y

x

δ⎧⎪γ = δ⎨
⎪⎩

Ясно, что отображение γ определено корректно. Тогда ( ) ( )j jx yγ = γ  для лю-
бого 1,..., '.j n=

Так как F – свободный моноид (свободная группа) в многообразии M, то γ
можно продолжить до гомоморфизма γ  F в себя.

Пусть { |1 , ( ) }, { |1 , ( ) }.i iA i i n h x B i i n h y= ≤ ≤ γ = = ≤ ≤ γ =
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Так как 
1

( ) ( ) ( )
n

i i
i

x y x y r h
=

− = γ − γ = γ∑ , то , .A B≠ ∅ ≠ ∅  Можем считать, что

{1,..., }, { 1,..., '}A m B m m= = +  где 1 ' ,m m n≤ < ≤  причем

1( ) ( )ih hη ≥ η  для 1,...,i m= , (3)

1( ) ( )m ih h+η ≥ η  для 1,..., 'i m m= + (3')

 (в противном случае провели бы перенумерацию )ih . Тогда разложение (2) при-
мет вид

'

'
0

1 1 1 1

( ) ( ) .
n m m n

i i i i i
i i i m i m

x y x y r h r x r y r x
= = = + = +

− = γ − = γ = + +∑ ∑ ∑ ∑

Следовательно,
1

1,
m

i
i

r
=

=∑  
'

1
( ) 1

m

i
i m

r
= +

− =∑ . (4)

Пусть ε  – такое положительное число, что

1 1
( ) ( ) ( , ) 2 ( , )

n m

i i j j
i j

r h x y x y
= =
ξ η + ρ + ε < ρ∑ ∑

(из неравенства (2 ) следует существование числа ε ).

Существуют такие разложения 
''

1 1
1 11 1' ' , ' ' ps

s m ph x x h y y εε εε
+= =" " , что

'
1

1
1 ( , ) ( )

s

o i
i

x x h
=

+ ρ < η + ε∑ ; (5)

'
1

1
1 ( , ) ( )

p

o i m
i

x y h +
=

+ ρ < η + ε∑ . (5 )

Тогда 1' '
1 1( ) ( ) ... ( ) s

sx h x x εε= γ = γ γ  и 
''

1' '
1 1( ) ( ) ... ( ) p

m py h y y εε
+= γ = γ γ .

По предложению существуют такие числа 1q  и 2q , что 
1

'( ) ,qx xγ =
2

'( ) .qy yγ =

Из определения отображения γ следует, что существуют такие последователь-
ности попарно различных чисел { }'1,..., 1,...,

s
l l n∈  и { }'1,..., 1,...,

p
k k n∈ , что

{ }1 1
,l lx x y∈ , { }1 ' '

' ,
s s

q l lx x y∈  ,{ } { }1 1
, ,

i i i il l l lx y x y
+ +

∩ ≠ ∅  для '1,..., 1i s= − ,

{ }1 1
,k ky x y∈ , { }2 ' '

' ,
p p

q k ky x y∈ ,{ } { }1 1
, ,

i i i ik k k kx y x y
+ +

∩ ≠ ∅  для 1,..., ' 1i p= − .

Можем считать, что

1 1
,

i il l lx x y y
+

= =  для 
1 '

' '1 ,
s

q li s x y≤ ≤ =

и 
1 1
, ,

i ik k ky x y x
+

= =  
2 '

'

p
q ly y=  для 1 'i p≤ ≤ .

Из определения множеств A  и B  следует, что

{ } { }' '1 1,..., , ,...,
s p

l l A k k B⊆ ⊆ . (6)
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Тогда последовательно применяя B , C , (5) , (5 ) , (4) , (6) , (3) и (3 ), получим,
что

1 1 2 2

1 2 1 ' 1 '

''

'

' ' ' '

' '
0 0

1 1
1 1

1 1
1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

1 ( , ) 1 ( , ) ( , ) ( , )

( ) ( , ) ( ) ( , )

( ) ( ) ( ) ( ) ( , )

s p

i i i i

q q q q

q q l l k l

ps

l l m k k
i i

n

i i m j j
j

x y x y x x x y y y

x x x y x y x y

h x y h x y

r h r h x y

+
= =

+
=

ρ ≤ η + η ≤ η +ρ + η +ρ =

= +ρ + +ρ +ρ +ρ ≤

≤ η + ε + ρ + η + ε + ρ ≤

≤ ξ η + ε + ξ η + ε + ρ ≤

∑ ∑
'

'
1 1

1 1
( ) ( ) ( , ) 2 .

m m

i i m

n n

i i j j
i j

r h x y

= = +

= =
≤ ξ η + ρ + ε

∑ ∑ ∑

∑ ∑

Получили противоречие с выбором числа ε , следовательно, ˆ( ) ( , )x y x yξ − = ρ .
Теперь покажем, что ξ̂τ  – кoльцевая топология. Согласно предложению 1.2.2

из [2], нужно проверить, что совокупность B0 = { }| 0Vε ε >  удовлетворяет

условиям (БО.1) – (БО.6). Так как ξ̂  – групповая норма, то условия (БО.1) –
(БО.4) выполнены.

Проверим выполнение условий (БО.5) и (БО.6).
Пусть ε  – произвольное положительное число и 1 0ε >  такое число, что

1 1 12ε ⋅ε + ε < ε .
Если 

1
,f Vεϕ∈ , то существуют такие разложения:

'
'

1 1
( )

n n

i i k k k k
i k

f a h f x y f
= =

= + −∑ ∑ , 
'

' ' '

1 1
( )

m m

j j t t t t
j t

b g x y
= =

ϕ = + ϕ − ϕ∑ ∑ ,

что 
'

1
1 1

( ) ( ) ( , )
n n

i i k k
i k

a h x y
= =
ξ η + ρ < ε∑ ∑ ; (7)

'
' '

1
1 1

( ) ( ) ( , )
m m

j j t t
j t

b g x y
= =
ξ η + ρ < ε∑ ∑ . (7')

Если обозначить элемент 
1

n

i i
i

a h
=
∑  через ψ , то

' '
' ' '

1 1 1 1
( ) ( )

n m m n

i j i j t t t k k k k
i j t k

f a b h g x y f x y f
= = = =

⋅ϕ = + ψϕ − + − ϕ∑∑ ∑ ∑ ,

причем 
1 1 1 1

1 1
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .

n m n m

i j i j i j i j
i j i j

n m

i i j j
i j

a b h g a b h g

a h b g

= = = =

= =

ξ η ≤ ξ ξ η η ≤

≤ ξ η ⋅ ξ η < ε ⋅ε

∑∑ ∑∑

∑ ∑
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Кроме того, из неравенств (7) и (7') следует, что
'

1
1

( , )
n

k k
k

x y
=
ρ < ε∑  и 

'
' '

1
1

( , )
m

t t
t

x y
=
ρ < ε∑ .

Тогда
' '

' '
1 1 1

1 1 1 1

ˆ( ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) 2 ,
n m n m

i j i j k k t t
i j k t

f a b h g x y x y
= = = =

ξ ⋅ϕ ≤ ξ η + ρ + ρ < ε ⋅ε + ε < ε∑∑ ∑ ∑

то есть f Vε⋅ϕ∈ . Из произвольности элементов ,f ϕ  следует, что 
1 1

V V Vε ε ε⋅ ⊆  и,
значит, выполнено условие (БО.5).

Пусть 
1

n

i i
i

f a h
=

= ∑  (где i jh h≠  для 1 i j n≤ < ≤ ) – произвольный элемент из

RF и ε  – положительное число.
Если 0f =  , то { }0f V Vε ε⋅ = ⊆ .

Если же 0f ≠ , то рассмотрим число 
1

( ) ( )
n

i i
i

s a h
=

= ξ η∑ .

Существует такое число 1 0ε > , что 1 1s ⋅ ε + ε < ε .
Пусть теперь ϕ  – любой элемент из 

1
Vε . Существует такое разложение

'
'

1 1
( )

m m

j j t t t t
j t

b g x y
= =

ϕ = + ϕ − ϕ∑ ∑ ,

что 
'

1
1 1

( ) ( ) ( , )
m m

j j t t
j t

b g x y
= =
ξ η + ρ < ε∑ ∑ .

Тогда 
'

'

1 1 1
( )

n m m

i j i j t t t t
i j t

f a b h g f x y
= = =

⋅ϕ = + ϕ − ϕ∑∑ ∑ ,

причем

1 1 1 1

1
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

n m n m

i j i j i j i j
i j i j

n m

i i j j
i j

a b h g a b h g

a h b g s

= = = =

= =

ξ η ≤ ξ ξ η η ≤

≤ ξ η ⋅ ξ η < ⋅ε

∑∑ ∑∑

∑ ∑

и  
'

1
1

( , ) .
m

t t
t

x y
=
ρ < ε∑

Из задания функции следует, что
'

1 1
1 1 1

ˆ( ) ( ) ( ) ( , )
n m m

i j i j t t
i j t

f a b h g x y s
= = =

ξ ⋅ϕ ≤ ξ η + ρ < ⋅ε + ε < ε∑∑ ∑ ,

то есть .f Vε⋅ϕ∈ Из произвольности ϕ  следует, что 
1

f V Vε ε⋅ ⊆  .

Аналогично проверяется, что 
1

V f Vε ε⋅ ⊆ , то есть выполнено условие (БО.6).
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Итак, ξ̂τ  – кольцевая топология.

Покажем, что X  – замкнутое подмножество в ˆ( , )RF ξτ .

Допустим противное и пусть [ ]0 \f X X∈ . Тогда найдутся такие конечные

подмножества { }1,..., nz z F⊆ , { }1,..., px x X⊆ , что i jz z≠ при 1 i j n≤ < ≤ ,

0
1

n

i i
i

f r h
=

= ∑  (где 0 )ir R≠ ∈ , 1,...,i p Fz x x∈< > , 1 i n≤ ≤ .

Пусть { }min (1), ( 1), ( ), ( 1), ( , ) |1 ,1 ,1i i j k ir r x x i n r i k pε = ξ ξ − ξ − ξ − ρ ≤ ≤ ≠ ≤ < ≤ .

Тогда { }
4

ˆ| ( )
4

W RFε
ε

= ϕ∈ ξ ϕ <  – окрестность нуля в ˆ( , )RF ξτ  и, значит,

0
4

( )f W Xε+ ∩ ≠ ∅ .

Пусть 0
4

( )x f W Xε∈ + ∩ . Тогда 0
4

x f Wε− ∈  и, значит,

0
ˆ( )

4
x f ε

ξ − < . (*)

Возможны следующие 3 случая:

1. Сущестует { }0 1,...,i p∈ , такое, что 
0i

x x= . Тогда 0
1

k

i i
i

x f r z
=

− = ∑ , где

0lr ≠ для 1 l n≤ ≤  и { } { }| 1,..., 1, 1, ,1 | 1,..., ; 1 ,l i i i i jr l k r r i n r z z= ⊆ − − − = ≠ ≠ для

1 i j k≤ < ≤  и { } { }| 1,..., , | 1,...,i iz i k z x i n= ⊆ = , причем 1,...,i p Fz x x∈< >  для

1 i k≤ ≤ .
Так как ( ) 1zη ≥  для любого z F∈ , то из леммы получим, что

0
ˆ( )

4
x f ε

ξ − ≥ ε > .

Получили противоречие с неравенством (*) .

2. ix x≠  и ( , )
4ix x ε

ρ ≥  для 1,...,i p= . Тогда 
1

0
1

n

i i
i

x f r z
+

=
− = ∑ , где

{ , ,
1, 1

i
i

r если i nr
если i n

≤
=

= +
 и { , ,

, 1
i

i
z если i nz

x если i n
≤

=
= +

, причем 1 1,...,i p Fz x x +∈< > , где

1px x+ =  для любого 1 1i n≤ ≤ + . Так как ( ) 1zη ≥  для любого z F∈ , то из леммы

получим, что { }0 1
ˆ( ) min ( ), ( , ) |1 1

4i jx f r x x i j p ε
ξ − ≥ ξ ρ ≤ < ≤ + ≥ .

Получили противоречие с неравенством (*).

3. ix x= для 1,...,i p= , но существует oi p≤ , такое, что 
0

( , )
4ix x ε

ρ < .

Тогда 
0 0

ˆ( )
4ix f ε

ξ − ≤ и, значит, 
0 00 0

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )
2i ix f x x x f ε

ξ − ≤ ξ − + ξ − <  .
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Так же как и в случае 1, получим, что 
0 0

1

k

i i i
i

x f r z
=

− = ∑ , где 0lr ≠  для

1 l k≤ ≤  и { } { }| 1,..., 1, 1, ,1 | 1,..., ; 1 ,i i i i i jr i k r r i n r z z= ⊆ − − − = ≠ ≠  для 1 i j k≤ < ≤

и { } { }| 1,..., , | 1,...,i iz i k z x i n= ⊆ = , причем 1,...,i p Fz x x∈< >  для 1 i k≤ ≤ .

Так как ( ) 1zη ≥  для любого z F∈ , то из леммы получим, что 
0 0

ˆ( )ix fξ − ≥ ε .

Получили противоречие с тем, что 
0 0

ˆ( )
2ix f ε

ξ − < .

Итак, показали, что X  – замкнутое подмножество в ˆ( , )RF ξτ .

Теперь проверим, что подгруппа { }|R f r f r R⋅ = ⋅ ∈  аддитивной группы
кольца RF топологически изоморфна аддитивной группе кольца R  для любого

элемента 
1

n

i i
i

f r z
=

= ∑ , где i jz z≠ для 1 i j n≤ < ≤  и для некоторого 0i n≤  элемент

0i
r  (можем считать, что 1r ) не является левым топологическим делителем нуля в R.

Из предложения 1.8.7 из [2] следует, что отображение :f R R fϕ → ⋅

действует по правилу ( )f r r fϕ = ⋅ . Проверим, что fϕ  – открытое отображение.

Пусть 0V  – произвольная окрестность нуля в R  . Так как 1r  не является левым
топологическим делителем нуля в R  , то согласно предложения 1.8.7 из [2], сущест-
вует такая окрестность 1V  нуля в R , что 1 1r r V⋅ ∉  для любого элемента 0r V∉ .

Пусть ε  – такое положительное число, что { } 1| ( )r R r V∈ ξ < ε ⊆ .

Если { }1,..., px x  такое конечное подмножество в X , что 1,...,i p Fz x x∈< > ,

1 i n≤ ≤  и { }1 min , ( , ) |1i jx x i j pε = ε ρ ≤ < ≤ , то покажем, что 
1 0 .W R f V fε ∩ ⋅ ⊆ ⋅

Допустим противное, то есть что существует такой элемент 
10f W R fε∈ ∩ ⋅ ,

что 0 0f V f∉ ⋅ . Тогда существует такой элемент r R∈ , что

0 0 1
1

ˆ( ) , ( ) ,
n

i i
i

f r f r r z f
=

= ⋅ = ⋅ ξ < ε∑  а 0r V∉ .

Из выбора окрестности 1V  следует, что 1 1r r V⋅ ∉  и, значит, 1 1( )r rξ ⋅ ≥ ε > ε .

Тогда согласно лемме, { }0 1 1
ˆ( ) min ( ), ( , ) |1i jf r r x x i j pξ ≥ ξ ⋅ ρ ≤ < ≤ ≥ ε  и, значит,

10f Wε∉ . Получили противоречие с выбором элемента 0f . Следовательно,

1 0W R f V fε ∩ ⋅ ⊆ ⋅ .

Итак, мы показали, что подгруппы ( )R f⋅ +  и ( )R +  топологически изоморфны.
Проверим, что R x⋅  замкнутое подмножество в ˆ( , )RF ξτ  для любого x X∈ .

Допустим противное, то есть что [ ]0 \f R x R x∈ ⋅ ⋅ .

Существуют такие подмножества { }1,..., pz z F⊆  и { }1,..., px x X⊂ , что

0
1

n

j j
j

f r z
=

= ∑ , где 0jr ≠  и
 1,...,j p Fz x x∈< >  при 1 j n≤ ≤ .
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Если { }1min ( ), ( , ) |1i jr x x i j pε = ξ − ρ ≤ < ≤ , то 0( )f W R xε+ ∩ ⋅ ≠ ∅  для

окрестности нуля { }ˆ| ( )W RFε = ϕ∈ ξ ϕ < ε  в ˆ( , )RF ξτ .

Пусть 0( )rx f W R xε∈ + ∩ ⋅ . Тогда 0rx f Wε− ∈ , то есть

0
ˆ( )rx fξ − < ε . (**)

Возможны следующие 2 случая:
1. 1n = . Так как 0f R x∉ ⋅ , то 1z x≠ . Полагая в лемме 1 1 1 1,r r z z= − =� � ,

получим, что { }1 1 1
ˆ( ) min ( ), ( , ) |1i jrx r z r x x i j pξ − ≥ ξ − ρ ≤ < ≤ ≥ ε . Получили проти-

воречие с неравенством (**) .
2. 2n ≥ . Так как i jz z≠ , то i j≠ , тогда существует такой индекс 0i n≤ ,

что 
0i

z x≠ . Можем считать, что 1z x≠ . Тогда 0
1

k

i i
i

rx f r z
=

− = ∑ , где 1 1,r r= −

{ } { }| 2,..., , , | 1,..., ,i j jr i k r r r r j n= ⊆ − − = { } { }| 1,..., , | 1,...,i jz i k z x j n= ⊆ = .

Полагая в лемме ,j j j jr r z z= =� � , для 1,...,j m=  получим, что

{ }0 1
ˆ( ) min ( ), ( , ) |1i jrx f r x x i j pξ − ≥ ξ − ρ ≤ < ≤ ≥ ε .

Получили противоречие с неравенством (**) .
Этим теорема полностью доказана.
Следующий пример показывает, что в общем случае подмножество R f⋅ не

является замкнутым в ˆ( , )RF ξτ , даже если 
1

n

i i
i

f r z
=

= ∑  (где i jz z≠  для 1 i j n≤ < ≤ )

и все элементы ir  не являются левыми топологическими делителями нуля в R .
Пример. Пусть R  – кольцо целых чисел, 3p =  и норма pξ  является p-ади-

ческой нормой на R .
Рассмотрим множество { }0 1,X x x=  с метрикой ρ , где 0 1( , ) 1x xρ = .
Ясно, что p  – равнобедренная метрика.

Пусть F  – свободный моноид, порожденный множеством X, и ξ̂  – групповая
норма на кольце RF , построеннная в теореме для псевдонормы ξ  и метрики ρ .

Если 0 12 2f x x= +  и 0 0 1f x x= +  , то 0f R f∉ ⋅ .
Покажем, что [ ]0 RFf R f∈ ⋅  .
В самом деле, пусть ε  – произвольное положительное число и n  – такое

натуральное число, что 1
32n
ε

< .

Так как числа 2  и 3n  взаимно просты, то существуют такие целые числа

k  и m , что 2 3 1nk m− ⋅ = . Тогда 1(2 1) (3 )
32

n
p p nk m ε

ξ − = ξ ⋅ ≤ <  и 0kf f− =

0 1(2 1) (2 1)k x k x= − + − . Из построения нормы ξ̂  следует, что

{ } { }0
ˆ( ) max (2 1), (2 1) 2 max , 2

3 3p pkf f k k ε ε
ξ − ≤ ξ − ξ − ⋅ ≤ ⋅ < ε .
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Из произвольности числа ε  следует, что [ ]0 RFf R f∈ ⋅ , причем поскольку pξ

– норма на кольце R, то элемент 2  не является левым топологическим делителем
нуля в R.

Также приведем пример, показывающий, что теорема не может быть усилена в
том смысле, что псевдонорму ξ  кольца R  вообще говоря нельзя продлить

до такой псевдонормы ξ̂  кольца RF , чтобы ˆ( ) ( , )x y x yξ − = ρ , то есть вместо

утверждений: ξ̂  – групповая норма и ξ̂τ  – кольцевая топология, получить что

ξ̂  – псевдонорма.
Пример. Пусть M – многообразие коммутативных идемпотентных моноидов,

то есть коммутативных моноидов в которых выполняется тождество 2 ;g g=
( , )X ρ  – такое метрическое пространство, что 2X ≥  и ( , ) 1/ 2x yρ =  для любых

, ,x y X∈  ;x y≠  F  – свободный моноид, порожденный множеством X, R –

двухэлементное поле с обычной нормой ξ  , то есть {0, 0,( )
1, 1.
если rr
если r

=
ξ =

=
Покажем, что норму ξ  и метрику ρ  нельзя продлить до кольцевой

псевдонормы ξ̂  .

Допустим противное, то есть что существует такая псевдонорма ξ̂  на

полугрупповом кольце RF , что ˆ( ) ( , )x y x yξ − = ρ  для любых ,x y X∈ .
Зафиксируем некоторую пару различных элементов ,x y X∈ . Так как F ∈  M,

то 2x x=  и 2y y= . Тогда из того, что 2 0r = , следует, что
2

2 2 2 2 21 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( ) ( ) (( ) ) ( ( )) ( ( , ))
2 2 4

x y x y x y x y x y x y ⎛ ⎞= ρ = ξ − = ξ − = ξ − ≤ ξ − = ρ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

Получили противоречие с допушением, следовательно, норму ξ  и метрику ρ

нельзя продлить до кольцевой псевдонормы ξ̂  на кольце RF  .
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In connection with the study of algebraic systems with additional structures (topology, order,
norm, etc.), it sometimes becomes necessary to continue these additional structures from the ring
to their over-rings. In particular, the question arises of the possibility to extend the given
additional structures of a group and a ring to their group ring.
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This paper is devoted to the study of the possibility of extending a real-valued pseudonorm
and a metric to the semigroup ring of a free monoid.

The main result of the paper is a theorem that establishes sufficient conditions for the
possibility of extending the pseudonorm of the ring R and the metric of the space X to such a
group norm on the semigroup ring RF of the ring R and the free monoid F generated by the set X
such that the topology given by this group norm is annular.
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