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Работа посвящена моделированию течения двухфазной среды в энергосис-
темах, рабочим телом которых являются продукты сгорания металлизиро-
ванных топлив. Описание взаимодействия частиц дискретной фазы базиру-
ется на непрерывном подходе. В рамках предлагаемой модели представлен
численный расчёт течения двухфазной среды в сопле РДТТ.
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Продукты сгорания металлизированного топлива представляют смесь газа и
полидисперсного ансамбля жидких частиц оксида металла, используемого в каче-
стве добавки в топливе. Подавляющее большинство исследователей для описания
дискретной фазы используют одномерную функцию распределения частиц по
размерам, подробный библиографический список этих работ представлен в обзо-
рах [1, 2] и монографии [3]. В процессе движения частицы разных размеров стал-
киваются, это сопровождается их слиянием и дроблением, кроме этого, крупные
частицы дробятся за счёт взаимодействия с газом. Следовательно, частицы,
имеющие равные размеры, но разную предысторию («рождённые» за счёт слия-
ния, дробления и не участвующие во взаимодействии) отличаются друг от друга
импульсом и энергией. Решение задачи двухфазного течения в данном случае
требует введения функции распределения частиц не только по размерам, но и по
скоростям и температурам внутри каждой фракции.

По данному пути пошли авторы работы [4]. Перераспределение энергии стал-
кивающихся частиц внутри фракции учитывается через энергию хаотического
движения частиц. Последующее развитие этой модели представлено в [5]. Работа
[4] базируется на дискретной модели взаимодействия частиц. Попытка построе-
ния статистической модели с использованием непрерывного подхода описания
взаимодействия частиц предпринята авторами работы [6]. Однако надо отметить,
что операция осреднения ансамбля частиц по параметрам в этой работе проводит-
ся формально и, зачастую, не согласуется с физическим смыслом.

Целью данной работы является рассмотреть течение газо-капельной среды в
рамках статистической модели с использованием непрерывного подхода описания
взаимодействия частиц жидкой фазы.
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1. Кинетический подход моделирования дисперсной среды

Для описания полидисперсного ансамбля жидких частиц в многомерном фазо-
вом пространстве введем функцию распределения ( ), , , ,f f m T t= U r , где , ,m TU
– масса, скорость, температура частиц; , tr  – пространственная и временная коор-
динаты. Кинетическое уравнение для функции распределения запишем в виде

r U
f qf f f I
t m T cm

∂ ∂
+ ∇ + ∇ + =

∂ ∂
FU . (1.1)

Здесь F  – сила, действующая на частицу со стороны несущей среды; q  – тепло-
вой поток между частицей и несущей средой; c  – теплоемкость материала части-
цы; r∇ , U∇  – операторы градиента в физическом и скоростном пространствах;

( ), , , ,f f m T t= U r  – введена для краткости записи; I  – интеграл столкновения.
Рассмотрим уравнение (1.1) при фиксированном значении массы m , которая

входит в него как параметр. Индивидуальную скорость частицы можно предста-
вить в виде суммы средней 0U  и пульсационной составляющей ′U  скорости час-
тиц массой m : 0 ′+U=U U .

Также можно ввести среднюю 0T  и пульсационную составляющую T ′  темпе-
ратуры для частиц массой m : 0T T T ′= + .

Уравнение (1.1) в новых переменных ′U , T ′  запишем в виде

0 0
0

0

:

,

r U U r U

r

d dTf ff f f f
t dt m dt T

f qT f I
T T cm

′ ′
∂ ∂⎛ ⎞′ ′+ ∇ − ∇ − ∇ ∇ + ∇ − −⎜ ⎟ ′∂ ∂⎝ ⎠

∂ ∂ ⎛ ⎞′− ∇ + =⎜ ⎟′ ′∂ ∂ ⎝ ⎠

U FU U U

U
(1.2)

где U ′∇  – оператор градиента в пространстве пульсационных скоростей; (:) –

двойное тензорное умножение; 0 r
d
dt t

∂
= + ∇

∂
U .

Для получения системы уравнений, описывающей течение полидисперсной
среды, вводится понятие признака частиц. Признаком может быть любая величи-
на, характеризующая частицу и переносимая вместе с ней ( ), , , ,m T t= U rψ ψ .
Среднее значение признака частиц ψ  по ансамблю частиц с массами
( ),m m dm+  определим равенством

( )
0 0

m dT fd dT fd
∞ ∞ ∞ ∞

−∞ −∞

= ∫ ∫ ∫ ∫U Uψ ψ .

Умножая кинетическое уравнение (1.2) на признак ψ  и интегрируя по всему
пространству скоростей и температур, получим уравнение переноса признака
частиц

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

0

0
0

( ) ( ) :

r r

r r

d f m m f m m f m m
dt

dd mf m m m m
dt m dt ′ ′

′+ ∇ + ∇ −

⎛ ⎞⎡ ′ ′− + ∇ + − ∇ − ∇ ∇ +⎜ ⎟⎢⎣ ⎝ ⎠ U U

U U

F U
U U U

ψ ψ ψ

ψ
ψ ψ ψ
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( ) ( ) ( )0
0

1 ( ) ,r
m m mdT

q T m
cm T dt T T

∂ ∂ ∂ ⎤′+ − − ∇ = ∆⎥′ ′ ′∂ ∂ ∂ ⎦
U

ψ ψ ψ
ψ (1.3)

где ( )
U T

m IdT d
′ ′

′ ′∆ = ∫ ∫ Uψ ψ  представляет собой выражение для скорости измене-

ния признака ψ -частиц массой m за счёт столкновений.
Подставив в уравнение (1.3) в качестве признака частиц моменты скорости

( ), ,...′ ′ ′U U U , температуры ( ), ,...T T T′ ′ ′ , смешанные моменты ( ), ,...T T T′ ′ ′ ′ ′U U ,
получим систему моментных уравнений. В работе [4] показано, что при исследо-
вании течения продуктов сгорания металлизированных топлив в камере сгорания
и сопловом блоке РДТТ можно ограничиться рассмотрением системы уравнений,
включающей моменты второго порядка. Многократные интегралы в правой части
уравнения (1.3), описывающие скорость изменения признака ψ  вследствие
столкновений, в общем случае слишком сложны для практических приложений.
Однако, если предположить, что изменение признака ψ  при столкновении опре-
деляется только средними параметрами сталкивающихся фракций, их можно за-
писать в упрощенном виде. Итак, пусть функция распределения сталкивающихся
частиц зависит только от массы этих частиц. В этом случае число и параметры
образующихся при столкновении осколков будут зависеть только от масс взаимо-
действующих частиц. Плотность распределения осколков, образующихся при
столкновении частиц с массами 1m  и 2m  по массам m , обозначим ( )1 2, ,m m mϕ .

С целью упрощения дальнейших рассуждений умножим левую и правую
части уравнения (1.3) на dm . Полученное дифференциальное равенство пред-
ставляет собой выражение для скорости изменения признака частиц из диапазона
[ ],m m dm+ . Найдем вклад, который вносят в это выражение осколки сталкиваю-
щихся частиц. Для этого вычислим число столкновений между частицами с мас-
сами из диапазонов [ ]1 1 1,m m dm+  и [ ]2 2 2,m m dm+ . Каждая частица массы 2m
обтекается «жидкостью» из частиц массы 1m . Объем «жидкости», обтекающей

частицу за единицу времени, равен ( ) ( ) ( ) ( )2
1 2 1 2 0 1 0 2,Э m m r r m m+ −U Uπ , где

( )1 2,Э m m  – коэффициент, учитывающий изменение траектории малых частиц.
В единице объема содержится ( )1 1f m dm  частиц из диапазона [ ]1 1 1,m m dm+  и

( )2 2f m dm  частиц из диапазона [ ]2 2 2,m m dm+ . Поэтому на одну частицу массы 2m

в единицу времени приходится ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 2 1 2 0 1 0 2 1 1,Э m m r r m m f m dm+ −U Uπ

столкновений с частицами из диапазона [ ]1 1 1,m m dm+ . Суммарное число столкнове-
ний в единицу времени в единице объема между частицами из рассмотренных диа-
пазонов будет

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 2 1 2 0 1 0 2 1 1 2 2,Э m m r r m m f m dm f m dm+ −U Uπ . (1.4)

Число осколков массы m , попадающих в диапазон [ ]1 1 1,m m dm+  при каждом
столкновении, согласно сказанному выше, ( )1 2, ,m m m dmϕ .

Эти осколки приносят во фракцию частиц из диапазона [ ]1 1 1,m m dm+  количе-
ство признака ψ , равное

( )1 2, ,m m m dmψ ϕ . (1.5)
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Перемножая (1.4), (1.5) и интегрируя по всем массам сталкивающихся частиц,
найдем вклад в изменение признака ψ  осколков столкновений

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2
0 0

1 , , ,
2

dm k m m m m m f m f m dm dm
∞ ∞

∫ ∫ ψ ϕ . (1.6)

Здесь ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 2 1 2 1 2 0 1 0 2, ,k m m Э m m r r m m= + −U Uπ .

Столкновение частиц массы m  с другими частицами приводит к их уничтоже-
нию, следовательно, скорость уноса признака ψ определяется интегралом

( ) ( ) ( )1 1 1
0

,dm k m m R f m f m dm
∞

− ∫ ψ , (1.7)

где оператор R  записывается в соответствии с выбранной моделью взаимодейст-
вия. Объединяя (1.6), (1.7) и сокращая на величину dm , получим для скорости
изменения признака ψ  в результате столкновений формулу

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 1 2 1 2 1 2
0 0

1 1 1
0

1 , , ,
2

, .

k m m m m m f m f m dm dm

k m m R f m f m dm

∞ ∞

∞

∆ = −

−

∫ ∫

∫

ψ ψ ϕ

ψ
(1.8)

2. Уравнение среды в случае непрерывной модели столкновения частиц

Согласно данной модели, при столкновении меньшей частицы – снаряда 2m  с
большей частицей-мишенью 1m  – происходит изменение частицы мишени на ве-
личину 12 2mΦ , где 12Φ  или ( )1 2,m mΦ  – коэффициент эффективности столкно-
вений [3]. При этом указанное изменение массы вследствие статистического ос-
реднения по большому числу подобных столкновений равномерно распределяется
по всем n  частицам фракции 1m . Таким образом, изменение массы каждой час-
тицы 1m  в среднем за одно столкновение будет равно 12 nΦ . Если, кроме того,
предположить, что среднестатистическая масса образующихся мелких осколков
равна массе частиц снарядов, то функция распределения вторичных частиц по
массам можно представить в виде

( ) ( ) ( )( )12 2
1 2 1 12 2, , 1

m
m m m n m m m m

n
Φ⎛ ⎞= − − + − Φ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
ϕ δ δ . (2.1)

Чтобы быть последовательными, необходимо одновременно предположить,
что при каждом столкновении с меньшими частицами уничтожаются все n  час-
тиц фракции m , в то время как при столкновении с частицами больших размеров
уничтожается только одна такая частица. Подставим функцию ( )1 2, ,m m mϕ  в

правую часть соотношения (1.8). Заменим оператор ( ) 1 2
0 0

1
2

dm dm
∞ ∞

∫ ∫  на эквива-

лентные интегралы, либо ( ) 1 2
0 0

dm dm
∞ ∞⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫ , либо ( )
1

2 1
0 0

m

dm dm
∞ ⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫ .
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Оператор R  запишем в виде
( ) ( )[ ] ( )1 1 1R n h m h m m h m m= − − + − ,

где h  – единичная функция Хевисайда.
В результате из уравнения (1.3) для функции ( )f m  получим уравнение

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

1

0

12 2
2 1 2 1 1 2 2

0

1 1 2 2 12 1 2 2
0 0

1 1 1 1 1 1
0

,

, 1

, , .

r

m
m

m

m

f m
f m m

t
m

dm k m m n m m f m f m dm
n

dm k m m m m f m f m dm

n f m f m k m m dm f m f m k m m dm

∞ ∞

∞

∞

∂
+ ∇ =

∂
Φ⎛ ⎞= − − +⎜ ⎟

⎝ ⎠

+ − − Φ −

− −

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

U

δ

δ

При упрощении интегралов, содержащих 12 2
1

m
m m

n
Φ⎛ ⎞− −⎜ ⎟

⎝ ⎠
δ , сделаем замену

12 2
1

m
m

n
Φ

= +ξ  и при больших n  для вычисления 1m  из этого выражения вос-

пользуемся разложением ( ) 2
1 2 2

1, 0
m

m m
n n

⎛ ⎞= − Φ + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

ξ ξ .

Полагая дополнительно, что частицы, которые сталкиваются с нулевой разно-
стью скоростей, обязательно сливаются ( )( )1 2, 1m mΦ = , найдем

( ) ( ) ( )[ ]

( )

( )
( ) ( )

( ) ( )[ ] ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

2
1 1 2 2

1 2
2 2 2

1 2 20

1 1 1 1

2 2 2 1 1 1
0

,

1

, 1 ,

, , .

r

mn
n

m
m

m

f m
f m m

t
mm m m m m mnnk f m m f m dm

m m m n
m n

k m m m m f m f m dm

n k m m f m f m dm k m m f m f m dm

+

∞

∞

∂
+ ∇ =

∂
⎡ ⎤− Φ⎢ ⎥ Φ⎛ ⎞= − +⎢ ⎥ ⎜ ⎟∂Φ ⎝ ⎠⎢ ⎥+
⎣ ⎦∂

+ − Φ −

− −

∫

∫

∫ ∫

U

Разлагая подынтегральное выражение в ряд по малому параметру 1 n  и учи-

тывая, что ( ), 0k m m =  с точностью до величины 21 n∼ , получим уравнение для
функции ( )f m  в случае непрерывной модели столкновений:

( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( )

0

1 1 1 1, , ,

r t

m

f m
m f m f m m

t m

f m k m m m m f m dm
∞

∂ ∂
+ ∇ + =

∂ ∂

= − Φ∫

U

(2.2)
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где ( ) ( )2 2 2 2
0

, ,
m

tm k m m m m m dm= Φ∫  – скорость возрастания среднестатистической

массы частиц фракции m .
В работе [5] уравнения движения и теплообмена непрерывной модели выво-

дятся в допущении равновесной модели столкновений. При этом предполагается,
что количество движения и температура частиц фракции 1m  при столкновении с
меньшими частицами 2m  изменяется так, как будто происходит столкновение
частиц из диапазона [ ]1 1 1,m m dm+  с очень маленькими частицами с массой

2m n . Полученные уравнения совпадают с известными уравнениями непрерыв-
ной модели [3]. Однако данный подход противоречит физическому смыслу. Более
логичным является такой способ вывода этих уравнений, при котором сначала
вычисляется изменение признака при индивидуальном столкновении частиц с
массами 1m  и 2m , а затем с учетом большого числа подобных столкновений про-
водится статистическое осреднение этой величины по всем частицам фракции m .
Для иллюстрации данного способа рассмотрим подробнее вывод уравнения дви-
жения.

В результате равновесного обмена количеством движения скорости изменения
признака U  частиц после столкновения будут равны

( ) ( ) ( )1 0 1 2 0 2
1 2

1 2
, ,

m m m m
m m m

m m
+

=
+

U U
V ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

1 0 1 2 0 2
1 2 0 0 1 0 1 0

1 2

2
0 2 0 1 0 1 0

1 2

, ,

.

m m m m
m m m m m m m

m m
m

m m m m
m m

+
− = − + − =

+

= − + −
+

U U
V U U U U

U U U U

Предполагая, что изменение массы ( )1 2 2,m m m m∆ = Φ  при столкновении ма-
ло, приближенно запишем

( ) ( ) ( ) ( )0
0 1 0 1 2 2,

m
m m m m m

m
∂

− ≈ − Φ
∂

U
U U .

Тогда получим

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )02
1 2 0 0 2 0 1 1 2 2

1 2
, , , .

mm
m m m m m m m m m

m m m
∂

− ≈ − − Φ
+ ∂

U
V U U U

При статистическом усреднении этого приращения по всем частицам фракции
m  найдем, что каждая частица фракции получит приращение признака за счет
одного столкновения, равное

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )0 2 0 10 02 2
1 2

1 2
,

m mm mm m
m m

n m m n m n
−− ∂

≈ − Φ
+ ∂

U UV U U
. (2.3)

При столкновении частиц фракции m  с более крупными частицами меняется
только их число, но не масса. Поэтому для таких столкновений

( ) ( ) ( )[ ]2
0 0 2 0 1

1 2

m
m m m

m m
− = −

+
V U U U . (2.4)
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Используя (2.1), (2.3) и (2.4), уравнение движения запишем как
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r i
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i i i
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i i
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f m f m U f m
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f m f m dm dm k m m m m m m
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U m U m f m f m dm
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∞ ∞

∞

+ ∇ − =
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⎝ ⎠

− ∂ Φ⎡ ⎤
× − ×⎢ ⎥+ ∂⎣ ⎦

× + − − Φ ×

× −
+

∫ ∫

∫ ∫

U

δ

δ

(2.5)

Используя свойства δ -функции и переходя затем к пределу при n → ∞ , полу-
чим уравнение движения в рамках непрерывной модели

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
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∂
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∫

∫
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(2.6)

Аналогичный подход приводит к уравнению для температуры частиц:
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(2.7)

где ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )2
22 2

2 0 2 0 2
1 2 2 2

U m U mm mm
E m E m c T m T m

m m m m

−
− = − +

+ +
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( )

( ) ( )( )2
11 1

1 0 1 0 2
1 1 2

U m U mm mm
E m E m c T m T m

m m m m

−
− = − +

+ +
.

В уравнении движения частиц входят элементы тензора напряжений, энергия
хаотичного движения выражается через линейный инвариант этого тензора

3

1

1
2 i i

i
U U

=

′ ′= ∑ε . Для вывода уравнения энергии хаотического движения восполь-

зуемся уравнением переноса и для признака i jU U′ ′=ψ  запишем уравнение
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просуммируем это уравнение при i j= . В результате получим
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В силу предположений равновесной модели вновь образовавшаяся частица
массы m  приобретает скорость и энергию пульсаций

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2
0

1 2

m m m m
m m

m m
+

′ = −
+

U U
U U ; ( ) 2

2
m′U

.

Распределив эту энергию путем усреднения по всем n  частицам массы 1m ,
найдем, что в результате такого столкновения эти частицы будут обладать энер-

гией ( ) ( )
2

12
m

m
n

′
+

U
ε , где ( )1mε  – энергия частицы 1m  до столкновения и обра-

зования осколков массы 12
1 2m m m

m
Φ

= + .

Одновременно в этой модели уничтожаются все n  частицы массы m , поэтому
уравнение для энергии хаотического движения примет вид
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Используя свойства δ -функции, разлагая затем подынтегральное выражение в
ряд по малому параметру 1 n , получим уравнение для энергии хаотического дви-
жения в виде
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(2.8)

К уравнениям (2.2), (2.6) – (2.8) добавим уравнение изменения массы

( ) ( ) ( )1 2 1 2 2 2 2
0

mdm k m m m m m f m dm
dt

= Φ∫ . (2.9)

В общем случае для расчёта энергии ε  необходимо знать все компоненты тен-
зора напряжений, исключением является квазиодномерный случай. Записывая
систему уравнений (2.2), (2.6) – (2.9) для квазиодномерного течения и пренебрегая
моментами третьего порядка, получим систему, которая является замкнутой и
описывает поведение жидких частиц полидисперсного ансамбля.

3. Результаты численного расчета

В качестве примера использования предлагаемой модели проведен расчёт ус-
тановившегося движения продуктов сгорания металлизированного топлива в со-
пле ракетного двигателя в квазиодномерной постановке. Математическая поста-
новка задачи подробно представлена в работах [5, 6]. Уравнения для газовой фазы
заимствованы из работы [3]. Коэффициенты и безразмерные критерии, опреде-
ляющие взаимодействие частиц между собой и газом заимствованы из работ [3,
5]. Система уравнений решалась на основе обратной задачи. Для численного ин-
тегрирования системы уравнений газа использовался стационарный аналог нецен-
тральной конечно-разностной схемы Мак-Кормака [7] второго порядка точности.
Интегрирование системы уравнений фракции частиц осуществлялось с помощью
неявной разностной схемы [8], имеющей также второй порядок точности. На
входном сечении использовалось условие скоростного и температурного равнове-
сия между газовой фазой и частицами. Течение рассчитывалось в квазиодномер-
ной постановке для модельного радиусно-профилированного сопла [9]. Радиус
скругления в горловине сопла r r∗= ( r∗  – радиус минимального сечения сопла),

углы поджатия: в дозвуковой области 1 45= Dα ; в сверхзвуковой 2 24= Dα и

3 7= Dα ; в качестве металлической добавки топлива используется порошок алю-
миния.
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Значение исходных параметров:
3200kT = К; 65.89 10kP = ⋅ Па;
40.89 10−= ⋅μ кг·м−1·с−1; 300R =  Дж·кг−1·К−1.

Непрерывная функция распределения частиц оксида алюминия по размерам на
входе в сопло задавалась в виде нормально-логарифмического закона с парамет-
рами: 6

0 1.4 10r −= ⋅ м (средний радиус частиц); 1.5=σ  (дисперсия). Дробление
частиц определяется двумя механизмами – взаимодействием с газом и взаимодей-
ствием между собой [5].

На рис. 1 представлен результат расчета изменения среднемассового размера
частиц конденсата вдоль оси сопла х (здесь x = L/r∗, L – размерная длина сопла).
В дозвуковой области сопла процесс коагуляции превосходит процесс дробления
и достигает своего максимального значения в области критического сечения со-
пла. В трансзвуковой области процесс дробления значительно превосходит про-
цесс коагуляции, что влечет уменьшение среднемассового размера частиц. В
сверхзвуковой области за счет уменьшения разности скорости частиц разных раз-
меров и расширения сопла число столкновений между частицами мало, и, как
следствие, среднемассовый размер частиц практически не изменяется. Изменение
D43 вдоль сопла с учетом флуктуации энергии частиц представлен штрихованной
кривой.

D43, мкм

0

4

8

–2 0 2 4 6 8 х

Рис. 1. Изменение среднемассового размера частиц (D43)
вдоль сопла (r∗ = 0.2 м; z = 0.4)

Рис. 2 иллюстрирует зависимость двухфазных потерь от критического радиуса
сопла. Сплошная линия соответствует расчету без учета флуктуаций энергии час-
тиц, штрихованная с учетом флуктуаций.

На рис. 3 представлен результат расчета зависимости двухфазных потерь от ве-
совой доли конденсата. Как и в вышеприведенных графиках, сплошная линия соот-
ветствует расчету без учета флуктуаций энергии частиц, штрихованная – с учетом.

Двухфазные потери в данных расчётах обусловлены скоростной и темпера-
турной неравновесностью потока.
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Рис. 2. Зависимость двухфазных потерь от критического радиуса сопла (z = 0.4)

0 0,40,2 0,6 Z
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1

2

3
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Рис. 3. Зависимость двухфазных потерь от весовой доли конденсата (r∗ = 0.2 м)

Заключение

Разработана статистическая модель течения двухфазной смеси, в которой
взаимодействие частиц дискретной фазы базируется на непрерывном подходе.
Модель имеет более строгое физическое обоснование и более удобное в числен-
ной реализации по сравнению с ранее предлагаемыми моделями данного класса.
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